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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH
DO ZADAN BRZEGOWYCH TEORII LEFKOSPRAZYSTONCI

Streszczenie. W pracy sformudowano zagadnienie brzegowe teorii lep-
ko sprebyseafc3T'za pomoca metody elementéw brzegowych. Brzegowe réwna-
nia catkowe zostaty wyprowadzone z zasady Bettiego przy wykorzystaniu
analogii sprezysto-lepkosprezystej. W przypadku gdy rozwazane sa punk-
ty brzegowe osrodka lepkosprezystego, otrzymane roéwnania tworza ukdad
brzegowych osobliwych réwnan catkowych wzgledem nieznanych transfor-
mat Laplace*a przemieszczen i sit powierzchniowych, natomiast gdy roz-
waza sie punkty wewnetrzne osrodka, otrzymuje sie zaleznos$¢ bedaca
uogélnieniem wzoru Somigliany na zagadnienia lepkosprezystosci. Brze-
gowe rownania caltkowe lepkosprezystosci rozwigzuje sie technika ele-
mentéw brzegowych. Brzeg ciata aproksymuje sie elementami brzegowymi.
Transformaty przemieszczen i sit powierzchniowych aproksymuje sie za
pomoca Ffunkcji ksztaktu i wartosci weztowych. W rezultacie otrzymuje
sie uktad roéwnan algebraicznych, ktéry rozwigzuje sie dla ciggu war-
tosci parametru przeksztaktcenia Laplace’a wzgledem transformat nie-
znanych przemieszczen 1 sit+ weztowych. Nastepnie przeprowadza sie
transformate odwrotng. Jako szczegdélny przypadek rozpatrzono jedno-
wymiarowe ukdady lepkosprezyste.

1. Wprowadzenie

Metoda elementéw brzegowych (zwana takze metoda brzegowych réwnan catko-
wych) znajduje w ostatnich latach coraz szersze zastosowanie do rozwiazywa-
nia zagadnien brzegowych mechaniki [1, 2]. Metoda ta posiada szereg poten-
cjalnych zalet i bywa z powodzeniem stosowana do tych zagadnieh mechaniki,
w ktérych metoda elementdéw skoriczonych znalazta powszechne uznanie. GHowng
zaleta metody elementdéw brzegowych jest to, ze liczba niewiadomych, a tym
samym powstaty w koncowym rezultacie ukdad réwnan algebraicznych, zalezag
tylko od dyskretyzacji brzegu ciata, w przeciwienstwie do metody elementéw
skonczonych, w ktérej dyskretyzacji podlega caty obszar zajmowany przez
rozpatrywany ukdad. Dzieki tej zalecie metoda elementéw brzegowych stata
sie alternatywng technikg numeryczng w stosunku do stosowanych do tej pory
metod komputerowych mechaniki. Metoda elementéw brzegowych z powodzeniem
jest stosowana do rozwigzywania zagadnien brzegowych mechaniki osrodkéw
ciggtych, w ktérych réwnania konstytutywne osrodka nie zalezg od czasu.
Okazuje sie jednak, ze whkasciwosci wielu tworzyw sag takie, iz do ich opisu
nalezy przyja¢ réwnanie stanu zalezne od czasu. Metoda elementdéw brzegowych
nie znalazta na razie szerszego zastosowania do tej klasy probleméw. Istnie-
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Je tylko kilka prac poswieconych zastosowaniu tej metody do liniowych za-
gadnien lepkosprezystosci [3,2,4,5] oraz lepkoplastycznosci [6] -

W niniejszej pracy zaprezentowano sposob formudowania zagadnieh brzego-
wo-poczatkowych teorii lepkosprezystosci w ujeciu metody elementéw brzego-
wych. Przedstawiono spos6b rozwigzania zagadnienia w dziedzinie transfor-
mat Laplace"a oraz zastosowanie metody do Jednowymiarowych ukdtadéw lepko-
sprezystych.

2. Sformutowanie zadania brzegowo-poczatkowdgo lepkosprezystosci
Wezmy pod uwage ciato o objetosci D i gladkiej powierzchni S. Niech na
powierzchni S1 zadane beda przemieszczenia, a na S2 obcigzenia (przy czym

zachodzi Slu S2 &S, S1n S2 = 0).
Réwnania réwnowagi wewnetrznej dla zagadnien dynamicznych maja postac:

02 ui
+ xi = (1)

lub dla zagadnien quasi-statycznych, gdy pominieto cztony inercyjne:

«ij,j + Xt =0 (&)
Analizowa¢ bedziemy teorie liniowg geometrycznie, wtedy:

£ij “\ <i,j +“j,1* ©)

W przypadku zagadnien lepkosprezystych réwnania konstytutywne mozemy zapi-
sa¢ w postaci splotu:

SiJ

2 G1(-® m dejj

~kk 3 a2 M » dfkk

Sij - dewiator stanu naprezenia,
kk - tensor kulisty stanu naprezenia,
eij - dewiator stanu odksztakcenia,
<okk - tensor kulisty stanu odksztakcenia,

natomiast G1(t) i 02(t) sg odpowiednio funkcjami relaksacj
i wszechstronnego $ciskania (por. [7,8])-
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Warunki brzegowe okreslimy nastepujaco:

na S§ XT T<4t;t >0

ti = na S2 xT

Warunki poczatkowe maja postac:

. ~ul /
ui/t=0 - «i tfe/ = hi
/t-0

Dokonujac transformacji Laplace’a réwnan od (1) do(A), anastepnie
wzgledniajac w warunkach réwnowagi réwnania konstytutywne oraz zwiagzki
dzy odksztakceniami i przemieszczeniami, otrzymujemy ostatecznie:

- dla zagadnien dynamicznych lepkosprezystosci:
+ X/»es2 ud
- oraz dla zagadnien quasi statycznych lepkosprezystosci:

%+ u) + kUi.jj + X*« 0

gdzie:

p. = 3 av X= -] SG1+ s02,

X/= Xt +o|sgi Vhj .
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Réwnania (7) i (8) maja posta¢ analogiczng do réwnan Naviera w elastody-

namice i elastostatyca.
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3. Brzegowe réwnanie catkowe lepkosprezystosci
Podstawe do rozwazan stanowig rownania (7) i (8). Wykorzystujac analogie

sprezysto-lepkosprezystg, brzegowe réwnania catkowe lepkosprezystosci wy-
prowadzamy z zasady Bettiego:

| DG .s) W (X,8) - X* (X,S) uA (x,s)] dD () +

(11)

+ j[b s) Qi (x,s) - x,s) ui X,s)J dS xX) =0
S
Zaktadajac:
«i (x,s) = Uik (Xx,y,s), (12)
x,s) - Tik (x,y,S).- 3)

gdzie: UMk (X,Y,S) sa rozwigzaniami podstawowymi nastepujacych réwnan:
<W ) Uik.ij + p.Uik,jj - gs2 Uik + Sik 8(x-y) =0 a4

dla zagadnien dynamicznych lepkosprezystosci oraz

a*p) UIki+d +<u Uik#J + Sik 6(X-y) =0 5)
dla zagadnien guasi-statycznych lepkosprezystosci.
Rozwigzania podstawowe UMKk wyrazaja sie nastepujacymi zaleznosciami:

- dla przestrzennych zagadnien dynamicznych:

exp(—sr/Cl)aexp(—sr/CZ)

exp(—sr/C2)+_Cf

ik I ( Ik

ik hu g-
gdzie:

q2 _ 2m an
1> ?



Zastosowanie metody elementéw brzegowych. .. - 85

dla przestrzennych zagadnien quasi-statycznych:

Jik 165TAiE-o_) (¢) [(3-40) 6ik o rfi r, kK], (18)

przy czym w powyzszych zaleznosSciach przez r oznaczono odlegtos¢ miedzy
punktami x iy, tzn.:

=

| xi"yi M xi“yi)

Tensor Tjk okresla naprezenia w kierunku dowolnego wektora jednostkowe-

go n = i okreslany jest wzorem:
Tik = Fij, = Ujk 19
gdzie:
pex - J-ilj -4- tun, -i-+iil, — (20)
1dxt, ' Jdxt r 1J 2n
Wstawiajac (12) i (13) d6 (11) oraz uwzgledniajac, ze = <ik5(x-y), otrzy-
mujemy po przeksztatceniach:
clk(y) "(y-S) + | Tik(x,y,s) u~x.s) dsS(x) =
S
(21)
* f ik (x*y*3) Ni(x»s) dS(x) +ftk(y.a).
gdzie:
a ty.s) = | Uik(xy.s) X*(x.8) d DEO.
6ik dla yeD
Cik(y) ={0>5 Nik dla yes (€2

0 dla ydDbDusS
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Zaleznos¢ (21), w przypadku gdy yeS, jest ukkadem brzegowych osobliwych
réwnan catkowych wzgledem nieznanych transformat przemieszczen u”~”~s) na
brzegu S2 (xc S™) oraz nieznanych transformat sit powierzchniowych t™ (X,s)
na brzegu (xe SN). ¥tym przypadku ze wzgledu na osobliwo$¢ jader cakki
brzegowe w réwnaniu (21) nalezy rozumie¢ w sensie wartosci gioéwnych Cau-
chy’ego. W przypadku gdy yeD, zaleznos¢ (21) jest uogdlnieniem wzoru Somi-
gliany na zagadnienia lepkosprezystosci.

4. Dyskretyzacja brzegowego réwnania catkowego lepkosprezystosci elemen-
tami brzegowymi

Brzegowe réwnania caltkowe lepkosprezystosci (21) rozwigza¢ mozna efek-
tywnie technika elementéw brzegowych. W tym celu brzeg ciata lepkosprezy-
stego aproksymuje sie elementami brzegowymi S8 w spos6b nastepujacy:

@4

W obrebie kazdego elementu geometrie oraz transformaty przemieszczen i sit
powierzchniowych aproksymuje sie przez wartosci wezdowe oraz funkcje inter-
polacyjne (ksztattu) m“ () i Nw() w sposéb nastepujacy:

X8CP =M X 8m

uj(f.s) = Nw(") UBW (s) (25)

t8(5,s) = Nw(p t8W (s)
gdzie: J= (©, e Lll 1] wspotrzedne lokalne dla elementu brzegowego,
natomiast m i w wezty elementu brzegowego. Jadra x,y,s) i (x,y,S)

sg takze fun<cjal, gdyz y = y(F).
Prz numerycznym catkowaniu jader elementy brzegowe transformowane sa do
wsp6trzednych lokalnych przez zastosowanie jakobianu:
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Po uwzglednieniu (24), (25) oraz (26) roéwnanie catkowe (21) przyjmuje
postac:

chk(y) Ok (y,s) + a@k (v,s) Uj (s) = blE (v,s) tOw () +

@n
+& k (y»s)
gdzie:
alk (y’s) = | Tik y"s) nW(P ans
blk (y»s) =j u y-s > nW(]|)

Poniewaz przy dyskretyzacji brzegowego réwnania catkowegostawiamy waru-
nek, aby spednione byto ono we wszystkichpunktach wezdowych, wiecréwnanie
(27) zapisa¢ mozna w postaci macierzowej nastepujaco:

AGH{u &= Pb @] {t @ +{Q @} @8

gdzie: {u (8)j, [t (s)] oznaczaja odpowiednio transformaty przemieszczen
i sit weztowych a o () = [cik (y) + aaE (¥.9)] .b &) = [S?* .9 -

Réwnanie (28) rozwiazuje sie dla ciggu wartosci s wzgledem transformat
nieznanych przemieszczen i sit weztowych. Nastepnie przeprowadza sie nume-
ryczng transformate odwrotng, przy czym postuzy¢ mozna sie w tym celu algo-
rytmem opisanym w pracy [9] -

Rozwigzanie zadania brzegowego dla jednowymiarowego uk#adu lepkosprezy-
stego metodg elementéw brzegowych znacznie sie upraszcza. Brzeg takiego u-
k+adu wyznaczony jest tylko dwoma punktami, a ukd#ad brzegowych réwnan cat-
kowych redukuje sie wprost do ukkadu réwnan algebraicznych.
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5. Jednowymiarowe uktady lepkosprezyste

5.1. 0g6lne sformutowanie zadania granicznego

Rozpatrzmy lepkosprezysty pret pryzmatyc?ny o ddugosci 1 i gestoscioc,
na ktéry dziata obcigzenie uogdélnione b (xft). Znane sg warunki poczatko-
we:

u —*<*) . 8A4§]I"j/Co = h & 29>

Na brzegu B = |01,B2j (x#Bl= (x=0), xeB2 = (x=1)) zadanych Jest n warun-
kéw brzegowychw postaci:

Uk = die (x) u K i*)»(k»0,1, . . .n-1) (30)

gdzie operator rézniczkowy d™ (X) jestokreslany nastepujgco:

-3k
dk () =Fk ~ * G

Fk zalezy od rodzaju zagadnienia wytrzymatosciowego (rozciaganie, skreca-
nie, zginanie).

Jezeli uogélnionemu obcigzeniu b (x,t) odpowiada uogélnione przemiesz-
czenie u (*,t), to stan ukkadu mozemy opisa¢ w przedziale czasu tet+ =
* jt : 04 t4 oo réwnaniem operatorowym (poréwnaj [10,11] ):

D (X,©) = p (X, (32)

gdzie:

P D =v O +M LM g O+ S h I, (€5))

Operator Dn zalezny jest od czasu i opisuje podstawowe przypadki wytrzy-
matosSciowe preta, takie Jak: rozcigganie 9 = 2, skrecanie n = 2 i zginanie
n = 4. Dla uk#adéw opisanych operatorem D u=uQ i ul oznaczaja dla rozcig-
gania odpowiednio: przemieszczenie i site normalng, a dla ukktadéw opisanych
operatorem DM (zginanie) u-uQ, ul, u2, u™ oznaczaja odpowiednio: ugiecie,
kat ugiecia, moment gnacy i site poprzeczna. Liczba mozliwych parametréw
brzegowych na brzegach B1 J. B2 réowna jest 2n (po n na kazdym brzegu).

Po przeprowadzeniu transformacji catkowej Laplace*a réwnania (32) o-
trzymujemy:

Dnu(x,s) « p (X,S) (€D)
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przy czym operator Dn zapisa¢ mozna w postaci:

D* = e (s) + f () (35)
dx

gdzie wspodczynniki e(s) i i (@) sa funkcjami parametru przeksztatcenia
Laplace’a i zaleza od rodzaju zagadnienia (dynamika, aguasi-statyka) oraz
przyjetego modelu lepkosprezystosci.

Podstawe do rozwazan stanowi zasada wzajemnosci Bettiego, ktéra dla za-
gadnienia Jednowymiarowego przyjmuje postac:

Jjlp ,s) Ug (x,s) - p"(x,s) UO (x,s)]dx +
(36)
n/2 x-1
¢ 2 (-Dk-1 vk {x=s) 5k-1 (x"s) - Gn-k (x"3> uk-1 <x"s)
k=1 x=0

Nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie u (y,t), ye(o,l) (tutaj najpierw u (y,s)),
wyrazajac Je przez odpowiednio dobrane przemieszczenia u”™=u (Ug-U ). Jeze-
li w punkcie ye(o,1) preta nieskoriczonego dziata Jednostkowa, chwilowa si-
41 skupiona pl =£(x-y) 6 (t) (tutaj p* -5(x-y)), to wywokuje ona w precie
Uk * Uk (x,y,t) (k«0,1,...,n-1)(u nas (X,¥,s)). UO Jest wtedy roz-
wigzaniem podstawowym operatora Dn:

DN U (X,Y,S) - 6 (x=y)- @D

Korzystajac z powyzszych zaleznosci otrzymujemy z zasady Bettiego formute
pozwalajaca wyznaczy¢ u (y,S)

ufy,s) = uo(y.s) y.s) px,s) dx +

n/2 X=1
¢ 2 (-Dk-1 "t1(xy,s) uH_k(x.s) - Un_k (x,y,s) un~fa.s)
k-1

gdzie:

uk (x,y,s) = dk () Uo (Xx,Y,S), (k-1,...,n-1) (39)
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Dziatajac na zaleznos¢ (38) operatorem dj(y) (=1,... ,n-1), otrzymujemy
formute pozwalajaca wyznaczy¢ u”™y.s), u2(y,s), Uj(y,.s):

1
uyly.s) =k Yo, *x.y.8) p (x,8) dx t |4 Uk-i,j (x*y-a) =
“40)
-X=1
Qn-k <x"s> " L-k,j °k-1 <x"s> 7
gdzie:
x.y,s) = di () Uk (x.y,s) G

W poprawnie sformutowanym zadaniu brzegowym n parametréw brzegowych jest
danych, a pozostate n trzeba wyznaczy¢. W tym celu, dla n=2, wykorzystujemy
zaleznos¢ (38) lub dla n=4, zaleznos¢ (38) i jedna z zaleznosci (40), sto-
sujac przejscie graniczne y —>B |(y=0+£)j (y=1-¢)| gdzie £-»0. W wyniku
przejscia granicznego otrzymujemy ukdad n réwnan algebraicznych wzgledem
nieznanych parametréw brzegowych. Dla konkretnego zadania wyznaczymy u® (v,
S), a nastepnie stosujac odwrotng transformacje Laplace*a otrzymujemy

U ¢.D.

5.2. Pret rozciagany

Wezmy pod uwage pret pryzmatyczny o ddugosci 1, gestosci 9 , przekroju A,
poddany dziataniu obcigzenia stycznego b (x,t) (rys. D. Warunki brzegowe
zagadnienia drgan podtuznych preta moga dotyczy¢ przemieszczen podduznych
uQ (x,t) i sit normalnych ul (x,t) » EA OUo ”~x,t}4x dla x = 0 (x e B1l) oraz
dla x=1I (xeB2). Zadane sa warunki poczatkowe (29). Ruch uktadu opisany jest
réwnaniem operatorowym (34), przy n=2, a obciazgnie uogélnione p (x,t) wyra-
za sie formutg (33) przy M=?A. Postac¢ operowa D Jest zalezna od przyjetego

Rys. 1
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modelu fizycznego lapkosprezystosci (p- model Maxwella lubVoigta) oraz od
rodzaju zagadnienia (quasi-statyka, dynamika). Dladynamiki otrzymujemy:

D2« A - EA 9=o0 s2, 42)
cix®

a dla quasi-statyki
D2=EA ¢1, . 43)
dx

E zalezy od przyjetego modelu fizycznego i tak:

dla modelu Voigta:

E-Eqg+ys (CZ)

a dla modelu Maxwella:

' 'mA (45)

gdzie:
* -?/Eo

y m wspédczynnik lepkosci,
Eq m modut sprezystosci podtuznej.

ilozwigzanie podstawowe UQ (X,Yy,S) operatora D okreslone jest réwnaniem
(37). Dla zagadnien dynamicznych otrzymujemy:
u (x,y,s) - ¢gadJagl 3m (fi (xvy)), (46)
0 2lu g E
a dla zagadnien quasi-statycznych:

U0 (X,y,s) = -"XXL “n
0 2EA

Wtedy sidty normalne maja postadé odpowiednio dla dynamiki i quasi-stat Kki:

Ul (x,y,s) N sgn (x-y) cos (fi Ix=yl ) (48)
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Ul (x,yfs) = - \ sgn (x-y) 49

Podstawiajac odpowiednie wartosci do (38), otrzymujemy odpowiednik for-
muty Domigliany dla rozwazanego zagadnienia:

1
Uuo (y,s) = ™~ UQ (X,¥,s) p (X,s) dx + UQ (x,y,s) Ul (x,s) -
o] L

(EV)

x=1

- U, (X,Y¥,S) u0 (X’S)J -

Znajac rozktad sit osiowych, warunki poczatkowe oraz wszystkie cztery
parametry brzegowe, mozna wyznaczy¢, po wykonaniu odwrotnej transformacji
baplace’a, przemieszczenie dowolnego punktu preta. W prawidtowo postawionym
zagadnieniu dwa warunki brzegowe sg znane, a dwa pozostate trzeba wyznaczyc¢.
W tym celu stosujemy przejsScie graniczne y"-BM i y—KBg. W wyniku przejscia
granicznego otrzymujemy ukdad dwéch réwnan algebraicznych, ktéry mozemy za-
pisa¢ w postaci macierzowej. Dla dynamiki mamy:

v\ cos (¢ 1) 0j - asin (¢c 1 ul (0,s)
+
}cos (c Dv £a |DO (1,s) a sin (c 1); 0 1,s)
G
1
0
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Dla quasi-statyki otrzymujemy zapis nieco prostszy:

1
1/2% - £ u0 (0,s)j 0; 1/2E A iul(o,s f—rr = X,S) dx
¥ [u0 (o0,s)]j (0,s) S gk p(x,s)
(52)
w/2} 1/2 12EA} O 1url.s)] “X-03 h(x,s)dx|

2EA

Wspotczynniki a, c i E zaleza od przyjetego modelu fizycznego i sg funk-
cjami parametru s przeksztatcenia Laplace’a

(53)
2A JfiE

Dla konkretnego zadania obliczamy transformaty nieznanych parametroéw
brzegowych z réwnan (51) lub (52). Po wykonaniu odwrotnej transformacji La-
place’a otrzymujemy funkcje w jawnej zaleznosci od czasu. Jezeli otrzymane
wyniki wstawimy do réwnania (50), to mozemy wyznaczy¢ przemieszczenie dowol-
nego punktu preta. W analogiczny spos6b rozwigzuje sie zagadnienia drgan
skretnych preta lepkosprezystego.

5.3. Pret zginany

Rozpatrzmy pret o diugosci 1, przekroju A i gestosci g ; prostopadle do
osi preta dziata obcigzenie cigglte b (x,t) (rys. 2. Zadane sg warunki po-
czatkowe (29). Na brzegu
B= B Bg okreslamy n=4
warunki brzegowe zgodnie z
réwnaniem (30), przy czym
Fg-F.pl, F2=F,=EJ, gdzie
J-moment bezwkadnosSci prze-
kroju preta. Stan ukdadu
opisany jest réwnaniem ope-
Rys. 2 ratorowym (34), przy n=4,
a obciagzenie uogdlnione p(x,t) okreslone jest zaleznosciag (33) przy M=eA.
Operator D™ dla zagadnien dynamicznych ma postac:

Th EJ — T + 9A; 9s &D
dx

a dla quasi-statyki:
A
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E zalezy od modelu fizycznego lepkosprezystosci i dla modelu Voigta i Max-

wella wyraza sie zaleznosciami (44) i (45). Znajdujemy rozwigzanie podstawo-
we 00(x"y "s) operatora z réwnania (37), a nastepnie dzialajac operatorem
dk (X) na UQ(X,y,s) otrzymujemy U.,, U2 i Uj. Wielkosci te dla guasi-statyki
dane sg wzorami:

IX -y
12 EJ

U =sgn (x-y) (x-y)*
4 EJ
(56)

03 = - ssn (/-yl.

Wstawiajac powyzsze zaleznosci do réwnan (38) i (40) oraz stosujac przej-
Scie graniczne y-»B, otrzymujemy uktad 4 réwnan algebraicznych wzgledem nie-
znanych parametréow brzegowych. Po przeksztatceniu ukdad réwnan mozemy zapi-
sa¢ w postaci macierzowej. Dia guasi-statyki otrzymujemy:

1/2; -\ i0 ;12 g os 0} 12/4E3; 0} - 137123 (a2to,s)N
Wit  \ » 1/2* 0 QO0(i.s) -12/4EJ; O} 13/12EJ; 0 u2(l.s)
> <
"
0 0 1/2} -1/2;  u.,(0.) 0} -1/2EJ; O} -12/4EJ u3(o,s)
0 ;0 ; w2} 172 unrl.s) -1/2EJ; 0; -12/4EJ; O u3(l,s)

f X" p (x,s) dx
1 12EJ

m + p (X,8) dx
12EJ

= €1}
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Dla konkretnego zadania znajdujemy transformaty nieznanych parametréw
brzegowych, a nastepnie wyznaczamy u™(y,s) z réwnan (38), (40). Na koniec,
dokonujac odwrotnej transformacji Laplace’a, wyznaczamy u?tiy.t).

6. Przyktady

a) Dany jest jednorodny pret o dhugosci 1, przekroju A, utwierdzony na
obu koncach. Wzdduz osi preta dziatajg sity skupione w miejscach
(1=1,2,.,.,n) (rys. 3); nalezy wyznaczyc
nieznane parametry brzegowe u.](o,t),
u.|J(1,©) oraz uQ(y,t). Warunki brzegowe

B2 maja postac:
- F»P- , =

i u0 (o,t) = o uQ(o,s) - O,
(58)

L uQ (1,©) = 0; uQ(,s) = 0.

Rys. 3
Sity osiowe przedstawiamy zaleznoscia:

p(x,t) = 2 Pi $Kx-1i)» P(*.s) - g 2 Pi tx-li>. G99

1=1 i-l

Przyjmiemy zerowe warunki poczatkowe. Powyzsze wielkosci wstawiamy do (52).
Otrzymujemy ukdad dwéch réwnan algebraicznych, z ktdérego po przeksztatce-
niach uzyskujemy:

ua(l,s) =~ 7 Pi
(60)
Ui = 4 L
Na koniec wykonujac odwrotng transformacje Laplace*a otrzymujemy:
ura,e - -ij;
6D

Ugio.t) =~ ~  Pilli-I]
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Rozwigzania te sg niezalezne od przyjetego modelu fizycznego. W nastepnym
etapie wyznaczamy przemieszczenie przekroju odlegtego o y od konca B". Ko-
rzystamy z (50) wstawiajac wartosci z (60). Po przeksztakceniach otrzymu-

jemy:

291,

_ ) (62)
2sE A i>1 PT @iy - >

un (y>s)

Rozwigzanie jest zalezne od przyjetego modelu fizycznego. Dla modelu Max-
wells uzyskujemy:

21
uo(y,t) idi+y — ~ li+- 63
26 1 Pidi+y liz-y]), 63
a dla modelu Voigta:
= -_— = T} 64
In¢.B 2E0A % pi<Vv * - I~-yD) G
Wstawiajac konkretne wartosci 1, 1™, vy, A, EO oraz t,otrzymamy

wartosci liczbowe przemieszczenia dla danej chwili czasu t.

Ten sam problem mozemy rozwigza¢ dla zagadnienia dynamicznego. Rozwigzu-
jemy wtedy ukdad réwnan (51), uwzgledniajac (53). Obciazenie zadajemy w po-
staci:

p(x,s) -~ pi(s) 6d-1j). GO

Réwnania przyjmuja wtedy postac:

1
+.sin(c 1) ul(,s) » j a.sin(c x) S, P~s) Gi(x-1"™ dx,
0
1 66)

$.sin(c 1) u™(o,s) m | a.3in (€ 1] ) PAGE)<Sx-1Y)  dx;
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Po przeksztatceniach otrzymujemy

u.,(1.s) ! i .
G 1. D \ 51(s) sin (F] 1i)

(CD)

ul(o,s) =
sin(V] .1

Chcac wyznaczy¢ uQ(y,s), wstawiamy (67) do (50), a nastepnie wykonujac
transformacje odwrotng, wykazujemy uQ(y,t).

b) Rozpatrzmy belke o diugosci 1, sztyw-
nosci EqJ, utwierdzona na koncu B, i pod-
parta przegubowo sprezyng o statej c na
koncu Bg. Prostopadle do osi preta dzialajag
sidy poprzeczne Pi w miejscach 1™ (rys.4).
Nalezy wyznaczy¢ nieznane parametry brzego-
we oraz ugiecie uQ(y,t) dla przekroju od-
legtego 0 y od brzegu B, . Warunki brzegowe
i ich transformaty majg postac:

uQ(.,t) "0, uQ(o,s) = 0,

uno.t) =0; u, (0,s)= 0,

(68)
u2(l,t) =0; u2(l,s) =0,
ujrl,t) = - cuQ,t) i u3(,s) = -c uo(l,s).
Obcigzenie belki wyraza sie zaleznoscia:
POXED = P GO pOas) = - A Py L) (69)
=1 A si=l 1 1

Przyjmujemy zerowe warunki poczatkowe. Na podstawie (57) zapisujemy uktad
réwnan algebraicznych, z ktérego po przeksztatceniach otrzymujemy:
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1 1 e 2 choi-1i]
uri.s) =i 4- X <l - ~r=A-—----Br>. 0)
1 s 2EJ i=1 2(3EJ+C1 )
1A cl2(31-1)
02(n,-)-1J; V1 o .-g~i’,
cl2 (31-1,).
u,(o,s i 2 pi (@ --zoz==- 3T~)*
(-9 « & 2zt (C 2(3EJ+cl ) )

Teraz dla konkretnego przypadku wykonujemy odwrotnag transformacje Laplace*a
i otrzymujemy wartosci uQ(l,t), u-|(1,t), Ugio.t), Uj(o,t) zalezne od przy-
Jjetego modelu fizycznego lepkosprezystoscl.

Jezeli P » P, 1™ » 1/2, to dla modelu Voigta otrzymamy:

u (1,t) SEH pi-e( ) ( 1g8)l, (71)
0 9 EJ (1+7) L J

gdzie:

Wartosci otrzymane z (70) wstawiamy do (38), skad dla danego y wyznaczamy
u0(y-s)+ a nastepnie uQ(y,t).

7. Uwagi koncowe

Metoda elementéw brzegowych jest uzytecznym narzedziem stuzacym do roz-
wigzywania zagadnien dynamicznych i quasi-statycznych teorii lepkosprezystos-
ci. Wykorzystujac analogie sprezysto-lepkosprezysta, otrzymuje sie rozwigza-
nie zagadnienia w postaci brzegowego réwnania oatkowego, a po dyskretyzacji
brzegu w postaci uk#adu réwnan algebraicznych, podobnie Jak dla zadah brze-
gowych teorii sprezystosci, z tym ze w dziedzinie transformat Laplace’a.
Prezentowana metoda Jest szczeg6lnie efektywna dla zagadnienn jednowymiaro-
wych lepkosprezystoscl. W tym przypadku, z uwagi na istote metody, wymiar
zadania redukuje sie o jeden rzad i w rezultacie otrzymuje sie wprost ukdad
réwnan algebraicznych. Dokonywanie odwrotnych transformacji Laplace’a przy
zatozonych modelach fizycznych lepkosprezystoscl stwarza¢ moze trudnosci
natury matematycznej. Dlatego wskazane Jest stosowanie numerycznego odwra-
cania transformat, tak jak czyni sie to w zagadnieniach dwu- i tréjwymiaro-

wych .
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nPHMEHEHKE METOM' KPAEBUX 3JIEMEHTOB
UJM KPAEBUX 3AM1I 3H3KOynpyr(rf TEOPHH

P e 3x»me

B padoie ccjiopMyjiHpoBaHbi Kpaesue 3aflaiH BH3Koynpyroii Teopaa npa uomohh
Meioja KpaeBux ojieMeHTob. KpaeBue HHierpajiBHbie ypaBKeHHH nomyaeHH Hoxo"it
n3 npHHpHna BeiiH, ¢ Hcno-nbsoBaHHeM ynpyrolt BH3Koynpyroro nofloOHH. PaccMa-
TpHBajiHeb ABa cxyva/L: lIlepBui! czynaS - ¢ KpaeBHMH TonKaMH Bs3Koynpyroi? cpe-
flH. nozyneHHHe b 3Tom czynae ypaBHeaaa ecTb CHCTeiia KpaeBux ocoOeHHui HHTe—
rpambHux ypasneHHM no oTHomeHHio k HeH3BecTHHM npeoOpa3oBaHHHM Jlanzace Alia
nepewemeHHt! u noBepxHOCTHtix cm. Bo BiopoM czynae, jcorza paccMaTpHBa*. ich
BHyTpeHHHe tovkh cpegn, nozyyeHa 3aBHcnMoeTh, KoTopaa aBzaeica 0600fljeHHeM
$opMyzu CoMnrjiHHEi M a BZ3KoynpyrHX 3azatj. KpaeBue’HHterpajibHue ypaBHeHHa
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BjE3Koynpyrocin pemawToa Meio”oM Kpaesbtx sjieMeHTOB. Fpamma Tejia annpoKOHMH-
pyeToa KpaeBtiMH 3JieneHTaMn. llpeo6pa3 0BaHna nepeMemeHna a noBepxHOOTHHX chji
annpoKCHMHpyioTCH npa noMona $yHKpnil tbopwu h y3JioBbix 3HatieHn», B pe3yjibiaTe
noliyyaeTGH oacTeMa ajireSpanqeakK KX ypaBHemift, Koiopaa pemaeTca ajih pa“a 3Ha-
SHHft napaMeipa npeo6pa30BaHHa Jlanxaoa no oiHomeHHJo k h6B3B6cthuu npeodpa-
3o0saHHaM nepeMemeHn2 h y370Btcc chx. B Ka”ecTBe aacToTHoro cjryaaa paccMOTpe-
Ha o0"HOMepHaa BH3Koynpyraa CHCieMa.

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD TO BOUNDARY VALUE PROBLEMS
OF VISCOELASTICITY

Summary

In this paper the boundary value problem of viscoelasticity is formula-
ted by means of the boundary element method. Boundary integral equations of
viscoelasticity are derived from Betti’s reciprocal theorem using elastic-
»mviscoelastic correspondence principle. If one considers boundary points of
a viscoelastic medium the system of singular integral equations is obtained.
In the case when domain points are considered somigllana’s identity is ob-
tained. The boundary is discretized into boundary element. Laplace trans-
form of displacements and tractions are approximated vy means of shape func-
tions and nodal values. As a result the system of algebraic equations in a
matrix form is obtained. This system is solved for series of Laplace trans-
form parameter. Finally, the inverse transformation to the time domain is
accomplished. One-dimensional viscoelasticity systems are considered as a
particular case.



