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Streszczenie. W pracy sformułowano zagadnienie brzegowe teorii lep­
ko sprę5ysęa£c3T"za pomocą metody elementów brzegowych. Brzegowe równa­
nia całkowe zostały wyprowadzone z zasady Bettiego przy wykorzystaniu 
analogii sprężysto-lepkosprężystej. W przypadku gdy rozważane są punk­
ty brzegowe ośrodka lepkosprężystego, otrzymane równania tworzą układ 
brzegowych osobliwych równań całkowych względem nieznanych transfor­
mat Laplace*a przemieszczeń i sił powierzchniowych, natomiast gdy roz­
waża się punkty wewnętrzne ośrodka, otrzymuje się zależność będącą 
uogólnieniem wzoru Somigliany na zagadnienia lepkosprężystości. Brze­
gowe równania całkowe lepkosprężystości rozwiązuje się techniką ele­
mentów brzegowych. Brzeg ciała aproksymuje się elementami brzegowymi. 
Transformaty przemieszczeń i sił powierzchniowych aproksymuje się za 
pomocą funkcji kształtu i wartości węzłowych. W rezultacie otrzymuje 
się układ równań algebraicznych, który rozwiązuje się dla ciągu war­
tości parametru przekształcenia Laplace’a względem transformat nie­
znanych przemieszczeń 1 sił węzłowych. Następnie przeprowadza się 
transformatę odwrotną. Jako szczególny przypadek rozpatrzono jedno­
wymiarowe układy lepkosprężyste.

1. Wprowadzenie

Metoda elementów brzegowych (zwana także metodą brzegowych równań całko­
wych) znajduje w ostatnich latach coraz szersze zastosowanie do rozwiązywa­
nia zagadnień brzegowych mechaniki [1, 2]. Metoda ta posiada szereg poten­
cjalnych zalet i bywa z powodzeniem stosowana do tych zagadnień mechaniki, 
w których metoda elementów skończonych znalazła powszechne uznanie. Główną 
zaletą metody elementów brzegowych jest to, że liczba niewiadomych, a tym 
samym powstały w końcowym rezultacie układ równań algebraicznych, zależą 
tylko od dyskretyzacji brzegu ciała, w przeciwieństwie do metody elementów 
skończonych, w której dyskretyzacji podlega cały obszar zajmowany przez 
rozpatrywany układ. Dzięki tej zalecie metoda elementów brzegowych stała 
się alternatywną techniką numeryczną w stosunku do stosowanych do tej pory 
metod komputerowych mechaniki. Metoda elementów brzegowych z powodzeniem 
jest stosowana do rozwiązywania zagadnień brzegowych mechaniki ośrodków 
ciągłych, w których równania konstytutywne ośrodka nie zależą od czasu. 
Okazuje się jednak, że właściwości wielu tworzyw są takie, iż do ich opisu 
należy przyjąć równanie stanu zależne od czasu. Metoda elementów brzegowych 
nie znalazła na razie szerszego zastosowania do tej klasy problemów. Istnie-
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Je tylko kilka prac poświęconych zastosowaniu tej metody do liniowych za­
gadnień lepkosprężystości [3,2,4,5] oraz lepkoplastyczności [6] .

W niniejszej pracy zaprezentowano sposób formułowania zagadnień brzego- 
wo-początkowych teorii lepkosprężystości w ujęciu metody elementów brzego­
wych. Przedstawiono sposób rozwiązania zagadnienia w dziedzinie transfor­
mat Laplace'a oraz zastosowanie metody do Jednowymiarowych układów lepko- 
sprężystych.

2. Sformułowanie zadania brzegowo-poczatkowdgo lepkosprężystości

Weźmy pod uwagę ciało o objętości D i gładkiej powierzchni S. Niech na 
powierzchni S1 zadane będą przemieszczenia, a na S2 obciążenia (przy czym 
zachodzi S1 u S2 «* S, S1 n S2 = 0).

Równania równowagi wewnętrznej dla zagadnień dynamicznych mają postać:

0 2 ui
+ xi  = (1)

lub dla zagadnień quasi-statycznych, gdy pominięto człony inercyjne:

«ij,j + X± = 0 (2)

Analizować będziemy teorię liniową geometrycznie, wtedy:

£ij “ \ <ui,j + “j,1* (3)

W przypadku zagadnień lepkosprężystych równania konstytutywne możemy zapi­
sać w postaci splotu:

SiJ = 2 G1(-t) m dejj
(4 )

^kk = 3 a2 ^  » d£kk

gdzie:
Sij - dewiator stanu naprężenia,
kk - tensor kulisty stanu naprężenia,
eij - dewiator stanu odkształcenia,
<okk - tensor kulisty stanu odkształcenia,

natomiast G1(t) i 02(t) są odpowiednio funkcjami relaksacji dla śoinania 
i wszechstronnego ściskania (por. [7,8]).
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Warunki brzegowe określimy następująco:

na S-j XT T <= -j t ; t > 0
(5)

ti = na S2 xT

Warunki początkowe mają postać:

^ ui /
ui / t = o  -  «i t f e /  = hi (6)

/t-0

Dokonując transformacji Laplace’a równań od (1) do (A), a następnie u-
względniając w warunkach równowagi równania konstytutywne oraz związki mię­
dzy odkształceniami i przemieszczeniami, otrzymujemy ostatecznie:
- dla zagadnień dynamicznych lepkosprężystości:

+ x / » ę s 2 u4 (7)

- oraz dla zagadnień quasi statycznych lepkosprężystości:

(,%+ u) + kUi.jj + X*« 0 (8)

gdzie:

p. = 3 av  X=  - | S G1 + s Ó2, (9)

x/= Xt + o |sgi v hj . (10)

Równania (7) i (8) mają postać analogiczną do równań Naviera w elastody- 
namice i elastostatyca.
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3. Brzegowe równanie całkowe lepkosprężystości

Podstawę do rozważań stanowią równania (7) i (8). Wykorzystując analogię 
sprężysto-lepkosprężystą, brzegowe równania całkowe lepkosprężystości wy­
prowadzamy z zasady Bettiego:

| [jćj* (x,s) Uj;' (x,s) - X* (x,s) uA (x,s)] dD (x) +

+ j [tj (x,s) Q i  (x,s) - (x,s) ui (x,s)J dS (x) = 0
S

Zakładając:

«i (x,s) = Uik (x,y,s),

(x,s) - Tik (x,y,s). 

gdzie: U^k (x,y,s) są rozwiązaniami podstawowymi następujących równań: 

< W )  Uik.ij + p. Uik,jj - g s2 Uik + Sik 8(x-y) = 0

( 1 1 )

dla zagadnień dynamicznych lepkosprężystości oraz 

a * p )  UlkiłJ +<u UikłJJ + Sik 6(X-y) = 0

dla zagadnień ąuasi-statycznych lepkosprężystości.
Rozwiązania podstawowe U^k wyrażają się następującymi zależnościami:

- dla przestrzennych zagadnień dynamicznych:

( 1 2 )

(13)

(14)

(15)

ik hu ą - "ik
exp(-sr/C2) C2 exp(-sr/C1)-exp(-sr/C2)
    + _ j , ( -------------?------------ lk

gdzie:

q2 _ 2m

1 * ?
(17)
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dla przestrzennych zagadnień quasi-statycznych:

Jik i — —  (¿) [(3-40) 6ik ♦ r f i  r ,k],
165T ̂  (1-0)

(18)

przy czym w powyższych zależnościach przez r oznaczono odległość między 
punktami x i y, tzn.:

| (xi"yi ^ xi“yi)

Tensor Tjk określa naprężenia w kierunku dowolnego wektora jednostkowe­
go n = i określany jest wzorem:

Tik = Fij, • Ujk (19)

gdzie:

F* * -  J - i l j  - 4 -  t u n ,  - i - ł i i L ,  —  
1 d x t , ' J dxt r  lJ 2 n

( 2 0 )

Wstawiając (12) i (13) dó (11) oraz uwzględniając, że = <>ik5(x-y), otrzy­
mujemy po przekształceniach:

clk(y) ^(y.S) + | Tik(x,y,s) u^x.s) dS(x) = 
S

*  f  ° i k ( x *y*3) ^ i (x »s ) dS(x ) +ftk ( y . a ) .

( 2 1 )

gdzie:

a t(y.s) = j Uik(x,y,s) X*(x,s) d D(x),
6ik dla y e D

Cik(y) ={0»5 ̂ ik dla yes

O dla y d Du S

(23)
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Zależność (21), w przypadku gdy yeS, jest układem brzegowych osobliwych 
równań całkowych względem nieznanych transformat przemieszczeń u ^ ^ s )  na 
brzegu S2 (,x c S^) oraz nieznanych transformat sił powierzchniowych t^ (x,s) 
na brzegu (xe S^). 'rf tym przypadku ze względu na osobliwość jąder całki 
brzegowe w równaniu (21) należy rozumieć w sensie wartości głównych Cau- 
chy’ego. W przypadku gdy yeD, zależność (21) jest uogólnieniem wzoru Somi- 
gliany na zagadnienia lepkosprężystości.

4. Dyskretyzacja brzegowego równania całkowego lepkosprężystości elemen­
tami brzegowymi

Brzegowe równania całkowe lepkosprężystości (21) rozwiązać można efek­
tywnie techniką elementów brzegowych. W tym celu brzeg ciała lepkospręży- 
stego aproksymuje się elementami brzegowymi S8 w sposób następujący:

(24)

W obrębie każdego elementu geometrię oraz transformaty przemieszczeń i sił 
powierzchniowych aproksymuje się przez wartości węzłowe oraz funkcje inter­
polacyjne (kształtu) m“(^) i Nw(^) w sposób następujący:

X8(*|) = M X 8m

u j ( f . s )  = Nw(^)  U8W ( s )  (25)

t8(5,s) = Nw(p  t8W (s)

gdzie: J = (^, e [_11 1] współrzędne lokalne dla elementu brzegowego, 
natomiast m i w węzły elementu brzegowego. Jądra (x,y,s) i (x,y,s) 
są także fun<cją|, gdyż y = y(f).
Prz numerycznym całkowaniu jąder elementy brzegowe transformowane są do 
współrzędnych lokalnych przez zastosowanie jakobianu:
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Po uwzględnieniu (24), (25) oraz (26) równanie całkowe (21) przyjmuje 
postać:

cłk(y) 0k (y,s) + a®k (y,s) Uj (s) = b|£ (y,s) t®w (s) +
(27)

+ & k (y»s)

gdzie:

alk (y’s) = | Tik y's) nW(P  d^'

bI k  ( y »s)  = j  u y-s > nW( | )

Ponieważ przy dyskretyzacji brzegowego równania całkowego stawiamy waru­
nek, aby spełnione było ono we wszystkich punktach węzłowych, więc równanie
(27) zapisać można w postaci macierzowej następująco:

[A (s )] {u (s)} = [b (a)] {t (a)} + { Q (a)} (28)

gdzie: {u (s)j, [t (s)j oznaczają odpowiednio transformaty przemieszczeń 
i sił węzłowych a [a (s )] = [cik (y) + aa£ (y,s)] , [b (s)j = [S?* (y,s)j .

Równanie (28) rozwiązuje się dla ciągu wartości s względem transformat 
nieznanych przemieszczeń i sił węzłowych. Następnie przeprowadza się nume­
ryczną transformatę odwrotną, przy czym posłużyć można się w tym celu algo­
rytmem opisanym w pracy [9] .

Rozwiązanie zadania brzegowego dla jednowymiarowego układu lepkospręży- 
stego metodą elementów brzegowych znacznie się upraszcza. Brzeg takiego u- 
kładu wyznaczony jest tylko dwoma punktami, a układ brzegowych równań cał­
kowych redukuje się wprost do układu równań algebraicznych.
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5. Jednowymiarowe układy lepkosprężyste

5.1. Ogólne sformułowanie zadania granicznego
Rozpatrzmy lepkosprężysty pręt pryzmatyc?ny o długości 1 i gęstościoc, 

na który działa obciążenie uogólnione b (xft). Znane są warunki początko­
we:

u -*<*). §Vł-j|J'"j/Co = h (x) <29>

Na brzegu B = |b 1,B2j (x łB1 = (x=0), xeB2 = (x=l)) zadanych Jest n warun­
ków brzegowych w postaci:

Uk = dję (x) u " fk i*»*)» (k»0,1,...n-1) (30)

gdzie operator różniczkowy d^ (x) jest określany następująco:

•3k
dk (x) = Fk ̂  * (31)

Fk zależy od rodzaju zagadnienia wytrzymałościowego (rozciąganie, skręca­
nie, zginanie).

Jeżeli uogólnionemu obciążeniu b (x,t) odpowiada uogólnione przemiesz­
czenie u (*,t), to stan układu możemy opisać w przedziale czasu t e ł  =
* jt : O 4 t 4 oo równaniem operatorowym (porównaj [10,11] ):

D1̂  (x,t) = p (x,t) (32)

gdzie:

p (x,t) = v (x,t) + M [¿(t) g (x) + <5 (t) h (x)J , (33)

Operator Dn zależny jest od czasu i opisuje podstawowe przypadki wytrzy­
małościowe pręta, takie Jak: rozciąganie n = 2, skręcanie n = 2 i zginanie2
n = 4. Dla układów opisanych operatorem D u=uQ i u1 oznaczają dla rozcią­
gania odpowiednio: przemieszczenie i siłę normalną, a dla układów opisanych 
operatorem D̂ ł (zginanie) u-uQ, u1, u2, u^ oznaczają odpowiednio: ugięcie, 
kąt ugięcia, moment gnący i siłę poprzeczną. Liczba możliwych parametrów 
brzegowych na brzegach B1 J. B2 równa jest 2n (po n na każdym brzegu).

Po przeprowadzeniu transformacji całkowej Laplace*a równania (32) o- 
trzymujemy:

Dnu(x,s) « p (x,s) (34)
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przy czym operator Dn zapisać można w postaci:

D* = e (s) + f (s) (35)
dx

gdzie współczynniki e(s) i i (a) są funkcjami parametru przekształcenia 
Laplace’a i zależą od rodzaju zagadnienia (dynamika, ąuasi-statyka) oraz 
przyjętego modelu lepkosprężystości.

Podstawę do rozważań stanowi zasada wzajemności Bettiego, która dla za­
gadnienia Jednowymiarowego przyjmuje postać:

j[p (x,s) Ug (x,s) - p'(x,s) U0 (x,s)]dx +

(36)
n/2

♦ 2  (-Dk-1
k*= 1

V k  {x-s) 5k-1 (x 's) - Gn-k (x'3> uk-1 <x 's)
x-l

x=0

Należy wyznaczyć przemieszczenie u (y,t), ye(o,l) (tutaj najpierw u (y,s)), 
wyrażając Je przez odpowiednio dobrane przemieszczenia u^=u (Ug-U ). Jeże­
li w punkcie ye(o,l) pręta nieskończonego działa Jednostkowa, chwilowa si- 
łń skupiona p 1 = £(x-y) 6 (t) (tutaj p' -5(x-y)), to wywołuje ona w pręcie 
Uk * Uk (x,y,t) (k«0,1,...,n-1)(u nas (x,y,s)). U0 Jest wtedy roz­
wiązaniem podstawowym operatora Dn:

Dn U (x,y,s) - 6 (x-y). (37)

Korzystając z powyższych zależności otrzymujemy z zasady Bettiego formułę 
pozwalającą wyznaczyć u (y,s)

u(y,s) = u0(y,s) (x,y,s) p(x,s) dx +

(38)
n/2

♦ 2  (-1)k-1 
k-1

^ t_1(x,y,s) uH_k(x.s) - Un_k (x,y,s) u^fa.s)
X = 1

gdzie:

uk (x,y,s) = dk (x) Uo (x,y,s), (k-1,...,n-1) (39)
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Działając na zależność (38) operatorem dj(y) (j=1,... ,n-1), otrzymujemy 
formułę pozwalającą wyznaczyć u^y.s), u2 (y,s), Uj(y,s):

1
u.(y,s) = i U , (x,y,s) p (x,s) dx +J £ o, j  k=1. f

- X = 1

Qn-k <x's> " l\-k,j °k- 1 <x 's> ^

uk-i,j (x*y-a) •

(40)

gdzie:

(x,y,s) = dj (y) Uk (x,y,s) (4')

W poprawnie sformułowanym zadaniu brzegowym n parametrów brzegowych jest 
danych, a pozostałe n trzeba wyznaczyć. W tym celu, dla n=2, wykorzystujemy 
zależność (38) lub dla n=4, zależność (38) i jedną z zależności (40), sto­
sując przejście graniczne y —> B |(y=0+£)j (y=l-ć)| gdzie £— ►O. W wyniku 
przejścia granicznego otrzymujemy układ n równań algebraicznych względem 
nieznanych parametrów brzegowych. Dla konkretnego zadania wyznaczymy u^ (y, 
s), a następnie stosując odwrotną transformację Laplace*a otrzymujemy 
Uj (y,t).

5.2. Pręt rozciągany
Weźmy pod uwagę pręt pryzmatyczny o długości 1, gęstości 9 , przekroju A, 

poddany działaniu obciążenia stycznego b (x,t) (rys. 1). Warunki brzegowe 
zagadnienia drgań podłużnych pręta mogą dotyczyć przemieszczeń podłużnych 
uQ (x,t) i sił normalnych u 1 (x,t) *> EA 0Uo x̂,t}4x dla x = 0 (x e B1) oraz 
dla x=l (xeB2). Zadane są warunki początkowe (29). Ruch układu opisany jest
równaniem operatorowym (34), przy n=2, a obciążenie uogólnione p (x,t) wyra-_2ża się formułą (33) przy M=?A. Postać operowa D Jest zależna od przyjętego

—  - —  -

V
i

Rys. 1
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modelu fizycznego lapkosprężystości (np. model Maxwella lub Voigta) oraz od
rodzaju zagadnienia (quasi-statyka, dynamika). Dla dynamiki otrzymujemy:

D2 «= A - EA 9 = o s2, (42)
cix̂

a dla quasi-statyki

D2 = E A ¿1, . (43)
dx

E zależy od przyjętego modelu fizycznego i tak: 
dla modelu Voigta:

E - Eq + y s (44)

a dla modelu Maxwella:

'  ■ Ą  (45)

gdzie:

*  - ? / Eo
y m współczynnik lepkości,
Eq m moduł sprężystości podłużnej.

_ _ p
ilozwiązanie podstawowe UQ (x,y,s) operatora D określone jest równaniem

(37). Dla zagadnień dynamicznych otrzymujemy:

u (x,y ,s) - ¿ga J a ą l  3m  ( f i  (x-y)), (46)
0 2|U g E

a dla zagadnień quasi-statycznych:

U0 (x,y,s) = -'XXL (47)
0 2EA

Wtedy siły normalne mają postaó odpowiednio dla dynamiki i quasi-stat ki:

U1 (x,y,s) ^ sgn (x-y) cos ( f i |x-y| ) (48)
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i

U1 (x,yfs) = - \ sgn (x-y) (49)

Podstawiając odpowiednie wartości do (38), otrzymujemy odpowiednik for­
muły Domigliany dla rozważanego zagadnienia:

- U-, (x,y,s) u (x,s)0 J x=0

Znając rozkład sił osiowych, warunki początkowe oraz wszystkie cztery 
parametry brzegowe, można wyznaczyć, po wykonaniu odwrotnej transformacji 
baplace’a, przemieszczenie dowolnego punktu pręta. W prawidłowo postawionym 
zagadnieniu dwa warunki brzegowe są znane, a dwa pozostałe trzeba wyznaczyć. 
W tym celu stosujemy przejście graniczne y^-B^ i y—KBg. W wyniku przejścia 
granicznego otrzymujemy układ dwóch równań algebraicznych, który możemy za­
pisać w postaci macierzowej. Dla dynamiki mamy:

1
U0 (y,s) =  ̂ UQ (x,y,s) p (x,s) dx + UQ (x,y,s) U1 (x,s) -

o L

(50)
x=l

\ \  \  COS (c 1 ) Oj - a sin (c 1) u1 (o,s)
+

1 - 3 I-j cos ( c  l)v f ^ |u0 (1,s) a sin (c 1); 0 (l,s)

(51)
1

0

4
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Dla quasi-statyki otrzymujemy zapis nieco prostszy:

1

2EA1/2} - £

■1/ 2 } 1 /2

| u 0 ( o , s ) j O; 1/2E A

- 1 /2 E A }  O

i u 1(o , s )

lu^l.s)]

f —rr = p(x,s) dx J PEA

(52)
-,x-i;
2EA

. p(x,s)dx|

Współczynniki a, c i E zależą od przyjętego modelu fizycznego i są funk­
cjami parametru s przekształcenia Laplace’a:

(53)
2A j f i E

Dla konkretnego zadania obliczamy transformaty nieznanych parametrów 
brzegowych z równań (51) lub (52). Po wykonaniu odwrotnej transformacji La­
place’a otrzymujemy funkcje w jawnej zależności od czasu. Jeżeli otrzymane 
wyniki wstawimy do równania (50), to możemy wyznaczyć przemieszczenie dowol­
nego punktu pręta. W analogiczny sposób rozwiązuje się zagadnienia drgań 
skrętnych pręta lepkosprężystego.

5.3. Pręt zginany
Rozpatrzmy pręt o długości 1, przekroju A i gęstości g ; prostopadle do 

osi pręta działa obciążenie ciągłe b (x,t) (rys. 2. Zadane są warunki po­
czątkowe (29). Na brzegu
B= B Bg określamy n=4

Rys.  2

warunki brzegowe zgodnie z 
równaniem (30), przy czym 
Fg-F.pl, F2=F,=EJ, gdzie 
J-moment bezwładności prze­
kroju pręta. Stan układu 
opisany jest równaniem ope­
ratorowym (34), przy n=4,

a obciążenie uogólnione p(x,t) określone jest zależnością (33) przy M=ęA. 
Operator D^ dla zagadnień dynamicznych ma postać:

T>h EJ — T + 9 A; 
dx

9 s (54)

a dla quasi-statyki: 
A
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E zależy od modelu fizycznego lepkosprężystości i dla modelu Voigta i Max- 
wella wyraża się zależnościami (44) i (45). Znajdujemy rozwiązanie podstawo- 
we O0(x'y 's) operatora z równania (37), a następnie działając operatorem 
dk (x) na UQ(x,y,s) otrzymujemy U.,, U2 i Uj. Wielkości te dla ąuasi-statyki 
dane są wzorami:

IX -  y |

12 EJ

U = sgn (x-y) (x-y)‘
4 EJ

,
(56)

o3 = - ssn (/-yl.

Wstawiając powyższe zależności do równań (38) i (40) oraz stosując przej­
ście graniczne y-»B, otrzymujemy układ 4 równań algebraicznych względem nie­
znanych parametrów brzegowych. Po przekształceniu układ równań możemy zapi­
sać w postaci macierzowej. Dła ąuasi-statyki otrzymujemy:

1/2; - \ i 0 ; 1/2 tooo13 0} 12/4EJ; 0} - 13/12EJ (- t \\u2(o,s)

■Jił \ » 1/2* 0 Q0(i,s)
>

■f
-12/4EJ; 0} 13/12EJ; 0

<
u2(l,s)

0 0 1/2} -1/2; u.,(o,s) 0} -1/2EJ; 0} -12/4EJ u3(o,s)

0 ; 0 ; 1/2} 1/2 U^l.s) -1/2EJ; 0; -12/4EJ; 0 u3(l,s)

f ;xi ' 
l 12EJ

p (x ,s) dx

■ ł- p (x,s) dx 
12EJ

= (57)
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Dla konkretnego zadania znajdujemy transformaty nieznanych parametrów 
brzegowych, a następnie wyznaczamy u^(y,s) z równań (38), (40). Na koniec, 
dokonując odwrotnej transformacji Laplace’a, wyznaczamy u^iy.t).

6. Przykłady

a) Dany jest jednorodny pręt o długości 1, przekroju A, utwierdzony na 
obu końcach. Wzdłuż osi pręta działają siły skupione w miejscach

(1=1,2,.,.,n) (rys. 3); należy wyznaczyć 
nieznane parametry brzegowe u.|(o,t),
u.|(l,t) oraz uQ(y,t). Warunki brzegowe 
mają postać:B2

— r—»P- , —
li.

L

u0 (o,t) = Oł uQ(o,s) - 0,

uQ (l,t) = 0; uQ(l,s) = 0.
(58)

Rys. 3
Siły osiowe przedstawiamy zależnością:

p(x,t) = 2  Pi <$(x-1i)» P(*.s) - -g 2  Pi t>(x-li>.
1=1 i=1

(59)

( 60 )

Przyjmiemy zerowe warunki początkowe. Powyższe wielkości wstawiamy do (52). 
Otrzymujemy układ dwóch równań algebraicznych, z którego po przekształce­
niach uzyskujemy:

uą (1, s) = ^  ^  Pi

, x 1 *  I1!"1!Ul(°,s) = s ^  ---j—

Na koniec wykonując odwrotną transformację Laplace*a otrzymujemy:

Ul(l,t) - - i j ;

UąiO.t) = ^ ^  Pi|li-l|
(61)
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Rozwiązania te są niezależne od przyjętego modelu fizycznego. W następnym 
etapie wyznaczamy przemieszczenie przekroju odległego o y od końca B^. Ko­
rzystamy z (50) wstawiając wartości z (60). Po przekształceniach otrzymu­
jemy:

un(y>s)
2yl,

Pi (1i+y - >*2sE A i>1
( 6 2 )

Rozwiązanie jest zależne od przyjętego modelu fizycznego. Dla modelu Max­
wells uzyskujemy:

u0(y,t)
2E A O

2 1
[=1

a dla modelu Voigta:

’jn(y,t) = -
2EoA

P i d i + y  — ~ l i ±- y | ) ,

%  pi< V *  " - l^-yl)

(63)

(64)

Wstawiając konkretne wartości 1, 1^, y, A, E0 oraz t, otrzymamy
wartości liczbowe przemieszczenia dla danej chwili czasu t.

Ten sam problem możemy rozwiązać dla zagadnienia dynamicznego. Rozwiązu­
jemy wtedy układ równań (51), uwzględniając (53). Obciążenie zadajemy w po­
staci:

p(x,s) - ^  pi(s) ód-lj).

Równania przyjmują wtedy postać:

1
ł.sin(c 1) u1(l,s) » j a.sin(c x) S, P^s) (¡(x-l^ dx,

0

1
ś.sin(c 1) u^(o,s) m | a.3in (ć |x-l| ) P^(s)<S(x-l^) dx;

(65)

(6 6)
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Po przekształceniach otrzymujemy 

1u.,(l,s)
sin( |/| . 1)

u1(o,s) =
sin(\/ | . 1)

\ 5l(s) sin ( f| 1i)'

(67)

Chcąc wyznaczyć uQ(y,s), wstawiamy (67) do (50), a następnie wykonując 
transformację odwrotną, wykazujemy uQ(y,t).

b) Rozpatrzmy belkę o długości 1, sztyw­
ności EqJ, utwierdzoną na końcu B, i pod­
partą przegubowo sprężyną o stałej c na 
końcu Bg. Prostopadle do osi pręta działają 
siły poprzeczne Pi w miejscach 1^ (rys.4). 
Należy wyznaczyć nieznane parametry brzego­
we oraz ugięcie uQ(y,t) dla przekroju od­
ległego o y od brzegu B,. Warunki brzegowe 
i ich transformaty mają postać:

uQ(o,t)  ̂0-, uQ(o,s) = 0,

u^o.t) = 0; u, (o, s) = 0,

u2(l,t) = 0; u2(l,s) ■= 0,

Uj(l,t) = - c uQ(l,t) i u3(l,s) = -c u0(l,s). 

Obciążenie belki wyraża się zależnością:

p(xt't) = P. (5(x-li); p(x,s) = — ^  Pj £(x—1. )#  
1=1 A 1 s i=1 1 1

( 68 )

(69)

Przyjmujemy zerowe warunki początkowe. Na podstawie (57) zapisujemy układ 
równań algebraicznych, z którego po przekształceniach otrzymujemy:
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1 1 -e- 2 c ^ o i - i j
u ^ i . s )  = i  4 -  X  <1 -  ~r~^------§r>.1 s 2EJ i=1 2(3EJ+C1 )

1 A  c l 2 ( 3 1 - l , )02(„,.). i  J ;  V l  o  . - g ^ i ,

(70)

cl2 (31-1,).
u,(o,s) « i 2  pi (1 -------- 3T~)‘ ̂ s JT1 1 2(3EJ+cl )

Teraz dla konkretnego przypadku wykonujemy odwrotną transformację Laplace*a 
i otrzymujemy wartości uQ(l,t), u-|(l,t), Ugio.t), Uj(o,t) zależne od przy­
jętego modelu fizycznego lepkosprężystoścl.
Jeżeli P^ ■> P, 1^ » 1/2, to dla modelu Voigta otrzymamy:

u (1,t )   SEł!  pi-e( ) ( 1 _gei )] ,  (7 1 )
0 9 EJ (1+^) L J

gdzie:

w  =
' 3 EJ

Wartości otrzymane z (70) wstawiamy do (38), skąd dla danego y wyznaczamy 
u0(y.s)ł a następnie uQ(y,t).

7. Uwagi końcowe

Metoda elementów brzegowych jest użytecznym narzędziem służącym do roz­
wiązywania zagadnień dynamicznych i quasi-statycznych teorii lepkosprężystoś- 
ci. Wykorzystując analogię sprężysto-lepkosprężystą, otrzymuje się rozwiąza­
nie zagadnienia w postaci brzegowego równania oałkowego, a po dyskretyzacji 
brzegu w postaci układu równań algebraicznych, podobnie Jak dla zadań brze­
gowych teorii sprężystości, z tym że w dziedzinie transformat Laplace’a. 
Prezentowana metoda Jest szczególnie efektywna dla zagadnień jednowymiaro­
wych lepkosprężystoścl. W tym przypadku, z uwagi na istotę metody, wymiar 
zadania redukuje się o jeden rząd i w rezultacie otrzymuje się wprost układ 
równań algebraicznych. Dokonywanie odwrotnych transformacji Laplace’a przy 
założonych modelach fizycznych lepkosprężystoścl stwarzać może trudności 
natury matematycznej. Dlatego wskazane Jest stosowanie numerycznego odwra­
cania transformat, tak jak czyni się to w zagadnieniach dwu- i trójwymiaro­
wych.
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nPHMEHEHKE METOM' KPAEBUX 3JIEMEHT0B 

UJM KPAEBUX 3 A M 1! 3 H 3 K 0 y n p y r(r f  TEOPHH

P  e 3 x> m e

B p a ó o i e  ccjiopMyjiHpoBaHbi K paesue 3 a f la iH  B H 3K oynpyroii T e o p a a  n p a  uom ohh 
M e io ja  K paeB ux ojieM eHTob. KpaeBue H H ierpajiB H bie ypaBKeHHH nomyaeHH H oxo^it 

n 3  npHHpHna B e i iH ,  c  Hcno-nbsoBaHHeM y n p y ro l ł  B H 3 K o y n p y ro ro  nofloÓHH. P a c c M a - 
TpHBajiHeb ABa cxyva/L : IlepBui! czynaS - c KpaeBHMH TonKaMH B s3K oynpyro i?  c p e -  

flH . nozyneH H H e b 3Tom c z y n a e  y p aB H eaaa  ecT b  CHCTeiia K paeB ux  ocoÓeHH ui HHTe — 
rpam bH ux  ypasneHHM  no  oTHomeHHio k  HeH3BecTHHM npeoÓpa3oBaHHHM J la n z a c e  A J ia  

nepewemeHHt! u noBepxHOCTHtix cm. Bo BiopoM  c z y n a e ,  ¡c o rz a  paccMaTpHBa*. ic b  

BHyTpeHHHe to v k h  c p e g n ,  nozyyeH a 3aB H cnM oeTb, K oT opaa a B z a e i c a  oóoÓfljeHHeM 
$ opM yzu  CoMnrjiHHŁi M a  BZ3KoynpyrHX 3 a z a t j .  K p a e B u e ’ H H te rp a jib H u e  ypaBHeHHa
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B j£ 3 K o y n p y ro c in  pem aw Toa Meio^oM  K paesbtx  sjieMeHTOB. F p a m m a  T ejia  annpoKOHMH- 

p y e T o a  KpaeBtiMH 3JieneH TaM n. I Ip eo 6 p a 3  0BaHna nepeM em eHna a  noBepxHOOTHHX chji 
annpoKCHMHpyioTCH n p a  noM ona $yHKpnil tbopwu h  y3JioBbix 3H atieH n», B p e 3 y jib ia T e  

noJiyyaeTGH oacTeM a a jireS panqeaK K X  y p aB H em ift, Koiopaa p em aeT ca  a jih  p a ^ a  3Ha- 

’•SHHft n a p a M e ip a  n p eo 6 p a3 0 B aH H a J la n x a o a  n o  oiHomeHHJo k  h 6 B 3 B 6 c th u u  n p e o d p a -  

3 osaHHaM nepeM em eHn2 h y3^oB tcc c h x .  B K a^ecT B e aac T o T H o ro  c jry a a a  paccM O Tpe- 
Ha o^HOMepHaa B H 3K oynpyraa  CHCieM a.

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD TO BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
OF VISCOELASTICITY

S u m m a r y
In this paper the boundary value problem of viscoelasticity is formula­

ted by means of the boundary element method. Boundary integral equations of 
viscoelasticity are derived from Betti’s reciprocal theorem using elastic- 
»■viscoelastic correspondence principle. If one considers boundary points of 
a viscoelastic medium the system of singular integral equations is obtained. 
In the case when domain points are considered somigllana’s identity is ob­
tained. The boundary is discretized into boundary element. Laplace trans­
form of displacements and tractions are approximated vy means of shape func­
tions and nodal values. As a result the system of algebraic equations in a 
matrix form is obtained. This system is solved for series of Laplace trans­
form parameter. Finally, the inverse transformation to the time domain is 
accomplished. One-dimensional viscoelasticity systems are considered as a 
particular case.


