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1 WSTEP

Niniejsza praca zostata wykonana w latach 1987-1990 w ramach Centralne-
go Programu Badan Podstawowych 02.09 koordynowanego przez prof. zw. dr inz.
Wactawa Sakwe i dotyczy wykorzystania metody elementéw brzegowych do symu-

lacji krzepniecia i stygniecia odlewodw.

Inspiracjag do podjecia badan w tej dziedzinie byto pojawienie sie¢ w lite-
raturze Swiatowej publikacji dotyczacych zastosowania metody brzegowych row-
nan catkowych (metody elementéw brzegowych) do przyblizonego rozvf/iqzywania
pewnych probleméw z dziedziny termodynamiki proceséw odlewniczych.Metoda wy-
dawata sie na tyle atrakcyjna,a przy tym mato zbadana szczegé6lnie w zakresie
jej praktycznego wykorzystania do analizy proces6w wymiany ciepta w szeroko
rozumianym uktadzie odlew-forma,ze wprowadzenie nowego zadania do CPBP 02.09
spotkato sie z petng akceptacjg Koordynatora i kierownikéw grup tematycznych
(prace wykonano w grupie tematycznej 01 kierowanej przez prof.dr inz. Jézefa

Gawroniskiego).

Prezentowana monografia zawiera przede wszystkim wyniki badan wtasnych,
ktére zresztag w formie czagstkowej byty przedstawiane w postaci publikacji i
referatow konferencyjnych gtéwnie w czasopismach zagranicznych i na konfere-
ncjach miedzynarodowych (FOCOMP' 88,FOCOMP' 90, 21st Conf. Modelling and Simu-
lation-Pittsburgh, Computational Modelling of Free and Moving Boundary Prcb-

lems-Southampton - por. wykaz literatury).

Wopracy w szczegd6lnoséci poczawszy od rozdziatu 3 zachowano uktad tema-
tyczny tzn., ze kolejne rozdziaty stanowig w pewnym sensie odrebne jednospki

dotyczace réznych aspektéw symulacji proceséw krzepniecia i stygnigecia na



bazie metody elementéw brzegowych - konsekwencjg tego byto zamieszczenie wy-
kazu literatury oddzielnie dla kazdego rozdziatu.

| tak w rozdziale 3 przedstawiono problemy modelowania przeptywu ciepta
dla obszaréw niejednorodnych, poniewaz z takimi zadaniami mamy do czynienia
w termodynamice proceséw odlewniczych np. odlew-kokila, odlew-masa piaskowa,
wlewek-wlewnica itp. Rozdziat 4 dotyczy probleméw numerycznego modelowania
zadania Stefana (ostry front krzepniecia), natomiast w rozdziale 5 przedsta-
wiono sposoby symulacji numerycznej krzepniecia w przedziale temperatury, co
z punktu widzenia praktyki jest przypadkiem wazniejszym. Wrozdziale 6 omo-
wiono zagadnienia modelowania dwuwymiarowych niestacjonarnych p6l temperatu-
ry, a wiec sprawy dos$¢ szczegb6towo opisane w literaturze,co jednak byto nie-

zbedne do zachowania ciggtoséci wywodéw. Za "udziat wtasny" autora w tym roz-
dziale nalezy uzna¢ opracowanie szeregu programéw i procedur dla zadan 2D
(dwuwymiarowych), jak réwniez "dos$wiadczalne" potwierdzenie nieznanej szerzej
wtasnosci metody dla zadan niestacjonarnych, a mianowicie zdecydowanego po-
gorszenia jej doktadnoéci dla obszaréw niewypuktych i wynikajgcej stad ko-
niecznoéci formalnego podziatu takiego obszaru na obszary wypukte.W rozdzia-

le 7 zebrano przyktady rozwigzan numerycznych typowych zadan zwigzanych z a-

nalizag i projektowaniem technologii odlewniczych.



2. ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ZAGADNIENIACH PRZEPLYWU
CIEPLA

Badania nad metodami przyblizonego rozwigzywania zagadnien brzegowych i
brzegowo-poczatkowych prowadzone sg szczeg6lnie intensywnie w okresie ostat-
nich dwudziestu lat, co niewatpliwie wigze sie z coraz powszechniejszym wy-
korzystaniem maszyn cyfrowych w praktyce inzynierskiej. Metody numeryczne sa
obecnie szeroko stosowane do rozwigzywania probleméw przeptywu ciepta, w tym
rowniez teorii cieplnej proceséw odlewniczych, a w szczegélnosci w tej jej
gatezi, w ktdérej proces krzepnigcia i stygniecia traktuje sie jako zadanie
brzegowo-poczgtkowe o ruchomych granicach tzn. problem opisany réwnaniem Ilub
uktadami réwnan rézniczkowych czgstkowych uzupetnionych odpowiednimi warun-
kami jednoznacznos$ci (fizycznymi,geometrycznymi, brzegowymi i poczatkowymi).

Najwiekszg popularno$é w dziedzinie transportu ciepta zyskaty sobie me-
tody réznicowe (MRS), elementéw skonczonych (MES) a ostatnio réwniez elemen-
tow brzegowych (MEB). Wszystkie te metody sa zresztg szczeg6lnymi przypadka-
mi metody odchytek wazonych (Weighted Residua! Method) i wswojej istocie
ré6znig sie doborem tzw. funkcji Wagowych w kryterialnym réwnaniu metody od-

chytek [ 17,

Metoda elementéw brzegowych nazywana tez metodg brzegowych réwnan cat-
kowych ma swoje Zrédta w ogdlnej teorii réwnan catkowych. Po raz pierwszy
rownania catkowe jako sposéb formutowania zadan brzegowych teorii potencjatu
zostaty wprowadzone w 1903 roku przez Fredholma. Z powodu trudnos$ci znajdo-
wania rozwigzan analitycznych wykorzystanie réwnan catkowych ograniczato sie
przede wszystkim do badan teoretycznych dotyczacych problemu istnienia i je-
dnoznacznoéci rozwigzan zadan fizyki matematycznej. Dopiero w latach szes$¢-
dziesigtych (M.A.Jawson, G.T.Symm) przedstawiono numeryczne podejécie do ro-

zwigzywania brzegowych catkowych réwnan Fredholma. Otrzymano woéwczas rozwig-
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zania dla prostych przypadkéw zadan Dirichleta (réwnanie Laplace’a z zadanym
rozktadem funkcji na brzegu) i Neumana (to samo réwnanie z zadanym rozktadem
pochodnej normalnej na brzegu obszaru). Pojawity sie réwniez prace,w ktérych
prezentowano wyniki o charakterze utylitarnym ,dotyczyty one zadanA stacjonar-
nych opisanych réwnaniami eliptycznymi.

Stosowane w tym czasie podejscie do tworzenia i rozwigzywania brzegowych
réwnan catkowych nazywa si¢ obecnie sformutowaniem pos$rednim MEB i ma ono
znaczenie raczej historyczne [ 2, 3],

Sformutowanie bezpoérednie MEB mozna traktowa¢ jako szczegélny przypadek
metody odchytek wazonych i w tej konwencji bedzie prezentowane w niniejszej
pracy.

Istote podej$cia bezposredniego i pewne inne powtarzalne elementy two-
rzenia brzegowych réwnan catkowych zostang wyjasnione na nastepujacym przy-

ktadzie.

Przyktad

Jednowymiarowe stacjonarne Zréditowe pole temperatury opisuje réwnanie Pois-

sona w postaci Ad—ZT—+ q =0 gdzie A jest wspoétczynnikiem przewodzenia cie-

dx
pta [W/mK], qy-wydajnosécig objetosciowych wewnetrznych Zrédet ciepta [W/m3].

Réwnanie to nalezy rozwigza¢ przy warunkach brzegowych x=0: (T»gj) = °>

*=L: *2<T,g) = O.

W metodzie odchytek wazonych wprowadza sie pojecie defektu rozwigzania

przyblizonego R tzn. réznicy miedzy prawai lewg strong réwnania rézniczko-
wego, jezeli w miejsce szukanej funkcji wstawi¢ rozwigzanie przyblizone:
2
d
R= A—- + g, gdzie el* jest aproksymacja rozwigzania doktadnego. "
dx

Kryterium metody odchytek wazonych (dotyczace wnetrza obszaru D) jest naste-
pujace

RwdD = 0. (2.1)

Funkcja w nazywa sie funkcjg wagi i jej posta¢ decyduje o sposobie numerycz-



nej realizacji metody odchytek wazonych* , w szczegélnoséci jezeli jako funk-
cje wagi przyja¢ tzw. rozwigzania fundamentalne T* otrzymuje sieg rébwnania
charakterystyczne dla metody elementéw brzegowych.

Wprezentowanym przyktadzie rozwigzanie fundamentalne jest postaci (rys.2.1).

T = (L-|x-e|)/2A (2.2)

Wynikajagcy z prawa Fouriera stru-

*
mien ciepta q -A 3T wynosi

qg = 0.5 sgn(x-E), (2.3)

natomiast druga pochodna

0.5
4T Aex), (2.4)
dx2
gdzie A(e,x) jest funkcjg delta
-0.5 Diraca [ 4).
Tak wiec rozwigzanie fundamental-
Rys.2.1. Rozwigzanie fundamentalne T ne spetnia réwnanie Laplace’a w

i strumien ciepta g*
P g przedziale (0,L) za wyjatkieaf x=E
Fig.2.1. Fundamental solution T* and

heat flux g* Funkcje T* mozna interpretowac

nastepujaco.

Wpunkcie E wnetrza ptyty o grubodéci L przytozono Zrédto ciepta, ktdédre inic-

juje ustalony przeptyw ciepta w podobszarach xe(0,¢e) oraz xe(e,L).W obu fra-

"Dla przyktadu przyjecie wagi w postaci zbioru funkcji delta Diraca sprowa-
dza MOW do metody kollokacji, funkcje wagi kawatkami state dajg algorytm
MRS, formalne podobienstwo funkcji w i aproksymacji przyblizonego rozwia-
zania T (np. na bazie wielomianowej) to metoda Galerkina lub (przy dodat-
kowej dyskretyzacji wnetrza) metoda elementéw skonczonych (MES).



gmentach ptyty generuje sie liniowe pole temperatury ( rozwigzanie jednowy-
miarowego réwnania Laplace’a).

Tak wigc kryterium metody odchytek wazonych przyjmuje posta¢

[X &~ X) + gqv(x)] T*(e,x) dx = 0. (2.5)
dx’

Catkujac dwukrotnie przez cze$ci wyrazenie \Nd T(x) t*(£,x) dx otrzymuje
dx

sie nastepujace réwnanie

L 4 2 -L
M T*(C,x)™i]li - T(x)dT £ x>) Xd T (5»x)T(x)dx + qgrAxJT (f,x)dx = 0.
dx
(2.6)
Oznaczajac q = -Xj—oraz wykorzystujac wtasno$¢ funkcji delta Diraca:
L ax

T(x)A(e,x)dx = T(5) [ 5] mamy

T(C) = T(L)a (g,L)-a(L)T (e,L)-T(0)q (<:;,0)+q(0)T (e.0)+ q,(X)T (£ x)dx.

(2.7)

Brzegowe réwnania catkowe otrzymuje sie przechodzgac do granicy £— >0* 9oraz

C—>L":
.L
"t(0 ) 0.5 0.5 T(0) -L/2X 0 q(0) qv (*) [L-|x| Jdx/2X
B - L
T(L) 0.5 0.5 T(L) 0 L/2A  q(L) qv (x)[L-|x-L|]dx/2X
(-2.8)
Jezeli np. qy=2, A=2, T(0)=0 (warunek I rodzaju), q(l)=-11 (warunek 11 ro-

dzaju) to réwnania (2.8) sprowadzajg sie¢ do uktadu dwéch réwnan algebraicz-

nych liniowych, a mianowicie



0 0.5 0.5 -1/4 0 q(o) 14"

T(1) 0.5 0.5 T(I) 0 1/4 -n /4

skad q(0)=-13, T(l)=6.

Metoda brzegowych réwnan catkowych pozwala w pierwszej kolejnosci na
identyfikacje "brakujgcych" warunkéw brzegowych. W ogélnym przypadku na tych
fragmentach brzegu gdzie znana byta temperatura mozna wyznaczy¢ strumienie
ciepta, a na tych gdzie znane byty strumienie ciepta mozna wyznaczy¢ tempe-
rature. Znajomo$¢ funkcji T i jej pochodnej normalnej na brzegu, umozliwia
wyznaczenie wartoéci funkcji T(x) w dowolnym punkcie ¢ z wnetrza obszaru -
por. réwnanie (2.7). W prezentowanym przyktadzie temperatura w Srodku ptyty

£=0.5 wynosi

T(0.5) = 6*|*sgr:.L(|-o.5) + 11%A%(1-11-0.5)]) - 13*2*(1-1-0.51) +

+ 0.5 {1-|x-0.5])dx = 3.125.
0

Jest to wynik doktadny, poniewaz brzegowe réwnania catkowe byty $cistym od-
powiednikiem zadania brzegowego i catkowanie sktadnika z wewnegtrznym Zrédtem

ciepta q mozna byto wykona¢ analitycznie.

Przedstawiony wyzej przyktad byt oczywi$cie bardzo prosty, ale zawierat
w sobie wiekszo$¢ istotnych elementéw bezposredniego dochodzenia do brzego-
wych réwnan catkowych;na ktére sktada sieg
- sformutowanie zadania brzegowego (brzegowo-poczatkowego),
- kryterium metody odchytek wazonych,
- okreslenie ogdélnej postaci rozwigzania fundamentalnego T* (co nie jest
zadaniem prostym a czesto wrecz niemozliwym - por. rozdz.6),
- catkowanie kryterium MOW na bazie tzw Il formuty Greena i z wykorzys-
taniem wtasnos$ci rozwigzania fundamentalnego,

- graniczna posta¢ réwnania catkowego, gdy £ zmierza do brzegu obszaru.



W ogdélnym przypadku brzegowe réwnania catkowe rozwigzuje sie metodami
numerycznymi. W zadaniach dwu lub tréjwymiarowych (2D i 3D) oraz problemach
niestacjonarnych catki wystepujgce w réwnaniach analogicznych do (2.6) nie
sq elementarne i ich warto$ci mozna wyznaczy¢ w sposéb przyblizony.Wigze sig
to z podziatem czasoprzestrzeni na elementy skornczone w szczeg6lnoéci przez
podziat obszaru D i jego brzegu na elementy wewnetrzne i brzegowe oraz przez

wprowadzenie do rozwazan siatki czasu (dla réwnan parabolicznych).

Wniniejszej pracy zajmowano si¢ problemami niestacjonarnymi. W takim
przypadku istnieje kilka sposobéw wykorzystania MEB do identyfikacji zmien-

nych w czasie i przestrzeni p6l temperatury.

Na poczatku lat siedemdziesigtych F.J.Rizzo i D.J.Ehippy opublikowali

kilka prac (np.[ 6]), w ktéorych dla funkcji T(x,t) spetniajacej réwnanie pa-

raboliczne AT - a?zT zastosowano przeksztatcenie Laplace’a L(T(x,t)) =
0

= T(x,t)e pldt gdzie peR, p>0 jest parametrem przeksztatcenia. Réwnanie pa-
o

raboliczne sprowadzono w ten sposéb do réwnania eliptycznego. Tak otrzymane
robwnanie uzupetnione odpowiednio przeksztatconymi warunkami jednoznacznoéci
rozwigzywano metoda elementéw brzegowych dla stanéw stacjonarnych.

Ten sposéb podejscia do zadan niestacjonarnych nie zdobyt sobie popularnodci
ze wzgledu na trudnodci zwigzane ze znalezieniem przeksztatcenia odwrotnego,

chociaz jest jeszcze przez niektérych badaczy rozwijany np. [ 7].

Bardziej efektywny wydaje sie algorytm nazywany kombinacjg metody ele-

mentéw brzegowych i réznic skonczonych [S]. Réwnanie paraboliczne prze-
ksztatca sie w ten sposdb, ze jego lewg stronge przybliza sie ilorazem réz-
hljcowym—?’—T(x't) =—-—-|—-L(_X>'—E—t—'-1—t)L_-g((\)/(v’%)fe'kcie otrzymuje sie " réwnanie ro6z-

niczkowe, ktére mozna traktowa¢ jako réwnanie Poissona.
Metode kombinowang wykorzystano réwniez do modelowania problemu krzep-

niecia ( 9],



Trzecim sposobem zastosowania metody bezpos$redniej do zadan niestacjo-
narnych jest wykorzystanie metody odchytek wazonych z rozwigzaniami fundamen-
talnymi T zaleznymi od czasu [ 1,10,11], Taki wtadnie sposéb podejécia be-
dzie prezentowany konsekwentnie w niniejszej pracy i okazat sie on efektyw-
nym narzedziem rozwigzywania probleméw termodynamiki proceséw odlewniczych.
Wyboru okre$lonego wariantu metody brzegowych réwnan catkowych dokonano
§wiadomie, poniewaz metoda kombinowana (by¢é moze réwnie Eiogodna do obliczen
pél nieustalonych) jest jednak w pewnym sensie "ucieczka" od zadan niestac-

jonarnych na grunt lepiej zbadanych probleméw stacjonarnych.

Jedng z czesto podkre$lanych zalet metody jest mozliwo$¢ uzyskania efek-
tywnego rozwigzania zadania, ktérego wymiar jest o jeden nizszy niz rozpat-
rywany problem brzegowy. Dla przyktadu rozwigzanie przyblizone réwnania tap-
igcej dla obszaru 2D wymaga catkowania po fragmentach brzegu,a wiec po ele-
mentach jednowymiarowych. W zadaniach niestacjonarnych nie zawsze mozna ob-
nizy¢ wymiar zadania (np. obszary Zrédiowe).

Wdrugiej potowie lat osiemdziesigtych pojawity sie pierwsze prace
(C.A.Brebbia, D.Nardini, L.Wrébel, A.J.Nowak) dotyczace pewnej odmiany MEB
dla réwnan parabolicznych i hiperbolicznych. Metoda ta nazwana DRBEM ( Dual
Reciprocity Boundary Element Method) prowadzi do réwnan catkowych, w ktérych
wystepuja tylko catki po brzegu rozpatrywanego obszaru. Efekt ten wuzyskano
jednak kosztem innych, do$¢ powaznych komplikacji bazowego algorytmu MEB

[12,13],

Metoda brzegowych réwnan catkowych ma zastosowanie w wielu naukach tech-
nicznych w tym w szeroko rozumianej mechanice, hydro i aerodynamice, wymia-

nie ciepta, elektrotechnice itd. [ 1, 3]*1.

Wostatnich latach pojawity sie pojedyncze publikacje dotyczace obliczen
proceséw dyfuzyjnych i konwekcyjnych [14,15,16], segregacji [17,18], fil-
tracji [19,20],wzrostu dendrytéw [21],co $wiadczy o szukaniu nowych mozli-

woséci wykorzystania MEB do zadan sprzezonych i probleméw mikroskopowych.



Wniniejszej pracy ograniczono sie do zastosowan MEB w termodynamice pro-
cesow odlewniczych. Nalezy tu podkreéli¢, Zze procentowy udziat prac zwigza-
nych z przeptywem ciepta w poréwnaniu z publikacjami dotyczacymi innych zas-
tosowan MEB jest stosunkowo niewielki (por. cykliczne wydawnictwa Develop-
ments in BEM, Proceedings of the BEM). Z kolei w zakresie zagadnien przepty-
wu ciepta wiekszo$¢ prac dotyczy zadan ustalonych w tym réwniez prace wysoko
cenionej w $wiecie grupy z o$rodka gliwickiego (R.Biatecki,A.J.Nowak, R.Nah-
lik). Zadania stacjonarne sg o tyle "wdzieczniejszym” obiektem badan,ze roz-
wigzania fundamentalne s3 tylko funkcjami zmiennych przestrzennych i nie wy-
magajg catkowania po czasie oraz, ze istniejg stosunkowo proste sposoby li-
nearyzacji zadan nieliniowych. Z drugiej jednak strony liczne zalety metody
czyniag atrakcyjnym jej zastosowanie réwniez w zadaniach niestacjonarnych w
tym w zagadnieniach nieliniowych jakimi sg problemy Kkrzepniecia i stygnie-
cia.

Obszerny i aktualny przeglad prac dotyczacych najnowszych osiggnige¢ w
dziedzinie wykorzystania metody elementéw brzegowych w nieliniowych zada-
niach przeptywu ciepta przedstawiono w [22], natomiast w tej pracy omoéwiono
( rozdziat 3 i nastepne) stan badan w zakresie modelowania problemu Stefana.
Nalezy tu podkre$li¢, ze liczba publikacji a w szczegdlnodéci tych, w ktérych
rozstrzyga sie problemy praktyczne jest bardzo mata [23,24], chociaz o wadze
problemu moze $§wiadczy¢ inicjatywa organizacji przez wiodacy w dziedzinie
MEB o$rodek w Southampton w roku 1S91 specjalnej konferencji dotyczacej wy-

korzystania MEB do zadan z ruchomymi brzegami.

W swoim zamys$le praca stanowi monografie poswiecong wykorzystaniu MEB
w termodynamice proceséw odlewniczych i zawiera przede wszystkim wyniki ba-
dan wtasnych, do ktérych nalezy zaliczy¢l
- szczego6towa analize mozliwoéci wykorzystania MEB do rozwigzywania zadan
z ostrym frontem krzepniecia, w tym prezentacje wtasnych algorytmow,
- badania nad problemem obliczen niestacjonarnych pél temperatury w oérod-
kach niejednorodnych np. odlew-forma lub wlewek-wlewnica,

- opracowanie metody symulacji krzepniecia proceséw cieplnych w obszarach



wypetnionych metalem krzepngcym w interwale temperatury,

- analize mozliwoéci znajdowania efektywnych rozwigzan dla obszaréw niewy-
puktych,

- prezentacje przyktadéw dotyczacych typowych probleméw praktyki inzynier-
skiej, np. krzepniecie weztéw cieplnych, obliczenia proceséw cieplnych w

obszarze wlewka i wlewnicy, symulacje krzepniecia wlewkéw ciggtych.

M kolejnych rozdziatach pracy starano sie doktadnie wyeksponowag, ktéra
jej fragmenty dotyczg badan wtasnych, a ktére stanowig omoéwienie innych prac
wtym zakresie,

Halezy podkres$li¢, ze procesy krzepnigcia i stygniecia metalu w formie

Sawniniejszej pracy traktowane makroskopowo tzn. jako zadania opisane row-

naniami energii (przewodnictwa) dla podobszaré6w odlewu i formy oraz odpowie-
dnimi warunkami brzegowymi, poczatkowymi i fizycznymi, nie analizowano prob-
leméw sprzezen tych réwnan z innymi réwnaniami np. opisujagcymi segregacje,

moéwigc krétko zajmowano sie¢ krzepnigciem a nie krystalizacjg (zgodnie z roz-

ré6znieniem zaproponowanym w pracy [25]).



LITERATURA DO ROZDZIAtU 2

[1]

[2]

[31]

[4]

[5]
[6]

[71

[81]

[91

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

C.A.Brebbia, J.C.F.Telles, L.C.Wré6bel,Boundary Element Techniques, Spri-
nger-Verlag, Berlin, Heildeberg, Hew York,Tokyo 1984

C.A.Brebbia, The Boundary Element Method for Engineers, Pentech Press,
London, Halstead Press, New York 1978 (Second Edition 1980)

P.K.Banerjee, R.Butterfield, Boundary Element Methods in Engineering
Science, McGraw-Hill, London 1981

J.Mikusinski, R.Sikorski, Elementarna teoria dystrybucji, PWN,Warszawa,
1964

G.Daetsch, Praktyka przeksztatcenia Laplace'a, PWN, Warszawa 1964

F.J.Rizzo, D.J.Shippy, An Application of the Correspondence Principle
of Linear Viscoelasticity Theory, SIAM J.Appl.Math., Vol.21 (1971),
321-330

J.Brilla, Laplace Transform-Boundary Element Method for Time Dependent
Problems (Invited contribution), [w:] 9th BEM, Proceedings of the 9th
Boundary Element Conference (Ed.C.A.Brebbia, W.L.Wendland, G.Kuhn),
Stuttgart, FRG, Springer-Verlag, Berlin and New York (1987), 83-99

D.A.S.Curran, M.Cross, B.A.Lewis, Solution of Parabolic Differential E-
quations by the Boundary Element Method Using Discretization in Time,
Appl.Math.Modelling 4 (1980),398-400

M.Tiba, The Boundary Element Method in Two-Phase Stefan Problems, Engi-
neering Analysis, Vol.4, No 1 (1987), 46-48

H.L.G.Pina, J.L.M.Fernandes, Three Dimensional Transient Heat Conduc-
tion by the Boundary Element Method,[w:] 5th BEM,Proceedings of the 5th
Boundary Element Conference (Ed.C.A Brebbia, T.Futagami, M.Tanaka), Hi-
roshima, Japan, Springer-Verlag, Berlin and New York (1983), 135-142

M.Koizumi, M.Utamura, K.Kotani, Application of Boundary Element- Method
to Unsteady 3-Dimensional Heat Conduction with Non-Linear Boundary Con-
ditions, [w: ] 5th BEM,Proceedings of the 5th Boundary Element Conference
(Ed.C.A.Brebbia, T.Futagami, M.Tanaka), Hiroshima, Japan, Springer-Ver-
lag, Berlin and New York (1983), 143-152

L.C.Wrobel, C.A.Brebbia, The Dual-Reciprocity Boundary Element Formula-
tion for Nonlinear Diffusion Problems, Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering 65 (1987), 147-164

A.J.Nowak, C.A.Brebbia, The Multiple Reciprocity Method. A New Approach
for Transforming BEM Domain Integrals to the Boundary, Eng. Anal. with
Boun.Elem. Vol.6 No 3 (1989), 164-167

Y.Tanaka, T.Honma, |.Kaji, On Mixed Boundary Element Solutions of Con-
vection-Diffusion Problems in Three Dimensions, Appl. Math. Modelling,
Vol.10 (1986),170-175

Y.Tanaka, T.Honma, |.Kaji, Mixed Boundary Element Formulation by the
Method of Sub-Regions Applied to Three-Dimensional Convective Diffusion
Problems, The Transactions of the IECE of Japan, Vol.E69, No 3 (1986),
200-209



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

H.Shibaike, M.Matsumoto, The Steady Periodic Solution for Two-Dimensio-
nal Simple and Coupled Diffusion Problems Using the Boundary Element
Method, Engineering Analysis, Vol.4, No 3 (1987), 142-147

S.Takahashi, K.Onishi, T.Kuroki, K.Hayashi, Boundary Elements to Phase
Change Problems, [w:] 5th BEM, Proceedings of the 5th Boundary Element
Conference ( Ed.C.A.Brebbia, T.Futagami, M.Tanaka ), Hiroshima, Japan,
Springer-Verlag, Berlin and New York (1983), 173-182

Y.K.Chuang, O.Ehrich, On the Integral Technique for Spherical Growth
Problems, Int.J.Heat Mass Transfer, Vol.17 (1974), 945-953

E.Bruch, S.Grilli, Computation of the Transcient Seepage Problem in A-
nisotropic Porous Media by the Boundary Element Method, [w:] 9th BEM ,
Proceedings of the 9th Boundary Element Conference (Ed.C.A.Brebbia, W
L.Wendland, G.Kuhn),Stuttgart,FRG, Springer-Verlag, Berlin and New York
(1987), 329-341

D.Ouazar, A.Namli, A.Saidi, C.A.Brebbi. , An Efficient Boundary Element
Formulation for Zoned Porous Media Problems with Free Surfaces, [w:]
9th BEM., Proceedings of the 9th Boundary Element Conference ( Ed.C.A.
Brebbia, W.L.Wendland, G.Kuhn),Stuttgart,FRG, Springer-Verlag, Berlin
and New York (1987), 329-341

D.I.Meiron, Boundary Integral Formulation of the Two-Dimensional Symme-
tric Model of Dendritic Growth, Physica D, Vol.23D, No 1-3 (1986), 329-
339

R.Biatecki, Solving Nonlinear Heat Conduction by the Boundary Element
Method, Invited Paper, [w:] 10th BEM., Proceedings of the 10th Boundary
Element Conference ( Ed.C.A. Brebbia), Southampton, Springer-Verlag,
Berlin and New York (1988), 195-222

C.P.Hong, T.Umeda, Y.Kimura, Application of the Boundary Element Method
in Two and Three Dimensional Unsteady Heat Transfer Problems Involving
Phase Change;Solidification Problems, [w:] 5th BEM, Proceedings of the
5th Boundary Element Conference (Ed.C.A.Brebbia, T.Futagami, M.Tanaka),
Hiroshima, Japan, Springer-Verlag, Berlin and New York (1983), 153-162

C.P.Hong, T.Umeda, Y.Kimura, Solidification of Shaped Castings by the
Boundary Element Method and Prediction of Shrinkage Cavity, [w:] O ffi-
cial Exchange Paper, 53rd World Foundry Congress, Praque (1986)

W .Kapturkiewicz,Model i numeryczna symulacja krystalizacji odlewu, Ze-
szyty Naukowe AGH nr 119, Krakéw 1988



3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH DLA OBSZAROW NIEJEDNORODNYCH

Typowa cechg zadan dotyczgcych modelowania przeptywu ciepta w procesach

odlewniczych jest niejednorodno$¢ analizowanych obszaréw.

Metal krzepnie w formie piaskowej lub metalowej i przebieg tego procesu
zdeterminowany jest warunkami wymiany ciepta na styku odlewu i formy (w
ogélnym przypadku sama forma moze by¢ réwniez niejednorodna np. podobszar
masy przymodelowej i wypetniajgcej, ochtadzalniki zewnetrzne itd.).

Warunek brzegowy opisujacy wymiane ciepta miedzy zewnetrzng powierzchnia
odlewu i wnekg formy nazywany jest warunkiem brzegowym IV rodzaju i stanowi

zapis matematyczny réwnania ciggtoséci strumienia ciepta:

ST T -T 3T
O o m m
X - R A s (3.1)
gdzie R jest oporem cieplnym styku, —¢;~ pochodna w kierunku normalnym do
brzegu T obszaru, wskaznik "o" identyfikuje obszar odlewu, a "m" formy.
Gdy R=0 (kontakt idealny) to warunek (3.1) przyjmuje postac
T _T
0 ]
ST ST (3-2)
X o a
Sn Sn"

W takim przypadku obok ciggtos$ci strumienia ciepta postuluje sie ciggtos¢
pola temperatury na brzegu r.
Badania nad efektywnos$ciag MEB dla zadan teorii cieplnej proceséw-odlew-
niczych wymagaty rozstrzygniecia kilku istotnych probleméw:
- opracowanie algorytméw zapewniajgcych odpowiedniag doktadnod$¢ obliczen
numerycznych dla podobszaréw o istotnie réznych parametrach termofi-

zycznych np. odlew-forma piaskowa,



- opracowanie metod symulacji numerycznej wzajemnego oddziatywania pod-
obszaré6w o zblizonych parametrach termofizycznych ale z uwzglednieniem
oporu cieplnego (np. uktad wlewek-wlewnica, czy tez odlew-kokila), a
wiec takich przypadkéw, gdzie miedzy odlewem a formag generuje sie
szczelina gazowa.

Nalezy tu podkres$li¢, ze istniejag rozwigzania analityczne dla dwéch
poétprzestrzeni pozostajgcych ze sobg w kontakcie idealnym oraz dla dwéch
pbétprzestrzeni ze zmieniajgcym sie zgodnie z prawem pierwiastkowym R * f vit
oporem szczeliny (£ jest dowolng statg).

Wtej sytuacji najbardziej sensowng wydawata sie analiza rozwigzan nu-
merycznych dla zadan jednowymiarowych. Na podstawie otrzymanych rozwigzan
oraz ich poréwnania z rozwigzaniami doktadnymi mozliwe byto formutowanie
odpowiednich wnioskéw.

Rozwazono dwa podobszary jak na rysunku.

Rys.3.1. Pole temperatury przy R=0 1 R*0
Fig.3.1. Temperaturo field for R=0 and R*0

Zmienne w czasie pole temperatury w poétprzestrzeniach D,. D, opisuje uktad

réwnan rézniczkowych w postaci

ST, ix' , t) 8 T (X', t) 8T (X, t) 8 T {Xt)

at al §XZ | 8t 8x G-3

z warunkami brzegowymi



« = » td(x',t) =T
3T (x',t) T (x',t)-T (x,t) 8T (x,t)
X = X" = 0 f oXy- Sgm,—— = - g = X i,
i warunkiem poczatkowym
t = 0: T(x',t)=Tp s T4(x,t) = Tpf,

przy izym przy obliczaniu statych catkowania warunki te prowadza do
noséci identycznych jak warunki dla x=t» i x'=«o.

Dla przypadku R=0 (skad Ts(0,t)=T4(0,t) ) otrzymuje sie [1]

T (x',t) = + (Tp-TJ erf(x"/27rT ),

T4(x,t) = Tk + (Tpf-Tk) erf (x/2v1iFT ),

x/2Vart

(3.4)

(3.5)

(3.6)

zalez-

(3.7)

exp(-u2) du, Tk jest temperaturg kon-

taktu i wynosi Tk=(Tp+Tpfb4/bi 1/(1+2~/~ ), b c( , 1=1,4.

Z kolei dla zadania jednowymiarowego z oporem cieplnym styku R (t)=

T(x',t) = Tkt + (Tp-Tki) erf (x'/2Va~"t),

T4 (x,t) = Tka + (T - Tk2) erf(x/2v”"t),

Tic2 = [i34 (L+pi >Tpr + fL1Tp ]/ [(1+i3i

gdzie ~=(3 , i=1,4.

Istnieje réwniez rozwigzanie analityczne opisujgce krzepniecie

pvnt [2]

(3.8)

odlewu

w ksztatcie potprzestrzeni w péinieskonnczonej formie (rozwigzanie Schwar-



tza [1]).Poniewaz jednak celem badahn w prezentowanym rozdziale byto poszuki-
wanie najlepszych algorytméw symulujacych przeptyw ciepta przy warunkach IV
rodzaju, wiec dotaczenie do modelu dodatkowo krzepniecia podobszaru Di mog-

toby tylko zaciemni¢ obraz i utrudni¢ identyfikacje optymalnego algorytmu.
Wdalszych rozdziatach pracy zostang przedstawione réwniez rozwigzania
dla ztozonych geometrycznie obszaréw, przy obliczeniach ktérych wykorzysta-

no doswiadczenia zdobyte na bazie szczeg6towej analizy rozwigzan jednowy-

miarowych.

3.1. ROWNANIA CALKOWE DLA JEDNOWYMIAROWYCH ROWNAN PRZEWODNICTWA CIEPLA

Rozpatrzono ponownie dwa niejednorodne obszary Dj i D" (rys.3.2).

Rys.3.2. Podobszary Dj i D*
Fig.3.2. Sub-areas D and D

Niestacjonarne pole temperatury w tych obszarach opisuje uktad réwnan

Fouriera
3T (X, t) a Tx(X,t)
X <X<X c
o i 1P 3t 3x
(3.9)
5T4 (x,t) 3T (x,t)
X XX, C4B e
z warunkami brzegowymi
ST (x,t)
Tt (x,t) = Tj lub qgt(x,t) = -X]
(3-10)

aT (x,t)
lub g (x,t) = -Xi ax = a(T Y[ x,©)-T 1,



-2b -

ST (x,t)
T4 (x,t) = T4 lub g4 (x,t) = -X4-——-" ——- = q4 ,
G-1D)
ST (x,t
lub g4 (x,t) = -X4--m- = a(T4)I(T4(x,t)-TQ!,

gdzie a(T) jest wspotczynnikiem wymiany ciepta miedzy obszarem a otocze-
niem o temperaturze T".

Ha styku podobszaréw

ST (x,t) T (x,t)-T (x,t) ST (x,t)
X=X, ! " 5x = R(Tt,T4) ="\ sx  * (3.12)

gdzie R(T ,T ) jest oporem cieplnym. Wprzypadku idealnego kontaktu R=0 i
wtedy Tt (x,t) = T4(x,t).
Dany jest réowniez warunek poczatkowy

t=0: TjtK .t)»A” , T4(x,t) = T . (3.13)

Metoda elementéw brzegowych wymaga przedstawienia powyzszego opisu
matematycznego w postaci réwnan catkowych, przy czym istnieje kilka sposo-
bow otrzymania tych rownan [ 3], Tutaj zastosowano tzw. sformutowanie bez-
posrednie MEB bazujgce na metodzie odchytek wazonych i wykorzystujgce za-

lezne od czasu rozwigzania fundamentalne.

Metoda odchytek wazonych prowadzi do nastepujgcego réwnania

fF
*F s2T ST r a2T ST
<a. - 3F- >T. dxdt + 4 - ¢ "W - DT4 dX<lIt = 0 (3.14)
tD , l"D2
gdzie [t°,tr] jest rozwazanym przedziatem czasu, ai=Xi/pjci , ad4=X4/p4c4,
Ti' T* tzw- rozwigzaniami fundamentalnymi. Dla jednowymiarowego zadania

i obszaréw zorientowanych w prostokatnym uktadzie wspétrzednych majg one



posta¢ [3,4,5]

exp[-r (t -t©)1/2C(ra (t -t) tst
0 t>tF

m=1,4, (3.15)

gdzie r=|x-£]| jest odlegtoscig miedzy punktem £, w ktérym umieszczone jest
zr6dto ciepta i rozwazanym punktem x, x,e€D”, m=1I,4.

Réwnanie (3.14) jest spetnione kiedy

- §£>T*dxdt = 0, (3.16)

gdzie dla obszaru D] a=at, T =Tt oraz n=0, natomiast dla obszaru Dz a=a4,
)
T:T4 oraz n=I.
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze
ST X (x-¢)

-0 - exp[-r /4a (t -t)] , m=1,4. (3.17)
* S x ATi1/2a.3/2(<t»F_t.)»3/2

Catkujac dwukrotnie przez czeéci wzgledem zmiennej x pierwsze sktadniki-
rownan (3.16) i catkujac przez cze$ci wzgledem zmiennej t drugie sktadniki

tych réwnan otrzymuje sie

t
r X -X A

Ei (Tq*"T* q) dt + ) T
X . laf ? + A )Tdxdt "

Wykorzystujagc wtasnoséci rozwigzan fundamentalnych [ 6] a w szczegdlnosdci

aaT (E** *> + gl Jil{XtFtt) = -A(£,x) A(tF,t) , (3.19)

lim T* (e,x, tF,t) = A(e, x), (3.20)
t->t



oraz [7]

n+l fl2T* AT
(ag ~ +w )Tdxdt = -T(e, tF), (3.21)
X z

uzyskuje sie réwnania catkowe w postaci

t

T, (5.t ) + Tj(€,x,t ,t)qt(x,t) dt
(3.22)
20 (?2,x,t tITj (x,t) dt + T*(e,x,tF,t°)Ti (x,t°)dx,
_t
T (C,tr) + Tje,x,tF,t)g4(x,t) dt =
(3.23)
tr x2
(e.x,tF,t)T4(x,t) dt + T* (e,x,tF,t° )T (x,t° )dx.
X

° I

Tak wigc, zmienne w czasie pole temperatury w podobszarach Di i
opisane uktadem réwnan rézniczkowych (3.9) z warunkami brzegowymi (3.10) -
(3.12) i warunkiem poczgtkowym (3.13) moze by¢ opisane uktadem réwnan cat-
kowych (3.22)-(3.23). Do réwnan tych wprowadza si¢ znane warunki brzegowe
(3.10) - (3.12) i warunek poczatkowy (3.13).

Podsumowujac, uktad réwnan catkowych (3.22)-(3.23) jest réwnowazna
formag opisu matematycznego przedstawionego réwnaniami (3.9)—3.13) i ta

wtasnie forma jest wykorzystywana w metodzie elementéw brzegowych.

3.2. | SCHEMAT METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH DLA JEDNOWYMIAROWEGO NIEUSTALO-

NEGO PRZEPLYWU CIEPLA (DLA OBSZAROW NIEJEDNORODNYCH)

Niech tr 1 i tf oznaczajag dwa wyr6znione punkty siatki czasu

At: O0=t°<t'<...<tf"1<tf<. ..tF<o0 i At=tf-tr' 1.



Pierwszy schemat MEB dla réwnan parabolicznych [ 3] pozwala otrzymaé¢ pole
temperatury dla tf poziomu czasu tylko na podstawie znanych wartoéci tem-
peratury dla tf_1 poziomu czasu. Tak wiec przejécie od tf_1 do tf jest
traktowane za kazdym razem jako nowe zadanie,a wyznaczone pole temperatury
stanowi warunek pseudopoczatkowy dla nastepnego kroku obliczen.

Numeryczna aproksymacja réwnan (3.22)-(3.23) ma w tym przypadku postac

T(g.t ) + e T (C,x,t ,t)dt q(x,t )
f-1
. -tf Xel pc
pc O (E.xtroydt T(x,tf) + T (e,x, tf , tf~1)T(x,tf-" )dx,
X
f-i n

n=0,1 (3.24)
gdzie x0<ﬁ<i< dla n=0 i xl<£<x2 dla n=1.

Catkowanie po czasie mozna wykona¢ metodami analitycznymi:

T-(e,x,tr,t)dt = At/na‘exp(-r2/4ait) - r erfc (r/2i/aAtl )/2a, (3.25)

-t
q’ (e,x,tf,t)dt = Asgn(x-e)erfc(r/2v,aAtl)/2a, (3.26)

przy czym erfc(.) = 1 - erf(.).

W stawiajac (3.25), (3.26) do (3.24) otrzymuje sie

T(C,tf ) = [Sqn*X~— erfc(r/Zy"Atl)T(x, tr)]

[/At/InApclexp(-r2/4aAt) - erfc(r/2VaAtl)]q(x,t’

nei

1 T(x,tf_1) exp(-r2/4aAt)dx , n=0,I. (3.27)

zTiraAtl

Aby wyznaczy¢ brakujgce strumienie ciepta lub temperatury na brzegach pod-



obszaréw D4 i przechodzi sie z punktem Zrédta £ n° brzegéw odpowiednich

podobszaréw i otrzymuje sie w ten sposéb cztery catkowe réwnania brzegowe.
I tak dla £—>x~ i £—>x*ti( n=0, uktad réwnan (3.27) przyjmuje postac

1 1 o

«11 «12 0 "«i <Xo>tf > h;2 0 0 T(Xo. il >:m

1 1

A2 1 en22 0 ° «1 ) s h2. h22 ° ° Ti (Xiétfl+ rl

4 4
© 0 me G4(x.tf) L A L R
4 4(x2,tf 0 h4 T tf
° 0 A2 1 A2 2 g4 (x2, ) 0 21 "32 4(X2' EI. 3
(3.28)

gdzie

g"j= 5X erfcfL/W aAtl) - VAt/irApcxp (-L2/4aAt), g“2 = -g“,,

g” 1= -/At/nApc', g“2 = -g”,,

h", = h"2 = -0.5, h*2 = h't = 0.5 erfc(L/2VaAt7),

Xn+1

pl : 2v'1iraAt' T(x,tf' 1) exp[-(x-x )2/4aAt] dx, (3.29)

P°2 = 2\/]iiaAtI T(x,t ) exp[-(x-xnti ) /4aAt] dx,
przy czym a = a;, A= A4, p = p4, ¢ = cj, L=|xi~ xq| dla obszaru (m=1)
i a=a4, A= X4, p = p4, ¢ = ¢c”™, L=]x2~ xt| dla obszaru (m=4).

Warunek brzegowy IV rodzaju (3.12) moze by¢ napisany w nastepujacej postaci

(3.30)
Ta(xi,tf) = T(x ,tf) - q(Xi, tf)R(T ,T4)

Ta posta¢ zapisu warunku brzegowego IV rodzaju pozwala na opracowanie jed-
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nej procedury modelujgcej obydwa warianty tego warunku , poniewaz z uktadu
réwnan mozna woéwczas obliczy¢ q(xjJtf) i Ti-(xt,tf)t a z warunku (3.30b) tem-
perature T (X ,tf) (oczywiécie dla R=0 Tj (xj,tr) = T4(xj,tr) ).

Po wprowadzeniu (3.30) do (3.28) otrzymuje sie

1 .

Ml -4 4 0 VixQtr) g4 0 >m

! 0 TX(X ,tf) 0 v osi, P3

@1 “4 4 ' -4 [W 2" >+

0 -h4q g4 +h44R ,\fz q(xt,tf) 0 4 T, (X2,tf) P4

0 +h4 R 4 i 0 P4

‘4 981*hHIR w2 g4ix2rtr) 4

Catki P", P" , m=1,4 mozna obliczy¢ numerycznie. Wtym celu przedziat cat-
kowania [x »xn+l] dzieli sie na pewnag liczbe podprzedziatéw i catke w prze-

dziale [x ,'x tt) zastepuje sie suma catek w tych podprzedziatach. Wygodnie
jest zastosowaé transformacje wspoétrzednych tak, aby liczy¢ catki po zmien-
nej 7), 7)€[-1,1], poniewaz dla tego typu catek mozna stosowaé¢ Kkwadratury
Gaussa i pewne powtarzalne procedury numeryczne [8],

Jak juz wczeéniej wspomniano, z uktadu réwnan (3,31) wyznacza sie Ti (xi,t"),
q(xt,tr) iw zaleznoséci od rodzaju przyjetych warunkéw brzegowych dla x=xq
i x-x2 dwie nieznane z czterech wartos$ci Tl (xo,tf) , T4(x2,tf), gi (xo,tf),
q (x ,tf).

Po rozwigzaniu uktadu réwnan (3.31) np. metoda eliminacji Gaussa z wyborem
elementu dominujgcego pole temperatury Wweztach wewnetrznych e oblicza sie
z réwnan (3.27), przy czym dobér punktéw , w ktérych chcemy oblicza¢ tempe-

rature jest zupetnie dowolny.

3,3. IDENTYFIKACJA FOLA TEMPERATURY PRZY WYKORZYSTANIU | SCHEMATU MEB W POD-

OBSZARACH D, I D

1 4

Podstawowg trudnos$cig uzyskania w miare doktadnego rozwigzania dla
obszaréw niejednorodnych z istotnie réznymi parametrami termofizycznymi sg

problemy zwigzane z niemoznos$ciag doboru kroku czasu At, ktéry zapewnitby



korzystne do catkowania numerycznego wartosci

wych. Wiadomo jest

dan niestacjonarnych dla okre$lonego wspdétczynnika dyfuzji

jetej dyskretyzacji obszaru istnieje

kéw czasu - dopuszczalnych w tym

ro$nie. Nalezy tu podkresli¢,

nawet odpowiednie nomogramy do okre$lenia wtasciwych

siatek kwadratowych),

podstawie odpowiednich eksperymentéw numerycznych,

nej,

tym zakresie niemozliwe.

FOBUA m
OE=720 it=181Cs

Rys.3.3. MEB-staty krok siatki.

Fig.3.3 BEM-constant step of mesh

Tak wiec nalezy zastanowi¢
zwalajgcymi
nie jest optymalny.
Jeden

Zatozono, ze dla podobszaru

iloczyn a,At4 jest wybrany z przedziatu dopuszczalnych wartosci),

przy czym wydaje
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z badan prezentowanych w literaturze

sensie,

argumentéw funkcji podcatko-

np. [ 9], ze dla za-

cieplnej i przy-

pewien przedziat "dopuszczalnych" kro-
ze poza nimi btgd metody szybko
wyzej pracy [ 9] zamieszczono

ze w cytowanej

byé¢ moze badania teoretyczne na obecnym etapie

sie nad mozliwoséciami

wyeliminowaé¢ duze btedy w obszarze,

z takich pomystéw prezentujg C.Hong,

poprawny jest krok czasu Att

sie,

interwatéw czasu ( dla

ze zostaty one skonstruowane na

a nie analizy teoretycz-

rozwoju matematyki sg w
Przyktadem duzych réznic miedzy
rozwigzaniem analitycznym i przyb-

lizonym dla dwoéch podobszaréw
(staliwo i masa magnezytowa) sa
wyniki przedstawione na rys.3.3-na

ktérym przedstawiono przyktady cza-
soprzestrzennych pél temperatury w

obszarze masy formierskiej.

Obszary pokryto siatkg o statym
kroku h = 0.04 [m], natomiast krok
czasu wynosit At = 180[s] (jest to
krok odpowiedni dla obszaru meta-
lu). Mimo dobrej identyfikacji tem-
peratury styku, w obszarze masy .
pojawiajg sie duze btedy rozwigza-

nia numerycznego

ulepszen algorytmu MEB po-
dla ktérego przyjety krok At
T.Umeda i Y.Kimura w pracy (10).
(co oznacza, ze

natomiast



dla podobszaru D4,iloczyn a4A4t istotnie r6zni sie od alAlt . Przyjeto
wiec fikcyjny materiat taki. ze 4A %t /40 P A4At1_/ P, lub A4At4_/c4p4 =
=X4it1l/ C4P4- Um'wne ciepto wtasciwe c4 (lub gestosé masy ) tego mate-

riatu wynosi ¢, = c4At1jAt4 _(94 = p4At1[At4).
Po wyznaczeniu pola temperatury w podobszarach i D4 na tf poziomie

czasu koryguje sie pole temperatury T w D =z nastepujacych réwnan

_ . f-i ©
= TfL s OGF T ) ¢ fc (3.32)

lub <

TE1 o+ (Tf - TE' 1) PAW, (3.33)

przy czym wskaznik "i" identyfikuje wezet, w ktérym przeprowadzono korekte.
Ostatnie dwa wzory wynikajg z bilansu energii dla otoczenia wezta obsza-

ru D .
Metode przedstawionag w pracy [10]

POl 8B 2 forexto (- poddano weryfikacji z rozwigzaniem
analitycznym.Obszar metalu i formy
podzielono na elementy o kroku
h=0.04 [m], natomiast Kkrok czasu
At=180[s].

Wyniki obliczen numerycznych sg
fizycznie poprawne ale niedoktadne
(rys.3.4-obszar D4).

Autorzy nie zauwazyli jednego is-
totnego faktu. Spos6éb korygowania
pola temperatury na bazie lokal-
nych bilanséw energii jest w petni
przekonywujacy, ale wprowadzenie
fikcyjnych parametréw podobszaru

QTS IS0 D4 powoduje niepoprawng identyfi-

Rys.3.4. MEB-korekta a4 kacje temperatury styku wynikajaca
Fig.3.4 BEM-correction a z réznicy wspétczynnikéw akumula-
Cji b4i b;‘

Nie ma tez mozliwoéci efektywnego poprawienia temperatury na brzegu,bo jej

zmiana w stosunku do obliczonej spowodowataby nieciggto$¢ pola temperatury



na styku metal-forma. Z kolei sztuczne usuniecie tej nieciggtosci przez
skorygowanie temperatury od strony metalu nie jest niczym uzasadnione. Rea-
sumujac, niedoktadne okres$lenie temperatury kontaktu powoduje przenoszenie
sie btedu w gtab obszaru D4 i btagd ten utrzymuje sie przez caty czas obli-

czen.

Wniniejszej pracy zaproponowano dwa inne sposoby podejécia do modelo-
wania pola temperatury w obszarach niejednorodnych.
ldea pierwszego z nich wynika z faktu, ze réwnanie przewodnictwa zapi-

sane we wspoOtrzednych bezwymiarowych zawiera w sobie czas zredukowany tzw.

liczbe Fouriera i witasciwydobér kroku tej liczby przy budowaniu

czasu zapewnia pozagdang doktadno$¢ obliczen.

Jezeli dla obszaru D4 krok AFOj = a* At]/h”~ jest krokiem wtasciwym,
to dla obszaru we wspoétrzednych bezwymiarowych obowigzuje ten sam krok
AFo» = AFo"Z powyzszej réwnosci wynika relacja migdzy krokami siatki w obu

podobszarach

a, At,/hj =adAt(/hr o > hd=z hv'iyiT . (3.34)

adit. 1VEB 2 hadda ke Sl Tak wiec wtasciwa dyskretyzacja

obszaru Da powinna zapewni¢ jedna-
kowa doktadno$¢ modelu numeryczne-
go dla obu podobszaré6w. Dla typo-
wych mas formierskich kryterium
(3.34) wskazuje na potrzebe 2, 3-
krotnego zmniejszenia kroku siatki
hn w obszarze w stosunku do
kroku siatki h; w obszarze D4 (ze-
liwo, staliwo).

Na rys.3.5 pokazano rozwigzanie
analityczne i numeryczne dla ptyty
staliwnej stygnacej w masie szybko

szybkoprzewodzacej o parametrach

FORM m - -
Cters ACED =2.6 [W/mK], p4= 1750 (kg/m3),
Rys.3.5. MEB-korekta kroku siatki c4=1000 [W/kgK], przy czym krzywe

Fig.3.5. BEM-correction of step mesh stygniecia dotycza obszaru



Rys. 3.6 i 3.7 prezentujg z kolei przebiegi

temperatury w obu podobszaracji
po czasie t=720 i

t=1440[s] wyznaczone dla réznych krokéw nt

(linig ciagta
zaznaczono rozwigzania analityczne).

Warunek iV rodz. kontokt idealny

O dt= 180s 0 dt=3S0s Xdt=720s

Rys. 3.6. Pole temperatury po czasie t=720[s]

Fig. 3.6. Temperature field after the time t=720[s]

Przedstawiona wyzej idea jest atrakcyjna, ale ma tez swoje wady.Przede

wszystkim wymaga ona zageszczenia siatek w podobszarze, o ktérym informa.
cje nie sa szczeg6lnie istotne przy projektowaniu technologii odlewniczych

i wsumie uzyskuje sie szczegétowy rozktad temperatur w peryferyjnych eb-



szarach uktadu odlew-forma. Istotnie roé$nie liczba weztéw wyréznionych w
obszarze D4, co znacznie wydtuza czas symulacji numerycznej. Dla zadan dwu
lub tréjwymiarowych moga istnieé¢ dodatkowe trudnoéci z wygenerowaniem siat-
ki spetniajacej przedstawiony wyzej warunek. Mozna wyobrazi¢ sobie obiekty,
dla ktérych taki podziat nie przedstawia wiekszych trudnos$ci ( zageszczenia
siatki powinno nastepowaé¢ w kierunku strumienia ciepta) ale np. dla weztéw
cieplnych typu L, T, X zageszczanie siatki w obszarze masy formierskiej w
poblizu naroza odlewu prowadzitoby do bardzo nietypowych ksztattéw elemen-
tow wewnetrznych obszaru.

Warunek IV rodz. kontakt idealny

0 dt=180s 0 dt=360s Xdt=720s

Rys. 3.7. Pole temperatury po czasie t=1440[s]

Fig. 3.7. Temperature field after the time t=1440[s]



Wtej sytuacji podjeto zupetnie inng prébe modelowania zadan z warunka-
mi IV rodzaju. Prezentacja tego algorytmu wymaga wprowadzenia do dalszych
rozwazan tzw. Il schematu metody elementéw brzegowych, ktéry zostanie wy-

jasniony na przyktadzie zadania jednowymiarowego.

3.4. Il SCHEMAT METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH DLA JEDNOWYMIAROWEGO NIEUSTALO-

NEGO PRZEPLYWU CIEPLA (DLA OBSZAROW NIEJEDNORODNYCH)

W tym rozdziale zostanie przedstawiona inna metoda rozwigzania zadania
opisanego réwnaniami catkowymi (3.22), (3.23) nazywana drugim schematem me-
tody elementéw brzegowych.

Drugi schemat metody elementéw brzegowych wymaga pamietania wyznaczo-
nych na brzegu obszaréw Di i D" wartoéci temperatur i strumieni ciepta dla
pozioméw czasu t°, tl1,...,tF 1 i na ich podstawie okre$lana jest temperatu-
ra dla tF poziomu czasu.

Tak wiec w tym przypadku numeryczna aproksymacja réwnan (3.22)-(3.23)

ma postac

(3.35)

gdzie jak poprzednio xg<g<xt dla n=0 i x5<£<x2 dla n-1.

Catki po czasie mozna obliczy¢ metodami analitycznymi

(3.36)

(3.37)



gdzie zf = r2/4a(tF-tf).

W stawiajac (3.36), (3.37) do (3.35) otrzymuje sig

T(e,tr) =) [erf(lin) - erf(jzr~1")] T(x,tf)

A 2n—fexPt~zf 1)/\nzr~1'-exp(-zf )/\nzr'-erf(-|zf 1)+erf (-|zr_1 ")Jq(x,tf]
f=1

.Xn*l.
T (5, x,tF,t° )T(x, t° )dx.
n=0,1 (3.33)
Niech At = tf-tf 1 = const. Dla uproszczenia zapisu dalszych wzoréw wprowa-
dzono nastepujgce oznaczenia
gFj = /ITAt/nApcl - (f+UAt/irApcP ,
g[2 = -/fAt/riApcl exp(-L2/4afAt) - v'(f+I)At/NApclexp[-L2/4a(f+1)At]-
{erf(L/2/afAt") - erf[L/2v'aTf+T)At" 1}, gF; = -gF2,
hjj = hF2 = -0.5, hF2 = h2j = 0.5{erf (L/2v'afAtl) - erf[L~af f+1)At>]},
f=1,2,...F-I (3.39)
g1L = VAt/n\pcl , 3;9 = .90“
g°2 = -VAt/TTApc' exp(-L2/4aAt) - erfc(L/2v'aAtl) , g°i = -g°2,
hi. = hzz = °> hi2 = h°, = 0.5erfc(L/2/iAtl ).



Aby wyznaczy¢ z réwnan (3.38) nieznane warto$ci temperatury lub strumieni

ciepta na brzegach podobszaréw D1 i D przechodzi sie¢ z punktem Zrédta ¢ w

"
rownaniach (3.38) do brzegéw odpowiednich podobszaréw i otrzymuje sie w ten
sposéb cztery brzegowe réwnania catkowe.

| tak dla e—>x~ i e—>x* , n=0,l oraz po wprowadzeniu warunku brzegowego

IV rodzaju na styku podobszaréw D4 i (wzér (3.30)) uktad réwnan (3.38)

przyjmuje posta¢

o * o =
A -hgst 95" 0 ql (x0'tF) hiit °
0,1 , 0,1 )
21 -hg ot v 2 0 T (X1,tF) h911 0 W £ s
0 -h°' 4 °'4+h? 4R 0.4 ho *
o g N 1s q(xt ,tF) 0 974 1. (X, .tF)
0 ~h°' 4 g° *4+h° 4R 0.4 qi(x2.tF) o ho'4
21 21 21 *2 2 22
gfi1 0
F-1 -
T. (*0.tK~f) 0 arfxo,t ~F
«V ~
, CF T
T (x ,tr'f) 12 q"(xY t )
f.4
(3.40)
Gérne wskazniki po przecinku oznaczajag rozpatrywane obszary Di i D Pozo-

state oznaczenia sg takie same jak w rozdziale (3.2).

Po rozwigzaniu uktadu réwnan (3.40) np. metoda eliminacji Gaussa z wy-
borem elementu dominujacego,brzegowe wartoéci temperatury i strumieni ciepta
(dla x=xg , X=xj oraz x=x2) sa juz znane i pole temperatury w dowolnie wyb-

*

ranych weztach wewnetrznych ¢ oblicza sie z réwnan (3.38).

Il schemat metody elementéw brzegowych w odréznieniu od | schematu wy-
korzystuje wartoéci temperatury i strumieni ciepta z wszystkich poprzednio
liczonych krokéw czasowych tzn. dla pozioméw czasu t°, tl1,...,~"1 i waru-
nek poczatkowy dla t=0. Schemat ten jest uog6lnieniem | schematu, poniewaz

dla F=1 przedstawione w tym rozdziale réwnania pokrywajg sie z prezentowany-
mi wrozdziale 3.2.

Wwielu czesto spotykanych problemach praktycznych IX schemat MEB po-
siada niezaprzeczalne zalety, ktére bedg przedstawione i wykorzystywane v

dalszej czes$ci pracy.



3.5. IDENTYFIKACJA POLA TEMPERATURY W NIEJEDNORODNYCH OBSZARACH D1 1 D4

PRZY WYKORZYSTANIU i I Il SCHEMATU METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Powracamy do rozwazan prezentowanych w rozdziale 3.3 i dotyczacych itetod
numerycznego obliczania rozktadu temperatury w obszarach niejednorodnych
0 zroznicowanych parametrach termofizycznych. Poprzednio obok cytowanego
z literatury sposobu wprowadzania tzw. zastepczego ciepta witasciwego ( lub
zastepczej gestos$ci masy ) dla obszaru D(, dla ktérego krok czasu At nie
jest optymalny, przedstawiono wtasng idee zageszczania siatek w tym obsza-
rze. Ten ostatni spos6b obliczen dawat bardzo dobre wyniki (rozwigzanie po-
rownywano z rozwigzaniem analitycznym), ale miat pewne (omdéwione wczes$niej)
istotne wady.

Nizej przedstawiony zostanie inny spos6b modelowania zadan z warunkami
brzegowymi 1V rodzaju, Kktoéry réwniez daje bardzo dobre rezultaty a ponadto

nie posiada mankamentéw poprzednio prezentowanych préb rozwigzywania tego

typu zadan.

Nowy pomyst sprowadza sie do potgczenia | i Il schematu metody elementéw
brzegowych tzn. rozktad temperatury w obszarze jest wyznaczany na pod-
stawie | schematu a w obszarze D" na podstawie Il . Konieczno$¢ zachowania

1 schematu dla obszaru Dj, ktoéry wdalszej cze$ci pracy bedzie identyfiko-

wany z obszarem odlewu zostanie wyjasniona w rozdziatach nastepnych.

Numeryczna aproksymacja réwnan (3.22) i (3.23) ma posta¢
T (e,tf) + T*(e,x,tF,t)dt q; (x,tF)
(3.41)
g* (C.x,tF,t)dt T (x,tF) T (5,x, tF, tF"1)T (x,tF_1)dx |,
T4(g,tF) + o }T;(e,x,tF,t)dt 94 (x,tf)
—r
= Joqd(e,x,trt)dt T4(x,tf; T4 (e, X, tF,t0)T4(x,t°)dx.

(3.42)



Potgczenie schematéw zostanie pokazane na przyktadzie zadania jednowy-
miarowego opisanego réwnaniami (3.41) i (3.42), przy czym warunek poczatkowy
przyjeto w postaci

t=0: T =T - T T 't = 0. 3. 43
igx*)l p Pf (X ) ( )

Warunek postulujgcy statag warto$¢ temperatury w obszarach odlewu i formy
jest dos¢ typowy w zagadnieniach termodynamiki proceséw odlewniczych, dla
ktorych w wiekszoéci przypadkéw przyjmuje sie dla chwili t=0 temperature
zalewania dla obszaru odlewu i temperature poczatkowa formy dla pozostatych
podobszaréw uktadu.

Zerowy warunek poczatkowy w obszarze D4 powoduje zerowanie sige catki
po X w réwnaniu (3.42) co pozwala unikngé¢ dyskretyzacji obszaru . Jest to
zaleta szczegdlnie istotna w zadaniach dwu i tréjwymiarowych.

Uktad réwnan, z ktérego wyznacza sie nieznane wartoéci temperatury lub

strumieni ciepta na brzegach podobszar6w D i D ma posta¢

1 -h 1 0 L (Xg 4 tF hy, O
b «12 gi (Xo»tF) 1

! -h 1 0 T1(xt,tF hi; 0 T ¢

@1 2 «@2 (xt,tF) 31 i Xoot X
o o o 0.4 s

0 -h114 @PTAHREAR g a(xt,tF) 0 hQy4 Tidxyt
o1 0 4,,0 4 0.4 0s

0 -hzi4 91 thhr' R 92 q4(x2,tF) 0 hy4

A4 B TFTT)0f5  guixgstF T)}

f=1
NG Thx tF-gh 4 g (x, tF )]
(3.44)

Wszystkie oznaczenia wprowadzone w rozdziatach 3.2 i 3.4 zostaty zachowane.



Pole temperatury w weztach wewnetrznych ¢ obszaru Dt oblicza sie

z réwnania

T(e,tr) = [s9n™x~S> [erfc(r/2»"Atl ) T (x,tF)]

[ At77ir~p~¢Pexp(-r2/4ai At) - erfe(r/2vATtl )] q; (x,tf)

2vna, Atl T, (x,t ' ) exp(-r /4aiAt)dx , (3.45)
X

o

dla weztéw wewnetrznych £ obszaru D

V e,tr) = (erftlT1) - erfd T "~)] T4(x,tF)

exp(-zf~* )/\nzc"1'-exp(-zf)/jtezf L-erf (jz~ )+erf (-|zF_t ')iq4s (x,tf)

(3.46)
Do otrzymanych wartoéci temperatury w obszarach D4 i D4 dodaje sie
wczeéniej odjetg statg wartos¢ 1~/~A7 iw ten sposéb otrzymuje sie poszuki-

wany rozktad temperatury dla poziomu czasu tF. Uzyskane rozwigzanie oraz wy-
niki obliczen temperatury i strumieni ciepta na brzegach obszaru D4 z po —
przednich krokéw czasu tl, t2, ...tF"1lstanowia punkt wyjécia dla wyznaczenia
rozktadu temperatury dla nastepnego poziomu czasu.

Nalezy tutaj podkre$li¢, ze nie wymaga sie obliczania temperatury
w weztach wewnetrznych podobszaru, dla ktérego stosuje'sie Il schemat HEB
(réwnanie (3.42)), poniewaz te temperatury nie sg wykorzystywane w nastepnym
kroku obliczen. Tak wiec wyznaczanie warto$ci temperatury we wnetrzu obsza-
ru D4 jJest w tym przypadku opcjonalne i nie ma zadnych ograniczehA ( np.
zwigzanych z catkowaniem po wnetrzu jak w schemacie | - dobér niektérych
punktéw wewnetrznych byt zdeterminowany podziatem na elementy wewnetrzne

rozpatrywanego obszaru) dotyczacych potozenia punktéw wewnetrznych £eD4.
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Auir, § UEB U sch. dla foiny) Zaproponowang metode wyznaczania po-

la temperatury w obszarach niejedno-

rodnych na bazie potagczenia | sche-
matu MEB -dla obszaru D] i Il schema-
tu dla obszaru poddano weryfika-

cji rozwigzaniem analitycznym
Obszar metalu pokryto siatkag o sta-
tym kroku h=0.04 [m], natomiast v
masie formierskiej liczono tempera-
tury w punktach odlegtych od siebie
o h.
Obliczenia testujgce, ktérych przy-
ktad pokazano na rys.3.8 potwier-
dzajag doktadnos$¢ i efektywno$¢ meto-
FORNA m dy tgczenia schematow.
CtT0s (118008
Rys.3.8. MEB-IlI schemat dla
Fig.3.8. BEM-2nd scheme for D,

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze z prezentowanych sposobéw wyznacza-
nia niestacjonarnego rozktadu temperatury w obszarach niejednorodnych
0 znacznie zr6znicowanych parametrach termofizycznych ten ostatni jest naj-
bardziej atrakcyjny.

Skojarzenie dwdch schematéw obliczen w przypadku statej temperatury
poczatkowej podobszaru, dla ktérego stosuje sie Il schemat MEB, nie wymaga
dyskretyzacji wnetrza tego podobszaru -co jest szczeg6lnie istotne w zada-
niach dwu- i tréjwymiarowych. Takie podejscie do rozwigzywania zadan dla ob-
szaro6w niejednorodnych nie wymaga analizy poprawno$ci argumentow funkcji

podcatkowych zwigzanych z parametrami termofizycznymi podobszaru



3.6. OBLICZENIA POLA TEMPERATURY W NIEJEDNORODNYCH PODOBSZARACH Dl I D

Z OPOREM CIEPLNYM STYKU

Wtym rozdziale zostanie przedstawiony sposdéb wyznaczania niestacjonar-
nego pola temperatury na bazie metody elementéw brzegowych w podobszarach
uktadu z uwzglednieniem oporu cieplnego na styku tych podobszaréw (np. uktad
wlewek-wlewnica, odlew-kokila) a wiec dla takich przypadkéw,gdzie miedzy od-
lewem a forma generuje sie szczelina gazowa.

Rozpatrywane podobszary majg zblizone parametry termofizyczne stad dob-
rany odpowiednio krok czasowy At dla jednego z obszaréw jest roéwniez pop-
rawnym krokiem czasowym dla drugiego. Tak wiec w tym przypadku nie ma pot-
rzeby wprowadzania ulepszen algorytmu metody elementéw brzegowych dla za-
pewnienia takiej samej doktadnos$ci obliczen w obydwu podobszarach.

Przedstawiony w poprzednich rozdziatach | i Il schemat MEB dla obsza-
row niejednorodnych obejmowatl réwniez WarunJek brzegowy IV rodzaju z oporem
cieplnym szczeliny ale prezentowane przyktady dotyczyty jedynie przypadkéow
idealnego kontaktu (R=0).

Poniewaz znane jest rozwigzanie analityczne dla dwéch poéiprzestrzeni
z oporem cieplnym styku R (t)=$Vvntl (por. rozdz.3.1) wobec <czego dokonano
poréwnania wynikéw obliczen otrzymanych na bazie | schematu MEB 1z rozwig-
zaniem doktadnym.

Rozpatrzono dwie po6tprzestrzenie o wtasnos$ciach zblizonych do parame-
trow termofizycznych staliwa i zeliwa z oporem zmieniajagcym sie zgodnie
z rownaniem R (t)= @Vntl. Krok siatki w obu podobszarach wynosit h=0.04[m].
Siatka rozciggata sie na odlegtos¢ 0.4 [m] w obydwu kierunkach (liczgc od
ptaszczyzny kontaktu, czyli x=0.4).

Na rys.3.9. przedstawiono rozktad temperatury w obydwu podobszarach otrzy-
many na bazie metody elementéw brzegowych,jak réwniez rozwigzanie analitycz-
ne. Uzyskane wyniki obliczen obarczone sa bardzo matym biledem, a temperatury

kontaktu Tkl i Tk2 odtworzone sg doktadnie.



Temperatura

Rys.3.9.
Fig.3.9.

43 -

Warunek IV rodz. z oporem.

0O t*180s A t=54Qs 0 t=900s

Pole temperatury w podobszarach

A temperature field in the sub-areas
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4. MODELOWANIE PROBLEMU STEFANA

Wdrugiej potowie XIX wieku podjeto (udane zreszta) proby analitycznego
rozwigzania problemu identyfikacji niestacjonarnego pola temperatury w ob-
szarach z ruchomymi brzegami (Neuman, Lame’', Clapeyron, Stefan).

Przedmiotem rozwazahn byta poOtprzestrzen D ograniczona ptaszczyzng, na
ktérej zadany byt warunek brzegowy w postaci T(0,t)=TBs Tkr> gdzie Tkp jest
temperaturg przemiany fazowej (np.krzepniecia). Wchwili t>0 w obszarze D
mozna wyr6zni¢ dwa zmienne w czasie podobszary ( np. (t)-ciecz i D3(t)-
ciato state). Niestacjonarne pole temperatury w podobszarach opisuje uktad

réwnan parabolicznych

ST (x,t) S2T (x,t) 3T (x,t) S2T (x,t)
« V 1» 1 at— = a,-——j7---7 “ »,(M)« at--- = a3 ——j7-— "

(4.1)

Wchwili t=0 temperatura w obszarze D=Dt (0) wynosi Tp £ Tkr > réwnocze$nie
T(a, t)=Tp.

Na granicy rozdziatu faz x=x przyjmuje sie nastepujacy warunek brzegowy

ST,(x,t) _ aT3(x,t) N dx(t)

- asr— = -Xx3- 35— "Q-at

T, (x,t) = T (X,t) =T

(4.2)

>edacy r6zniczkowg postacig bilansu energii dla krzepnacej w czasie dt war-

stewki rozwazanego obszaru”1l.

"*warunek (4.2) mozna uséci$li¢ uwzgledniajac sprzezenia miedzy procesem wy-
miany ciepta i procesem wymiany masy (segregacja) w krzepnacej warstewce
[ 1], mozna réwniez uécisli¢ go od strony formalnej (matetstatycznej) [ 2],
sprawy te wykraczajg poza zakres probleméw bedacych przedmiotem niniej-
szej rozprawy.



Wostatnim réwnaniu Q jest cieptem krzepniecia odniesionym do jednostki ob-
jetosci .

Warunek brzegowy (4.2) nazywany jest w literaturze warunkiem Stefana,
przyjeto sie rowniez (np. tytut znanej monografii Rubinsteina [ 3]), ze za-
dania zwigzane z obliczeniami procesu krzepniecia, namarzania, topienia,
nadtapiania,a wigec zadania z ruchomymi granicami zalicza sie do grupy zadan
(probleméw) Stefana.

Przedstawiony wyzej opis matematyczny dotyczy zamarzania*l(krzepniecia)
obszaru D i moze by¢ on tatwo rozszerzony na obszary o bardziej ztozonej
geometrii. Mozna rozwaza¢ réwniez pewne odmiany bazowego modelu Stefana -
w szczeg6lnos$ci proces namarzania (nadtapiania).

Obszar D jest woéwczas jednorodny (np. ciato state), uktad réwnan réz-
niczkowych redukuje sie do jednego réwnania dla D=D3(t), natomiast na ru-
chomej granicy wzdtuz ktdédrej zachodzi proces namarzania (nadtapiania) dany
jest warunek w postaci

STa(x,t)

i ~8x

a[T3(x,t)-Tpf (x,t)] + Q 4%(D

(4.3)
T3(x,t) = Tkr

gdzie a - wspoétczynnik wymiany ciepta na powierzchni granicznej,
Tpf- temperatura ptynu, w Kktédrym zanurzony jest obszar D ( dla
TP*:idem, a tym bardziej dla Tp =T warunek (4.3) znacznie up-

raszcza sie).

Mozna rozwaza¢ réwniez bardziej og6lny warunek

ST (x,t) ST (x,t)
N = + a[T3(x,t)-Tpf(x,t)] +Q AKlt)

> (4.4)
Tj (x,t) = T3(x,t)

Wwersji pierwotnej rozwigzanie przypisywane Stefanowi dotyczyto zamarza-
nia wilgotnego gruntu i opracowanie tego problemu byto zlecone przez
sztab armii austriackiej - chodzito o mozliwo$¢ transportu wojsk i uzbro-
jenia przez tereny podmokte, bagna, torfowiska itp.



powstaty przez skojarzenie (4.2) i (4.3). Otrzymany bilans energii dotyczy
przypadku, gdy miedzy obszarami Di (t) i D3(t) ciepto wymieniane jest droga
przewodzenia i wnikania (konwekcji).

Mozna tatwo zauwazy¢, ze rozpatrujac procesy zamarzania i namarzania

dla przypadku Tp=Tkr, dochodzimy do identycznych opiséw matematycznych.

Poniewaz rozwigzania numeryczne (literaturowe i wtasne) jednowymiarowe-
go problemu Stefana beda weryfikowane z rozwigzaniem analitycznym, wiec ni-
zej podana zostanie posta¢ tego rozwigzania' (np. [ 4])

- dla obszaru Di (t):

Ty t) = T - (T,-T, ) erfelx/2vaTo J/erfcfk/Z4T1) , (4.5)
- dla obszaru Da(t):
T, (x,t) = L (Tkr- TB) erf (x/2Va~3~t?)/erf{K/2Vd13’~0) s (4.6)

gdzie K jest tzw. stata krzepniecia. Z rozwazah teoretycznych wynika, ze
A A

K = x/vx>=const. Zalezno$¢ x=Kvt' nazywana jest prawem pierwiastkowym i ma

fundamentalne znaczenie w termodynamice proceséw odlewniczych. Stata krzep-

nigecia mozna wyznaczy¢ metodami przyblizonymi z réwnania przestepnego

(4.7)

lub z pewnych wzoréw przyblizonych cytowanych m. in. w [ 5].

Literatura dotyczaca problemu Stefana, jego aspektéw teoretycznych
i praktycznych, jest bardzo obszerna i réznorodna. Wpracy ograniczono sie
do oméwienia tylko tych pozycji, ktére wykorzystuja bezposrednio metode
brzegowych réwnan catkowych do symulacji procesu krzepniecia, w szczegdlno-
§ci zadan z ostrag granica rozdziatu faz. Problemy krzepniecia"metalu w in-

terwale temperatury omoéwione beda w rozdziale 5.
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4.1. ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH DO ROZWIAZANIA PROBLEMU

TOPIENIA (NAMARZANIA), [ 6], [7]

Prekursorem badan w tym zakresie byli Y.K.Chuang i J.Szekely [ 6].
Dalsze prace jakie opublikowano m.in. [ 8], [ 9] prezentujg pewne wulepsze-
nia metody, przyktady realizacji numerycznych itp. ale pryncypia, w tyra
rownanie catkowe dla problemu topienia (namarzania) przyjeto za pracami
Chuanga i Szekelego.

Przedstawione ponizej wyprowadzenie réwnania catkowego dla zadania Ste-
fana stanowi pewna wtasng modyfikacje rozwazan przedstawionych w [ 8]*".

Rozpatrywana bedzie ptyta nieskonczona o gruboéci 2L, ktérg zanurzono
w kagpieli o temperaturze wyzszej lub réwnej temperaturze przemiany fazowej.
W wyniku proceséw cieplnych na powierzchni ptyty zachodzi zjawisko jej to-
pienia i dla t>0 chwilowg grubos$¢ ptyty okreéla warunek -x(t) sx« x(t).
Opis matematyczny procesu ( przy zatozeniu statych parametréw terraoflzycz-

nych ptyty) tworzg nastepujace réwnania i warunki

—x (t) sxs x(t): gl x*t1l = a —T(x't) s (4.8)
ax
t=0: T(x,0)=T , X(0)=L , (4.9)
, 3T (x,t)
3x “LTKr-Tpr<x-t>) + «
x=x(t) (4.10)
T(x,t)

gdzie a - wspoétczynnik wymiany ciepta miedzy kapielg i ptyta,

T - temperatura kapieli.

Celem autora niniejszej pracy jest unifikacja teorii brzegowych réwnan
catkowych dla zadan niestacjonarnych, a mianowicie wyprowadzenie ich na
bazie metody odchytek wazonych. Podejscie Chuanga, Szekelego i in. jest
tu odmienne, chociaz wyniki kofncowe identyczne.



Dla T f:Tkr warunek (4.10) sprowadza sie do prostszej postaci
P

8T (x,t) d()j((t)
ax t
x=x(t) : (4.11)
T(x,t) =T

Metoda odchytek wazonych w rozpatrywanym przypadku prowadzi do naste-

pujacego réwnania

t' x(t)
[a - 3Zit_Li]T (e)X,tF,t)dxdt = o , (4.12)

t -x(t) ax

gdzie T*(e,x,tr,t) jest rozwigzaniem fundamentalnym (por.rozdz.3).
Po dwukrotnym scatkowaniu przez <cze$ci pierwszego cztonu réwnania (4.12)

otrzymuje sie

tF x(t) X (1) tr x(t)
a $T-Thaxdt = a @ 4 - Tap) dt + aVZ Tdxdt (4.13)
ax
tu -x(t) X gy

Wykorzystujagc powyzszg zalezno$¢ w réwnaniu (4.12) oraz dodajac i odejmujac

w ostatniej catce tego réwnania sktadnik -~T mamy

tF x(t) tF X (1) tF x(t)
(a— + §|)Tdxdt + -i (Tq - qT ) dt gt(TT )dxdt = 0,(4.14)
) 3x2 P X (1)
t UX(t) (t)

gdzie q=-X§’g, q*:-XBI .

Po uwzglednieniu wtasnos$ci rozwigzania fundamentalnego (wz6r 3.19) ostatnie

rbwnanie przyjmuje postac

x(t) t x(t)

T(e,t') (Tq - qT ) dt - (TT )dxdt . (4.15)

pc
t° -x't> t° o-x(t)



X=X (t)
przestrzenna - czas oraz
oznaczenia, ktére beda
stosowane w dalszej cze-
Lo -x(t) -x(t') x(t')  x(t) L sci wywodéw dotyczacych
Rys.4.1. Przebieg procesu topienia przeksztatcenia ostat-
Fig.4.1. The course of melting process niego sktadnika réwnania
(4.15).
t o x(t) -x(tF) t(x) x(tF) tF L t(x)
gMTT )dxdt /@-(TT ydxdt + je(TT )dxdt + 8"(TT ydxdt.
t—X(t) Lot -x(tr) t” “(tF) td (4.16)
Wykorzystujagc wtasnosci rozwigzania fundamentalnego otrzymuje sie
t x(t) =X (tF)
Jj-(TT )dxdt = TT dx + TT dx + TT dx (4.17)
t(x) t(x)
t-x(t) -L X (tF)
i ostatecznie
t
x(t) x(t)
TR + % g dt = o o7 dt + TT* 4x -
te -x(t) tol -x (t) N
(4. 18
-X(tF)
TT dx - TT. dx
t(x) e t(x)
x(tr)
Réwnanie (4.18) mozna zapisa¢ réwniez w postaci [9] (0 s £ <L)
x(t) x(t) .
T(e,tF) + ~ Tgq dt = pe at + TT dx - TT* dx,(4.19)
0 t t(x)

Na rysunku
zano przebieg

w uktadzie

(4.1)

poka-

procesu

wspotrzedna



co wynika z symetrii cieplnej rozwazanego zadania (q(0,t)=0). Po wstawieniu

do ostatniego réwnania warunku brzegowego (4.11) jest

ne.f) + £ T*(e,x(t),tF,t)"|itidt = ~r
(4.20)
t L
E‘I: q'(e,0,tF,t)T(0,t)dt+ T(x,t°)T* (e,x,tF,t° )dx- T(x,t(x))T (5,x,t ,t(x))dx
te! x (tF)

Zaktada sie [ 6, 9], ze na odcinku [tf-1,tf] przyrost warstwy zakrzeptej

miedzy punktami jest funkcja liniowa tzn.

X(t) = xf_I + (xf-xf i)(t-tr"1)/(tr-tf"" ) = xf i -sf(t-tf 1), (4.21)

gdzie Sf jest predkoé$cig topienia. Mozna stad réwniez wyznaczy¢ funkcje od-
wrotng t(x).

Dla powyzszego zatozenia catki wystepujagce w réwnaniu (4.20) a mianowicie

tf tf X
T (e, X(t),t ,t)dt, q (Cx(t),t ,t)dt, T (e,x,t ,t(x))dx mozna wyz-
naczy¢ analitycznie i ostatecznie otrzymuje sig uktad réwnan brzegowych

(dla e—>0 i e—>x(t) ), wktérych jedng z niewiadomych jest Sf, Uktad ten
rozwigzuje sie iteracyjnie poprawiajgc predkos$¢ Sf az do uzyskania zadanej
doktadnosci.

Prezentowane wyzej podejécie do zagadnienia namarzania (topienia) jest
z cata pewnoscig bardzo "eleganckie”" od strony matematycznej, natomiast
trudno je przenie$¢ na obiekty 2D lub 3D oraz adaptowa¢ do bardziej ztozo-
nych cieplnie zadan Stefana.

Istnieje réwniez druga grupa algorytméw, ktéra zostanie przedstawiona
bardziej szczegétowo ( tacznie z wynikami symulacji numerycznych ), a ktére
polegaja ogélnie rzecz biorac na rozwigzywaniu réwnan parabolicznych i ta-
kiej modyfikacji rozwigzania, ktdéra zapewnia spetnienie warunku Stefana na
wspélnym brzegu. Cze$¢ z nich wyjatkowo tatwo mozna przenosi¢ na zadania

wielowymiarowe i ztozone geometrycznie obszary.



Wrozdziale niniejszym przedstawione zostang cztery takie metody w tym
jedna wtasna polegajgca na Iteracyjnym doborze kroku czasu zapewniajacym

przejscie frontu krzepniecia od wezta do wezta przyjetej siatki.

4.2. METODA ITERACJI PREDKOSCI KRZEPNIECIA [10]

Metoda przedstawiona przez S.Takahashi, K.Onishi, T.Kuroki, K.Hayashi
w pracy [10] jest pewna modyfikacja konwencjonalnej techniki tgczenia pod-
obszaréw o réznych parametrach termofizycznych, ktérag przedstawiono doktad-
nie w rozdziale 3 niniejszej pracy.

Autorzy rozpatruja klasyczny problem Stefana tzn. dwa podobszary Dj (t),
D3(t) z warunkiem brzegowym (4.2) na granicy rozdziatu faz.

Brzegowe réwnania catkowe dla tych podobszaréw maja posta¢ (por. rozdz.3)

o 9% o (Xoutf) hi;  hl,  Ty(xgetf) Py
N
g31 93 . (x(1).tf) . hy, . T (x(t),tf) P,
«?i ’ g3 (x(t),tf) h3, h3, T3(x(t),tf) P3
= +
621 922 h3, h3, . T3(x,tf) P3
(4.22)

gdzie <j"jj h”j» p” >m=1>3 okre$lone sg wzorami (3.29), natomiast pozostate

wielkos$ci wystepujace w rownaniach (4.22) pokazano na rys.4.2, przy czym

Rys.4.2. Metoda iterowania predkos$ci krzepniecia

Fig.4.2. The method of iteration of solidification rate



warunki brzegowe dla x=xq i x=x:+ determinujg jedng z dwoéch wartos$ci brze-
gowych np. qi (xo,t)=0, T3 (Xi,t)=TB.

Warunek brzegowy Stefana (4.2) zapisano w postaci

q3(x,t) = (x,t) - Qv
Xx—x (t) : (4.23)
T (x,t) = T3(x,t) = Tkr

i wprowadzono do réwnan (4.22).

Ostatecznie otrzymuje sie nastepujacy uktad réwnan

. *
0 0 T| (XO't ) ’((.I 0 P}+h1szr

Ny apa O 0 a (x(t),t ) -9y 0 g (Xt > PN, T,

. 3 3
o3 Qely 12 0 h3 P3+h3, T
3 3
I a1 Q93 ,,,  a3(xl.t) P3+h3 T,
(4.24)
przy czym zatozono, ze dla x=xq: q: (x0,t)=0,dla x=xt: T3(x ,t)=TB.
W powyzszym uktadzie réwnan niewiadomymi sg brakujgce temperatury i stru-

mienie ciepta na brzegach x=xq, x=x5, strumien ciepta qi (x(t),tf) doptywa-
jacy do granicy rozdziatu faz od strony cieczy oraz predko$¢ przyrostu war-

stwy zakrzeptej v=dx(t)/dt.

Jezeli proces obliczeA numerycznych chcemy prowadzi¢ w ten sposéb, aby
front krzepniecia przenosit sie od wezta do wezta, to uktad réwnan (4.24)
nalezy powigza¢ z nastepujacym procesem kolejnych przyblizen:

- zaktada sie pewien krok czasu At,

- rozwigzuje sie uktad réwnan (4.24),

- na podstawie wyznaczonej predkoéci v przyjmuje sie kolejne przyblize-
nie kroku czasu At=h(/v, gdzie h( jest krokiem siatki przestrzennej,

- proces iteracyjny powtarza sie az do uzyskania zgdanej doktadnosdci.

Algorytm zaproponowany przez S.Takahashi, K.Onishi, T.Kuroki, K.Hayashi

sprawdzono na nastepujacym przyktadzie.



Rozwazano poétprzestrzen ograniczong ptaszczyzng, na ktérej zadano warunek

brzegowy w postaci T(xi,t)=Tb=700[°C]. Parametry termofizyczne pétprzest-

rzeni ~=250[W/mK], =8300 [kg/m3], ~ =544[J/kgK], A3=330, P3=8920, c3=420,
Tk =1083, Q=1819680000[J/m3] odpo-
wiadaja parametrom termofizycznym
czystej miedzi [11].
Fragment po6tprzestrzeni (liczgc od
brzegu x=xt) pokryto przestrzenng
siatkg o kroku h=0.0005m (80 wegz-
té6w).» wezle potozonym najdalej od
brzegu (x=xq) zatozono q(xo,t)=0.
Warunek poczatkowy zadania przyje-
to wpostaci T(x,0)=Tk . Oblicze-
nia numeryczne prowadzono do chwi-
li, wktdédrej mozna byto uznaé¢ wa-
runek dla x=xt jako poprawny ( nie
zaburzajacy pola temperatury w
poiprzestrzeni). Otrzymane rozwia-

zanie poréwnano z rozwigzaniem

vpolrzedna m analitycznym (wzory 4.5, 4.6). Na
0 10s A60s 0!50s
rys.4.3 pokazano rozwiazanie
Rys.4.3. Iteracja v doktadne i przyblizone dla czaséw
Fig.4.3. The iteration of v t=10, 60, 150[s], Otrzymane wyniki

sg wpetni zadowalajagce, ro6znica
miedzy odpowiednimi temperaturami nie przekracza kilku stopni (btad wzgled-
ny rzedu utamka procenta).

K zakonhczeniu tej czes$ci rozdziatu nalezy jeszcze wspomnieé¢ o pracy R.
Parkitnego i A.Bokoty [12],w ktérej rozwigzano metodami iteracyjnymi sprze-
zony problem jednowymiarowej wymiany ciepta i masy w obszarze Kkrzepnacego
metalu. Autorzy nie podajg szczeg6tow przyjetych procedur iteracyjnych, ale
mozna sadzi¢, ze proponowany przez nich algorytm jest zblizony do metody

prezentowanej wyzej.



4.3 METODA KOLEIJNYCH PRZYBLIZEN KROKU CZASU (BADANIA WELASNE)

Zatézmy, ze w chwili t=tr_1 front krzepniecia "dotart" do wezta x-x"+
oraz, ze znany jest rozktad temperatury (warunek pseudopoczatkowy) w chwili
tr_.1 w podobszarach Di (t), D (t).

Postulowa¢ bedziemy, aby w czasie Atf=tf-tf-1 front krzepniecia prze-

miescit sie do wezta x* (rys.4.4).

(t) Da (t)

. =0
Y §X07[)/ T3 (X ,t)=TB,

Rys.4.4. Metoda iteracji kroku czasu

Fig.4.4. The method of iteration of time step
Zamierzony cel mozna osiggna¢ realizujac nastepujacy algorytm:

- przyjmuje sie arbitralnie granice rozdziatu faz w punkcie x=xt,

- metoda numeryczng np. metoda elementéw brzegowych wyznacza sie pole
temperatury w podobszarach Di (tf) i D3(tf) =z nastepujacymi warunkami
brzegowymi

ST (x,t)
x=x0: O0i(T(x,t),— A ) =0
ST (x,t)
X=X,! 03(T3(x,t), —" - ) = o,
(4.25)
x=xi_o: T(x,t)=Tkr,

x=xit0: T3(x,t) = Tki.

a wiec z warunkiem brzegowym | rodzaju na granicy rozdziatu faz zapew-
niajacym spetnienie drugiej cze$ci warunku Stefana.

Wprzypadku MEB problem sprowadza sie do rozwigzania dwoéch uktadéw



réwnan w postaci

9, 9, qixo'tf) hi, T(xo.tf) Pl
S, 0. (x(t),tf) — AU Pl
(4.26)
o 2 a3(x(t),tf) h3, h3, Ty, 03
21 a2 B(xItf) hg  h3, | T (x.tf) p3

w ktérych dla ustalenia uwagi przyjeto dla x=*0: cij(3®,t)=0, dla
x=xt: T3(xi,t)=TB.

Z powyzszych uktadéw réwnan obok T (xo,tf) i g3 (xi,tf) otrzymuje sie
strumienie ciepta qi (xi,tf) i q3(xi,tr),

- pierwszg cze$¢ warunku Stefana mozna przeksztatci¢ do nastepujace]j

postaci
gl(xl»t > - w t > _ dx(t)
0 T gt (4.27)
Przyjmujac dé(t(t) " h mamy
At
Atf = hQ/[qi (xi,tr)-q3(Xi,tf)], (4.28)

gdzie h jest krokiem siatki przestrzennej.

Aby wyznaczy¢ wspotczynniki uktadu réwnan (4.26) nalezato w pewien spo-
s6b przyja¢ czas przejscia Atf. Kolejny krok czasu w procesie iteracyjnym
wynika z wzoru (4.28) a proces obliczen czyli symulacje przejscia od wezta
xj+t do xj prowadzi sie az do uzyskania zadanej doktadnosci.

Przedstawiony wyzej algorytm modelowania jednowymiarowego zadania Ste-
fana moze by¢ w zasadzie kojarzony z dowolng metodag numeryczng.

Warunkiem powodzenia jest jednak poprawne oszacowanie strumieni ciepta
na granicy rozdziatu faz. Mozliwosci takie stwarza wtasnie metoda elgpten-

tow brzegowych, ktéra doktadnie wyznacza wartoéci brzegowe w tym strumie-



nie ciepta dla x=xj.

Dobre wyniki uzyskano réwniez ( E.Majchrzak, B.Mochnacki [13,14]*) )
przez potaczenie prezentowanego algorytmu z metoda identyfikacji pola tem-
peratury za pomoca splajnéw co wynikato z faktu,ze przyblizenie chwilowe-
go pola temperatury funkcjg gieta (splajnem) daje dobra doktadno$é¢ oszaco-
wania pochodnej (a wiec strumienia ciepta) w dowolnym punkcie obszaru.

Opisang wyzej procedure poprawiania
Algorytm ilerocyjny (wiosny) kroku czasu przetestowano na przyk-

tadzie identycznym jak w rozdziale

4.2. Wyniki (rozwigzanie przyblizo-

ne i doktadne ) dla czaséw t=10s,
t=60s i t=150s pokazano na rys
4.5.

Uzyskano petne potwierdzenie przy-
datnosdci, wysokiej doktadnosci i

efektywnoséci metody.

wapdirzedna  m
0 10s XS0s +150»

Rys.4.5. lteracja kroku czasu

Fig.4.5 The iteration of time step

Tematem cytowanych prac byty obliczenia frontu krzepniecia w przekroju
podtuznym wlewka ciggtego, opis matematyczny sprowadzat sie do uktadu
rownan parabolicznych z warunkiem Stefana, w ktérych role czasu przejmo-

wata wspétrzedna z zorientowana w kierunku wyciggania wlewka.
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4.4. METODA PRZEMIENNEJ FAZY

Metoda przemiennej fazy (Alternating Phase Truncation Method) zostata
po raz pierwszy przedstawiona w pracach J.Rogersa, A .Bergera, M.Cimenta
[15,16].

Jest to pewien algorytm rozwigzywania zadan z ruchomymi brzegami spro-
wadzajacy sie do znajdowania w kazdym kroku czasu dwéch rozwigzan (rozkta-
déow entalpii) dla formalnie ujednorodnionego (sprowadzonego do cieczy lub
ciata statego) obszaru krzepngcego i stygngcego obiektu, a nastepnie odpo-
wiedniego przeksztatcania tych rozwigzah.

W swojej klasycznej postaci APTM znalazta zastosowanie do symulacji
zadan z ostrym frontem krzepniecia ( w takim ujeciu bedzie prezentowana
i wykorzystywana w niniejszej pracy). Metode te mozna réwniez adaptowaé¢ do

obliczen krzepniecia w interwale temperatury, <co pokazujg A.Kapusta i
B.Mochnacki w pracy [17].

Wrozdziale niniejszym przedstawiony zostanie algorytm tgczacy APTM
z metoda brzegowych réwnan catkowych dla zadania jednowymiarowego, bardziej
skomplikowane przyktady beda omoéwione w dalszej czeéci pracy.

Do opisu matematycznego problemu krzepniecia i stygniecia wprowadza sieg

entalpie fizyczng materiatu odniesiong do jednostki objetoéci (por.rys.4.6)

H(T) = c{n)p(u)dp +QV(T), (4.29)
gdzie

0, TsT
7)(T) = 4.30)

1, T>T

Fig.4.6. The enthalpy distribution
e (Tp (T),

c(T)p(T) (4.3

C3(T)p3(t), TST



przy czym ¢ (T),,,,,p () moga by¢ wielkoSciami statymi.

Uktad rownan rézniczkowych i warunkéw brzegowo-poczagtkowych dla zadania
Stefana (4.1), (4.2) zapisany w konwencji entalpowej ma posta¢
OH (x,t) S~ fx, ) 3H (x,t) 8 H (x,t)
xeD (t) : ) (t) at
3x
(4.32)
gdzie ai:Ai/pici=const, 1=13.
Warunek Stefana:
8H (x,t) 8H3 (x,t) dx(t)
i ax 3 dx * dt
(4.33)
AL" B +Q
gdzie A = lim H(T), A = lim H(T).
T—>Tkr+0 T_>Tkr—0
Pozostate warunki
x=o0 (t=0) H(oo,t) = H(x,0) = H (4.34)
P
X=0 H(0,t)= Hfi. (4.35)
At i wez-

siatkg przestrzenno-czasowga o kroku czasu

ze Ah jest
rozktad entalpii

Zatézmy,
tach przestrzennych xq, xt,...,xM oraz, ze znany jest
w tych weztach w chwili t=tf_1: Hg_l_, '_1”—1-"“""“"""'"'HL—1
Algorytm metody przemiennej fazy sktada si¢ z nastepujacych etapéw:
1 . Rozpatrywany obszar D=Dj (t)uD3(t) sprowadza sie umownie do fazy
ciektej przyjmujac wyjsciowe pole entalpii w postaci
) = max {h[_1, At}, (4.36)

VI (%,

sie warto$s¢ entalpii dla tych weztéw x*7,

ze zachowuje
ciektej, a

co oznacza,
ktére w chwili t 1 znajdowaty sie w fazie pozostatym



- 60 -

przyporzadkowuje sie warto$¢ Aj.

Dla tak przyjetego warunku pseudopoczatkowego z réwnania (4.32a)
wyznacza sie pole entalpii Oi (x,ti) dla poziomu czasu tztﬁ.

Etap 1° konczy sie odjeciem dodanej dla sprowadzenia do fazy ciek-

tej entalpii w weztach siatki tzn.
Vi(xi,tf) = V (xi,tf) + ~1 - Vi(xi,tf'1). (4.37)

Wprowadza si¢ nastepujacy warunek pseudopoczatkowy

¢t =min { V. MA'th) > 43

co oznacza, ze caty obszar D sprowadzono formalnie do fazy statej
zachowujgc rzeczywistg warto$¢ entalpii w weztach nalezacych fak-
tycznie do D3 (tf"1), a pozostatym przyporzadkowujac entalpie gra-
niczng ciata statego A3.

Dla tak przyjetego warunku wyznacza sie z réwnania (4.32b) wartosci
entalpii V (x ,tf) i ostateczne rozwigzanie dla chwili tf wynika z

zaleznoédci

H =V xI>tf) + W 1'>" v2 »tf"1)- (4-39>

Poprawno$¢ oméwionego wyzej algorytmu pokazano w [18].

Rys.4.3

ilustruje kolejne kroki algorytmu przemiennej fazy dla A; = 70,

A3=60 jednostek entalpii.
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Hf” 1

i
80 75 72 70 70 70 70

V(X tf_1
(0) (0) (0) (+2) (+10) (+21) (+30)
79 74 71 70 70 70 70

Vl ixl,tr >
79 74 71 68 60 49 40

—————— 0-------- ——— 0 Vo (X .tfi
(0) (0) (0) (-2) (-10) i-11) (-30)
60 60 60 60 60 49 40
(i 0 o 0 0
(-19)  (-14)  (-11) (-8) (0) (0) (0)
60 60 60 60 58 47 32
i o o o o o o V2(Xi t h_
79 74 71 68 58 47 32
11 o o o
(+19) (+14) (+11) (+8) (0) (0) (0)
Rys.4.7. Illustracja algorytmu APTM
Fig.4.7. Illustration of APTM algorithm

Dodatkowego skomentowania wymaga sprzezenie tego algorytmu z metoda
brzegowych réwnan catkowych.

Nalezy przede wszystkim zauwazy¢, ze pewnym zmianom ulegnie zalezno$¢
opisujgca generowany przez rozwigzanie fundamentalne H. strumien ciepta q.,

a mianowicie
q* (?,x,tF,t) = -AST* (e,x,tF,t)/8x = -aSH* (£,x,tF,t)/Sx =

= (x-e)exp[-r2/(4a(tF-t) 1/4Vaifl (tF-t)3/2 . (4.40)

Odpowiednie réwnanie catkowe dla formalnie ujednorodnionych obszaré6w D =

lub D=D3 przyjmuje posta¢



H(Crt ) + H (e,x,t ,t)g(x,t)dxdt = g (S,x.t ,t)H (x,t)dxdt +

H(x,t° )H* (£,x, tF,t° )dx,

przy czym H = , q =, H = Ht, g= q[ dla pierwszego etapu
*

oraz H= H3, q = g3, H=H3, q = gadla etapu drugiego.

(4.41)

obliczen

Dalszy sposéb postepowania prowadzacy do uktadu rozwigzujgcego jest

identyczny jak w rozdziale 3.

Efektywnos$¢ i doktadnos$¢

metody

przemiennej fazy skojarzonej z me-

Metodo pfzcnicinej io7> (APIM)

toda elementéw brzegowych

spraw -

dzono na przyktadzie oméwionego

poprzednio zadania. Fragment wyni-

kéw dla jednowymiarowej siatki
h=0.005m i kroku czasu 0.5s poka-
zano na rys.4.8 , na ktérym réw-

niez linig ciggta zaznaczono roz-

wigzanie analityczne. Jak

widac,

metoda jest bardzo doktadna, btad

nie przekracza 2K, co

jest tym

bardziej znaczace ,ze metode prze-

miennej fazy mozna przenie$é¢ na

dowolne i ztozone geometrycznie

wepohrzedna  m obszary 2D i 3D.
C10s ;30i 060s

Rys.4.8.Metoda przemiennej fazy

Fig.4.8. APTM method



4.5 METODA ZAPASU TEMPERATURY

Metode zapasu temperatury (Temperature Recovery Method) omdéwiono m.in.
w [19,20],
Jest ona jednym z algorytméw symulacji numerycznej zadania Stefana

i wniniejszej pracy zostata potaczona z metodg elementéw brzegowych.

TRM moze by¢ stosowana zaréwno przy temperaturowej jak i entalpowej konwen-
cji opisu matematycznego procesu krzepnigcia i stygniecia tak dla ostrej
granicy rozdziatu faz (jak nizej) jak i dla krzepniecia w interwale tempe-

ratury np. [21].

Zatozono (chociaz nie jest to konieczne), ze parametry termofizyczne
podobszaréw Dt (t) i D3(t) sa takie same i wynoszag A, p, cC.

Zapas temperatury 0 definiuje sie jako stosunek —ciepta krzepniecia

Q[I/m3] do iloczynu cp:

S = Ql/cp.
Niech w chwili t=t°: T°, T°,...,T°® bedzie dyskretnym rozktadem temperatury
w weztach siatki xqgq, Xj, ..., xn. Zatozono réwniez, ze caty obszar w chwili

t=0 pozostaje w fazie ciektej, czyli T°>T , natomiast zapasy temperatury
A@i w weztach siatki X( wynosza z definicji 0.

Dowolng metoda numeryczng np. metoda elementéw brzegowych wyznacza sieg
pole temperatury na tl poziomie czasu: T*, tJ,...,T 3.

Dla ustalenia uwagi przyjeto, ze w weztach xq, x*, ., Xkt temperatura
spadta ponizej Tkr o A®3, A® ,. .., AB3 oraz, zeA®|<®.

Wielkosci zj = A® - A®| zapamietuje sie, a nastepnie do drugiego eta-

pu obliczen tworzy sie nastepujacy warunek poczatkowy

ThToma {ThoT, ) (s.42).
Na jego bazie wyznacza sie temperature w chwili t=t2.

Dla weztéw , dla ktérych temperatura obnizyta sie ponizej oblicza sie
sumaryczne zuzycie zapasu temperatury z2 = zj-A02 i nowy warunekpseudopo-

czatkowy dla przej$cia od czasu t2 do t3 przyjmuje sie w postaci



max{ T2, Tkr 1}, ZtO
T = (4.43)

po czym zapasy dla weztéw, ktére przeszty do obszaru ciata statego zeruje
sie i wdalszych obliczeniach wezty te nie sa analizowane.

Istote TRM ilustruje rys.4.9 (zatozono Tkr=100, 0=20).
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Rys.4.9. Schemat metody zapasu temperatury

Fig.4.9 Scheme of temperature recovery method

Sprzezenie metody TRM z metoda brzegowych réwnan catkowych jest natych-
miastowe. Wprzypadku jednakowych wartos$ci ¢, p, X dla podobszaréw Di (t) i
D3(t) rozwigzuje si¢ numerycznie jedno réwnanie paraboliczne, przy czym na-
lezy uzy¢ | schematu MEB z kazdorazowg korektg warunku pseudopoczgtkowego.

Mozna réwniez zréznicowa¢ parametry termofizyczne podobszaréw i wtedy
zadanie sprowadza sie takze do rozwigzania jednego réwnania parabolicznego
z parametrami fazy ciektej, natomiast pole temperatury w zakrzeptej czedci
obszaru modyfikuje sie¢ przez poprawki wynikajagce z lokalnych bilanséw en-

talpii, co zostanie szczeg6étowo oméwione w rozdziale 5 niniejszej pracy.
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Wprzeciwienstwie do metody przemiennej fazy metoda zapasu temperatury
posiada oczywistg interpretacje fizyczng. Jest ona bowiem zakamuflowanym w
pewny sposéb bilansem energii przeliczajacym ciepto oddane na stygniecie na
ciepto oddane na zmiane fazy (krzepnigcie). Wida¢ to szczegdlnie w pracy J.
Szarguta, B.Mochnackiego [22], w ktérej liczono pole temperatury w krzepng-
cym wlewku stali uspokojonej za pomocg bilanséw elementarnych [23], przy
czym réwnania bilanséw dla weztéw krzepnacych byty inne niz dla weztéw od-
dajgcych entalpie przegrzania lub stygnacych w fazie statej. W pierwszych
naliczano objeto$¢ metalu zakrzepta w analizowanym elemencie r6znicowym, a
z drugich wyznaczano spadek temperatury w weztach cieczy i ciata statego.
Mozna pokaza¢, ze sposéb postepowania autoréw a w szczegd6lnoséci warunek na-
zwany przez nich kryterium K2 jest niczym innym jak odmienng postacig nali-
czania zuzycia zapasu temperatury.

Vetodo zapesu temperatury (TRV) Metode zapasu temperatury skoja-
rzong z algorytmem MEB zweryfiko-
wano na poprzednio cytowanym przy-
ktadzie przyjmujagc h = 0.005 m,
At=0.5s.

Rozwigzanie analityczne i przybli-
zone dla wybranych chwil czasu po-
kazano na rys.4.10 i uzyskano pet-
ne potwierdzenie przydatnosci ma-
riazu obu metod w numerycznej sy-

mulacji procesu krzepnigcia.

wspdhrzedna
0l0s X30s +60s

Rys.4.10. Metoda zapasu temperatury

Fig.4.10. Temperature recovery method



Prezentowane w niniejszym rozdziale sposoby przyblizonego rozwigzywa-
nia problemu Stefana na bazie metody brzegowych réwnan catkowych zostaty
przez autora pracy bardzo szczegétowo przetestowane nie tylko z punktu wi-

dzenia jakos$ci wynikéw (okazato sie zresztg, ze doktadno$é wszystkich algo-

rytméw byta zaskakujaco wysoka } i trudno bytoby wyrézni¢ ktéry$ z nich ),
ale réwniez z punktu widzenia prostoty i efektywnos$ci metod oraz pracoch-
tonnoéci przygotowania programu i czasu pracy komputera.

Wydaje sie, ze metody bazujgce na rozwigzywaniu réwnan parabolicznych
dla obszaréw jednorodnych, a wigc APTM i TRM maja zdecydowang przewage nad
metodami iteracyjnymi. Caty problem sprowadza sie do potaczenia standardo-
wego programu MEB dla réwnania Fouriera uzupetnionego odpowiednimi warun-
kami brzegowo-poczatkowymi (autor niniejszej pracy opracowal ~caty zestaw
takich programéw) z procedurg poprawiania wynikéw w kolejnych krokach czasu
(procedury te moga by¢ zreszta kojarzone réwniez z innymi algorytmami nume-
rycznymi np. MRS,MES itd.). Ro6wnie tatwo mozna przejsé¢ od zadan jednowymia-
rowych do zadan dla obszaréw 2D.i 3D, co w przypadku metod iteracyjnych nie
jest wcale proste. }

Koncepcja potaczenia metody zapasu temperatury z metodg brzegowych réw-
nan catkowych zostata przedstawiona przez C.P.Honga, T.Umede i Y.Kimure[21]
z tym, ze autorzy zaadaptowali TRM do zadan dotyczacych krzepnigcia metalu
w interwale temperatury ( w sposéb niezupetnie $cisty), natomiast skojarze-
nie APTM z MEB jest pomystem autora niniejszej pracy i problemom tyra sg po-
Swiecone publikacje [24], [25], [26], w ktérych zajmowano sie Kkrzepnigciem
miedzianych wlewkéw ciggtych (zadania dwuwymiarowe).

Mimo znacznych trudnoéci z adaptacjag metod iteracyjnych do zadan prze-
strzennych uzyskano kilka efektywnych rozwigzan w tym zakresie, prezentowa-
ne sg one m. in. w artykule przegladowym K.O.Neilla [27] (proces namarzania

Otrzymane wyniki pokazujg zdecydowanie i jednoznacznie, ze metody numery-
czne i ich wdrozenie do rozwigzywania zagadnien inzynierskich w tym prob-
leméw termodynamiki proceséw odlewniczych, to nie tylko sztuka dla sztuki
i zabawa grupy hobbystéw (jak twierdzg niektérzy praktycy). Metody te sg
bardzo efektywnym i doktadnym narzedziem do prowadzenia skomplikowanych i
waznych dla praktyki obliczen, a nawet jezeli bazujg na zupetnie réznych,
ale poprawnych pomystach prowadzg do prawie takich samych i zgodnych z o-
czekiwaniami rezultatow.



wokét otworu mrozeniowego), u pracy S.Takahashi, K.Onishi, T.Kuroki, K.Hay-
ashi [10](krzepniecie nieskoficzonego preta metalowego w przekroju poprzecz-
cznym) oraz N.Zabarasa i S.Mukherjee [28], Spos6éb rozwigzania polega tu na
wyznaczeniu lokalnych predkos$ci narastania frontu, skad oblicza sie przyrost
grubos$ci warstwy zakrzeptej w kierunku normalnym. Nowe potozenie frontu sta-
nowi baze, na ktérej w pewien sposdb okre$la sie elementy brzegowe. Wydaje
sie, ze jest to algorytm zblizony do metody identyfikacji frontu krzepnigcia
przedstawionej przez J.Raihczaka i B.Mochnackiego w pracy [29],

Istotnym argumentem przemawiajgcym za metodami poprawiania pola tempe-
ratury (entalpii) jest mozliwo$¢ ingerencji wykonujacego obliczenia numery-
czne w dyskretyzacje kroku czasu. w metodach iteracyjnych krok jest zmienny
i wynika z czasu przej$cia frontu od wezta do wezta, podczas gdy w przypad-
ku APTM lub TRM krok czasu moze by¢ przyjety arbitralnie (oczywiscie w zak-

resie krokéw zapewniajagcych wymagang doktadno$¢ obliczen-por.rozdz.3).

I wreszcie "last but not least". Algorytmy taczace MEB z metodami kory-
gujacymi pole temperatury sg pojeciowo prostsze,tatwiej przyswajalne i bio-
rac pod uwage mozliwoséci rozpowszechnienia metody brzegowych réwnan catko-
wych w praktyce inzynierskiej, lepsze perspektywy rysujg sie przed takimi

wtasnie sposobami obliczeh symulujacych przeptyw ciepta w odlewach.
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5.MODELOWANIE PRZEPLYWU CIEPLA W OBSZARZE METALU KRZEPNACEGO W INTERWALE
TEMPERATURY

5.1. OPIS MATEMATYCZNY PROCESU KRZEPNIECIA | STYGNIECIA

Wrozdziale niniejszym rozwazany bedzie algorytm obliczen Kkrzepnigcia
metalu,ktérego stan ciekty odpowiada temperaturom T>T”, natomiast stan staty
temperaturom T<T=.Podobszar D2(t),v ktérym temperatura zawiera sig¢ w prze-
dziale Te<Ts,T~> nazywa sie¢ obszarem strefy przejsciowej (dwufazowej).

Tak wiec w dowolnej chwili t>0 obszar metalu (odlewu) jest ztozeniem trzech
zmieniajacych sie w czasie podobszarow D=Dt (t)uD2(t)uD3(t) ( ciecz, strefa
przejSciowa, ciato state).

Opis matematyczny procesu krzepniecia i stygniecia sprowadza sie ( przy pew-

nych zatozeniach upraszczajacych) do uktadu réwnan Fouriera, a mianowicie

XEDJ t)! c.(T)P,(T)nNibiii. = div[AB(T)gradT(x,t)]1+q _, (5.1)
m=1,2,3
gdzie div(.)-operator dywergencji, grad(.)-gradient, g”-wydajnos$¢ objetos-

ciowych Zrodet ciepta, x-wspo6irzedne geometryczne.

Pole temperatury w podobszarach D4(t) i D3(t) jest polem bezzrédtowym tzn.
qv],qv3=0,natomiast w podobszarze D2(t) wydziela sie w okreé$lony sposéb cie-
pto przemiany (ciepto krzepniecia) Q[I/m3] i pole temperatury w tym obszarze
jest polem Zrédtowym. Mozna wykaza¢ [ 1, 2],ze lokalna wydajno$¢ zrodet cie-
pta wotoczeniu punktu xeD2(t) jest zwigzana z szybko$cig zmiany udziatu
S(x,t) ciata statego w tym otoczeniu i wynosi g”2= Q $§S(x, t}. Jezeli zdllOzy¢,
ze S(x,t) jest funkcjg temperatury znormalizowana do przedziatu <0,1> ( zau-
wazmy, ze dla T=Tl, S=0 oraz dla T=Ts S=1 ) to || = g]| i rownania (5.1)

przyjmujg postac

xsD,, (t>: [c-(OPIICT)-"iti>Q]"!5111l = divlArfTJgradTtx.tn, (5.2)

m=1,2,3



przy czym z definicji dla m=1,3: ~]=0.
Wielko$¢(T)Pm(T) ) q nazywana jest zastepcza pojemnoscig cieplng st-
refy przejSciowej odniesiong do jednostki objetosci [ 1],

Ostatecznie dochodzi sie wiec do uktadu trzech réwnan parabolicznych

xeDn,(t): C,iT)3T*X>t) = div[km(T)gradT(x,t) ]. (5.3)
m=1,2,3
Warunki brzegowe na konturach Ti2(t), ~ (t) (por.rys.5.1) przyjmuje sie w

postaci warunkéw brzegowych IV rodzaju

T (X, t) = T2(x,t)

(5.4)
. ST, (x,t) ST (x,t)
i.1 =\
i Sn “o2 sH
T (x,t) =T (x,t) =T
(5.5)

natomiast na zewnetrznej powierzchni obszaru D (odlewu) przyjmuje sie w za-
leznoéci od rozwigzywanego zadania odpowiednie warunki brzegowe omoéwione w

rozdziatach poprzednich.

Rys.5.1. Rozpatrywany obszar D
Fig.5.1. Considered area D



Warunek poczatkowy w postaci T (x,0)=T (x) sprowadza sie najcze$ciej do
przyjecia w calym obszarze odlewu temperatury zalewania: (0)=D ,(x,0)=Tp.

Parametry termofizyczne podobszaréw sg w og6lnym przypadku funkcjami tem-
peratury i rozpatrywane zadanie jest problemem nieliniowym. Wprzypadku
szczegblnym przyjmujac state warto$ci parametréw termofizycznych oraz zakta-
dajac, ze S jest liniowa funkcjg temperatury

T -T(x,t)
s(x.t) = T > (S'6)

S
dochodzi sie do uktadu trzech réwnan liniowych.
Nadal pozostaje jednak problem przyporzagdkowania punktom obszaru D odpowied-
nich parametréw termofizycznych ( zwigzany z przemieszczaniem sie izoterm

granicznych Tg, w czasie trwania procesu krzepniecia i stygniecia).

Istnieje kilka modyfikacji przedstawionego wyzej opisu matematycznego.

Miedzy innymi definiuje sie funkcje

' (m T "\ (T) , T>TL
C(T) = S<T> * Te<Ts ,TL> MT) = *a(T) , T6<Ts,TI> , (5.7)
Cca<rs ST BAVAES PO N
o ktérych zaktada sie, ze sa ciggte i ograniczone.
Wopraktyce dane do$wiadczalne dotyczace wartos$ci ciepta wtasciwego i wspo6t-

czynnika przewodzenia ciepta przybliza sie wielomianem odpowiedniego stop-
nia, splajnem itp., co zapewnia spetnienie postulowanego zatozenia.

Uktad réwnan (5.3) sprowadza sie wtedy do jednego réwnania parabolicznego
X6D: = div[X(T)gradT(x,t)], (5.8)
obowigzujagcego dla catego formalnie ujednorodnionego obszaru odlewu.Dotacza-

jac odpowiednie warunki brzegowe na zewnetrznej powierzchni odlewu i warunek

poczatkowy otrzymuje sie odmienny opis matematyczny procesu krzepniecia.
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Inng modyfikacja modelu matematycznego cytowang réwniez w licznych pub-
likacjach*' z dziedziny metody elementéw brzegowych (por. artykut przeglado-
wy R.Biateckiego [3]) jest przeksztatcenie réwnania (5.8) przez wprowadzenia

nastepujacych funkcji

T T
H(T)= C((i)du U(T)=  \[U)du. (5.9)

Wtedy
aH™ '~ = div[gradu(x,t)]. (5.10)

Poniewaz funkcje H(T) oraz U(T) sg $ci$le monofoniczne, wiec mozna w sposoéb

jednoznaczny zbudowa¢ funkcje H=6(U) [4] i wobec

H_dHau_ ,  au .
at = au at LA § (s.ii)

otrzymuje sie réwnanie
O'(U)---» =1~ = div[gradu(x,t)], (5.12)

ktére nalezy uzupetni¢ odpowiedno zmodyfikowanymi warunkami brzegowo-poczat-

kowymi .

Ostatnie réwnanie zawiera tylko funkcje U nazywang czasami temperaturg
Kirchhoffa (Kirchhoff Temperatura).Mozna wyprowadzi¢ réwniez réwnanie rézni-
czkowe opisujgce proces krzepniecia (topienia),w ktérym zmienng zalezng jest
entalpia i ktéore uwzglednia proces krzepnigcia wstatej temperaturze Ilub w
interwale temperatury. Réwnanie takie wyprowadzili m.in. y.Cao, A.Faghri i

W.S.Chang [ 5], przy czym jego posta¢ jest bardzo dogodna do numerycznej ap-

Autorzy tych prac rozpatrujg nieliniowe przewodzenie ciepta ale bez prze-
mian fazowych.



roksymacji na bazie metody ré6znic skohAczonych,natomiast nie jest przydatna

w przypadku zastosowania metody elementéw brzegowych.

Podstawowga trudno$cig wykorzystania metody elementéw brzegowych dla za-
dania krzepniecia (i szerzej dla zadan nieliniowych) jest nieznajomo$¢ roz-

wigzania fundamentalnego dla wyzej przedstawionych réwnan.

Literatura dotyczgaca modelowania na bazie MEB proceséw cieplnych w ob-
szarach metalu krzepnacego w interwale temperatury jest bardzo uboga [ 6,7].
Réwniez nieliczne sa prace dotyczace nieliniowych zadan przewodzenia ciepta
[ 8,9,10,11,12]. Prezentowane w literaturze algorytmy dla zadan nieliniowych
sa bardzo skomplikowane i raczej nieefektywne,z reguty nie potwierdzone zad-
nymi wynikami numerycznymi. Autorzy najczes$ciej zajmuja sie roéwnaniem (5.12)
twierdzac, ze funkcja ¢ (U) zmienia sig¢ z temperaturg w duzo mniejszym stop-
niu niz C(T) czy tez A(T) i réwnanie (5.12) jest blizsze liniowemu niz (5.8).
Wiekszo$¢ prac polega na szukaniu sposobéw ominiecia trudno$ci zwigzanych z
adaptacjag MEB do zadan nieliniowych poprzez lepsza lub gorszg linearyzacje

problemu brzegowo-poczatkowego.

Wniniejszej pracy przedstawiony bedzie pewien wtasny sposéb rozwigzania
problemu symulacji krzepniecia metalu w interwale temperatury sprowadzajacy
sie do uzupetnienia algorytmu MEB dla réwnania liniowego (np. dla fazy ciek-
tej) procedurami poprawiania pola temperatury na bazie odpowiednich bilanséw
energii. Metoda jest w pewnym sensie rozwinieciem pomystu przedstawionego
przez J.Szarguta i B.Mochnackiego w pracy [13] oraz C.P.Honga, T.Umede i Y.
Kimure w pracy [14],

5.2. POPRAWIANIE POLA TEMPERATURY NA BAZIE BILANSOW ENERGII

Rozwazane beda dwa identyczne obszary D i D. Parametry terrnofizyczne ob-

szaru D wynoszg ¢, p, A natomiast parametry obszaru D wynoszg ¢, p, A, przy



czym A=A ].
Warunki brzegowe na odpowiadajagcych sobie konturach 17, joi N oraz
warunek poczatkowy sg identyczne.

Rys.5.2. Obszary Di D

Fig.5.2. The areas D and D

Pole temperatury we wnetrzu obszaré6w D, D opisujg réwnania rézniczkowe

cpf* = Adiv(gradT) |, = *div(gradT). (5.13)

Wprowadzamy nowg zmienng t

t = cpt/cp. (5.14)

Poniewaz = (t = cPfo6 /=P réwnanie (5.13b) przyjmuje postac

cp”; = Adiv(gradT). (5.15)

5Zatozenie to jest niezbedne dla $cisto$ci rozwazan i jest ono mozliwe do
przyjecia w przypadku obliczen krzepniecia i stygniecia, poniewaz bardzo
silnie zmienna jest zastepcza pojemnos$¢ cieplna, natomiast pozostate para-
metry mozna przyjaé w zasadzie jako state.
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Wynika stagd, ze w sensie formalnym réwnania opisujgce procesy cieplne w ob-
szarach D i D sa identyczne, chociaz czas biegnie dla nich inaczej.
Na rys.5.3 pokazano krzywe stygniecia dla wybranego punktu x i odpowiadajg-

cego mu punktu x.

J_Ellé-p""-zrc‘]p/cp 3'::‘%)/cp 4gp-/-5-§

NjRys.5.3. Krzywe stygniecia w punktach x i x

Fig.5.3. Cooling curves at the points x and x

Wspétczynniki kierunkowe cieciw pokazanych na rysunku sg takie same, czyli

AT = AT = cpAT
At At CcpAt ' .

Z ostatniego rdéwnania wynika, ze

CpAT = CpAT. (5.17)
Tak wiec, jezeli T~ 1 jest warto$cig temperatury w punkcie w chwili t"
natomiast T wartos$cig temperatury w tym punkcie w chwili tf }to przy iden-

tycznym dla obu obszar6w warunku poczatkowym ( pseudopoczatkowym ) tzn.

mamy

cp(T[ -T[-') = ipCt[ -T"1), (5.18)



i mozna na podstawie dyskretnego rozwigzania dla obszaru D uzyskaé¢ dyskretne

rozwigzanie dla obszaru D obliczajagc Tf z zaleznoS$ci

= Tf'1 - cp(TF-TF 1 )/bp. (5.19)

Ostatni, otrzymany drogg formalnych przeksztatcen wz6r ma oczywista interp-
retacjg fizyczng.

Wobszarach D i D okreé$la sie elementarne objetosci Avg, Avg, dla ktérych x
i X sa punktami centralnymi.Zaktada sie, ze strumienie ciepta doptywajgce do

elementéw AV , AV sa proporcjonalne do gradientu temperatury w obszarach D,

D wchwili t (nalezy przypomnie¢, Ze pola temperatury - warunek pseudopo-
czatkowy - w chwili t sg identyczne w obu obszarach). Tak wiec ciepto do-
ptywajace do objetosci AWg: Qg = igrad T(x,t " )Atds i ciepto

Q ~ - Xgrad T(x,t ' )Atds sa takie same.

Bilanse energii w postaci AH(=Qo oraz AH(=Qgq prowadzg do wniosku, Zze AHi=AH)
(AH[, AHs- zmiany entalpii elementarnych objetos$ci Avgq, Avg odpowiednio).Tak

wiec

T

cp dTdV = ¢p dTdV (5-.20)

AVo < * AVOF,’

skad-aiie~statych warto$ci parametrow termofizycznych c,p, ¢, p otrzymuje sie
rownaHteTSTTi j.
Zalezenie statych wartos$ci parametréw obszaru D nie jest konieczne. Wprzy-
padku ogélnym poprawiong temperature w tyra obszarze mozna obliczy¢ z zalez-
nosci

Tf

cp(TF -TF 1) c(u)p(p)dw (5.21)
-1



5.3. KOREKTA POLA TEMPERATURY W KRZEPNACYM ODLEWIE

Przyjeto, ze obliczenia na bazie metody elementéw brzegowych prowadzone
sg dla jednorodnego obszaru D odlewu, ktdérego parametry odpowiadajg paramet-
rom ciektego metalu i sg state.

Korygowanie pola temperatury dla kolejnych pozioméw czasu wymaga przea-

nalizowania nastepujacych przypadkéw (por.rys.5.4)

Rys.5.4. Korekta pola temperatury

Fig.5.4. Correction of temperature field

! [>T, 2} Ts <Tf<TL,
{31} Ti C>Toa TI <Ts * <4 > Ts <T[~1<T1l » TS<Ti<TL"
{5} Ts<T[-I<TL, Tf<Ts, {6} Tf"1<Tg, T[<Ts.

Nalezy podkre$li¢,ze temperature Tf otrzymano dla obszaru jednorodnego z pa-

rametrami termofizycznymi ip

Dla punktéw spetniajacych warunek {1} wartos$ci temperatur nie poprawia sie.
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W przypadkach {2} i {3} zmiane entalpii AH = Ci (T1-T?)AVjporéwnuje sie
z wielkos$cig QAVt. Nalezy wdwczas rozpatrzy¢dWie mozliwosci

- jesli AH) s QAV] to przeliczenie entalpii prowadzi do réwnania bilansu

w postaci

C (TL-TH)AV = C2(TL-Tf)AVIf (5.22)
skad

TF = TL-Ci(TL-Tf )/cC2, (5.23)
gdzie - poprawiona warto$¢ temperatury,

jesli AHt > QAV] to

CI(TL-TAV = QAVI+C3(TS-Tf )AVI, (5.24)

czyli

T = TB+Q/c3-Ct (TL-Tf)/C3. ,5.25)

Analogicznie dla {4} i {5}

- jezeli AH i QAV -C (T -Tf*1)AV to

*f = Tf'1-C1(Tf'1-Tf)/C2, (5.26)

- W przeciwnym razie

tf = TAO /A-CA-TF1)/C3-C (TFfr-TH)/In, (5.27)

i dla {6}

'|'*i = Tﬁll'cl(Tfll'Tf)/CS‘ (5.28)



- 30 -

Poprawione pole temperatury T[ stanowi warunek poczatkowy dla nastepnego

kroku obliczen.

Powyzsze wzory dla uproszczenia zapisu podano dla przypadku statych paramet-
réow termofizycznych strefy przejsciowej i ciata statego.

Jes§li zastepcza pojemno$é cieplna C2 jest funkcjg temperatury*),wéwczas réw-
nania dla przypadkéow {2}, {4}, {5}, z ktoérych wyznacza sie poprawiong war-
to$¢ temperatury przyjmuja postac

- dla przypadku {2}

Cy (T, -T ) C (T)dT, (5.29)

- dla {4}
G (T{“1-Tr) =  Cc2(T)dT, (5.30)

dla {5}
C(T; -T;) C2(T)dT + C2(Ts-T; ). (5.31)

Przedstawiona procedure modelowania procesu krzepnigcia w interwale tempera-
tury sprawdzono na nastepujgcym przyktadzie.
Rozwazano ptyte staliwng grubo$ci 0.05 m, krzepnaca w typowej masie formier-
skiej.Temperatura poczatkowa ptyty wynosita TP=1550[°C]. temperatura poczat-
kowa masy formierskiej T =30[°C]. Przyjeto T1=1505, Ts=1470 [°C],

=5904000[ J/Km33,7=61446000, C3=4875000, Q=1934500000[J/m3].

Badania dotyczace zastepczej pojemnos$ci cieplnej strefy przejsciowej dla
stopéw Fe-C prowadzili m.in. Borisow [15], Samojtowicz [16],Mochnacki [17]
i in. [18],We wszystkich cytowanych wyzej pracach zastgpcza pojemnos$¢ jest
pewng funkcja temperatury Ts<Ts,TI>.



Wyniki poréwnano z wielokrotnie przetestowanym algorytmem wykorzystujgcym
metode réznic skonczonych (rys.5.5). Linig ciggta zaznaczono rozwigzania ot-
rzymane na bazie metody elementéw brzegowych dla czaséw t=10, 120, 240[s],
Rys.5.6 przedstawia rozktad temperatury w tej samej ptycie po czasie 10, 30,
60, 120, 240 [s].

Krzepniecie plyty (ME8-MRS)

ODLEW FORMA
O MRS(10s) A MRS(120s)  OMRS(240s)

Rys.5.5. Pole temperatury w ptycie i masie formierskiej

Fig.5.5. A temperature field in the plate and sand mix



Ten sam sposéb modelowania procesu krzepniecia i stygniecia w interwale tem-
peratury zastosowano przy wyznaczaniu jednowymiarowego pola temperatury w
obszarze wlewka stalowego krzepngcego we wlewnicy o grubos$ci 0.23[m] [19].

Szerokos$¢ krotszego boku wlewka wynosita 0.76[m]. Przyjete wymiary odpowia-
daja wlewkom wytwarzanym we wlewnicach w Hucie Sendzimir w Krakowie. Wobli-
czeniach uwzgledniono generowanie sie szczeliny gazowej miedzy wlewkiem a
wlewnicag.Po czasie 200s (czas odej$cia) realizowana byta procedura wyznacza-
jaca opo6r szczeliny gazowej miedzy wlewkiem i wlewnica. Opér ten byt odwrot-

noécig wspoétczynnika wymiany ciepta liczonego z zaleznoS$ci

= 10_4cCc<Tb1+Th2 >t (TE./i00)2+Cxb2/X00)21 +ask, _ (5.32)

gdzie e-emisyjnos$¢ zastep-
cza miedzy zewnetrzng po-
wierzchnig wlewka i wewne-
trzng wlewnicy (przyjeto
e=0. 8), = 5.67 [WK2m 1,
Tbi® Tb2~ temperatury zew_
netrznej powierzchni wlew-
ka i wewnetrznej wlewnicy
[KT, -konwekcyjna skta-
dowa wspoétczynnika a”“kto-
rg liczono jak dla konwek-
cji swobodnej w ruchu la-
minarnym [20],
Aby unikna¢ zbednych ite-
racji przy obliczeniach
sktadowej radiacyjnej i ko-
nwekcyjnej wspotczynnika
awykorzystywano tempera-
tury z poprzedniej chwili
Rys.5.6. Krzepnigcie ptyty czasu ( warunek pseudopo-

Fig.5.6. Solidification of plate czatkowy).



Na rys.5.7 pokazano rozktady temperatury w obszarze wlewka i wlewnicy po
czasie 3,15,30,60,90 min,Mozna zauwazy¢,ze pole temperatury jest ciagte tyl-
ko dla czasu 3 min (czas mniejszy niz czas odej$cia). Dla dtuzszych czaséw
pole temperatury posiada nieciggto$¢ typu skok skonczony i co jest charakte-
rystyczne, temperatura wewnetrznej powierzchni wlewnicy spada w stosunku do

poczatkowych etapéw procesu, a nastepnie stopniowo rosnie.

The temperature field.

Lenght

Rys.5.7. Krzepniecie wlewka we wlewnicy

Fig.5.7. Solidification of ingot and ingot mould
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Nalezy podkres$li¢, ze przedstawiony algorytm modelowania krzepniecia w inte-
rwale temperatury jest bardzo og6lny i moze by¢ stosowany w potgczeniu z do-
wolng metodg numeryczng (MEB, MRS, MES) tzn. na bazie dowolnej metody poszu-
kuje sie rozwigzania dla obszaru jednorodnego (np. ciektego metalu) dla po-
ziomu czasu t' a nastepnie dokonuje sie korekty otrzymanego rozwigzania sto-

sujac przedstawione w tym rozdziale réwnania "poprawiajgce" temperature.

Innym mozliwym do wykorzystania sposobem obliczen przebiegu krzepniecia
w interwale temperatury jest potgczenie metody elementéw brzegowych dla za-
dan liniowych z uog6lniong metoda przemiennej fazy opracowang przez A.Kapus-
te [21].Metoda uogdblniona sprowadza sie do wielokrotnego rozwigzywania w ka-
zdym kroku czasu zadan dla formalnie ujednorodnionych obszaréw i odpowiednim
konstruowaniu kolejnych warunkéw pseudopoczatkowych. W swojej istoci*e al-
gorytm jest rozszerzeniem algorytmu APTM przedstawionego w poprzednim roz-

dziale.

Problem krzepniecia w interwale temperatury moze by¢ réwniez formalnie
sprowadzony do zadania Stefana [22]. Definiuje sie tzw. ekwiwalentng tempe-

rature krzepniegcia

T
cL
Tek = C2(T)TdT/ C2(T)dT. (5.33)
TJ

Wyznaczong w ten sposéb temperature wprowadza sie¢ do klasycznego warunku
Stefana i zadanie traktuje sie¢ jako problem z ostrym frontem rozdziatu faz.
Jezeli np. przyjaé, ze zastepcza pojemno$¢ cieplna C2(T) jest stata i wynosi

C2(T) = o/ (t1-ts)p2 to

TdT/ dT = 0.5(T +T. ), (5.34)
T

czyli temperatura zastepcza jest $rednig arytmetyczng temperatury likwidus



i solidus.
Tak wiec, jezeli uzna¢ takie podejScie za wystarczajgco doktadne to problemy

prezentowane w rozdziale niniejszym mozna sprowadzi¢ formalnie do zadah z

rozdziatu poprzedniego
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6. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH DLA ZADAN DWUWYMIAROWYCH (2D)

Wrozdziale niniejszym zostanie przedstawiona metoda elementéw brzego-
wych dla dwuwymiarowego zadania nieustalonego przewodzenia ciepta. Istnieje
kilka sposobéw wyprowadzenia brzegowego réwnania catkowego dla réwnania pa-
rabolicznego. Podobnie jak w rozdziatach poprzednich tutaj réwniez wybrano
tzw. sformutowanie bezposrednie wywodzace sie z metody odchytek wazonych.
Przedstawiono jeden z wariantow MEB bazujacy na rozwigzaniach fundamental-
nych zaleznych od czasu.Wszystkie rozwazania dotycza obiektéw zorientowanych

w uktadzie wspoétrzednych prostokatnych.

6.1. FORMULY GREENA [1]

Podrozdziat niniejszy ma charakter pomocniczy i zawiera szczeg6towe wy-
prowadzenie pewnych twierdzen umozliwiajacych znalezienie brzegowego réwna-
nia catkowego dla niestacjonarnego bezzrédtowego 2D pola temperatury.

I Formuta Greena
Wezmy réwnanie Laplace’a
2T = 0, (6.1)

gdzie T(xi,xz) jest temperaturg w punkcie x={x",x"}e Dur,D(xi,x2) rozpatrywa-

nym obszarem ograniczonym krzywg T(x ,x ), \R2T=% - -operatorem Laplace'a.
1 2 Sx2 Sx3

Dla x € Dur spetniona jest réwnos¢



J'O2T)HwdD = ||liwdr - JgradTgradwdD 6.2
D r D

gdzie w(xi,x2) jest dowolng funkcjg ciggta wraz z pierwszag pochodnag w obsza-
rze D i na brzegu r oraz posiada ciaggta druga pochodng w D, 8T/8n -pochodna

funkcji T w kierunku normalnym do krzywej r, grad(.)=[8(.)/8xt,8(.)/8x2].

Aby udowodni¢ te formute wykorzystuje sie twierdzenie Greena:

Niech obszar jednospéjny na ptaszczyznie Oxix2 bedzie ograniczony krzywgag re-

gularnag T obiegang dodatnio i niech P,Q e c'(Dur). Wodwczas
6-3)
Czyli z tw.Greena wynika, ze
Niech Q=Q1Q2 i P=P P2. Wobwczas z (6.4) otrzymuje sie
(6-5)
(6.6)
Stad
dx dx.2 (6-7)
= T gP PLAx - 2 (6.8)

Niech Ql=w, szg’\ oraz Pt=w i . Wtedy



Jwal dx dx2 = [ v | dx2 - ||1 8§£ dxidx2 , (6.9)
D i r D

|w dx dx2 = -fw |l dx - 31 [s} dxidx2 . (6.10)
D 3Xi

Po dodaniu stronami réwnan (6.9), (6.10) uzyskuje sie

jw(v2T)dD = j(v 81 dx2 - w « dx ) - j( ™ §E + |1 g )dD (6.11)
1 i, 1 2 1 1 1 2 2
d r d
gdzie dD=dx” dx2.
Wiadomo,ze dxo=cos/3dT i dx =cosadT, gdzie COS<X, cos|3 sg cosinusami kierunko-
wymi dr. Wowczas
}w (]i cose - cosa)dT = JwlidT . (6.12)
2 r
Kierunek 1 w punkcie P(xi,xz)er odpowiada kierunkowinormalnemu do brzegt
rozpatrywanym punkcie, poniewaz wersor o sktadowych [cos/3,-cosoc ] jestpros-
) ) ) . 9i Q\ 3T du
topadiy do wersora [cosa,cosfJ]. RO6wnocze$nie wiadomo, ze ~ g— + gj? gj =
11 2 2

=gradT gradw.

Po wstawieniu (6.12) do (6.11) otrzymuje sie rdwnanie (6.2).

Il Formuta Greena

Il formuta Greena ma postac

IJLQV2T)w-(V2w)TIdD = J(WSE - TSE)AT | (6.13)
d r

a jej dowdd jest nastepujacy. Wykorzystuje sie 1 formuke Greena i zamienia

sie rolami T i w we wzorze (6.2):

j*(V2w)TdD = Jt8£ dT - J(gradw gradT)dD . (6.14)



Po odjeciu stronami réwnania (6.14) od (6.2) otrzymuje sie Il formute Gree-

na.

6.2. BRZEGOWE ROWNANIE CALKOWE DLA ROWNANIA PARABOLICZNEGO

W tym rozdziale zostanie wyprowadzone brzegowe rdéwnanie catkowe” dla réw-

nania parabolicznego

8Tit t2 = a?2T(x,t) , x={x ,x2}€ D(x ,X2) , (6.15)

z nastepujagcymi warunkami brzegowymi

- warunkiem brzegowym | rodzaju
T(x,t) = T(x,t) , xeri (6.16)
- warunkiem brzegowym Il rodzaju
q(x,t) = -A-?2]*’U = 5(x,t) , xcr2 (6.17)
- warunkiem brzegowym 11l rodzaju
q(x,t) = -a(Tr(x,t)-Tst) , s (6.18)
gdzie jest brzegiem obszaru D,x={xj ,x"}-wspo6trzedne przestrzenne,

t-czas, T(x,t)-temperatura w punkcie x w chwili t,a=A/pc-wspo6tczynnik wyréw-

nywania temperatury, A-wspdtczynnik przewodzenia ciepta, p-gestos¢, c-ciepto
wiasciwe (zaktada sie,ze a=idem),T (x,t)-zadany rozktad temperatury na brzegu
> gq(x,t)-znany strumien ciepta na fragmencie brzegu r , «-wspo6tczynnik wy-

miany ciepta (a=idem), t-temperatura otoczenia, Ty - temperatura na brzegu
r_.
3
Oczywiécie na brzegu F nie musza wystepowaé réwnoczeénie wszystkie trzy [0-

dzaje warunkéw i np. jes$li na catym brzegu I znany jest rozktad temperatury,



to przyjmuje sie T(x,t)=T, xer*].

Przedstawiony opis matematyczny uzupetnia warunek poczatkowy
T(x.,t) =T (x,t ) =T (x) , xeD, (6.19)

gdzie T (x) jest znanym rozktadem temperatury w chwili t

Wykorzystujgc metode odchytek wazonych mozna napisac

lav2T (x,t) - aTat,t)]T*(C.x,tF,t)dD(x)dt = 0 |, (6.20)

gdzie [t°,tF] jest przedziatem czasowym, w ktérym rozpatruje sie rozktad te-
mperatury w rozwazanym obszarze, natomiast T (£,x,tF,t) - funkcja wagowa za-
lezng miedzy innymi od punktu e=(Cl,e2), w ktérym umieszczone jest punktowe
zr6dto ciepta.

W metodzie elementéw brzegowych dla zadan niestacjonarnych i obszaréw
dwuwymiarowych zorientowanych w prostokagtnym uktadzie wspoétrzednych przyjmu-
je sie nastepujace funkcje wagowe [ 2] nazywane tez rozwigzaniami fundamen-

talnymi

4Tra(t -t) 4a(t -t)
T (Cx,t ,t) = (6.21)

gdzie r=J(xj- ei)C+(x2~ £2)* jest odlegtoscia miedzy punktem e=(£1#(G2) i

rozpatrywanym punktem x=(x ,Xx ).

INie uwzgledniono tutaj mozliwos$ci wystapienia warunku brzegowego IV rodza-
ju,poniewaz tym zagadnieniom byt podSwiecony rozdziat 11l gdzie rozpatrywa-
no zadania jednowymiarowe, a idea taczenia podobszaréw, na styku ktérych
wystepuje ten warunek jest identyczna réwniez w przypadku zadan dwu- i
tréojwymiarowych.Tak wiec metoda elementéw brzegowych zostanie w niniejszym

rozdziale przedstawiona dla obszaréw jednorodnych.



Niech q (£,x,t ,t) =-AST (£,x,t ,t)/3n. Wiadomo, ze

q o) -A(|£ cosai+ cosa2) (6.22)

gdzie cosaj, cosa2 sg cosinusami kierunkowymi normalnej do brzegu T

Tak wiec mozna tatwo sprawdzié¢, ze

1) = ?d e, exp (6 23)
8rca” (t -t) 4a(t -t)

omzie d=ij- SJ Jcosag+{x2- &2jcosa2.

Rozwigzanie fundamentalne (6.21) ma nastepujace wtasnosci [ 2]

1° avaT* (g, x, tF, t) + — -1 = -A (e, x)A(tF,t) (6-24)
2 lim T (c.x,t .ty = A(e,x) , (5.25)
t->t
gdzie A(£,x), A(t ,t) - funkcje delta Diraca
Wykorzystujagc do pierwszego cztonu réwnania (6.20) Il formute Greena otrzy-
muje sie
tF tF tF
a(72T)T*dDdt = a(V2T* JTdDdt - ~ (T q-Tq )dfdt . (6-26)
t D t D ¢

Catkujac przez cze$ci po czasie drugi czton lewej strony réwnania (6.20) ma-

my

rtkF tF tF

B . 3T -«
Q dpdt = TT dD W r dDdt . (5.27)

Wstawiajac (6.27), (6.28) do (6.20):



B t'
2_* 3T f_.o it
(av™T +gi)TdDdt - TT dD be (T q-Tq )drdt = 0. (6.28)
to
Dla czasu t catki wystepujagce w réwnaniu (6.28) sq catkami osobliwymi, roz-
patrujac je dla t=tr-e, gdy e zmierza do 0 i stosujgc wtasnoséci rozwigzania

fundamentalnego ostatecznie dla ee D otrzymuje sie

T (t ) + e qg(x,t)T (C,x.t ,t)dT(s)dt =

(6.29)
pe T(x,t)q" (e,x,tF,t)dr(x)dt + T° (x,t° )T* (£, x,tF,t° )dD(x)
tr
Natomiast dla £fer brzegowe réwnanie catkowe ma postaé¢ [ 2j
rct
c(C)T (e,tF q(x,t)T* (e,x,tF, t)dr(x)dt =
(6.30)

pe T(x,t)qa’ (¢.,x,tF,t)dr(x)dt + T°(x,t° )T* (E,x,tF,t° )dD(x) ,

gdzie c(£) jest wspodtczynnikiem =zaleznym od lokalnego ksztattu brzegu F, w
ktérym umieszczone jest zZrodto ciepta. | tak dla gtadkiej granicy c(£)=0.5,
dla naroza prostokatnego wypuktego c(£)=0.25, a dla punktu wewnetrznego
cm=i.

Réwnanie (6.30) jest catkowym odpowiednikiem opisu matematycznego (6.15)-

-(6.19). Ostatni czton po prawej stronie tego réwnania dotyczy warunku po-

czatkowego (6.19),zadane warunki brzegowe tzn.temperature na brzegu wpro-
wadza sie do lewego sktadnika po prawej stronie réwnania (6.30), natomiast
strumienie ciepta na fragmentach FA i T3 opisane zalezno$ciami (6.17),(6.18)

do prawego sktadnika lewej strony tego réwnania. Pozostate nieznane wartosci

temperatur i strumieni ciepta na brzegu T nalezy obliczy¢. Po znalezieniu



tych

réwnania

niewiadomych, wartoéci temperatur we wnetrzu obszaru D okre$la sie z
(6.29)..

Oczywiécie rozwigzania tego zadania poszukuje sie metodami numerycznymi.

Poniewaz charakter zaleznoéci funkcji T i q od czasu nie jest znany,

dlatego dla otrzymania rozwigzania numerycznego nalezy dokona¢ dyskretyzacji
rozpatrywanego przedziatu czasu [t°,tF],

Wprowadza sie wiec siatke: t°ctl<t2<...<tf"1l<tF..<tF<«, gdzie At=tf-tf"1
jest krokiem czasu. Ze wzgledu na to, ze rozwigzanie fundamentalne jest za-
lezne od czasu,zwykle mozna stosowa¢ duze ki oki At. Poszukujac rozwigzania
numerycznego réwnania (6.30) mozna wykorzystywaé¢ dwa r6zne schematy rdznico-
we:

- 1 schemat

Kazdy krok po czasie rozpatruje sie jako nowe zadanie, dlatego na koncu

kazdego kroku At oblicza sie wartod$ci funkcji T (x,t) w dostatecznie du-

zej liczbie punktéw wewnetrznych aby je wykorzysta¢ jako warunek pseudo-
poczatkowy dla nastepnego kroku czasu.

- 1l schemat

Proces catkowania po czasie zaczyna sie zawsze od chwili t° i w ten spo-

sOb bez wzgledu na wzrastajgcag wraz z uptywem czasu liczbe podrednich

krokéw At, nie trzeba oblicza¢ wartos$ci funkcji T(x,t) w punktach wewne-
trznych na koncu kazdego kroku czasowego. Poza tym, jes$li T°(x,t°)=0 to
catka po obszarze D w réwnaniu (6.30) znika, a dla Te°(x,t°)=idem mozna

rozwigzywaé¢ zadanie z zerowymi

rozwigzania dodac¢ te

statg wartos¢.

warunkami poczgtkowymi i do otrzymanego

Oprécz tego,przy pewnych dodatkowych

zatozeniach [ 2],catke po obszarze D w réwnaniu (6.30) mozna przeksztat-
ci¢ w réwnowazne catki po brzegu r. Tak wiec w wiekszosci waznych dla
praktyki zadan mozna obnizy¢ wymiar zagadnienia, poniewaz dyskretyzaciji
podlega tylko brzeg rozpatrywanego obszaru. Jest to jedna z najwazniej-
szych zalet metody elementéw brzegowych.



s.s. REALIZACJA NUMERYCZNA METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Aby rozwigza¢ numerycznie réownanie (6.30) nalezy dokonaé¢ dyskretyzacji
rozpatrywanego obszaru D jak réwniez brzegu r tego obszaru. Wtym celu brzeg
obszaru D dzieli sie na N elementéow. Ksztatt tych elementéw mozna przybli-
za¢ odcinkami prostych, tukami parabol itp.Punkty brzegu r, w ktérych poszu-
kuje sie wartos$ci nieznanej funkcji (temperatury lub strumienia ciepta) na-
zywa sie weztami brzegowymi i dla tzw. "statych" elementéw znajduja sie one
w $rodku kazdego prostoliniowego elementu (przy czym zaktada sie, ze funkcje
T(x,t) i q(x,t) przyjmuja state wartosci na kazdym z elementéw). Wprzypadku
elementéw liniowych wezty znajdujg sie wmiejscach potaczenia dwéch prosto-
liniowych elementéw i przyjmuje sie, ze funkcje T(x,t) oraz q(x,t) zmieniaja
sie liniowo wzdtuz rozpatrywanego elementu. Mozna réwniez rozwazaé¢ elementy

krzywoliniowe np. kwadratowe (drugiego rzedu)- por.rys.6.1.

c)

lement
wezet element eleme wezet element

Rys.6.1. Elementy brzegowe (a-state, b-liniowe, c-kwadratowe)

Fig.6.1. Boundary elements (constant, linear, quadratic)

Wcelu przyblizonego obliczenia catki T°(x,t°)T* (£,x, tF, t° }dD(x) (w przy-

padku gdy ta catka nie jest réwna zeru) nalezy wnetrze obszaru D podzieli¢
na L podobszar6w. Najcze$ciej wnetrze obszaru D pokrywa sie tréjkatami lub
czworokatami -rys.6.2 i w zalezno$ci od przyjetej aproksymacji funkcji T i q
na elemencie wewnetrznym ( funkcjami statymi, liniowymi, kwadratowymi, itp.)

rozpatruje sie state, liniowe, kwadratowe itd. elementy wewnetrzne.
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Jak juz wcze$niej podkres$lono,
dla znalezienia rozwigzania nume-
rycznego réwnania (6.30) dokonuje
sie rowniez dyskretyzacji prze-
dziatu czasu [t°,tF] wprowadzajac
siatke: t°<t'<...<tf"1<tF..<tF<,
gdzie At=tf-tf*ljest krokiem cza-
su, przy czym zaktada sie ze funk-
cje T(x,t) i q(x,t) przyjmujg war-
tosci state w kazdym kroku At,
zmieniajg sie liniowo lub aprok-
symowane s3a funkcjami wyzszego

rzedu (rozwigzanie numeryczne li-

Rys.6.2. Elementy brzegowe (state) niowego rownania parabolicznego
i podobszary Dj dla elementéw liniowych po czasie
Fig.6.2. Boundary elements(constant) wraz z programem i wynikami obli-
and internal cells Di czen przedstawiono na przyktad w

pracy ( 3]).

Wdalszych rozwazaniach prezentowanych w tym rozdziale ograniczono sie
do elementéw statych po czasie i po wspoétrzednych przestrzennych*' . Funkcje
T i q znajdujace sie pod znakami catek w réwnaniu (6.30) przyjmujg w tym
przypadku state warto$ci w obszarze kazdego elementu oraz w rozpatrywanym
przedziale czasowym i dlatego mogg by¢ wytaczone przed znaki catek. Catkowa-

nie po brzegu r zastepuje sie sumg catek po elementach brzegu , a catkowa-

nie po obszarze D sumg catek po p(i)dobszarach Dl. Brzeg obszaru r dzieli sie

(jak juzwczeé$niej zaznaczono) na Nelementéw brzegowych, z ktérych ele-

1Zdaniem wieluspecjalistowzajmujacych sie praktycznym zastosowaniem MEB
przyjecie statych elementéw brzegowych i wewnetrznych zapewnia wystarcza-
jaca doktadno$¢ obliczen numerycznych, a przy tym prowadzi do stosunkowo
prostych algorytmoéw i programéw komputerowych.

Whniniejszej pracy w niektéorych przyktadach dotyczacych obliczehn przeptywu
ciepta w procesie krzepniecia i stygniecia odlewéw wykorzystano elementy
przestrzenne wyzszego rzedu i state po czasie. Wprawdzie elementy wyzszego
rzedu mogag mie¢ wieksze wymiary liniowe, ale stopien komplikacji algorytmu
jest znaczny.



mentéw znajduje sie na brzegu {w weztach nalezacych do tych elementéw zna-
ne sg wartos$ci temperatury), elementéw na brzegu r (z kolei w weztach na-
lezagcych do tych elementéw znane sg wartos$ci strumieni ciepta -warunek brze-

gowy Il rodzaju) i elementéw na brzegu T3 (warunek brzegowy 11l rodzaju).

Dla | schematu HEB otrzymuje sie nastepujacy dyskretny analogon réw-
nania (6.30)

AN (K d)drf<= +L[[POIT sa

1=1.. .\
Natomiast dla drugiego schematu obliczen réwnanie (6.30) przybliza sie

nastepujaco

iz i gyt =i | DTk~ TP

Réwnania (6.31) i (6.32) przedstawiajg w postaci dyskretnej zwigzek miedzy
weztem "i", w ktérym zadaje sie rozwigzanie fundamentalne i wszystkimi "j"-

tymi elementami (wtgczajac element i=j) na brzegu F, oraz miedzy weztem "i"
i wszystkimi "I"-tymi podobszarami D; .

Catkowanie po czasie w réwnaniach (6.31),(6.32) mozna wykonaé¢ analitycznie.

Catka po czasie z funkcji q* (£,x,tF,t) (przedstawionej wzorem (6.24)) jest

q .dt = exp [ lc : )dz.  (6.33)
J gna  (t' -t) I (tF-t) 3 12 exp<i

Zastosowano tutaj podstawienie z=tF-t. Po wprowadzeniu v = otrzymuje sie



9 .

da (t-tf)
r -r -r T
o dt = A exp(-v)dv = F *
Mo r, Z_mr‘i‘JlaLeXp[éla(t!‘t"rr;"ex‘"4a(tr—1f ya
(6.34)
ga(itet oty

Aby obliczy¢ catke po czasie z funkcji T (£,x,t ,t) (opisanej wzorem (6.21))
2

wprowadza sie podstawienie z=t"-t a nastepnie v=43". Wbwczas

_t
T, .dt = é— exp(- 1—-]dt = -
ii 443 (tr-1) Aa(t -1) 4ta exp <4ii)dz
tht
(6.35)
4a(t-tf)
1 .
i exp(-v)dv = ~[Ei] A 1-Ei[—-~ -~ 11 ,
4na \Y 1 4a(t -t ") 4a(t -t ) J
4a(t-tf"1)
gdzie Ei(v) = - exp(-v)dv jest eksponencjalnag funkcjg catkowa, ktérej roz-

winiecie w szereg ma nastepujacg postac

Ei(v) = -0.57722166 - In(v) + v - 2% 9] 3.31 4%41 5451 661"
Wystarczajacg doktadnos$¢ (rzedu 10” ) wyznaczenia warto$ci funkcji Ei(v) za-

pewnia przyblizenie jej zalezno$cig w postaci [ 4]

-0.57721566-Inv+0.99999193v-0.24991055v +0.05519968v -0.00976v +

+0.00107857vs, V<1
Ei(v)=-
exp(-V) [0.2677737343+8. 6347608925v-H8. 059016973v2+8. 5733287401v"" tv* ]

V (3.958496228+21.0996530827v+25.6329561486v2+9.5733223454v3+v4)

V=1

(6-37)



- 100 -

6.3.1. | WARIANT METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Dla | schematu obliczen metody elementéw brzegowych przy f=F i At=t

zaleznos$ci (6.34), (6.35) majag postac

Ad r -r -r 1 Ad -r
q _dt r-[expl[ 2T -r]-exp[ 117]] = LLexp ("), (6.38)
J 2Tir aL 4a(t-t *) 4a(t-t ) J 8rrr a
2 2
1. .dt i6.39)
iJ = j”El[4a(t-tF)J] = ‘

Po wstawieniu wyrazen (6.38), (6.39) do réwnania (6.31) otrzymuje sie

W X L[EI(#E>dV]< =2~ ¢ [}

=1 I 1
(6.40)
ArraAtyN[[exp*daAtrat 1A kT2t
Wprowadzajac oznaczenia
*d -r
Glj: 4rrA Hij = b (6.41)
rtJ .
i=1,...N, j=1, N,
or )
ii 4naAt eXP<4iii)dDl > i=1...N, 1=1...L, (6.42)
ré6wnanie (6.40) przyjmuje forme
(6.43)

ST * ZZg.j< = +JZ pm< 1 o+
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Niech

dla
(6.44)
H”-ci dla i=j
wtedy (6.40) ma postac
N N L
L gu< =*Lh.x +L p-t>1- i=i---N <6-45>
ji=i =i i=i

Tak wiec (6.45) jest ukiadem N réwnan o N niewiadomych.Po przeniesieniu nie-
wiadomych na lewg strone uktad réwnan (6.45) mozna zapisac

Ay = b, (6.46)

gdzie y jest wektorem nieznanych wartos$ci funkcji T i q na brzegu F, macierz
A jest macierzg gestag o wymiarach N*N. Po rozwiazaniu uktadu réwnan (6.46)
na przyktad metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu dominujgcego znane
sg wszystkie wartos$ci funkcji T i g weztach brzegowych, co daje mozliwos¢
obliczenia wartos$ci funkcji T we wnetrzu obszaru D. Wtym celu ustala sie M
weztdw wewnetrznych, w ktérych oblicza sie temperature ( oczywiscie dla wez-

tow wewnetrznych c(=1) na podstawie zaleznodci

i=N+l..N+M. (6.47)

Wi ielkosci G, J» HL , P(t wyrazajg sie takze wzorami (6.41), (6.42) z tym, ze
liczone sg dla i=N+l...N+H.

Roéwnanie (6.47) przedstawia zalezno$¢ miedzy warto$cia temperatury w wezle
wewnetrznym "i" w chwili czasowej tf i temperaturami oraz strumieniami w we-
ztach brzegowych "j" (w chwili czasowej tF) a takze temperaturami w weztach
wewnetrznych "1" znanymi z poprzedniej chwili czasowej tF 1

W pierwszym schemacie obliczehn otrzymane warto$ci temperatury dla czasu

tfw weztach wewnetrznych obszaru D stanowig warunek pseudopoczatkowy dla na-



stepnego kroku czasowego.

Catki wyrazone wzorami (6.41), (6.42) oblicza sieg numerycznie. W tym ce-
lu dokonuje sie transformacji wspo6trzednych tak, aby wyznaczaé¢ catki z funk-
cji jednej zmiennej 7 przyjmujacej warto$ci od -1 do 1 na rozwazanym elemen-

cie brzegowym TJ i z funkcji dwéch zmiennych 1 e [-1.1] na elemencie, wew-

71,112
netrznym . Dla tak zunifikowanych catek stosuje sie kwadratury Gaussa [ 5]

pozwalajgce obliczy¢ ich wartoéci z zgdang doktadnosécig.

Na bazie | schematu obliczedA metody elementéw brzegowych wyznaczono nie-
stacjonarne, bezréodtowe pole temperatury w miedzianej ptycie o wymiarach
0.1*0.im i temperaturze poczgtkowej 1000°C. Na brzegu ptyty przyjeto warunek
I rodzaju T=500°C. Zalozono nastepujace parametry termofizyczne A=330[W/mK],
p=8920[kg/m3], ¢c=42Q[J/(kgK)].Zastosowano tutaj state elementy brzegowe o
dtugosdci 0.0125m a obszar ptyty pokryto kwadratami o wymiarach 0.0125*0.0125m
(state elementy wewnetrzne). Temperature obliczano w 32 weztach brzegowych
i 64 weztach wewnetrznych bedgcych centralnymi punktami kwadratéw. Oblicze-
nia prowadzono ze statym krokiem At=2s.

Ha rys 6.3 przedstawiono otrzymane po czasie t=10s izotermy i dwuwymiarowa

powierzchnie temperatury rozciggnieta nad rozwazang ptyta.

Rys.6.4 ilustruje rozktad temperatury po czasie t=8s otrzymany dla tej sa-
mej ptyty z tyra, ze przyjeto inne warunki brzegowe. Na dolnym brzegu ptyty
zatozono warunek brzegowy Il rodzaju =0, na prawej i goérnej powierzchni

T=500°C, a na lewej warunek g=a(Tr-TQt), gdzie a=1500[W/mK], Tnt=30°C.
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Przebieg temperatury (t=10 sek.)

Rys.6.3. Pole temperatury w ptycie

Fig.6.3. Temperature field in the plate
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-cle temperatury (t=8 sek.)

Rys.6.4. Pole temperatury w ptycie

Fig. 6. 4. Temperature field in the plate



6.3.2. 11 WARIANT METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Dla drugiego schematu obliczen wyrazenia (6.34), (6.35) przyjmuja postac

( przy statym kroku At) )

(6.48)
oer o CPLaa(r-(1-1)A 1] explaa(Ehyach
L 2 2
T dt = ii—]-Ei [--—---- ii----]1 =
3 T sa(t-tf~1) 4da(tFtf) J
(6.49)
= an Eilsar-(f-noatr erua@-hHae B
Po wprowadzeniu oznaczenh
) e
am FCaand)d" Flaagenad * EljgratiK
(6.50)
1 1 .
2 exp( 2n (explga(fr)at] * expt4a{)\l}d"
ig=1,...,N
H _ dla
i dla i=j

"w niniejszym rozdziale zatozono, ze T(x,t°)=const, poniewaz w tym przypad-
ku mozna rozwigzywaé¢ zadanie z zerowym warunkiem poczatkowym, co powoduje

zerowanie sie catki po wnetrzu obszaru D i uproszczenie analizowanych wzo-
row.
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brzegowe réwnanie catkowe (6.32) wyraza sie wzorem

) F-f. .
L gh < =L hj t +i’—i Loo(H T'f " é?j a i) ‘6.51).

Mozna zauwazyé, ze dla F=1 Il schemat obliczernr MEB pokrywa sie z | schematem.

Dalszy cigg postepowania w celu otrzymania uktadu rozwigzujgcego jest
podobny do przedstawionego w podrozdziale 6.3.1 i nie bedzie tutaj powta-
rzany z tym,ze temperatury w punktach wewnetrznych obszaru D w tym przypadku

wyznacza sie z réwnan

Roéwnanie (6.52) przedstawia zalezno$¢ miedzy wartos$cig temperatury w wezZle
wewnetrznym "i" w chwili tF i temperaturami oraz strumieniami ciepta w wez-

tach brzegowych "j" (w chwilach tlI t~...tr).

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze w drugim schemacie obliczen trzeba pa-
mieta¢ wszystkie rozwigzania z poprzednich pozioméw czasu oraz macierze GF"
i ale stosujac ten schemat,w wielu zagadnieniach inzynierskich udaje sie

unikna¢ zmudnego obliczania catek podwoéjnych.

Rys.6.5 przedstawia wyniki obliczeA niestacjonarnego pola temperatury w
miedzianej ptycie o wymiarach 0.2*0.2m otrzymane na bazie Il schematu MEB.

Aby unikng¢ dyskretyzacji wnetrza obszaru D, obliczenia przeprowadzono dla
zerowych warunkéw poczatkowych i do wuzyskanego rozwigzania dodano poczatko-
wg warto$¢ temperatury: 1000°c. Przyjeto g=0 na lewym i dolnym brzegu ptyty,
oraz T=500 na pozostatych brzegach. Obliczenia przeprowadzono dla statych e-
lementéw brzegowych o dtugos$ci 0.05m oraz 16 arbitralnie wybranych weztéw

wewnetrznych. Krok czasu wynosit nt=2s.
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Pole temperatury (t—18 s.)

Rys.6.5. Pole temperatury po czasie 18s

Fig.6.5. Temperature field after the time ISs
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6.4. OBSZARY WYPUKLE | OBSZARY WKLESLE

Liczne eksperymenty numeryczne wykonane w ramach niniejszej pracy poka-
zaty, ze metoda brzegowych réwnan catkowych jest bardzo doktadna i efektywna
przy symulacji nieustalonego przeptywu ciepta (w tym rdéwniez procesu krzep-
niecia) dla obszaréw wypuktych (w sensie klasycznej definicji wypuktosci ge-
ometrycznej). Przyktadem takich rozwigzan mogag byé wyniki pokazane na rysun-
kach 6.3, 6.4, 6.5 oraz np. rozwigzanie dla miedzianego wlewka ciggtego,ktod-

re zostanie przedstawione w rozdziale nastepnym.

Z kolei pierwsze préby obliczen niestacjonarnych pdél temperatury w ob-
szarach niewypuktych np. naroze prostokatne, na bazie typowego algorytmu MEB
dla ciat jednorodnych zakonczyty sie porazkg.Rozwigzanie numeryczne byto ba-
rdzo niedoktadne, réznice miedzy uzyskiwanymi wynikami a rozwigzaniem otrzy-
manym na bazie metody réznic skohnczonych przy odpowiednio gestych siatkach
zapewniajacych duza doktadnos$¢ byty rzedu kilkudziesieciu procent, przy czym
maksymalny btad pojawiat sie w poblizu naroza.

W tabelach 6.1 i 6.2 pokazano

I dla przyktadu rozwigzanie nu-
P 0. 12>

A meryczne dla obszaru typu na-
I roze prostokatne skorficzone
T=1000°C przy warunkach brzegowych I
| rodzaju w poblizu naroza oraz
24
\ warunku Il rodzaju ( gq=0 ) na
T =1550° C 11 pozostatych liniach ograni-
’ 0 12 j h b D 6.6
a=0.59%10% 5 [m2/s ] czajacyc obszar -rys.6.6.
Wyniki przedstawione w tabli-
r
< 0.24 N cach 6.1 , 6.2 dotycza po-
I
dziatu na elementy state, ale
przej$cie na elementy wyzsze-
Rys.6.6. Naroze prostokatne go rzedu nie zmienito istot-

Fig.6.6. Rectangular corner nie sytuacji.
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TABELA 6.1. (czas 720s)

MEB Btad
1353 1332 1242 1090 1.8 0.6 0.0 0.0
1350 1326 1232 1078 0.6 0.7 1.8 1.7
1358 1332 1218 1029 0.8 2.4 5.6 8.8

1388 1363 1257 1050 1029 1078 1090 1.6 3.1 7.1 16. 8 8.8 1.7 0.0
1431 1413 1351 1257 1218 1232 1242 1.4 2.5 4.5 7.1 5.6 1.8 0.0
1463 1450 1413 1363 1332 1326 1332 0.8 1.6 2.5 3.1 2.4 0.7 0.6

1463 1463 1431 1388 1358 1350 1353 1.0 1.8 1.4 1.6 0.8 0.6 1.8

- TABELA 6.2. (czas 14408)

HEB Btad
1149 1137 1094 1032 2.7 3.5 3.5 1.7
1147 1133 1083 1019 4.0 5.0 5.7 3.4
1150 1132 1056 957 6.2 7.6 11.0 12.0

1173 1154 1073 919 957 1019 1032 7.4 8.9 13.6 24.2 12.0 3.4 1.7
1214 1198 1146 1073 1056 1083 1094 7.0 8.2 10. 7 13.6 11.0 5.7 3.5
1247 1233 1198 1154 1132 1133 1137 5.9 6.8 8.2 8.9 7.6 5.0 3.5

1247 1247 1214 1173 1150 1147 1149 6.0 5.9 7.0 7.4 6.2 4.0 2.7

Analiza wynikéw posrednich w szczeg6lnos$ci wartos$ci diagonalnych elemen-
tow macierzy H, o ktérych wiadomo, ze na gtadkich fragmentach brzegu powinny
wynosi¢ -0.5 (por. rozdz.6.3) pokazata, ze liczone wartos$ci Ht( rdéznig sie
znacznie od oczekiwanych, przede wszystkim w weztach brzegowych lezacych w
poblizu naroza, przy czym taki defekt nie wystepowat zupetnie dla obszaréw
wypuktych. Problem ten nie byt opisany w dostepnej literaturze,gdzie wpraw-
dzie prezentowane byty wyniki dla obszaréw niewypukitych [5,6,7],ale dotyczy-
ty one zadan stacjonarnych, dla ktérych trudnoséci te prawdopodobnie nie po-
jawiajg sie.

W zwigzku z powyzszym podjeto (udane zresztg) préby dodatkowego podziatu
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obszaréw wklestych na podobszary wypukte (ktérych ztozenie tworzy rozpatry-
wany obszar). Na styku arbitralnie wyrdznionych podobszaréw wypuktych nalezy

formalnie przyja¢ warunek brzegowy 1V rodzaju dla kontaktu idealnego W po-

staci
AT(X~ ,t) = _x3T(xVt)
an
X er (6.53)
T(X ,t) = T(x ,t)
Sens tego pomystu ilustruje rys.6.6, na ktéorym naroze podzielono liniag po-

zioma na dwa prostokaty.
W ten sposéb w obszarze pojawiajg sie dodatkowe elementy i wezty brzegowe z
warunkiem IV rodzaju, co niestety zwigeksza wymiar macierzy gtéwnej uktadu
rozwigzujacego,natomiast sama procedura tgaczenia podobszaréw jest stosunkowo
prosta i nie ré6zni sie od opisanej w rozdziale 3 z tym, ze oczywiscie wyro6z-
nione podobszary majag te same parametry termofizyczne.

W tabelach 6.3, 6.4 zebrano wyniki dotyczace omoéwionego uprzednio przy-

ktadu przy podziale naroza jak na rys.6.6.

TABELA 6.3. (czas 720s)

MEB Btad
1350 1331 1245 1092 1.5 0.6 0.2 0.2
1355 1336 1250 1094 1.0 0.0 0.3 0.2
1388 1369 1291 1128 1.3 0.4 0.4 0.8

1413 1401 1344 1240 1127 1097 1096 0.2 0.3 0.2 1.1 0.7 o T 0.5

1438 1429 1395 1342 1289 1258 1254 0.9 1.4 1.2 0.3 0.2 0.3 0.9
1463 1455 1434 1403 1371 1347 1344 0.9 1.3 1.1 0.2 0.5 097 1.5
1464 1465 1446 1420 1391 1368 1364 0.9 0.7 0.4 0.7 1.6 2.0 1.6

Mozna zauwazyé¢, ze otrzymane wyniki sa zdecydowanie lepsze, chociaz nie

uzyskano petnej symetrii pola temperatury,ktéra w rozwazanym przyktadzie
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powinna sie pojawi¢ ze wzgledu na symetrie geometryczng i symetrie warunkow
brzegowych. Wynika to z faktu,ze podobszary na jakie podzielono rozwazane
naroze sga ro6znej wielkoéci i catkowanie numeryczne w obu podobszarach reali-

zowane jest w réznych warunkach geometrycznych (rézne odlegtos$ci miedzy pun-
ktem Zrédta £ a elementami, poktédrych sie catkuje). Inny sposéb podziatu
obszaru D na elementy wypukte o pordwnywalnych wymiarach (np. na trzy kwa-

draty lub dwa trapezy) poprawia doktadnos$é¢ obliczen numerycznych.

TABELA 6.4. (czas 1440s)

MEB Btad
1174 1165 1119 1043 0.5 1.0 1.2 0.6
1185 1175 1128 1047 0.7 1.3 1.4 0.7
1215 1205 1159 1069 0.5 1.1 1.1 0.3
1247 1238 1201 1137 1070 1051 1047 1.0 1.5 1.5 0.4 0.1 0.3 0.2
1277 1269 1242 1203 1163 1138 1130 1.6 2.1 2.1 1.4 0.7 0.5 oz
1303 1294 1273 1244 1213 1189 1180 1.3 1.8 1.8 1.1 0.4 oI 0.3
1303 1304 1283 1256 1226 1201 1191 1.4 1.2 1.1 0.3 0.4 0.7 0.9

Po zakonczeniu czeé$ci pracy, ktédra dotyczyta obliczeA numerycznych przed-
stawionych w tym i nastepnym rozdziale udato sie dotrze¢ do referatu wygto-
szonego przez K. Onishi i T. Kuroki na IV Konferencji BEM w Southampton [8],
w ktérym autorzy stwierdzajag, ze "...Since the domain is not convex we must
divide it into convex subregions in order to retain the accuracy..." i w ten
sposéb trudnos$ci z bezposrednim wykorzystaniem MEB do symulacji niestacjo-
narnego przeptywu ciepta w obszarach niewypuktych zostaty potwierdzone.

Omoéwiona wyzej niedogodno$é nie dyskwalifikuje metody, procedura zszywa-
nia podobszaréw jest powtarzalna, tatwa do zaprogramowania i mozliwy jest do
opracowania program komputerowy tworzenia macierzy gtéwnej uktadu rozwigzu-

jacego prawie bez ingerencji uzytkownika.
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7. PRZYKLADY NUMERYCZNEJ SYMULACJI KRZEPNIECIA | STYGNIECIA ODLEWOW

W rozdziale niniejszym zebrano cze$é¢ uzyskanych przez autora pracy roz-
wigzan numerycznych dotyczacych identyfikacji przebiegu krzepniecia metalu
w uktadzie odlew-forma.

Prezentowane przyktady obejmujg wszystkie typowe technologie odlewnicze,
a mianowicie krzepniecie odlewéw w formach piaskowych, krzepniecie wlewka we
wlewnicy,proces odlewania ciggtego, przy czym rozwazano zar6wno procesy cie-
plne w obszarze metalu krzepnagcego w interwale temperatury jak réwniez zada-
nia z ostrg granicg rozdziatu faz.

Przyjeto nastepujacy sposéb prezentacji wynikow:

1°. Model scalony czyli uktad réwnan i warunkéw tworzgcych opis matema-

tyczny zadania.

2°. Informacja o sposobie modelowania procesu krzepniecia.

3°. Dane dotyczace dyskretyzacji obszaru, stopnia aproksymacji funkcji

na elementach, wyboru schematu MEB.

4°. Prezentacja fragmentéw wynikéw obliczeA numerycznych.

5°. Ewentualne komentarze zwigzane z otrzymanym rozwigzaniem, przydat-

nos$cig metody, realizacja na komputerze.

7.1. MODELOWANIE PROCESU KRZEPNIECIA MIEDZIANEGO PIONOWEGO WLEWKA CIAGLEGO

0 PRZEKROJU KWADRATOWYM [ 1, 2, 3]

Proces wymiany ciepta w obszarze wlewka ciggtego opisuje réwnanie energii

z tzw. pochodng materialng zdefiniowana w nastepujacy sposéb

DT ,t 8T t
L(tx ) (d(f) w 5radT(x,t) . (7-1)



- 114 -

gdzie v = [ ,«2,w”~]-funkcja wektorowa opisujagca pole predkos$ci, x={x],xz,x3}-

wspoOtrzedne prostokatne (przyjecie takiego uktadu wspétrzednych byto zdeter-

minowane rozpatrywanym ksztattem wlewka), wgradT(x,t)-iloczyn skalarny.
Rownania energii opisujace niestacjonarne pole temperatury w ciektej i

zakrzeptej czes$ci wlewka sa postaci

xeD (t): c + w t = - S 9T (x,t _
m( ) mpm dt 3 dx ) (3%, m 3(Xe ) m=1.3 (7.2)

gdzie m=l - obszar cieczy, m=3 - zakrzepta czes$¢ wlewka, w3 jest predkoscia
wyciggania wlewka.

Rozwazany obiekt pokazano na rys.7.1.
Liczne badania doswiadczalne

pokazuja,ze ciepto przewodzo-
ne wzdtuz osi wlewka stanowi
ok. SH ciepta oddawanego w
kierunku poprzecznym tzn. od
osi wlewka do brzegu [ 4].

Tak wiec bez uszczerbku dla
doktadnos$ci modelu mozni opu-
§ci¢ sktadnik ax, gxm %’)\(3—)

Wprowadzono nastepujacy uktad
wspotrzednych y={yj, , y3}:
y,=V y2=V y3=X3 - V'

Zaktadajac dodatkowo,ze para-
metry termofizyczne sg tylko
funkcjami podobszaréw otrzy-

muje sie uktad réwnan
dTy.t) = 4 T(y.t)
WO zx T
m=1,3. (7.3)

Rys.7.1. Rozwazany obiekt Uktad wspoétrzednych zwigzany

Fig.7.1. Considered object z przemieszczajacym sie przez
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urzadzenie do ciggtego odlewania wyréznionym przekrojem poprzecznym przeksz-
tatca pochodng materialng w pochodng temperatury po czasie.

Model matematyczny procesu krzepniecia i stygniecia wlewka ciggtego moz-
na interpretowa¢ jako uktad réwnan i warunkéw dla zadania 2D (przekrd6j pop-
rzeczny),na ktérego obwodzie warunki brzegowe sg funkcjg czasu.Je$li np. od-

dziatywanie krystalizatora i wymiang ciepta w strefie chtodzenia wtdérnego

przyblizy¢ warunkiem brzegowym Il rodzaju (odpowiednie dane mozna znalez¢ m
r 3T t
in. w[ 5,6]),to wchwili t obowigzuje warunek brzegowy -X é}/-—-zzq(t ),

natomiast warunek poczatkowy T(y,O):TP, gdzie TP jest temperaturg zalewania
(przekro6j poprzeczny wlewka w chwili t=0 pokrywa sie ze zwierciadtem ciekte-
go metalu w krystalizatorze). Poniewaz do rozwigzania numerycznego wybrano
metode brzegowych réwnan catkowych skojarzona z metoda przemiennej fazy,wiec
tzw. model scalony nalezato zbudowa¢ w konwencji entalpowej.Tworzy go naste-

pujacy uktad réwnan i warunkow

(7.4)

Al = A3 + Q (por. rys.4.6)

t=0: H(y,0) = H
(y,0) "

przy czym Vnh jest predkos$cig przyrostu fazy zakrzeptej w punkcie yeri3(t) w
kierunku normalnym do brzegu T13(t).
Nalezy podkres$li¢, ze warunek Stefana dotyczy zadania ptaskiego ze wzgledu

na zatozenie o pominieciu sktadowej kondukcyjnej w kierunku ruchu wlewka,na-
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tomiast dwa kolejne potozenia brzegu 1\3(t) N3 (t+At) de facto dotycza
dwéch przekrojow poprzecznych odlegtych od siebie o Ay*w”At od siebie. Moz-
na zauwazy¢, ze rozwigzujac zadanie dwuwymiarowe, w efekcie otrzymuje sie
przestrzenne pole temperatury.

Ze wzgledu na symetrie warunkéw brzegowych na obwodzie wlewka,rozwazano jego
symetryczny fragment ograniczony dwoma osiami symetrii cieplnej (éwiartka).

Sposéb podziatu obszaru D i brzegu r pokazano na rys.7.2.

Rys.7.2. Siatka
Fig.7.2. The mesh

Przedstawiony na tym rysunku podziat dotyczy elementéw liniowych, przy czym

rozwigzano rowniez przyktad, w ktérym wykorzystano elementy state [ 1], Dys-
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kretyzacja brzegu elementami liniowymi wymaga w zasadzie podwdjnej numeracji
weztéw naroznych, w ktérych zmienia sie warunek brzegowy ( np. przejsécie od
warunku | rodzaju do warunku Il rodzaju lub przejscie od warunku =0 do wa-
runku gq*0 itp.). Wezty podwdjne majag te same wspoirzedne geometryczne, ale
przyporzadkowuje sie im inne warunki brzegowe. W prezentowanym przyktadzie
unikniegto podwoéjnej numeracji przyjmujac, ze w narozach 9 i 25 oddawana jest
potowa strumienia ciepta g (t). Okazato sie, ze takie zatozenie nie pogarsza
doktadnos$ci rozwigzania numerycznego.

Sposéb dyskretyzacji obszaru i brzegu pozwalat na bezpos$rednie poréwnanie
wynikéw z wynikami otrzymanymi dla statych clementéw brzegowych i wewnetrz-
nych oraz z obliczeniami metoda réznic skonczonych. W rozwigzaniu wykorzys-
tano | schemat MEB z przyczyn wyjasnionych w rozdziale 5.

Do obliczen przyjeto nastepujgace dane:

- wymiary przekroju poprzecznego wlewka 0.17*0.17m,

- parametry termofizyczne cieczy Ai=250, pi=8300, =544, parametry termo-

fizyczne ciata statego A3=330, p3=8920, C3=420,

- utajone ciepto krzepniecia odniesione do jednostki objetos$ci Q=204000%*

8920, temperatura krzepnigcia Tk =1083°C,

- temperatura zalewania Tp:ll45,

- predkos$¢ odlewania w3=0.00175m/s,

- krok czasu At=2s.

Na rys.7.3, 7.4 pokazano pole temperatury w ¢wiartce przekroju poprzecznego
w odlegtosci 0.045 i 0.07m od gérnej powierzchni wlewka.

Program obliczen numerycznych sktadat sie z czes$ci gtéwnej, ktéora w kazdym
kroku czasu wykorzystywana byta dwukrotnie (formalne sprowadzenie do cieczy
i ciata statego) oraz pewnych dodatkowych procedur, z ktérych najwazniejsza
byta procedura tworzenia warunkéw pseudopoczatkowych dla pierwszego (ciecz)
i drugiego (ciato state) etapow obliczen w kroku At.

Nie mniej waznym elementem programu wykorzystujacego APTM jest procedu-
ra odpowiedniego wtaczania warunkéw brzegowych.lstota metody przemiennej fa-
zy, ktéra sprowadza sie do dwukrotnego przeliczenia pola temperatury wymaga

wtasciwego potraktowania problemu warunkéw brzegowych. Jezeli np.(jak w oma-
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wianym przyktadzie) zadany jest strumien ciepta odprowadzanego od powierzch-
ni wlewka do otoczenia,to wprowadzenie tego warunku do pierwszego i drugiego
etapu obliczen spowoduje, ze w kroku czasu At od powierzchni wlewka zostanie
oddana do otoczenia dwukrotnie wieksza ilo$§¢ ciepta niz ma to miejsce w rze-
czywistos$ci.Tak wiec na jednym z etapdéw obliczen nalezy wlewek formalnie za-
izolowac¢ (na catym obwodzie przekroju poprzecznego q(t)=0). Nie oznacza to
oczywisScie, ze bedzie to etap "martwy"™, przeptyw ciepta nastapi bowiem we

wnetrzu obszaru i spowoduje okres$long zmiane entalpii ( temperatury ). Opis

The course of temperature (dist. 0.045m)
1058 1057 1055 1052 1046 1038 1028 1015 1002

Rys.7.3. Pole temperatury w przekroju poprzecznym wlewka - odlegt. 0.045m

Fig.7.3. Temperature field in the cross section of ingot - dist. 0.045m
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APTM w wersji zrédtowej [ 7, 8] nie rozstrzyga, na ktérym etapie nalezy za-
izolowaé¢ powierzchnie obszaru (autorzy zajmowali sie¢ zadaniami brzegowo-po-
czatkowymi Dirichleta, gdzie problemy takie nie wystepujg). Wydaje sie, ze
z punktu widzenia interpretacji fizycznej metody, nalezy przyja¢ nastepujacy
tryb "przetgczania" warunkéw na brzegu
- jezeli warunek pseudopoczatkowy jest zarazem warunkiem poczagtkowym za-
dania i temperatura przekroju poprzecznego wlewka odpowiada temperatu-
rze zalewania, to proces wymiany ciepta z otoczeniem (krystalizatorem)
kojarzy sie z pierwszym etapem obliczen (sprowadzenie obszaru do fazy
ciektej),
- dla kolejnych krokéw czasu, gdy przy powierzchni wygenerowata sie war-
stwa zakrzepta,warunek -A?'-I’—\=q(x,t) dotgcza sie do drugiego etapu obli-
czen (sprowadzenie obszaru do fazy statej).

The course of temperature (dist. 0.07m)

Rys.7.4. Pole temperatury w przekroju poprzecznym wlewka - odlegt. 0.07m

Fig.7.4. Temperature field in the cross section of ingot - dist. 0.07m
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7.2. SYMULACIA KRZEPNIECIA STALIWNEGO WLEWKA [ 9]

Przedstawione nizej rozwiagzanie byto kolejnym etapem badah nad wykorzy-
taniem metody elementéw brzegowych do symulacji proceséw cieplnych w ukta-
dzie wlewek-wlewnica. Pierwsze z otrzymanych rozwigzan oméwiono w rozdziale
3. 6.

Tutaj zostang pokazane wyniki obliczen numerycznych procesu krzepnigcia
i stygniecia w centralnym przekroju poprzecznym prostokatnego wlewka wytwa-
rzanego w Hucie Sendzimir w Krakowie. Na rys. 7.S pokazano rozwazany przek-

ré6j wraz z odpowiednimi wymiarami.

Rys.7.5. Przekr6j poprzeczny wlewka

Fig. 7.5.. Cross section of ingot

Model scalony dotyczyt opisu przeptywu ciepta w obszarze metalu krzepnacego
w interwale temperatury, oddzialywanie wlewnicy przyblizono warunkiem brze-

gowym Il rodzaju.

Niestacjonarne pole temperatury w objetosci wlewka opisuje uktad réwnan

parabolicznych
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ST — 3T
xeDl)(t): Crrﬁn o * Am,1 5y , (7.5)
e=1 e

z warunkami ciggtoséci strumienia ciepta i temperatury na granicy ciecz-stre-

fa dwufazowa le(t) i strefa dwufazowa-ciato state T23(t):

3Ti 3T B 3TL 3T
2 3n 2 3n 3 3n
x€r12(t )5 xer23(t); (7.6)

T3 = Ts

Nalezy tu przypomnie¢, ze w pojemnosci cieplnej C2 strefy dwufazowej trzeba
uwzgledni¢ wydzielanie sie utajonego ciepta krzepniecia-w prezentowanym roz-
wigzaniu przyjeto C,=C2+Q/(TL-Ts )P2.

Na zewnetrznej powierzchni wlewka (czyli na obwodzie przekroju poprzeczne-
go) zatozono warunek brzegowy Il rodzaju,przy czym jednostkowy strumien cie-
pta byt zaré6wno funkcjg wspoétrzednych geometrycznych jak i czasu: g=q(x,t).
Wzory okres$lajace chwilowe i lokalne strumienie ciepta otrzymano przez apro-
ksymacje wynikéw badan doswiadczalnych wykonanych przez J.Kawalera w Insty-
tucie Odlewnictwa w Krakowie [10] i dotyczacych tego samego wlewka.

Warunek poczatkowy przyporzadkowuje rozwazanemu obszarowi temperature zale-
wania

t=0: T (x,t) = TP . (7.7)
Zadanie rozwigzano sprowadzajagc formalnie obszar wlewka do fazy ciektej tzn.
rozwigzano réwnanie paraboliczne z parametrami ¢ , p], A a nastepnie doko-
nywano korekty kolejnych warunkéw pseudopoczatkowych wykorzystujagc algorytm
i wzory omdwione w rozdziale 5. Wyniki otrzymano na bazie | schematu MEB dla
parabolicznych elementéw brzegowych i wewnetrznych,ktéorymi pokryto 1/4 prze-
kroju poprzecznego wlewka. Elementy brzegowe byty odcinkami, na ktérych wy-
rézniono 3 wezty brzegowe (Srodek i konce odcinka). Temperatura i strumien

ciepta na elementach brzegowych zmieniaty sie¢ parabolicznie. Elementy wewnet-
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rzne byty tréjkatami (w wiekszoséci prostokatnymi i réwnoramiennymi). Na ob-
wodzie kazdego trojkata przyjeto 6 weztéw (3 wierzchotki i 3 $rodki bokéw),
temperature na tréjkacie aproksymowano wielomianem kwadratowym dwé6ch zmien-
nych-por.rys.7.6. Mozna zauwazy¢, ze w narozach, w ktérych nastepowata zmia-
na warunkéw brzegowych zatozono tzw. wezty podwoéjne-na rysunku wezty 11 i 12

oraz 36 i 37.

Rys.7.6. Elementy brzegowe i wewnetrzne

Fig.7.6. Boundary elements and internal cells
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Do obliczen przyjeto nastepujace parametry termofizyczne cieczy,strefy prze-
jéciowej i ciata statego X]=X2=X3=35, ~=820, Pt=7200, c3=650, p3=7500,
P2:7350, C2=73S, C2=7714, temperatury graniczne TI=1505, T__=1470, natomiast
temperatura zalewania Tp:1550.

Sposéb aproksymacji strumienia ciepta na obwodzie wlewka przedstawiono w
pracy [12].
Na rys.7.7, 7.8 pokazano chwilowe pole temperatury dla czaséw t=1800s i
t=3600. Niewielkie zaburzenia w przebiegu izoterm widoczne szczegodlnie na
rys.7.8 sg wynikiem nie tyle btedu metody,co niedoskonatos$ci procedury gra-
ficznej kres$lenia izolinii. Dla matych gradientéw temperatury i siatek troj-

katnych stosowana procedura graficzna nie jest zbyt doktadna.

Rys.7.7. Pole temperatury po czasie t=1800s

Fig.7.7. The temperature field after the time t=1800s
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Rys.7.8. Pole temperatury po czasie t=3600s

Fig.7.8. The temperature field after the time t=3600s

Otrzymane na podstawie przedstawionego algorytmu wyniki mozna oceni¢ tyl-
ko jakos$ciowo, poniewaz dane doSwiadczalne zebrane w [12] dotycza pola tem-
peratury na zewnetrznej powierzchni wlewnicy i posrednio strumieni ciepta
oddawanych z obszaru wlewka do obszaru wlewnicy. Wida¢ jednak, ze model od-
twarza charakterystyczne cechy procesu krzepniecia wlewka ( krzepniecie od
narozy, réwnolegto$¢ izoterm w poblizu osi symetrii, tukowy ksztatt izosoli-

duséw w poblizu przekatnej).
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Na pewnym etapie prac rozwigzano

kwadratowy (bez zaokraglen) przekrdj

réwniez

wlewka pokryto

analogiczne zadanie, przy czym

siatkg kwadratowag i roz-

wazano stale elementy brzegowe i wewnetrzne - rys.7.9.
Rozwigzanie numeryczne otrzyma—
0s
sym. no na bazie metody przemiennej
fazy.
Poniewaz przedmiotem rozwazan
byto staliwo weglowe,wiec prob-
lem krzepniecia w interwale te-
mperatury sprowadzono do zada-
0.42 nia z ostrym frontem i tzw. ek-
wiwalentna temperatura krzep-
niecia (por.rozdz.5). Szczegbty
dotyczagce tego rozwigzania omo6-
wiono w [11], natomiast w tab-
s-yonf. licach 7.1 i 7.2 przedstawiono
pole temperatury w weztach
Rys.7.9. Siatka brzegowych i wewnetrznych wyni-
Fig.7.9. Mesh kajacych z podziatu siatkowego.
TABLIC A 7. 1. TABLI CA 7.2
Czas=3600s Czas=7200s
1399 1267 1226 1067 949 1197 1105 1033 945 846
1492 1435 1364 1303 1144 1022 949 1262 1224 1158 1088 1000 900 846
1525 1511 1479 1428 1326 1144 10b7 1311 1297 1255 1190 1104 1000 945
1530 1525 1525 1509 1428 1303 1226 1388 1374 1337 1275 1190 1088 1033
1560 1560 1547 1525 1479 1364 1267 1521 1505 1420 1337 1255 1158 1105
1560 1560 1560 1525 1511 1435 1399 1560 1536 1505 1374 1297 1224 1197
1560 1560 1530 1525 1492 1560 1521 1388 1311 1262
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7.3. KRZEPNIECIE WLEWKA WE WLEWNICY

Rozwazano przekrdj poprzeczny stalowego wlewka krzepngcego we wlewnicy-

rys.7.10.

Rys.7.10. Przekrdj poprzeczny

Fig.7.10. Lateral section

Mozna zauwazyé, ze wymiary przekroju wlewka odpowiadajg wymiarom z pierwsze-
go przyktadu oméwionego w podrozdziale 7.2.

Przedstawione rozwigzanie byto w pewnym sensie uwieAczeniem badan omo-

wionych poprzednio i potaczeniem szeregu procedur dotyczgcych proceséw ciep-
Inych w krzepnacym wlewku, wymiany ciepta miedzy wlewkiem i wlewnica przy
kontakcie idealnym , przeptywu ciepta przez szczeline gazowa, wymiany ciepta

miedzy wlewnicg a otoczeniem, podziatu obszaru niewypuktego na podobszary

wypukte.
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Przyjeto nastepujacy opis matematyczny wymiany ciepta w uktadzie

STI 8 T
xeD (odlew): Cp - =x82 >m=1,2,3
3T — 3T
xeD (forma): C
4P4 St~ = A4 2
dij \ 3T 3T 3T
Xi 8n— 2 3n Xy am Ay a0
xer  (t) xer (t):
T =7 =T T =T
1 2 L
8T 3T
-A3 3n = -XA 3n”
Xer , (t): (7.8)

przy czym dla t<tod R=0 (t~-czas odejscia )

at ST

— . - N

xer -X4 sn - a(T4 - TB t), Xer, Xn .
t=0: xeD: T(x,t)=TP , t=0: xeDA: T(x,t)=Tpf

Obliczenia cieplne w obszarze wlewka prowadzono identycznie jak w przykta-
dzie poprzednim (korekta warunkéw pseudopoczatkowych), natomiast obszar wle-
wnicy umownie podzielono na trzy podobszary wypukte, w ktérych za pomocg |
schematu MEB rozwigzano trzy réwnania paraboliczne z parametrami termofizy-
cznymi wlewnicy i formalnie przyjetymi warunkami IV rodzaju na liniach roz-
dzielajacych podobszary.

Na rys. 7.11 pokazano siatke w ¢éwiartce centralnego przekroju poprzecznego
wlewka i wlewnicy. Elementy brzegowe i wewnetrzne byty elementami statymi.
Punkty zlokalizowane we wnetrzach trojkatéw byty ich $rodkami ciezkoS$ci i

Czas odejs$cia dobrano eksperymentalnie w ten sposéb, aby temperatura na
zewnetrznej powierzchni wlewnicy w miare doktadnie odpowiadata temperatu-
rze zmierzonej metodami termowizyjnymi na obiekcie rzeczywistym [ 2, 12].
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Triangulacja obszaru wlewka i wlewnicy

Rys.7.11. Siatka

Fig.7.11. The mesh



wykorzystywano je w procedurze catkowania numerycznego.Wezty brzegowe na ze-
wnetrznej powierzchni wlewka oraz wzdtuz linii dzielgcych wlewnice na obsza-
ry wypukte musza mie¢ numeracje podwodjng, co wynika ze sposobu modelowania
warunkéw brzegowych IV rodzaju zaréwno przy kontakcie idealnym jak i przy
warunku z oporem cieplnym. Na zewnetrznej powierzchni wlewnicy przyjeto wa-
runek brzegowy 11l rodzaju. Warunek ten, jak réwniez warunek opisujacy prze-
ptyw ciepta w szczelinie sg nieliniowe.Wsp6tczynniki wymiany ciepta w szcze-
linie (por. rozdz.3.6) i miedzy wlewnicg a otoczeniem sg funkcjami lokalnych
i chwilowych temperatur powierzchni, ktére nie sg znane.Wykorzystany w symu-
lacji algorytm obliczen polegajacy na wprowadzeniu do warunkéw brzegowych
wspoétczynnikéw wymiany ciepta z poprzedniego kroku czasu ( warunki brzegowe
sag "op6znione" w stosunku do czasu liczonego o At) prowadzi do linearyzacji

zadania.

Program podstawowy tzn. numeryczna realizacja zadania brzegowo-poczatko-
wego opisanego réwnaniami parabolicznymi wspé6tpracowatl z nastepujacymi pro-
cedurami

- poprawianie pola temperatury w weztach obszaru wlewka,

- tworzenie uktadu rozwigzujgcego dla trzech podobszaré6w wlewnicy z umow-

nie przyjetymi warunkami IV rodzaju i dla obszaru wlewka,

- obliczenia oporu cieplnego szczeliny gazowej z uwzglednieniem wariantéw

kontakt idealny i kontakt z oporem,

- obliczenia wspo6tczynnika wymiany ciepta miedzy wlewnicg a otoczeniem.

Wyniki symulacji numerycznej przedstawiono na rys.7.12, 7.13, 7.14 i 7.15.
Opisany wyzej problem rozwigzano réwniez wykorzystujagc uog6lniong meto-
de przemiennej fazy (por. np. poz. lit. [17,18] wrozdziale 4) tzn. rozsze-
rzenie algorytmu podanego przez J.Rogersa, A.Bergera i M.Cimenta na przypa-
dek krzepniecia metalu wprzedziale temperatury. Rozwigzanie numeryczne tak

sformutowanego zadania przedstawiono w pracy [12],



Poie temperatury po czasie 15 minut

Rys.7.12. Pole temperatury w przekroju wlewka i wlewnicy (15 min.)

Fig.7.12_Temperature field in the section of ingot and ingot mould (15 min)



Rys.7.13.

Fig.7.13. Temperature field
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e temperatury pc czasie 60 minut

Rys.7.14. Pole temperatury w przekroju wlewka i wlewnicy (60 min.)

Fig.7.14_Temperature field in the section of ingot and ingot mould (60 min)
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Poie' temperatury po czasie 90 minut
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1502 1497 1345 1237
1503 1495 1366 1212
Rys.7.15. Pole temperatury u przekroju wlewka i wlewnicy (90 min.)

Fig.7.15.Temperature field in the section of ingot and ingot mould (90 min)
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7.4. KRZEPNIECIE ODLEWU W HASIE FORMIERSKIEJ

Kolejnym zadaniem dotyczacym symulacji numerycznej proceséw krzepniegcia
i stygniecia sa obliczenia przeptywu ciepta w uktadzie odlew-forma.

Najbardziej typowymi cechami tych zadan sa

-+ztozonoé$¢ geometryczna obiektu (w odréznieniu od wlewkéw i wlewkéw cigg-
tych),

- istotne rézne parametry termofizyczne podobszaréw odlewu i podobszaréw
formy.

Przedmiotem rozwazan byty staliwne wezty cieplne typu L i T, krzepnace
w typowej (w sensie parametréw termofizycznych) masie formierskiej. Weztem
cieplnym nazywa sie te czeé$é¢ odlewu, ktéra krzepnie najdtuzej. W obszarze
ztozonego geometrycznie odlewu mozna z reguty wyrézni¢ tzw. uktady podstawo-
we, ktére krzepng niezaleznie od siebie i na ktére sktada sie zasilany naj-
czeéciej osobnym nadlewem wezet cieplny oraz $cianki do niego przylegajace.
Analiza krzepniecia uktadéw podstawowych jest w zasadzie baza do projektowa-
nia poprawnych technologii wytwarzania odlewéw. Mozna réwniez odlew trakto-
wa¢ catoéciowo i optymalizowa¢ technologie jego wytwarzania za pomoca o0b-
liczen symulacyjnych [14,15,16,17].

Przyktady, ktére rozwigzywano, spetniajg postulat odpowiedniego stopnia
komplikacji geometrycznej i wnioski jakie wynikajag ze sposobu modelowania

przebiegu proceséw cieplnych mozna przenosi¢ na bardziej ztozone obiekty.

7.4.1. KRZEPNIECIE PROSTOKATNEGO WEZtLA TYPU T [18]

Rozwazano wezet cieplny jak na rys.7.16.
Proces przeptywu ciepta w uktadzie wezet-masa formierska opisano uktadem ro-
wnan parabolicznych (7.7a,b) z warunkami (7.7c) na ruchomych brzegach T (t)

123 (t ), warunkiem brzegowym IV rodzaju z kontaktem idealnym na styku odlewu

3T
i formy oraz warunkiem w postaci -\“ ¢n" = ® na Pros”okacie ograniczajacym
rozpatrywany fragment wezta i masy do niego przylegajacej. Warunek poczatko-

wy przyjeto w postaci xsI>: T(x,O):Tp, xeDm: T(x,0)=T _,,gdzie Tpf jest tempe-

pf



raturg poczatkowg masy fTormierskiej.

Rys 7.16. Wezet typu T

Fig 7.16. Hot spot of T type

Obszar wezta pokryto siatkg prostokatrlag, elementy brzegowe byty odcinkami,
natomiast elementy wewnetrzne prostokatami lub kwadratami (byty to elementy

state) - rys.7.17.

Rys.7.17. Siatka

Fig.7.17. The mesh
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Wobszarze masy formierskiej (a $cislej w trzech jej podébszarach) wyréznio-
no zbiér punktéw, w ktérych wyznaczano chwilowe pola temperatury. Zgodnie z
algorytmem przedstawionym w rozdziale 3 zastosowano mieszany wariant MEB a
mianowicie | schemat wykorzystano do obliczen w obszarze wezta, a drugi dla
podobszaréw masy formierskiej. Zatozono przy tym zerowy warunek poczatkowy w
(masa) wprowadzajac do obliczen temperature zdefiniowang nastepujaco:

T = T-TAf. Przeliczanie temperatury na wartos$ci rzeczywiste byto potrzebne
tylko przy drukowaniu wynikéw. Dzieki temu uniknigeto potrzeby catkowania po
wnetrzu podobszaréw , tak wiec dyskretyzacja ograniczyta sie tylko do sta-
tych elementéw brzegowych, natomiast temperature we wnetrzu tego obszaru na
tf poziomie czasu mozna wyznaczyé w zupetnie dowolnym zbiorze wyrdéznionych
punktéw. Poniewaz obszar wezta jest obszarem niewypuklym, wiec zostat on
sztucznie podzielony na podobszary wypukte rozdzielone linig jak na rys.7.16.
Do symulacji krzepniecia wezta wykorzystano wynikajagcag z lokalnych bilanséw
energii procedure poprawiania chwilowych p6l temperatury dla przypadku krze-
pniecia w przedziale <TL,Ts>.

Na rys. 7.18,7.19 , 7.20 przedstawiono chwilowe pole temperatury dla czaséw

t=60, 120, 180s.

Rozktad temperatury (t=60s)

Rys.7.18. Pole temperatury w przekroju wezta cieplnego typu T (60s)

Fig. 7.18. Temperature field in the section of hot spot of T type (60s)
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Rozktad temperatury (t=120s)

Rys. 7.19. Pole temperatury w przekroju wezta cieplnego typu T (1?.05)

Fig.7.19. Temperature field in the section of hot spot of T type (12053)

Rozktad temperatury (t*=180s)

Rys.7.20. Pole temperatury w przekroju wezka cieplnego typu T (130s)
Fig.7.20. Temperature field in the section of hot spot of T type (180s)
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7.4.2. KRZEPNIECIE UKOSNOKATNEGO WEZtA TYPU L

Przedmiotem obliczen zebranych w niniejszym podrozdziale byt ukos$nokat-
ny staliwny wezet typu L krzepnacy w typowej masie formierskiej. Kat miedzy
§ciankami wezta wynosit 60°, grubodci $cianek 0.04m, naroze wewnetrzne byto
zaokraglone, przy czym promien zaokraglenia wynosit 0.015.

Opis matematyczny (model scalony) procesu krzepniecia i stygniecia byt
identyczny jak w przyktadzie poprzednim. Podstawowg réznica miedzy zadaniem
oméwionym poprzednio a zadaniem tutaj prezentowanym byt inny podziat wnetrza
obszaru na elementy (triangulacja) oraz fakt, ze fragmenty brzegu ogranicza-
jacego obszar wezta nie byty prostopadte do osi uktadu wspétrzednych (lokal-
ne cosinusy kierunkowe byty zréznicowane).

Jest to przyktad zadania, w ktérym wida¢ liczne przewagi metody elemen-
tow brzegowych nad najbardziej rozpowszechniong w termodynamice proceséw od-
lewniczych metodg ré6znic skonczonych.Siatka prostokatna w MRS bytaby tu bez-
uzyteczna lub przynajmniej prowadzita do duzych bledéw rozwigzania numerycz-
nego, natomiast zorientowanie wezta we wspdtrzednych afinicznych [ 19, 20]*
prowadzi do bardzo skomplikowanej postaci réwnania energii i koniecznosci

stosowania gestych siatek czasu.

Przyjety podziat siatkowy obszaru wezta cieplnego pokazano na rys.7.21. Je -
zeli uwzgledni¢ symetrie cieplng wzdtuz linii A-A, to obszar wezta wystarczy
podzieli¢ na dwa podobszary wypukte linig B-B - rozpatrujac wezet jako ca-

to$¢ nalezatoby dodatkowo dokona¢ podziatu linig A-A lub w jeszcze inny spo-
s6b. Zaré6wno elementy brzegowe jak i elementy wewnetrzne byty elementami sta-
tymi, do obliczen proceséw cieplnych w obszarze wezta wykorzystano | schemat
MEB z poprawianiem pola temperatury,natomiast dla obszaru formy wykorzystano
Il schemat MEB. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie wyzerowano warunek po-
czatkowy w obszarze formy tzn. wyznaczano pole temperatury
T (x,t)=T(x,t)-Tpf.

Tak wiec punkty wewnetrzne w obszarze formy zaznaczone na rys.7.21 nie od-
grywajg roli weztéw siatki MEB, a tylko arbitralnie wybranych miejsc, w kté-

rych obliczano chwilowg temperature na podstawie brzegowych temperatur i st-
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rumieni ciepta.

Kys.7.21. Siatka

Fig.7.21. The mesh

Z przyczyn technicznych dtugos$ci $cianek przylegajgcych do wezta sg zbyt
krétkie.Z reguty przy analizie krzepniecia tego typu obiektdw przyjmuje sig,
ze w odlegtos$ci ok 49 (g-grubos$¢ $cianki przylegajacej) $cianka ta krzepnie
jak ptyta nieskoficzona i w tym miejscu mozna wezet “uciaé" przyjmujac na

brzegu warunek adiabatycznoéci. Niestety, komputer, na ktérym prowadzono ob-

liczenia (IBM PC/AT/3S6) jak i programy systemowe uniemozliwiaty wprowadze-
nie wiekszej liczby weztéw brzegowych i wewnetrznych w obszarze wezta ciepl-
nego i $cianek przylegajagcych oraz “przedtuzenie" analizowanego fragmentu
$§cianki.

Na rys.7.22 pokazano chwilowe pola temperatury w symetrycznym fragmencie we-

zda cieplnego obliczone dla czas6w 60, 120. 180s.
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Rozktad temperatury (t=60s)

Rozkfcd temperatury (t= 120s)

r :iik-rad temperatury *=1805s)

Rys.7.22. Pole temperatury w przekroju wezda cieplnego

Fig.7.22. Tem; erature field in the section of the hot spot
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8. WNIOSKI

Wopracy przeprowadzono wszechstronng analize mozliwoéci wykorzystania
metody elementéw brzegowych w zadaniach termodynamiki proceséw odlewniczych,
a wszczegélnosci w identyfikacji frontu krzepniecia i niestacjonarnych pél
temperatury w szeroko rozumianym uktadzie odlJaw-forma (odlewy wytwarzane w
masach formierskich, krzepniecie wlewkéw, odlewanie ciggte).

Szczegb6lng uwage zwrécono na praktyczne aspekty wykorzystania metody, a
wiec modelowanie krzepnigcia w interwale temperatury, zadania z ostrym fron-
tem, problemy symulacji warunkéw brzegowych miedzy odlewem i formg (wlewkiem
i wlewnicg), ztozono$¢ geometryczng odlewow.

Z kilku mozliwych reprezentacji MEB dla zadan niestacjonarnych wybrano
metode bezposSredniag wykorzystujacg rozwigzania fundamentalne zalezne od cza-
su. Takie podejscie jest w tej chwili najbardziej popularne i wydaje sig
szczeg6lnie efektywne, co nie oznacza, ze nie mozna adaptowaé¢ réwniez innych
wariantéw MEB do symulacji krzepnigecia i stygniecia metalu w formie.

Jezeli bardzo obszerna literature dotyczacg metod numerycznych podzieli¢
umownie na trzy grupy tzn. teorig, zastosowania i konkretne algorytmy, to
prezentowana praca zawiera w sobie elementy grupy drugiej i trzeciej,dotyczy
bowiem praktyki a nie teorii MEB mimo,ze w tekécie pracy nie mozna byto uni-

knaé wielu rozwazan matematycznych, czesto dos$¢ trudnych.

Na podstawie przeprowadzonych badan, testowanych algorytméw i wynikéw
obliczen mozna sformutowaé nastepujace wnioski
1 . Metoda brzegowych réwnan catkowych potwierdzita swojg efektywnos$¢ do
obliczen przeptywu ciepta w zadaniach termodynamiki proceséw odlewni-
czych.

2°. Szczegdlnie wygodnym sposobem jej realizacji jest potaczenie algoryt-



mu dla liniowych réwnan parabolicznych z procedurami poprawiania pola
temperatury na kolejnych poziomach czasu (np.metoda przemiennej fazy,
korekta na bazie bilanséw energii).

Wobliczeniach przeptywu ciepta w obszarach o istotnie réznych para-
metrach termofizycznych np. odlew i masa formierska najbardziej efek-
tywnym sposobem wykorzystania metody brzegowych réwnan catkowych jest
potaczenie | schematu MEB dla obszaru odlewu i Il schematu dla obsza-
ru formy, w szczegdélnos$ci jezeli mozna przyja¢, ze dla t=0 temperatu-
ra poczatkowa formy jest w catym jej obszarze taka sama.

Podany w pracy sposéb modelowania warunkéw brzegowych na powierzchni
styku odlewu i formy (réwniez przy dodatkowym oporze cieplnym - np.
szczelina gazowa) jest uniwersalny a takze prosty w realizacji nume-
rycznej i jak pokazaty obliczenia testujace doktadny. Nalezy przy tym
podkreéli¢, ze odpowiednia procedura bedzie réwniez poprawna w przy-
padku nieliniowoé$ci warunkéw brzegowych np. zmiennego z temperatura
oporu cieplnego szczeliny gazowej.

Stwierdzono ponad wszelka watpliwo$¢, ze dla zadan niestacjonarnych
podziat rozpatrywanego obszaru na podobszary wypukte jest niezbedny,
oraz, ze sposéb taczenia tych podobszaréw za pomocag formalnie przy-
jetego warunku kontaktu idealnego daje w petni zadawalajace wyniki.
Niewatpliwg zaletg metody elementéw brzegowych jest doktadne odtwo-
rzenie ksztattu rozwazanego obszaru oraz duza dowoino$¢ dyskretyzacji
brzegu i wnetrza. Ma to szczegdlne znaczenie dla zadan praktyki odle-
wniczej, w ktérych istnieje konieczno$¢ analizy obszaréw o ziozonej
geometrii.

Metoda elementéw brzegowych jest metodg pojeciowo dos$é¢ trudng i z ca-
ta pewnoscig metoda réznic skohiczonych czy tez metoda elementéw skon-
czonych sg tatwiej "przyswajalne". 2 drugiej strony jednak przy pew-
nej wprawie i doswiadczeniu mozna taczyé cate bloki powtarzalnych
procedur i tworzy¢ W ten sposéb odpowiednie programy. Miedzy innymi w
ramach tej pracy stworzono réwniez biblioteke najwazniejszych proce-
dur MEB dla zadan brzegowo-poczatkowych, przy czym uzytkownik takiej

biblioteki nie musi by¢ wcale specjalistg w dziedzinie MEB.



ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH W TERMODYNAMICE
PROCESOW ODLEWNICZYCH

STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono problemy wykorzystania brzegowych rédwnan catkowych

w teorii cieplnej proceséw odlewniczych.

Przeptyw ciepta w szeroko rozumianym uktadzie odlew-forma traktuje sie

v pracy jako zadanie brzegowo-poczatkowe 2z ruchomymi granicami-opisane

przez uktad réwnan energii (réwnan Fouriera) uzupeiniony odpowiednimi wa-

runkami jednoznacznofdci.

Wszczeg6lnos$ci rozwazano nastepujace problemy

adaptacje metody elementéw brzegowych do numerycznego rozwigzywania
zadan nieliniowych (w szczeg6lnos$ci problemu krzepniecia),
wykorzystania MEB do obliczen cieplnych w obszarach niejednorodnych o
istotnie réznych parametrach termofizycznych (np.odlew-forma piaskowa),
symulacje przeptywu ciepta w obszarach niejednorodnych z warunkiem
brzegowym zawierajacym w sobie opé6r cieplny na styku podobszaréw (np.
szczelina miedzy wlewkiem a wlewnica),

wykorzystania MEB w zadaniach dwuwymiarowych (2D) dla obszaréw niewy-
puktych,

numerycznej aproksymacji warunku Stefana,

obliczen cieplnych w obszarach metalu krzepnacego w interwale tempera-
tury.



UTILIZATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD IN THERMAL THEORY OF FOUNDRY

SUMMARY

The problems of Boundary Element Method utilization in the numerical mo-
deling of solidification and cooling processes are presented.

Tl.e thermal processes in the wide class of casting-mould systems are
treated as the boundary-initial problems with moving boundaries - described
by a system of partial differential equations (Fourier’'s equations) supple-
mented by the adequate conditions.

In particular the following problems are discussed

- adaptation of the method for numerical solution of non-linear problems

(solidification of metal),

- utilization of BEM for heterogenous areas e.g. casting-mould (the ai;e-

as with essentially different thermophysical parameters),

- numerical simulation in the case of 4th kind boundary conditions with

thermal resistance (e.g. ingot-ingot mould),

- utilization of BEM for non-convex areas,

- modeling of Stefan's boundary conditions,

- thermal computations in the case of solidification in an interval of

temperature.



NPHMEHEHHE METOfIA TPAHHHHbIX 3JIEMEHTQB B TEPMOfIHHAMHKE
JIHTEHHbIX nPOUECGOB

PE3WME

FlpeacTaBneHM npo6neMM npHMeHeHHn MT3 b TepMoaHHaMHKe nHTelHNX npo-
ueccoB.

TennonepeaaMa b cHCTeiie OTnHBKa-<popMa b 3to# padoTe o6pawaeTcn k Ha-
ManbHO-rpaHHMHOft 3aaann ¢ aBnraioiBHMHCH kohi ypaMH - onHcaHOH cncTeMOH
aH<x}>epeHUHanbHMX ypaBHeHHH m cooTBeTCTByiomHX ycnoBHH oaH03HaHeKH«.

B

MacTHOCTH paccMaTpwBaHO cneayioatHe npodneMM

npHcnoco6neHMe Mr3 k HHcneHHOMy peacetHio HenHHeHHHX 3aaan <npe*ae
Bcero 3aaan 3aTBepaeBaHH¢O0,

npHMeHeHHe Mr3 k TepMHMecKHM BMMHcneHHHM ann HeoaHopoaHwx Ten npH
3HaMHTeni>HO pa3Hwx Ten/io”™>H3HHecKHx GBoiicTBax CHn- OTnHBKa-necMaHan
<|>opVe),

MHcneHHoe MoaennpoBaHHe TennonepeHoca b HeoaHopoaHMX Tenax ¢ rpa-
hhmhwm ycnoBHeM IV pona H3 TepMMMecKHM  conpoTHBneHHeM  CHn- 3a3op
MelKfly CITHTKOM K H3nO*HHlieH),

npHMeHeHHe MF3 b aByxMepHMx 3aaanax ana BorHyTMx oodnacTef,
MHcneHHoe MoaenHpoBaHHe ycnoBHn Cle<j>aHa,

TepMHMecKne bmmhcneHHn b odénacmx MeTanna 3aTBepaeBaioHtero b npe-
aene TeMnepaTypbi .






