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1. WSTĘP

N i n i e j s z a  p r a c a  z o s t a ł a  w y k o n a n a  w l a t a c h  1 9 8 7 - 1 9 9 0  w r a m a c h  C e n t r a l n e 

go P r o g r a m u  B a d a ń  P o d s t a w o w y c h  0 2 . 0 9  k o o r d y n o w a n e g o  p r z e z  p r o f .  zw . d r  i n ż .  

Wacława S a k w ę  i  d o t y c z y  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  s y m u 

l a c j i  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  o d le w ó w .

I n s p i r a c j ą  d o  p o d j ę c i a  b a d a ń  w t e j  d z i e d z i n i e  b y ł o  p o j a w i e n i e  s i ę  w l i t e 

r a t u r z e  ś w i a t o w e j  p u b l i k a c j i  d o t y c z ą c y c h  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  b r z e g o w y c h  r ó w -
$

nań c a ł k o w y c h  ( m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h )  d o  p r z y b l i ż o n e g o  r o z w i ą z y w a n i a  

pewnych p r o b l e m ó w  z  d z i e d z i n y  t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h . M e t o d a  wy

d aw ała  s i ę  n a  t y l e  a t r a k c y j n a , a  p r z y  ty m  m a ł o  z b a d a n a  s z c z e g ó l n i e  w z a k r e s i e  

j e j  p r a k t y c z n e g o  w y k o r z y s t a n i a  d o  a n a l i z y  p r o c e s ó w  w y m ia n y  c i e p ł a  w s z e r o k o  

rozu m ianym  u k ł a d z i e  o d l e w - f o r m a , ż e  w p r o w a d z e n i e  n o w e g o  z a d a n i a  d o  CPBP 0 2 . 0 9  

s p o t k a ł o  s i ę  z  p e ł n ą  a k c e p t a c j ą  K o o r d y n a t o r a  i  k i e r o w n i k ó w  g r u p  t e m a t y c z n y c h  

( p r a c ę  w y k o n a n o  w g r u p i e  t e m a t y c z n e j  0 1  k i e r o w a n e j  p r z e z  p r o f . d r  i n ż .  J ó z e f a  

G a w r o ń s k i e g o ) .

P r e z e n t o w a n a  m o n o g r a f i a  z a w i e r a  p r z e d e  w s z y s t k i m  w y n i k i  b a d a ń  w ł a s n y c h ,  

k t ó r e  z r e s z t ą  w f o r m i e  c z ą s t k o w e j  b y ł y  p r z e d s t a w i a n e  w p o s t a c i  p u b l i k a c j i  i  

r e f e r a t ó w  k o n f e r e n c y j n y c h  g ł ó w n i e  w c z a s o p i s m a c h  z a g r a n i c z n y c h  i  n a  k o n f e r e 

n c j a c h  m i ę d z y n a r o d o w y c h  ( FOCOMP’ 8 8 , FOCOMP’ 9 0 ,  2 1 s t  C o n f .  M o d e l l i n g  a n d  S i m u 

l a t i o n - P i t t s b u r g h ,  C o m p u t a t i o n a l  M o d e l l i n g  o f  F r e e  a n d  M o v i n g  B o u n d a r y  P r c b -  

l e m s - S o u t h a m p t o n  -  p o r .  w y k a z  l i t e r a t u r y ) .

W p r a c y  w s z c z e g ó l n o ś c i  p o c z ą w s z y  o d  r o z d z i a ł u  3 z a c h o w a n o  u k ł a d  t e m a 

t y c z n y  t z n . , ż e  k o l e j n e  r o z d z i a ł y  s t a n o w i ą  w pewnym s e n s i e  o d r ę b n e  j e d n o s p k i  

d o t y c z ą c e  r ó ż n y c h  a s p e k t ó w  s y m u l a c j i  p r o c e s ó w  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  n a



b a z i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  -  k o n s e k w e n c j ą  t e g o  b y ł o  z a m i e s z c z e n i e  wy

k a z u  l i t e r a t u r y  o d d z i e l n i e  d l a  k a ż d e g o  r o z d z i a ł u .

I  t a k  w r o z d z i a l e  3 p r z e d s t a w i o n o  p r o b l e m y  m o d e l o w a n i a  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  

d l a  o b s z a r ó w  n i e j e d n o r o d n y c h ,  p o n i e w a ż  z  t a k i m i  z a d a n i a m i  mamy d o  c z y n i e n i a  

w t e r m o d y n a m i c e  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h  n p .  o d l e w - k o k i l a ,  o d l e w - m a s a  p i a s k o w a ,  

w l e w e k - w l e w n i c a  i t p .  R o z d z i a ł  4 d o t y c z y  p r o b l e m ó w  n u m e r y c z n e g o  m o d e l o w a n i a  

z a d a n i a  S t e f a n a  ( o s t r y  f r o n t  k r z e p n i ę c i a ) ,  n a t o m i a s t  w r o z d z i a l e  5 p r z e d s t a 

w io n o  s p o s o b y  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n e j  k r z e p n i ę c i a  w p r z e d z i a l e  t e m p e r a t u r y ,  c o  

z p u n k t u  w i d z e n i a  p r a k t y k i  j e s t  p r z y p a d k i e m  w a ż n i e j s z y m .  W r o z d z i a l e  6 omó

w io n o  z a g a d n i e n i a  m o d e l o w a n i a  d w u w y m iaro w y ch  n i e s t a c j o n a r n y c h  p ó l  t e m p e r a t u 

r y ,  a  w i ę c  s p r a w y  d o ś ć  s z c z e g ó ł o w o  o p i s a n e  w l i t e r a t u r z e , c o  j e d n a k  b y ł o  n i e 

z b ę d n e  d o  z a c h o w a n i a  c i ą g ł o ś c i  wywodów. Z a  " u d z i a ł  w ł a s n y "  a u t o r a  w tym  r o z 

d z i a l e  n a l e ż y  u z n a ć  o p r a c o w a n i e  s z e r e g u  p r o g r a m ó w  i  p r o c e d u r  d l a  z a d a ń  2D 

( d w u w y m i a r o w y c h ) , j a k  r ó w n i e ż  " d o ś w i a d c z a l n e "  p o t w i e r d z e n i e  n i e z n a n e j  s z e r z e j  

w ł a s n o ś c i  m e t o d y  d l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  a  m i a n o w i c i e  z d e c y d o w a n e g o  p o 

g o r s z e n i a  j e j  d o k ł a d n o ś c i  d l a  o b s z a r ó w  n i e w y p u k ł y c h  i  w y n i k a j ą c e j  s t ą d  k o 

n i e c z n o ś c i  f o r m a l n e g o  p o d z i a ł u  t a k i e g o  o b s z a r u  n a  o b s z a r y  w y p u k łe .W  r o z d z i a 

l e  7 z e b r a n o  p r z y k ł a d y  r o z w i ą z a ń  n u m e r y c z n y c h  t y p o w y c h  z a d a ń  z w i ą z a n y c h  z  a -  

n a l i z ą  i  p r o j e k t o w a n i e m  t e c h n o l o g i i  o d l e w n i c z y c h .



2. ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ZAGADNIENIACH PRZEPŁYWU 

CIEPŁA

B a d a n i a  n a d  m e t o d a m i  p r z y b l i ż o n e g o  r o z w i ą z y w a n i a  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h  i  

b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y c h  p r o w a d z o n e  s ą  s z c z e g ó l n i e  i n t e n s y w n i e  w o k r e s i e  o s t a t 

n i c h  d w u d z i e s t u  l a t ,  c o  n i e w ą t p l i w i e  w i ą ż e  s i ę  z  c o r a z  p o w s z e c h n i e j s z y m  wy

k o r z y s t a n i e m  m a s z y n  c y f r o w y c h  w p r a k t y c e  i n ż y n i e r s k i e j .  M e t o d y  n u m e r y c z n e  s ą  

o b e c n i e  s z e r o k o  s t o s o w a n e  d o  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e m ó w  p r z e p ł y w u  c i e p ł a ,  w tym  

r ó w n i e ż  t e o r i i  c i e p l n e j  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h ,  a  w s z c z e g ó l n o ś c i  w t e j  j e j  

g a ł ę z i ,  w k t ó r e j  p r o c e s  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  t r a k t u j e  s i ę  j a k o  z a d a n i e  

b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e  o  r u c h o m y c h  g r a n i c a c h  t z n .  p r o b l e m  o p i s a n y  r ó w n a n i e m  l u b  

u k ł a d a m i  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  u z u p e ł n i o n y c h  o d p o w i e d n i m i  w a r u n 

k am i  j e d n o z n a c z n o ś c i  ( f i z y c z n y m i , g e o m e t r y c z n y m i ,  b r z e g o w y m i  i  p o c z ą t k o w y m i ) .

N a j w i ę k s z ą  p o p u l a r n o ś ć  w d z i e d z i n i e  t r a n s p o r t u  c i e p ł a  z y s k a ł y  s o b i e  me

t o d y  r ó ż n i c o w e  ( MRS) ,  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  (M ES)  a  o s t a t n i o  r ó w n i e ż  e l e m e n 

tów b r z e g o w y c h  (M E B ) .  W s z y s t k i e  t e  m e t o d y  s ą  z r e s z t ą  s z c z e g ó l n y m i  p r z y p a d k a 

mi m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  ( W e i g h t e d  R e s i d u a !  M e t h o d )  i  w s w o j e j  i s t o c i e  

r ó ż n i ą  s i ę  d o b o r e m  t z w .  f u n k c j i  W agowych w k r y t e r i a l n y m  r ó w n a n i u  m e t o d y  o d 

c h y ł e k  [ 1 ] ,

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  n a z y w a n a  t e ż  m e t o d ą  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł 

k ow ych  ma s w o j e  ź r ó d ł a  w o g ó l n e j  t e o r i i  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .  P o  r a z  p i e r w s z y  

r ó w n a n i a  c a ł k o w e  j a k o  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  z a d a ń  b r z e g o w y c h  t e o r i i  p o t e n c j a ł u  

z o s t a ł y  w p r o w a d z o n e  w 1 9 0 3  r o k u  p r z e z  F r e d h o l m a .  Z p o w o d u  t r u d n o ś c i  z n a j d o 

w a n i a  r o z w i ą z a ń  a n a l i t y c z n y c h  w y k o r z y s t a n i e  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o g r a n i c z a ł o  s i ę  

p r z e d e  w s z y s t k i m  d o  b a d a ń  t e o r e t y c z n y c h  d o t y c z ą c y c h  p r o b l e m u  i s t n i e n i a  i  j e 

d n o z n a c z n o ś c i  r o z w i ą z a ń  z a d a ń  f i z y k i  m a t e m a t y c z n e j .  D o p i e r o  w l a t a c h  s z e ś ć 

d z i e s i ą t y c h  ( M . A . J a w s o n ,  G .T .S y m m )  p r z e d s t a w i o n o  n u m e r y c z n e  p o d e j ś c i e  d o  r o 

z w i ą z y w a n i a  b r z e g o w y c h  c a ł k o w y c h  r ó w n a ń  F r e d h o l m a .  O t r z y m a n o  w ó w c z a s  r o z w i ą 
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z a n i a  d l a  p r o s t y c h  p r z y p a d k ó w  z a d a ń  D i r i c h l e t a  ( r ó w n a n i e  L a p l a c e ’ a  z  z a d a n y m  

r o z k ł a d e m  f u n k c j i  n a  b r z e g u )  i  N eum ana  ( t o  s a m o  r ó w n a n i e  z  z a d a n y m  r o z k ł a d e m  

p o c h o d n e j  n o r m a l n e j  n a  b r z e g u  o b s z a r u ) .  P o j a w i ł y  s i ę  r ó w n i e ż  p r a c e , w  k t ó r y c h  

p r e z e n t o w a n o  w y n i k i  o c h a r a k t e r z e  u t y l i t a r n y m , d o t y c z y ł y  o n e  z a d a ń  s t a c j o n a r 

n y c h  o p i s a n y c h  r ó w n a n i a m i  e l i p t y c z n y m i .

S t o s o w a n e  w ty m  c z a s i e  p o d e j ś c i e  d o  t w o r z e n i a  i  r o z w i ą z y w a n i a  b r z e g o w y c h  

r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  n a z y w a  s i ę  o b e c n i e  s f o r m u ł o w a n i e m  p o ś r e d n i m  MEB i  ma on o  

z n a c z e n i e  r a c z e j  h i s t o r y c z n e  [ 2 ,  3 ] ,

S f o r m u ł o w a n i e  b e z p o ś r e d n i e  MEB m o ż n a  t r a k t o w a ć  j a k o  s z c z e g ó l n y  p r z y p a d e k  

m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  i  w t e j  k o n w e n c j i  b ę d z i e  p r e z e n t o w a n e  w n i n i e j s z e j  

p r a c y .

I s t o t ę  p o d e j ś c i a  b e z p o ś r e d n i e g o  i  p e w n e  i n n e  p o w t a r z a l n e  e l e m e n t y  tw o 

r z e n i a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  z o s t a n ą  w y j a ś n i o n e  n a  n a s t ę p u j ą c y m  p r z y 

k ł a d z i e .

P r z y k ł a d

J e d n o w y m i a r o w e  s t a c j o n a r n e  ź r ó d ł o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  o p i s u j e  r ó w n a n i e  P o i s -  

d 2 T
s o n a  w p o s t a c i  A — — + q  = 0  g d z i e  A j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  p r z e w o d z e n i a  c i e -  

d x

p ł a  [W /mK ],  q y - w y d a j n o ś c i ą  o b j ę t o ś c i o w y c h  w e w n ę t r z n y c h  ź r ó d e ł  c i e p ł a  [W/m3 ] .  

R ó w n a n ie  t o  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  x = 0 :  ( T » g j )  =  °>

* = L :  * 2 < T , g )  = 0.

W m e t o d z i e  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  w p r o w a d z a  s i ę  p o j ę c i e  d e f e k t u  r o z w i ą z a n i a

p r z y b l i ż o n e g o  R t z n .  r ó ż n i c y  m i ę d z y  p r a w ą  i  l e w ą  s t r o n ą  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o 

w e g o ,  j e ż e l i  w m i e j s c e  s z u k a n e j  f u n k c j i  w s t a w i ć  r o z w i ą z a n i e  p r z y b l i ż o n e :
2 Ad  T A

R =  A — -  + q  , g d z i e  T j e s t  a p r o k s y m a c j ą  r o z w i ą z a n i a  d o k ł a d n e g o .  ^
d x

K r y t e r i u m  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  ( d o t y c z ą c e  w n ę t r z a  o b s z a r u  D) j e s t  n a s t ę 

p u j ą c e

R w dD =  0 .  ( 2 . 1 )

D

F u n k c j a  w n a z y w a  s i ę  f u n k c j ą  w a g i  i  j e j  p o s t a ć  d e c y d u j e  o  s p o s o b i e  n u m e r y c z 
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n e j  r e a l i z a c j i  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h * ’ ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  j e ż e l i  j a k o  f u n k 

c j e  w a g i  p r z y j ą ć  t z w .  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e  T *  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i a  

c h a r a k t e r y s t y c z n e  d l a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

W p r e z e n t o w a n y m  p r z y k ł a d z i e  r o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l n e  j e s t  p o s t a c i  ( r y s .  2 . 1 ) .

0 . 5

- 0 . 5

R y s . 2 . 1 .  R o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l n e  T 

i  s t r u m i e ń  c i e p ł a  q *

F i g . 2 . 1 .  F u n d a m e n t a l  s o l u t i o n  T*  a n d  

h e a t  f l u x  q *

T =  ( L - | x - ę | ) / 2 A ( 2 . 2 )

W y n i k a j ą c y  z  p r a w a  F o u r i e r a  s t r u -  

3T*m i e ń  c i e p ł a  q -A w y n o s i

q  =  0 . 5  s g n ( x - Ę ) ,

n a t o m i a s t  d r u g a  p o c h o d n a

( 2 . 3 )

d  T 

d x 2
- A ( ę , x ) , ( 2 . 4 )

g d z i e  A ( ę , x )  j e s t  f u n k c j ą  d e l t a  

D i r a c a  [ 4 ) .

T a k  w i ę c  r o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l 

n e  s p e ł n i a  r ó w n a n i e  L a p l a c e ’ a  w 

p r z e d z i a l e  ( 0 , L )  z a  w y j ą t k i e a f  x=Ę 

F u n k c j ę  T* m o ż n a  i n t e r p r e t o w a ć  

n a s t ę p u j ą c o .

W p u n k c i e  Ę w n ę t r z a  p ł y t y  o  g r u b o ś c i  L  p r z y ł o ż o n o  ź r ó d ł o  c i e p ł a ,  k t ó r e  i n i c 

j u j e  u s t a l o n y  p r z e p ł y w  c i e p ł a  w p o d o b s z a r a c h  x e ( 0 , ę )  o r a z  x e ( ę , L ) . W  o b u  f r a -

’ D l a  p r z y k ł a d u  p r z y j ę c i e  w a g i  w p o s t a c i  z b i o r u  f u n k c j i  d e l t a  D i r a c a  s p r o w a 

d z a  MOW d o  m e t o d y  k o l l o k a c j i ,  f u n k c j e  w a g i  k a w a ł k a m i  s t a ł e  d a j ą  a l g o r y t m  

MRS, f o r m a l n e  p o d o b i e ń s t w o  f u n k c j i  w i  a p r o k s y m a c j i  p r z y b l i ż o n e g o  r o z w i ą 

z a n i a  T ( n p .  n a  b a z i e  w i e l o m i a n o w e j )  t o  m e t o d a  G a l e r k i n a  l u b  ( p r z y  d o d a t 

k o w e j  d y s k r e t y z a c j i  w n ę t r z a )  m e t o d a  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  ( M E S ) .
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g m e n t a c h  p ł y t y  g e n e r u j e  s i ę  l i n i o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  ( r o z w i ą z a n i e  j e d n o w y 

m i a r o w e g o  r ó w n a n i a  L a p l a c e ’ a ) .

T a k  w i ę c  k r y t e r i u m  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  p r z y j m u j e  p o s t a ć

[X -d- ^ X) + q v ( x ) J  T * ( ę , x )  d x  =  0 .
dx '

( 2 . 5 )

C a ł k u j ą c  d w u k r o t n i e  p r z e z  c z ę ś c i  w y r a ż e n i e  

s i ę  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n a n i e

\ d  T ( x ) t * ( £ , x )  d x  o t r z y m u j e  
d x

M T * ( C , x ) ^ i | i  -  T ( x ) dT £  x > )
L -L 2 • -L 

Xd  T ( 5 » x ) T ( x ) d x  + 
d x

q ^ x J T  ( f , x ) d x  =  0.

( 2 . 6 )

O z n a c z a j ą c  q  =  - X j — o r a z  w y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś ć  f u n k c j i  d e l t a  D i r a c a :  
rL a x

T ( x ) A ( ę , x ) d x  =  T ( 5 )  [ 5 ]  mamy

T ( C ) =  T ( L ) q  ( ę , L ) - q ( L ) T  ( ę , L ) - T ( 0 ) q  ( < ; , 0 ) + q ( 0 ) T  ( ę , 0 ) + q„  ( X ) T ( £ ,  x ) d x .

( 2 . 7 )

B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  o t r z y m u j e  s i ę  p r z e c h o d z ą c  d o  g r a n i c y  £— > 0 *  o r a z

C— >L’  :

.L
"t ( 0  )

=

0.5 0.5 T ( 0 )

_

T ( L ) 0 . 5  0.5 T ( L )

- L / 2 X  0

0 L / 2 A

q ( 0 )

q ( L )

q v ( * )  [ L - | x |  ] d x / 2 X

, L

q v ( x ) [ L - | x - L | ] d x / 2 X

(-2.8)

J e ż e l i  n p .  q y = 2 ,  A = 2 ,  T ( 0 ) = 0  ( w a r u n e k  I  r o d z a j u ) ,  q ( l ) = - l l  ( w a r u n e k  I I  r o 

d z a j u )  t o  r ó w n a n i a  ( 2 . 8 )  s p r o w a d z a j ą  s i ę  d o  u k ł a d u  d w ó ch  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z 

n y c h  l i n i o w y c h ,  a  m i a n o w i c i e



-  13  -

0

T (  1 )

0 . 5  0 . 5

0 . 5  0 . 5 T ( l )

- 1 / 4  0

0 1 / 4

q(o) 1/4 '
+

- n . !/4 .

s k ą d  q ( 0 ) = - 1 3 ,  T ( l ) = 6 .

M e t o d a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  p o z w a l a  w p i e r w s z e j  k o l e j n o ś c i  n a  

i d e n t y f i k a c j ę  " b r a k u j ą c y c h "  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .  W o g ó l n y m  p r z y p a d k u  n a  t y c h  

f r a g m e n t a c h  b r z e g u  g d z i e  z n a n a  b y ł a  t e m p e r a t u r a  m o ż n a  w y z n a c z y ć  s t r u m i e n i e  

c i e p ł a ,  a  n a  t y c h  g d z i e  z n a n e  b y ł y  s t r u m i e n i e  c i e p ł a  m o ż n a  w y z n a c z y ć  t e m p e 

r a t u r ę .  Z n a j o m o ś ć  f u n k c j i  T i  j e j  p o c h o d n e j  n o r m a l n e j  n a  b r z e g u ,  u m o ż l i w i a  

w y z n a c z e n i e  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T ( x )  w d o w o ln y m  p u n k c i e  ę  z  w n ę t r z a  o b s z a r u  -  

p o r .  r ó w n a n i e  ( 2 . 7 ) .  W p r e z e n t o w a n y m  p r z y k ł a d z i e  t e m p e r a t u r a  w ś r o d k u  p ł y t y  

£ = 0 . 5  w y n o s i

T ( 0 . 5 )  =  6 * | * s g n ( l - 0 . 5 )  + 1 1 * ^ * ( 1 - 11 - 0 .  5 ) | ) -  1 3 * ^ * ( 1 - 1- 0 .  5 1 ) + 
-1 4

+ 0 . 5  

0
{ 1- | x - 0 . 5 | ) d x  =  3.125.

J e s t  t o  w y n i k  d o k ł a d n y ,  p o n i e w a ż  b r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  b y ł y  ś c i s ł y m  o d 

p o w i e d n i k i e m  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  i  c a ł k o w a n i e  s k ł a d n i k a  z  w e w n ę t r z n y m  ź r ó d ł e m  

c i e p ł a  q  m o ż n a  b y ł o  w y k o n a ć  a n a l i t y c z n i e .

P r z e d s t a w i o n y  w y ż e j  p r z y k ł a d  b y ł  o c z y w i ś c i e  b a r d z o  p r o s t y ,  a l e  z a w i e r a ł  

w s o b i e  w i ę k s z o ś ć  i s t o t n y c h  e l e m e n t ó w  b e z p o ś r e d n i e g o  d o c h o d z e n i a  d o  b r z e g o 

wych r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ; n a  k t ó r e  s k ł a d a  s i ę

-  s f o r m u ł o w a n i e  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  ( b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e g o ) ,

-  k r y t e r i u m  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h ,

-  o k r e ś l e n i e  o g ó l n e j  p o s t a c i  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e g o  T *  ( c o  n i e  j e s t  

z a d a n i e m  p r o s t y m  a  c z ę s t o  w r ę c z  n i e m o ż l i w y m  -  p o r .  r o z d z . 6 ) ,

-  c a ł k o w a n i e  k r y t e r i u m  MOW n a  b a z i e  t z w  I I  f o r m u ł y  G r e e n a  i  z  w y k o r z y s 

t a n i e m  w ł a s n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e g o ,

-  g r a n i c z n a  p o s t a ć  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o ,  g d y  £  z m i e r z a  d o  b r z e g u  o b s z a r u .
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W o g ó l n y m  p r z y p a d k u  b r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  r o z w i ą z u j e  s i ę  m e to d a m i  

n u m e r y c z n y m i .  W z a d a n i a c h  dwu l u b  t r ó j w y m i a r o w y c h  (2D i  3D) o r a z  p r o b l e m a c h  

n i e s t a c j o n a r n y c h  c a ł k i  w y s t ę p u j ą c e  w r ó w n a n i a c h  a n a l o g i c z n y c h  d o  ( 2 . 6 )  n i e  

s ą  e l e m e n t a r n e  i  i c h  w a r t o ś c i  m o żn a  w y z n a c z y ć  w s p o s ó b  p r z y b l i ż o n y . W i ą ż e  s i ę  

t o  z  p o d z i a ł e m  c z a s o p r z e s t r z e n i  n a  e l e m e n t y  s k o ń c z o n e  w s z c z e g ó l n o ś c i  p r z e z  

p o d z i a ł  o b s z a r u  D i  j e g o  b r z e g u  n a  e l e m e n t y  w e w n ę t r z n e  i  b r z e g o w e  o r a z  p r z e z  

w p r o w a d z e n i e  d o  r o z w a ż a ń  s i a t k i  c z a s u  ( d l a  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h ) .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  z a jm o w a n o  s i ę  p r o b l e m a m i  n i e s t a c j o n a r n y m i .  W t a k i m  

p r z y p a d k u  i s t n i e j e  k i l k a  s p o s o b ó w  w y k o r z y s t a n i a  MEB d o  i d e n t y f i k a c j i  z m i e n 

n y c h  w c z a s i e  i  p r z e s t r z e n i  p ó l  t e m p e r a t u r y .

Na p o c z ą t k u  l a t  s i e d e m d z i e s i ą t y c h  F . J . R i z z o  i  D . J . E h i p p y  o p u b l i k o w a l i  

k i l k a  p r a c  ( n p . [ 6 ] ) ,  w k t ó r y c h  d l a  f u n k c j i  T ( x , t )  s p e ł n i a j ą c e j  r ó w n a n i e  p ą -

3T 2r a b o l i c z n e  ^  =  a ?  T z a s t o s o w a n o  p r z e k s z t a ł c e n i e  L a p l a c e ’ a  L ( T ( x , t ) )  =
00

=  T ( x , t ) e  p 1 d t  g d z i e  p e R ,  p > 0  j e s t  p a r a m e t r e m  p r z e k s z t a ł c e n i a .  R ó w n a n ie  p a -  
0 ’

r a b o l i c z n e  s p r o w a d z o n o  w t e n  s p o s ó b  d o  r ó w n a n i a  e l i p t y c z n e g o .  T a k  o t r z y m a n e  

r ó w n a n i e  u z u p e ł n i o n e  o d p o w i e d n i o  p r z e k s z t a ł c o n y m i  w a r u n k a m i  j e d n o z n a c z n o ś c i  

r o z w i ą z y w a n o  m e t o d ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d l a  s t a n ó w  s t a c j o n a r n y c h .

T e n  s p o s ó b  p o d e j ś c i a  d o  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  n i e  z d o b y ł  s o b i e  p o p u l a r n o ś c i  

z e  w z g l ę d u  n a  t r u d n o ś c i  z w i ą z a n e  z e  z n a l e z i e n i e m  p r z e k s z t a ł c e n i a  o d w r o t n e g o ,  

c h o c i a ż  j e s t  j e s z c z e  p r z e z  n i e k t ó r y c h  b a d a c z y  r o z w i j a n y  n p .  [ 7 ] .

B a r d z i e j  e f e k t y w n y  w y d a j e  s i ę  a l g o r y t m  n a z y w a n y  k o m b i n a c j ą  m e t o d y  e l e 

m en tów  b r z e g o w y c h  i  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  [ S ] .  R ó w n a n i e  p a r a b o l i c z n e  p r z e 

k s z t a ł c a  s i ę  w t e n  s p o s ó b ,  ż e  j e g o  l e w ą  s t r o n ę  p r z y b l i ż a  s i ę  i l o r a z e m  r ó ż -  

„ i   ____3 T ( x , t )  _  T ( x , t + ń t ) - T ( x , t ) . _ . . . .n ico w y m  — ----- L_>------ — L x w e f e k c i e  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i e  r ó ż 

n i c z k o w e ,  k t ó r e  m o żn a  t r a k t o w a ć  j a k o  r ó w n a n i e  P o i s s o n a .

M e t o d ę  k o m b in o w a n ą  w y k o r z y s t a n o  r ó w n i e ż  d o  m o d e l o w a n i a  p r o b l e m u  k r z e p 

n i ę c i a  ( 9 ] ,
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T r z e c i m  s p o s o b e m  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  b e z p o ś r e d n i e j  d o  z a d a ń  n i e s t a c j o 

n a r n y c h  j e s t  w y k o r z y s t a n i e  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  z  r o z w i ą z a n i a m i  f u n d a m e n 

t a l n y m i  T z a l e ż n y m i  o d  c z a s u  [ 1 , 1 0 , 1 1 ] ,  T a k i  w ł a ś n i e  s p o s ó b  p o d e j ś c i a  b ę 

d z i e  p r e z e n t o w a n y  k o n s e k w e n t n i e  w n i n i e j s z e j  p r a c y  i  o k a z a ł  s i ę  o n  e f e k t y w 

nym n a r z ę d z i e m  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e m ó w  t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h .  

Wyboru o k r e ś l o n e g o  w a r i a n t u  m e t o d y  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  d o k o n a n o  

ś w i a d o m i e ,  p o n i e w a ż  m e t o d a  k o m b in o w a n a  ( b y ć  m o ż e  r ó w n i e  E io g o d n a  d o  o b l i c z e ń  

p ó l  n i e u s t a l o n y c h )  j e s t  j e d n a k  w pewnym s e n s i e  " u c i e c z k ą "  o d  z a d a ń  n i e s t a c 

j o n a r n y c h  n a  g r u n t  l e p i e j  z b a d a n y c h  p r o b l e m ó w  s t a c j o n a r n y c h .

J e d n ą  z  c z ę s t o  p o d k r e ś l a n y c h  z a l e t  m e t o d y  j e s t  m o ż l i w o ś ć  u z y s k a n i a  e f e k 

tyw nego  r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a ,  k t ó r e g o  w y m ia r  j e s t  o  j e d e n  n i ż s z y  n i ż  r o z p a t 

rywany p r o b l e m  b r z e g o w y .  D l a  p r z y k ł a d u  r o z w i ą z a n i e  p r z y b l i ż o n e  r ó w n a n i a  Ł a p 

i ą c e j  d l a  o b s z a r u  2D w y m aga  c a ł k o w a n i a  p o  f r a g m e n t a c h  b r z e g u , a  w i ę c  p o  e l e 

m e n ta c h  j e d n o w y m i a r o w y c h .  W z a d a n i a c h  n i e s t a c j o n a r n y c h  n i e  z a w s z e  m o ż n a  o b 

n i ż y ć  w y m i a r  z a d a n i a  ( n p .  o b s z a r y  ź r ó d ł o w e ) .

W d r u g i e j  p o ł o w i e  l a t  o s i e m d z i e s i ą t y c h  p o j a w i ł y  s i ę  p i e r w s z e  p r a c e  

( C . A . B r e b b i a ,  D . N a r d i n i ,  L . W r ó b e l ,  A . J . N o w a k )  d o t y c z ą c e  p e w n e j  o d m i a n y  MEB 

d l a  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  i  h i p e r b o l i c z n y c h .  M e t o d a  t a  n a z w a n a  DRBEM ( D u a l  

R e c i p r o c i t y  B o u n d a r y  E l e m e n t  M e t h o d )  p r o w a d z i  d o  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ,  w k t ó r y c h  

w y s t ę p u j ą  t y l k o  c a ł k i  p o  b r z e g u  r o z p a t r y w a n e g o  o b s z a r u .  E f e k t  t e n  u z y s k a n o  

j e d n a k  k o s z t e m  i n n y c h ,  d o ś ć  p o w a ż n y c h  k o m p l i k a c j i  b a z o w e g o  a l g o r y t m u  MEB 

[ 1 2 , 1 3 ] ,

M e t o d a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  ma z a s t o s o w a n i e  w w i e l u  n a u k a c h  t e c h 

n i c z n y c h  w ty m  w s z e r o k o  r o z u m i a n e j  m e c h a n i c e ,  h y d r o  i  a e r o d y n a m i c e ,  w y m ia 

n i e  c i e p ł a ,  e l e k t r o t e c h n i c e  i t d .  [ 1 ,  3 ] * 1 .

W o s t a t n i c h  l a t a c h  p o j a w i ł y  s i ę  p o j e d y n c z e  p u b l i k a c j e  d o t y c z ą c e  o b l i c z e ń  

p r o c e s ó w  d y f u z y j n y c h  i  k o n w e k c y j n y c h  [ 1 4 , 1 5 , 1 6 ] ,  s e g r e g a c j i  [ 1 7 , 1 8 ] ,  f i l 

t r a c j i  [ 1 9 , 2 0 ] , w z r o s t u  d e n d r y t ó w  [ 2 1 ] , c o  ś w i a d c z y  o s z u k a n i u  n o w y c h  m o ż l i 

w o ś c i  w y k o r z y s t a n i a  MEB d o  z a d a ń  s p r z ę ż o n y c h  i  p r o b l e m ó w  m i k r o s k o p o w y c h .
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W n i n i e j s z e j  p r a c y  o g r a n i c z o n o  s i ę  d o  z a s t o s o w a ń  MEB w t e r m o d y n a m i c e  p r o 

c e s ó w  o d l e w n i c z y c h .  N a l e ż y  t u  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p r o c e n t o w y  u d z i a ł  p r a c  z w i ą z a 

n y c h  z  p r z e p ł y w e m  c i e p ł a  w p o r ó w n a n i u  z  p u b l i k a c j a m i  d o t y c z ą c y m i  i n n y c h  z a s 

t o s o w a ń  MEB j e s t  s t o s u n k o w o  n i e w i e l k i  ( p o r .  c y k l i c z n e  w y d a w n i c t w a  D e v e l o p 

m e n t s  i n  BEM, P r o c e e d i n g s  o f  t h e  BEM ).  Z k o l e i  w z a k r e s i e  z a g a d n i e ń  p r z e p ł y 

wu c i e p ł a  w i ę k s z o ś ć  p r a c  d o t y c z y  z a d a ń  u s t a l o n y c h  w ty m  r ó w n i e ż  p r a c e  w y so k o  

c e n i o n e j  w ś w i e c i e  g r u p y  z  o ś r o d k a  g l i w i c k i e g o  ( R . B i a ł e c k i , A . J . N o w a k ,  R .N a h -  

l i k ) .  Z a d a n i a  s t a c j o n a r n e  s ą  o  t y l e  ' ’w d z i ę c z n i e j s z y m ”  o b i e k t e m  b a d a ń , ż e  r o z 

w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e  s ą  t y l k o  f u n k c j a m i  z m i e n n y c h  p r z e s t r z e n n y c h  i  n i e  wy

m a g a j ą  c a ł k o w a n i a  p o  c z a s i e  o r a z ,  ż e  i s t n i e j ą  s t o s u n k o w o  p r o s t e  s p o s o b y  l i -  

n e a r y z a c j i  z a d a ń  n i e l i n i o w y c h .  Z d r u g i e j  j e d n a k  s t r o n y  l i c z n e  z a l e t y  m e t o d y  

c z y n i ą  a t r a k c y j n y m  j e j  z a s t o s o w a n i e  r ó w n i e ż  w z a d a n i a c h  n i e s t a c j o n a r n y c h  w 

tym w z a g a d n i e n i a c h  n i e l i n i o w y c h  j a k i m i  s ą  p r o b l e m y  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę 

c i a .

O b s z e r n y  i  a k t u a l n y  p r z e g l ą d  p r a c  d o t y c z ą c y c h  n a j n o w s z y c h  o s i ą g n i ę ć  w 

d z i e d z i n i e  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w n i e l i n i o w y c h  z a d a 

n i a c h  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  p r z e d s t a w i o n o  w [ 2 2 ] ,  n a t o m i a s t  w t e j  p r a c y  om ów ion o  

( r o z d z i a ł  3 i  n a s t ę p n e )  s t a n  b a d a ń  w z a k r e s i e  m o d e l o w a n i a  p r o b l e m u  S t e f a n a .  

N a l e ż y  t u  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  l i c z b a  p u b l i k a c j i  a  w s z c z e g ó l n o ś c i  t y c h ,  w k t ó r y c h  

r o z s t r z y g a  s i ę  p r o b l e m y  p r a k t y c z n e  j e s t  b a r d z o  m a ł a  [ 2 3 , 2 4 ] ,  c h o c i a ż  o w a d z e  

p r o b l e m u  m o że  ś w i a d c z y ć  i n i c j a t y w a  o r g a n i z a c j i  p r z e z  w i o d ą c y  w d z i e d z i n i e  

MEB o ś r o d e k  w S o u t h a m p t o n  w r o k u  1 S 9 1  s p e c j a l n e j  k o n f e r e n c j i  d o t y c z ą c e j  wy

k o r z y s t a n i a  MEB d o  z a d a ń  z  ru c h o m y m i  b r z e g a m i .

W sw o im  z a m y ś l e  p r a c a  s t a n o w i  m o n o g r a f i ę  p o ś w i ę c o n ą  w y k o r z y s t a n i u  MEB 

w t e r m o d y n a m i c e  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h  i  z a w i e r a  p r z e d e  w s z y s t k i m  w y n i k i  b a 

d a ń  w ł a s n y c h ,  d o  k t ó r y c h  n a l e ż y  z a l i c z y ć J

-  s z c z e g ó ł o w ą  a n a l i z ę  m o ż l i w o ś c i  w y k o r z y s t a n i a  MEB d o  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  

z  o s t r y m  f r o n t e m  k r z e p n i ę c i a ,  w tym  p r e z e n t a c j ę  w ł a s n y c h  a l g o r y t m ó w ,

-  b a d a n i a  n a d  p r o b l e m e m  o b l i c z e ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  w o ś r o d 

k a c h  n i e j e d n o r o d n y c h  n p .  o d l e w - f o r m a  l u b  w l e w e k - w l e w n i c a ,

-  o p r a c o w a n i e  m e t o d y  s y m u l a c j i  k r z e p n i ę c i a  p r o c e s ó w  c i e p l n y c h  w o b s z a r a c h
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w y p e ł n i o n y c h  m e t a l e m  k r z e p n ą c y m  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r y ,

-  a n a l i z ę  m o ż l i w o ś c i  z n a j d o w a n i a  e f e k t y w n y c h  r o z w i ą z a ń  d l a  o b s z a r ó w  n i e w y -  

p u k ł y c h ,

-  p r e z e n t a c j ę  p r z y k ł a d ó w  d o t y c z ą c y c h  t y p o w y c h  p r o b l e m ó w  p r a k t y k i  i n ż y n i e r 

s k i e j ,  n p .  k r z e p n i ę c i e  w ę z ł ó w  c i e p l n y c h ,  o b l i c z e n i a  p r o c e s ó w  c i e p l n y c h  w 

o b s z a r z e  w l e w k a  i  w l e w n i c y ,  s y m u l a c j ę  k r z e p n i ę c i a  w le w k ów  c i ą g ł y c h .

Vf k o l e j n y c h  r o z d z i a ł a c h  p r a c y  s t a r a n o  s i ę  d o k ł a d n i e  w y e k s p o n o w a ć ,  k t ó r a  

jej f r a g m e n t y  d o t y c z ą  b a d a ń  w ł a s n y c h ,  a  k t ó r e  s t a n o w i ą  o m ó w i e n i e  i n n y c h  p r a c  

w tym z a k r e s i e ,

H a l e ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p r o c e s y  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  m e t a l u  w f o r m i e  

są w n i n i e j s z e j  p r a c y  t r a k t o w a n e  m a k r o s k o p o w o  t z n .  j a k o  z a d a n i a  o p i s a n e  ró w 

n a n ia m i  e n e r g i i  ( p r z e w o d n i c t w a )  d l a  p o d o b s z a r ó w  o d l e w u  i  f o r m y  o r a z  o d p o w i e 

dnim i w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i ,  p o c z ą t k o w y m i  i  f i z y c z n y m i ,  n i e  a n a l i z o w a n o  p r o b 

lemów s p r z ę ż e ń  t y c h  r ó w n a ń  z  i n n y m i  r ó w n a n i a m i  n p .  o p i s u j ą c y m i  s e g r e g a c j ę ,  

mówiąc k r ó t k o  z a j m o w a n o  s i ę  k r z e p n i ę c i e m  a  n i e  k r y s t a l i z a c j ą  ( z g o d n i e  z  r o z 

r ó ż n i e n i e m  z a p r o p o n o w a n y m  w p r a c y  [ 2 5 ] ) .
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3. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DLA OBSZARÓW NIEJEDNORODNYCH

T y p o w ą  c e c h ą  z a d a ń  d o t y c z ą c y c h  m o d e l o w a n i a  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w p r o c e s a c h  

o d l e w n i c z y c h  j e s t  n i e j e d n o r o d n o ś ć  a n a l i z o w a n y c h  o b s z a r ó w .

M e t a l  k r z e p n i e  w f o r m i e  p i a s k o w e j  l u b  m e t a l o w e j  i  p r z e b i e g  t e g o  p r o c e s u  

z d e t e r m i n o w a n y  j e s t  w a r u n k a m i  w y m ia n y  c i e p ł a  n a  s t y k u  o d l e w u  i  f o r m y  (w 

o g ó l n y m  p r z y p a d k u  s a m a  f o r m a  m o ż e  b y ć  r ó w n i e ż  n i e j e d n o r o d n a  n p .  p o d o b s z a r  

m a s y  p r z y m o d e l o w e j  i  w y p e ł n i a j ą c e j ,  o c h ł a d z a l n i k i  z e w n ę t r z n e  i t d . ) .

W aru n ek  b r z e g o w y  o p i s u j ą c y  w y m ia n ę  c i e p ł a  m i ę d z y  z e w n ę t r z n ą  p o w i e r z c h n i ą  

o d l e w u  i  w n ę k ą  f o r m y  n a z y w a n y  j e s t  w a r u n k i e m  b r z e g o w y m  IV  r o d z a j u  i  s t a n o w i  

z a p i s  m a t e m a t y c z n y  r ó w n a n i a  c i ą g ł o ś c i  s t r u m i e n i a  c i e p ł a :

-X
STO
dn~

T - T
o  m

R -A
3Tm
Sn ( 3 . 1 )

g d z i e  R j e s t  o p o r e m  c i e p l n y m  s t y k u ,  —¿ ~  p o c h o d n ą  w k i e r u n k u  n o rm a ln y m  d o  

b r z e g u  T o b s z a r u ,  w s k a ź n i k  " o "  i d e n t y f i k u j e  o b s z a r  o d l e w u ,  a  " m "  f o r m y .

Gdy R = 0  ( k o n t a k t  i d e a l n y )  t o  w a r u n e k  ( 3 . 1 )  p r z y j m u j e  p o s t a ć

-X

T _ T 
o ■

ST
o

Sn

STa
Sn"

( 3 . 2 )

W t a k i m  p r z y p a d k u  o b o k  c i ą g ł o ś c i  s t r u m i e n i a  c i e p ł a  p o s t u l u j e  s i ę  c i ą g ł o ś ć  

p o l a  t e m p e r a t u r y  n a  b r z e g u  r .

B a d a n i a  n a d  e f e k t y w n o ś c i ą  MEB d l a  z a d a ń  t e o r i i  c i e p l n e j  p r o c e s ó w - o d l e w -  

n i c z y c h  w y m a g a ł y  r o z s t r z y g n i ę c i a  k i l k u  i s t o t n y c h  p r o b l e m ó w :

-  o p r a c o w a n i e  a l g o r y t m ó w  z a p e w n i a j ą c y c h  o d p o w i e d n i ą  d o k ł a d n o ś ć  o b l i c z e ń  

n u m e r y c z n y c h  d l a  p o d o b s z a r ó w  o  i s t o t n i e  r ó ż n y c h  p a r a m e t r a c h  t e r m o f i -  

z y c z n y c h  n p .  o d l e w - f o r m a  p i a s k o w a ,
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-  opraco w an ie  metod s y m u l a c j i  num erycznej  wzajemnego o d d z ia ły w a n ia  pod- 

obszarów  o z b l i ż o n y c h  p a ra m e tra c h  t e r m o f iz y c z n y c h  a l e  z  uw zględ nien iem  

oporu  c i e p l n e g o  (np. u k ła d  w lewek-wlewnica, c z y  t e ż  o d l e w - k o k i l a ) , a  

w ięc  t a k i c h  przypadków, g d z i e  między odlewem a form ą g e n e r u je  s i ę  

s z c z e l i n a  gazowa.

N a le ży  t u  p o d k r e ś l i ć ,  że  i s t n i e j ą  r o z w ią z a n ia  a n a l i t y c z n e  d l a  dwóch

p ó ł p r z e s t r z e n i  p o z o s t a j ą c y c h  z e  so b ą  w k o n t a k c i e  idea ln ym  o r a z  d l a  dwóch

p ó ł p r z e s t r z e n i  z e  zm ie n ia jąc y m  s i ę  z g o d n ie  z prawem pierw iastkow ym  R *  f  vit 

oporem s z c z e l i n y  (£  j e s t  dowolną s t a ł ą ) .

W t e j  s y t u a c j i  n a j b a r d z i e j  sensowną wydawała s i ę  a n a l i z a  ro zw iązań  nu

merycznych d l a  zad ań  jednowymiarowych. Na p o d s t a w ie  otrzym anych ro zw iązań  

oraz i c h  porów nania  z ro z w ią za n ia m i  dokładnymi możliwe b y ło  form ułow anie  

odpowiednich wniosków.

Rozważono dwa p o d o b sz a r y  j a k  na rysunku .

R y s . 3 . 1 .  P o l e  t e m p e ra tu r y  p r z y  R=0 1 R*0 

F i g . 3 . 1 .  Tem peraturo  f i e l d  f o r  R=0 and R*0

Zmienne w c z a s i e  p o l e  te m p e ra tu r y  w p ó ł p r z e s t r z e n i a c h  D , D o p i s u j e  u k ła d1 4
równań różn iczkow ych  w p o s t a c i

S T ,  i  x '  ,  t ) 8‘  T  ( X '  ,  t )

a t  a ! T 7 I

8T (X, t ) 8 T {X, t )

8x' 8t (3.3)
8x

z warunkami brzegowymi
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«' =  »  : t ł ( x '  , t )  =  T , ( 3 . 4 )

3T ( x ' , t )  T ( x ' , t ) - T  ( x , t )  8T ( x , t )
X  =  X' =  O : - X  — =-3-,----  =  — ----- =    =  X — i-,------ ,1 83? R 4  a x  ’ ( 3 . 5 )

i  w a r u n k i e m  p o c z ą t k o w y m

t  =  0 :  T ( x ' , t ) = T p , T4 ( x , t )  =  Tp f , ( 3 . 6 )

p r z y  i zym p r z y  o b l i c z a n i u  s t a ł y c h  c a ł k o w a n i a  w a r u n k i  t e  p r o w a d z ą  d o  z a l e ż 

n o ś c i  i d e n t y c z n y c h  j a k  w a r u n k i  d l a  x=t» i  x '=«o .

D l a  p r z y p a d k u  R = 0  ( s k ą d  T s ( 0 , t ) = T 4 ( 0 , t ) ) o t r z y m u j e  s i ę  [ 1 ]

T ( x ' , t )  =  + ( T p - T J  e r f ( x ' / 2 ^ r T  ) ,

T 4 ( x , t )  =  Tk + ( T p f - T k ) e r f  ( x / 2 v 1 F T  ) ,

( 3 . 7 )

x / 2 V a ^ t

e x p ( - u 2 ) d u ,  Tk j e s t  t e m p e r a t u r ą  k o n 

t a k t u  i  w y n o s i  Tk = ( T p +T p f b 4 / b i 1 / ( 1 + ^ / ^  ) ,  b  c ( , 1 = 1 , 4 .

Z k o l e i  d l a  z a d a n i a  j e d n o w y m i a r o w e g o  z  o p o r e m  c i e p l n y m  s t y k u  R ( t ) =  pVnt [ 2 ]

T ( x ' , t )  =  Tk t  +  ( T p - T k i ) e r  f  ( x '  / 2 V a ~ " t ) ,

T4 ( x , t )  =  Tka  +  ( T -  Tk 2 ) e r f ( x / 2 v ^ t ) ,

( 3 . 8 )

T i c 2  =  [ i 3 4  ( 1 + p i  > T p r  +  f J 1 T p ] / [ ( l + i 3 i

g d z i e  ^ = ( 3  , i = l , 4 .

I s t n i e j e  r ó w n i e ż  r o z w i ą z a n i e  a n a l i t y c z n e  o p i s u j ą c e  k r z e p n i ę c i e  o d l e w u  

w k s z t a ł c i e  p ó ł p r z e s t r z e n i  w p ó ł n i e s k o ń c z o n e j  f o r m i e  ( r o z w i ą z a n i e  S c h w a r -
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tza  [ 1 ] ) . Ponieważ je d n a k  ce lem  badań w prezentowanym r o z d z i a J e  b y ło  p o s z u k i 

wanie n a j l e p s z y c h  algorytm ów  sy m u lu jąc y ch  przep ły w  c i e p ł a  p r z y  warunkach IV 

r o d z a ju ,  w ięc  d o ł ą c z e n i e  do modelu dodatkowo k r z e p n i ę c i a  p o d o b sz a r u  Di mog

łoby t y l k o  z a c ie m n ić  o b ra z  i  u t r u d n i ć  i d e n t y f i k a c j ę  optym aln ego  a lg o ry tm u .

W d a l s z y c h  r o z d z i a ł a c h  p r a c y  z o s t a n ą  p r z e d s t a w io n e  rów nież  r o z w ią z a n ia  

d la  z ło ż o n y c h  g e o m e try c z n ie  obsza rów ,  p r z y  o b l i c z e n i a c h  k t ó r y c h  w y k o rz y s t a 

no d o ś w ia d c z e n ia  z d o b y te  na b a z i e  s z c z e g ó ło w e j  a n a l i z y  ro zw ią za ń  jednowy

miarowych.

3 .1 .  RÓWNANIA CAŁKOWE DLA JEDNOWYMIAROWYCH RÓWNAŃ PRZEWODNICTWA CIEPŁA

R o zp a trz o n o  ponownie dwa n ie je d n o r o d n e  o b s z a r y  Dj i  D̂  ( r y s . 3 . 2 ) .

R y s . 3 . 2 .  P o d o b sz a r y  Dj i  D̂  

F i g . 3 . 2 .  S u b - a r e a s  D and D

N i e s t a c j o n a r n e  p o l e  te m p e ra tu r y  w ty ch  o b s z a r a c h  o p i s u j e  u k ła d  równań 

F o u r ie ra

x  <x<x  : c  p
o i  1 K

3T ( X, t  ) a Tx ( X, t )

l 3t 3x

5T4 ( x , t )  3 T ( x , t )
x  < x<x  : c  p ------- —  = X--------------1 2 4 4  3t 4 o 2

z warunkami brzegowymi

( 3 . 9 )

Tt ( x , t )  =  Tj lu b  q t ( x , t )  =  -X]
S T ( x , t )

lu b  q ( x , t )  =  -X
aT ( x , t )

(3.10)

i ax = a ( T  ) [ (T ( X , t ) - T  ],
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ST ( x , t )
T 4 ( x , t )  =  T4 l u b  q 4 ( x , t )  =  - X 4 ----- ^ -----  =  q 4 ,

ST ( x , t )
l u b  q 4 ( x , t )  =  - X 4 ---------  =  a ( T 4 ) I ( T 4 ( x , t ) - T (<)l ,

(3.11)

g d z i e  a ( T )  j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  w y m ia n y  c i e p ł a  m i ę d z y  o b s z a r e m  a  o t o c z e 

n i e m  o  t e m p e r a t u r z e  T^.

Ha s t y k u  p o d o b s z a r ó w

ST ( x , t )  T ( x , t ) - T  ( x , t ) ST ( x , t )
x = x , : "  5 x  =  R ( T t , T 4 ) = ' \  s x  * ( 3 . 1 2 )

g d z i e  R ( T  , T  ) j e s t  o p o r e m  c i e p l n y m .  W p r z y p a d k u  i d e a l n e g o  k o n t a k t u  R =0  i  

w t e d y  T t ( x , t )  =  T4 ( x , t ) .

D a n y  j e s t  r ó w n i e ż  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y

t = 0 :  T j t K . t ) » ^  ,  T4 ( x , t )  =  T . ( 3 . 1 3 )

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w ymaga  p r z e d s t a w i e n i a  p o w y ż s z e g o  o p i s u  

m a t e m a t y c z n e g o  w p o s t a c i  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ,  p r z y  c z y m  i s t n i e j e  k i l k a  s p o s o 

bów o t r z y m a n i a  t y c h  r ó w n a ń  [ 3 ] ,  T u t a j  z a s t o s o w a n o  t z w .  s f o r m u ł o w a n i e  b e z 

p o ś r e d n i e  MEB b a z u j ą c e  n a  m e t o d z i e  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  i  w y k o r z y s t u j ą c e  z a 

l e ż n e  o d  c z a s u  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e .

M e t o d a  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  p r o w a d z i  d o  n a s t ę p u j ą c e g o  r ó w n a n i a

tF S2 T ST
fF
r a2 T ST

<a . - 3F- >T. dxdt + (“4 - ¿ ' W -  )T4 dX<lt = 0 ( 3 . 1 4 )

t D , ■°D2

g d z i e  [ t ° , t r ] j e s t  r o z w a ż a n y m  p r z e d z i a ł e m  c z a s u ,  a i =X i / p j c i , a 4 =X 4 / p 4 c 4 ,
• •

T i ’ T*  t z w - r o z w i ą z a n i a m i  f u n d a m e n t a l n y m i .  D l a  j e d n o w y m i a r o w e g o  z a d a n i a  

i  o b s z a r ó w  z o r i e n t o w a n y c h  w p r o s t o k ą t n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  m a j ą  o n e



postać [3,4,5]

T = e x p [ - r  ( t

0
-t)]/2(Tra (t -t) t s t

t > t F
m = l , 4, (3.15)

g d z i e  r = | x - £ |  j e s t  o d l e g ł o ś c i ą  m i e d z y  p u n k t e m  £ ,  w k t ó r y m  u m i e s z c z o n e  j e s t  

ź r ó d ł o  c i e p ł a  i  r o z w a ż a n y m  p u n k t e m  x ,  x , ę € D ^ ,  m = l , 4 .

R ó w n a n ie  ( 3 . 1 4 )  j e s t  s p e ł n i o n e  k i e d y

-  § £ > T * d x d t  =  0 , ( 3 . 1 6 )

t  x

g d z i e  d l a  o b s z a r u  D] a = a t , T = T t o r a z  n = 0 ,  n a t o m i a s t  d l a  o b s z a r u  Dz a = a 4 , 
• •

T = T  o r a z  n = l .
4

Można ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e

ST X ( x - ę )
_  ̂    —

*  S x  i - 1 / 2  , 3 / 2  < » F  . » 3 / 24 Ti a  ( t  - t )
e x p [ - r  / 4 a  ( t  - t ) ]  , m = l , 4 .  ( 3 . 1 7 )

C a ł k u j ą c  d w u k r o t n i e  p r z e z  c z ę ś c i  w z g l ę d e m  z m i e n n e j  x  p i e r w s z e  s k ł a d n i k i -  

r ó w n a ń  ( 3 . 1 6 )  i  c a ł k u j ą c  p r z e z  c z ę ś c i  w z g l ę d e m  z m i e n n e j  t  d r u g i e  s k ł a d n i k i  

t y c h  r ó w n a ń  o t r z y m u j e  s i ę

_1
p c

n = o , 1 .

W y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  r o z w i ą z a ń  f u n d a m e n t a l n y c h  [ 6 ]  a  w s z c z e g ó l n o ś c i

tr X n ♦ 1 .Xn ♦ 1 _2 _• „ * r \ „  ,
( T q *  ” T* q )

0

d t  +
XR o ; l a f ?  + ^  ) T d x d t  "

• 1 
T Tj

a a T (€>*»* ;*> + gJ_Ji|{.x,tF ł t )  =  - A ( £ , x )  A ( t F , t ) , ( 3 . 1 9 )

l i m  T*  ( ę , x ,  t F , t ) =  A ( ę ,  x ) ,  
t - > t

(3.20)



oraz [7]

n+1 fl2T* AT*
( a ^ ~  + w  )Tdxdt = - T ( e , t F ) ,

d x  z
(3.21)

u z y s k u j e  s i ę  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  w p o s t a c i

„ t '

T, (5,t ) + T j  ( € , x , t  , t ) q t ( x , t ) d t

? !  ( ? , x , t  . t J T j  ( x , t ) d t  + T * ( ę , x , t F , t ° ) T i ( x , t ° ) d x ,

( 3 . 2 2 )

_t
T ( C ,  t r ) + T j ę , x , t F , t ) q 4 ( x , t ) d t  =

t r x 2

( ę . x , t F , t ) T 4 ( x , t ) d t  +

°
X i

T *  ( ę , x , t F , t °  ) T ( x , t °  ) d x .

( 3 . 2 3 )

T a k  w i ę c ,  z m i e n n e  w c z a s i e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w p o d o b s z a r a c h  Di i  

o p i s a n e  u k ł a d e m  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  ( 3 . 9 )  z  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  ( 3 . 1 0 )  -  

( 3 . 1 2 )  i  w a r u n k i e m  p o c z ą t k o w y m  ( 3 . 1 3 )  m o ż e  b y ć  o p i s a n e  u k ł a d e m  r ó w n a ń  c a ł 

k o w y c h  ( 3 . 2 2 ) - ( 3 . 2 3 ) .  Do r ó w n a ń  t y c h  w p r o w a d z a  s i ę  z n a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e

( 3 . 1 0 )  -  ( 3 . 1 2 )  i  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  ( 3 . 1 3 ) .

P o d s u m o w u j ą c ,  u k ł a d  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  ( 3 . 2 2 ) - ( 3 . 2 3 )  j e s t  ró w n o w a ż n ą  

f o r m ą  o p i s u  m a t e m a t y c z n e g o  p r z e d s t a w i o n e g o  r ó w n a n i a m i  ( 3 . 9 ) —( 3 . 1 3 )  i  t a  

w ł a ś n i e  f o r m a  j e s t  w y k o r z y s t y w a n a  w m e t o d z i e  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

3 . 2 .  I  SCHEMAT METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DLA JEDNOWYMIAROWEGO NIEUSTALO

NEGO PRZEPŁYWU C IE P ŁA  (DLA OBSZARÓW NIEJEDNORODNYCH)

N i e c h  t r 1 i  t f o z n a c z a j ą  dwa w y r ó ż n i o n e  p u n k t y  s i a t k i  c z a s u  

At : 0 = t ° < t ‘ < .  . . < t f " 1 < t f  < .  . . t F <oo i  ń t = t f - t r ' 1 .



P i e r w s z y  s c h e m a t  MEB d l a  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  [ 3 ]  p o z w a l a  o t r z y m a ć  p o l e  

t e m p e r a t u r y  d l a  t f  p o z i o m u  c z a s u  t y l k o  n a  p o d s t a w i e  z n a n y c h  w a r t o ś c i  t e m 

p e r a t u r y  d l a  t f _ 1  p o z i o m u  c z a s u .  T a k  w i ę c  p r z e j ś c i e  o d  t f _ 1  d o  t f j e s t  

t r a k t o w a n e  z a  k a ż d y m  r a z e m  j a k o  n owe z a d a n i e , a  w y z n a c z o n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  

s t a n o w i  w a r u n e k  p s e u d o p o c z ą t k o w y  d l a  n a s t ę p n e g o  k r o k u  o b l i c z e ń .

N u m e r y c z n a  a p r o k s y m a c j a  r ó w n a ń  ( 3 . 2 2 ) - ( 3 . 2 3 )  ma w tym  p r z y p a d k u  p o s t a ć

T ( ę , t  ) + —  ' s ’ ' p c T ( C , x , t  , t ) d t  q ( x , t  )

f - 1
pc- t f X n ♦ 11

p c q *  ( £ , x , t r , t ) d t  T ( x , t f ) +
X

f - i n
T*  ( ę , x ,  t f , t f ~ 1 ) T ( x , t f - ’ ) d x ,

n = 0 , 1 ( 3 . 2 4 )

g d z i e  x  < £ < x  d l a  n = 0  i  x  < £ < x  d l a  n = l .0 ^ 1  1 2

C a ł k o w a n i e  p o  c z a s i e  m o ż n a  w y k o n a ć  m e t o d a m i  a n a l i t y c z n y m i :

T- ( ę , x , t r , t ) d t  =  ✓ A t / n a '  e x p  ( - r 2 / 4 a i t ) -  r  e r f c  ( r / 2 i / a A t 1  ) / 2 a ,  ( 3 . 2 5 )

-t
q ’ ( ę , x , t f , t ) d t  =  A s g n ( x - ę ) e r f c ( r / 2 v ,a A t l ) / 2 a , ( 3 . 2 6 )

p r z y  c z y m  e r f c ( . )  =  1 -  e r f ( . ) .

W s t a w i a j ą c  ( 3 . 2 5 ) ,  ( 3 . 2 6 )  d o  ( 3 . 2 4 )  o t r z y m u j e  s i ę

T ( C , t f ) = [S q n * X~ — e r f c ( r /Z y^A t1 ) T ( x ,  t r )]

[ / A t / n A p c 1 e x p ( - r 2 / 4 a A t ) -  e r f c ( r / 2 V a A t 1 ) ] q ( x , t ’

1
zT iraA t1

n ♦ i
T ( x , t f _ 1 ) e x p ( - r 2 / 4 a A t ) d x  , n = 0 , l . ( 3 . 2 7 )

Aby w y z n a c z y ć  b r a k u j ą c e  s t r u m i e n i e  c i e p ł a  l u b  t e m p e r a t u r y  n a  b r z e g a c h  p o d -



o b s z a r ó w  D4 i  p r z e c h o d z i  s i ę  z  p u n k t e m  ź r ó d ł a  £ ń °  b r z e g ó w  o d p o w i e d n i c h

p o d o b s z a r ó w  i  o t r z y m u j e  s i ę  w t e n  s p o s ó b  c z t e r y  c a ł k o w e  r ó w n a n i a  b r z e g o w e .

I  t a k  d l a  £ — >x~  i  £— > x * ł i (  n = 0 , l  u k ł a d  r ó w n a ń  ( 3 . 2 7 )  p r z y j m u j e  p o s t a ć

1
« 1 1

1
« 1 2

0 0
'«i < X o > t f  > h ; 2

0 0 T ( X o , t f )
> ; ■

1
^ 2  1

1
• ^ 2  2

0 0
« 1  ) S h 2 . h 2  2

0 0 T (X  , t f )
i ' i 9 1

+
p 1
2

0 0
4

« 1 1
4

^ 1  2 q 4 ( x , t f ) 0 0 h 4
1 1

h 4
1 2

T ( x  , t f )i * l ’ ' p 4
1

0 0
4

^ 2  1
4

^ 2  2
q 4 ( x 2 , t f ) 0 0 h 4

2 1
h 4
2 2

T ( x  , t f  )4 2 1 p 4
2

( 3 . 2 8 )

g d z i e

g " j =  5 X  e r f c f L / W a A t 1 ) -  V A t / i r A p c' e x p  ( - L 2 / 4 a  A t ) ,  g “ 2 =  - g “ , ,

g ” l =  - / A t / n A p c ' , g “ 2 =  - g ” , ,

h " ,  =  h " 2 =  - 0 . 5 ,  h * 2 =  h‘ t =  0 . 5  e r f c (  L /2 V a A t7  ) ,

p "  =  1
i -  2v'iraAt'

P °  =  12 2ViiaAtl

x n + 1
T ( x , t f ’ 1 ) e x p [ - ( x - x  ) 2 / 4 a A t ]  d x ,  ( 3 . 2 9 )

T ( x , t  ) e x p [ - ( x - x n ł i  ) / 4 a A t ] d x ,

p r z y  c z y m  a  =  a ; , A =  A4 , p  =  p 4 ,  c  =  c j , L = | x i ~ x q | d l a  o b s z a r u  ( m = l )

i  a = a 4 , A =  X4 , p  =  p 4 ,  c  =  c ^ , L = ] x 2 ~ x t | d l a  o b s z a r u  ( m = 4 ) .

W aru n e k  b r z e g o w y  IV  r o d z a j u  ( 3 . 1 2 )  m o ż e  b y ć  n a p i s a n y  w n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i

q ( x ,  , t '  ) =  -A
ST ,  ( x  , t ‘ )

=  -A
ST. ( * ,  )

a x  i a x

T 4 ( x i , t f ) =  T ( x  , t f ) -  q ( Xi , t f ) R ( T  , T 4 )

( 3 . 3 0 )

T a  p o s t a ć  z a p i s u  w a r u n k u  b r z e g o w e g o  IV  r o d z a j u  p o z w a l a  n a  o p r a c o w a n i e  j e d -
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nej p r o c e d u r y  m o d e l u j ą c e j  o b y d w a  w a r i a n t y  t e g o  w a r u n k u  , p o n i e w a ż  z  u k ł a d u  

równań m o ż n a  w ó w c z a s  o b l i c z y ć  q ( x j J t f  ) i  T 1-(xt , t f ) ł a  z  w a r u n k u  ( 3 . 3 0 b )  t e m 

p e r a t u r ę  T (X  , t f ) ( o c z y w i ś c i e  d l a  R = 0  T j ( x j , t r ) =  T4 ( x j , t r ) ) .

Po w p r o w a d z e n i u  ( 3 . 3 0 )  d o  ( 3 . 2 8 )  o t r z y m u j e  s i ę

1
»11 - 4 4 0 \ i x Q, t r ) ■ 4 0 >;■

1
«2 1 “4 4 0 Tx (X  , t f )

- 4 0 [ W ? '  >j + p12

0 - h 41 1 g 4 + h 4 R11
4
1̂ 2 q(xt , t f  ) 0 4 T, (X2 , t f ) p41

0 ‘ 4 g 4 + h 4 R2 1 2 1
4

*2 2 q4 i x2 »tr ) 0 4 p 42

C a łk i  P"  , P "  , m = l , 4 m o ż n a  o b l i c z y ć  n u m e r y c z n i e .  W ty m  c e l u  p r z e d z i a ł  c a ł 

k ow a n ia  [ x  » x n ł l ] d z i e l i  s i ę  n a  p e w n ą  l i c z b ę  p o d p r z e d z i a ł ó w  i  c a ł k ę  w p r z e 

d z i a l e  [ x  , ' x  ł t ) z a s t ę p u j e  s i ę  su m ą  c a ł e k  w t y c h  p o d p r z e d z i a ł a c h .  W y g o d n ie  

j e s t  z a s t o s o w a ć  t r a n s f o r m a c j ę  w s p ó ł r z ę d n y c h  t a k ,  a b y  l i c z y ć  c a ł k i  p o  z m i e n 

n e j  7), 7 ) € [ - l , l ] ,  p o n i e w a ż  d l a  t e g o  t y p u  c a ł e k  m o ż n a  s t o s o w a ć  k w a d r a t u r y  

G a u s s a  i  p e w n e  p o w t a r z a l n e  p r o c e d u r y  n u m e r y c z n e  [ 8 ] ,

J a k  j u ż  w c z e ś n i e j  w s p o m n i a n o ,  z  u k ł a d u  r ó w n a ń  ( 3 , 3 1 )  w y z n a c z a  s i ę  Ti ( x i , t ‘ ) ,  

q ( x t , t r ) i w  z a l e ż n o ś c i  o d  r o d z a j u  p r z y j ę t y c h  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h  d l a  x = x q 

i x - x 2 d w i e  n i e z n a n e  z  c z t e r e c h  w a r t o ś c i  T l ( x o , t f ) , T4 ( x 2 , t f ) ,  q i ( x o , t f ) ,  

q ( x  , t f ).

Po r o z w i ą z a n i u  u k ł a d u  r ó w n a ń  ( 3 . 3 1 )  n p .  m e t o d ą  e l i m i n a c j i  G a u s s a  z  w yborem  

e l e m e n t u  d o m i n u j ą c e g o  p o l e  t e m p e r a t u r y  W w ę z ł a c h  w e w n ę t r z n y c h  ę o b l i c z a  s i ę  

z ró w n a ń  ( 3 . 2 7 ) ,  p r z y  czy m  d o b ó r  p u n k t ó w  , w k t ó r y c h  c h c e m y  o b l i c z a ć  t e m p e 

r a t u r ę  j e s t  z u p e ł n i e  d o w o l n y .

3 , 3 .  IDENTYFIKACJA  FOLA TEMPERATURY PRZY WYKORZYSTANIU I  SCHEMATU MEB W POD- 

OBSZARACH D I  D1 4

P o d s t a w o w ą  t r u d n o ś c i ą  u z y s k a n i a  w m i a r ę  d o k ł a d n e g o  r o z w i ą z a n i a  d l a  

o b s z a r ó w  n i e j e d n o r o d n y c h  z  i s t o t n i e  r ó ż n y m i  p a r a m e t r a m i  t e r m o f i z y c z n y m i  s ą  

p r o b l e m y  z w i ą z a n e  z  n i e m o ż n o ś c i ą  d o b o r u  k r o k u  c z a s u  A t ,  k t ó r y  z a p e w n i ł b y
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k o r z y s t n e  d o  c a ł k o w a n i a  n u m e r y c z n e g o  w a r t o ś c i  a r g u m e n t ó w  f u n k c j i  p o d c a ł k o 

w y ch .  W iadomo j e s t  z  b a d a ń  p r e z e n t o w a n y c h  w l i t e r a t u r z e  n p .  [ 9 ] ,  ż e  d l a  z a 

d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  d l a  o k r e ś l o n e g o  w s p ó ł c z y n n i k a  d y f u z j i  c i e p l n e j  i  p r z y 

j ę t e j  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  i s t n i e j e  p e w i e n  p r z e d z i a ł  " d o p u s z c z a l n y c h "  k r o 

ków c z a s u  -  d o p u s z c z a l n y c h  w ty m  s e n s i e ,  ż e  p o z a  n i m i  b ł ą d  m e t o d y  s z y b k o  

r o ś n i e .  N a l e ż y  t u  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  w c y t o w a n e j  w y ż e j  p r a c y  [ 9 ]  z a m i e s z c z o n o  

n a w e t  o d p o w i e d n i e  n o m o g ra m y  d o  o k r e ś l e n i a  w ł a ś c i w y c h  i n t e r w a ł ó w  c z a s u  ( d l a  

s i a t e k  k w a d r a t o w y c h ) ,  p r z y  c z y m  w y d a j e  s i ę ,  ż e  z o s t a ł y  o n e  s k o n s t r u o w a n e  n a  

p o d s t a w i e  o d p o w i e d n i c h  e k s p e r y m e n t ó w  n u m e r y c z n y c h ,  a  n i e  a n a l i z y  t e o r e t y c z -  

n e j ,  b y ć  m o ż e  b a d a n i a  t e o r e t y c z n e  n a  o b e c n y m  e t a p i e  r o z w o j u  m a t e m a t y k i  s ą  w

P r z y k ł a d e m  d u ż y c h  r ó ż n i c  m i ę d z y  

r o z w i ą z a n i e m  a n a l i t y c z n y m  i  p r z y b 

l i ż o n y m  d l a  d w óch  p o d o b s z a r ó w  

( s t a l i w o  i  m a s a  m a g n e z y t o w a )  s ą  

w y n i k i  p r z e d s t a w i o n e  n a  r y s . 3 . 3 - n a  

k t ó r y m  p r z e d s t a w i o n o  p r z y k ł a d y  c z a 

s o p r z e s t r z e n n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  w 

o b s z a r z e  m a s y  f o r m i e r s k i e j .

O b s z a r y  p o k r y t o  s i a t k ą  o  s t a ł y m  

k r o k u  h  =  0 . 0 4  [ m ] ,  n a t o m i a s t  k r o k  

c z a s u  w y n o s i ł  A t  =  1 8 0 [ s ]  ( j e s t  t o  

k r o k  o d p o w i e d n i  d l a  o b s z a r u  m e t a 

l u ) .  Mimo d o b r e j  i d e n t y f i k a c j i  t e m 

p e r a t u r y  s t y k u ,  w o b s z a r z e  m a s y  . 

p o j a w i a j ą  s i ę  d u ż e  b ł ę d y  r o z w i ą z a 

n i a  n u m e r y c z n e g o  .

T a k  w i ę c  n a l e ż y  z a s t a n o w i ć  s i ę  n a d  m o ż l i w o ś c i a m i  u l e p s z e ń  a l g o r y t m u  MEB p o 

z w a l a j ą c y m i  w y e l i m i n o w a ć  d u ż e  b ł ę d y  w o b s z a r z e ,  d l a  k t ó r e g o  p r z y j ę t y  k r o k  At 

n i e  j e s t  o p t y m a l n y .

J e d e n  z  t a k i c h  p o m y s łó w  p r e z e n t u j ą  C . H o n g ,  T .U m e d a  i  Y . K i m u r a  w p r a c y  ( 1 0 ) .  

Z a ł o ż o n o ,  ż e  d l a  p o d o b s z a r u  p o p r a w n y  j e s t  k r o k  c z a s u  A t t ( c o  o z n a c z a ,  ż e  

i l o c z y n  a , A t 4 j e s t  w y b r a n y  z  p r z e d z i a ł u  d o p u s z c z a l n y c h  w a r t o ś c i ) ,  n a t o m i a s t

tym  z a k r e s i e  n i e m o ż l i w e .

F0BUA m
Ot=7209 it=180Cs

R y s . 3 . 3 .  M E B - s t a ł y  k r o k  s i a t k i .  

F i g . 3 . 3  B E M - c o n s t a n t  s t e p  o f  m e s h
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d l a  p o d o b s z a r u  D , i l o c z y n  a  A t  i s t o t n i e  r ó ż n i  s i ę  o d  a  A t  . P r z y j ę t o4 4 4  1 1

w ięc  f i k c y j n y  m a t e r i a ł  t a k i .  ż e  A A t  / c  p  =  A A t  /  c  p  l u b  A A t  / c  p  =4 4 4 4 4 1 ' 4 4 4 4' 4 4
=X4i t 1 /  C4 P 4 - Um° w n e  c i e p ł o  w ł a ś c i w e  c 4 ( l u b  g ę s t o ś ć  m a s y  ) t e g o  m a t e 

r i a ł u  w y n o s i  c  =  c  A t  / A t  ( p  =  p  A t  / A t  ) .4 4 1' 4 ' r 4 4 1 ' 4

Po w y z n a c z e n i u  p o l a  t e m p e r a t u r y  w p o d o b s z a r a c h  i  D4 n a  t f  p o z i o m i e  

c z a s u  k o r y g u j e  s i ę  p o l e  t e m p e r a t u r y  T w D z  n a s t ę p u j ą c y c h  r ó w n a ń

Tf =  T f “ 1 + ( T fi i ' i
f - i •*-

T ) c  / c

l u b <  =  T f ' 1 + ( Tf  -  T f ' 1 ) p / p
i  i  '  I ( 7 A ' r 1

( 3 . 3 2 )

( 3 . 3 3 )

Ano lii i WEB z korekto (Hong...

p r z y  czy m  w s k a ź n i k  " i "  i d e n t y f i k u j e  w ę z e ł ,  w k t ó r y m  p r z e p r o w a d z o n o  k o r e k t ę .  

O s t a t n i e  dwa w z o r y  w y n i k a j ą  z  b i l a n s u  e n e r g i i  d l a  o t o c z e n i a  w ę z ł a  o b s z a 

ru D .
M e t o d ę  p r z e d s t a w i o n ą  w p r a c y  [ 1 0 ]  

p o d d a n o  w e r y f i k a c j i  z  r o z w i ą z a n i e m  

a n a l i t y c z n y m . O b s z a r  m e t a l u  i  f o r m y  

p o d z i e l o n o  n a  e l e m e n t y  o  k r o k u  

h = 0 . 0 4  [ m ] ,  n a t o m i a s t  k r o k  c z a s u  

A t = 1 8 0 [ s ] .

W y n ik i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  s ą  

f i z y c z n i e  p o p r a w n e  a l e  n i e d o k ł a d n e  

( r y s . 3 . 4 - o b s z a r  D4 ) .

A u t o r z y  n i e  z a u w a ż y l i  j e d n e g o  i s 

t o t n e g o  f a k t u .  S p o s ó b  k o r y g o w a n i a  

p o l a  t e m p e r a t u r y  n a  b a z i e  l o k a l 

n y c h  b i l a n s ó w  e n e r g i i  j e s t  w p e ł n i  

p r z e k o n y w u j ą c y ,  a l e  w p r o w a d z e n i e  

f i k c y j n y c h  p a r a m e t r ó w  p o d o b s z a r u  

D4 p o w o d u j e  n i e p o p r a w n ą  i d e n t y f i 

k a c j ę  t e m p e r a t u r y  s t y k u  w y n i k a j ą c ą  

z  r ó ż n i c y  w s p ó ł c z y n n i k ó w  a k u m u l a -

□ t=720s 1=1500=

R y s . 3 . 4 .  M E B - k o r e k t a  a 4 

F i g . 3 . 4  B E M - c o r r e c t i o n  a

c j i  b i b .
J  4  4

N ie  ma t e ż  m o ż l i w o ś c i  e f e k t y w n e g o  p o p r a w i e n i a  t e m p e r a t u r y  n a  b r z e g u , b o  j e j  

z m ia n a  w s t o s u n k u  d o  o b l i c z o n e j  s p o w o d o w a ł a b y  n i e c i ą g ł o ś ć  p o l a  t e m p e r a t u r y
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n a  s t y k u  m e t a l - f o r m a .  Z k o l e i  s z t u c z n e  u s u n i ę c i e  t e j  n i e c i ą g ł o ś c i  p r z e z  

s k o r y g o w a n i e  t e m p e r a t u r y  o d  s t r o n y  m e t a l u  n i e  j e s t  n i c z y m  u z a s a d n i o n e .  R e a 

s u m u j ą c ,  n i e d o k ł a d n e  o k r e ś l e n i e  t e m p e r a t u r y  k o n t a k t u  p o w o d u j e  p r z e n o s z e n i e  

s i ę  b ł ę d u  w g ł ą b  o b s z a r u  D4 i  b ł ą d  t e n  u t r z y m u j e  s i ę  p r z e z  c a ł y  c z a s  o b l i 

c z e ń .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  z a p r o p o n o w a n o  dwa i n n e  s p o s o b y  p o d e j ś c i a  d o  m o d e l o 

w a n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r a c h  n i e j e d n o r o d n y c h .

I d e a  p i e r w s z e g o  z  n i c h  w y n i k a  z  f a k t u ,  ż e  r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  z a p i 

s a n e  we w s p ó ł r z ę d n y c h  b e z w y m i a r o w y c h  z a w i e r a  w s o b i e  c z a s  z r e d u k o w a n y  t z w .  

l i c z b ę  F o u r i e r a  i  w ł a ś c i w y  d o b ó r  k r o k u  t e j  l i c z b y  p r z y  b u d o w a n i u  s i a t k i

c z a s u  z a p e w n i a  p o ż ą d a n ą  d o k ł a d n o ś ć  o b l i c z e ń .

J e ż e l i  d l a  o b s z a r u  D4 k r o k  AFOj =  a^ A t ] / h ^  j e s t  k r o k i e m  w ł a ś c i w y m ,  

t o  d l a  o b s z a r u  we w s p ó ł r z ę d n y c h  b e z w y m i a r o w y c h  o b o w i ą z u j e  t e n  s am  k r o k  

AFo^ =  A F o ^ Z  p o w y ż s z e j  r ó w n o ś c i  w y n i k a  r e l a c j a  m i ę d z y  k r o k a m i  s i a t k i  w o b u  

p o d o b s z a r a c h

a ,  A t ,  / h j  =  a 4 A t ( / h ^  ------- >  h 4 =  h v ' i y i T  . ( 3 . 3 4 )

T a k  w i ę c  w ł a ś c i w a  d y s k r e t y z a c j a

o b s z a r u  Da p o w i n n a  z a p e w n i ć  j e d n a 

kow ą  d o k ł a d n o ś ć  m o d e l u  n u m e r y c z n e 

g o  d l a  o b u  p o d o b s z a r ó w .  D l a  t y p o 

w y ch  m a s  f o r m i e r s k i c h  k r y t e r i u m

( 3 . 3 4 )  w s k a z u j e  n a  p o t r z e b ę  2 ,  3 -  

k r o t n e g o  z m n i e j s z e n i a  k r o k u  s i a t k i  

h^ w o b s z a r z e  w s t o s u n k u  do

k r o k u  s i a t k i  h ; w o b s z a r z e  D4 ( ż e 

l i w o ,  s t a l i w o ) .

Na r y s . 3 . 5  p o k a z a n o  r o z w i ą z a n i e  

a n a l i t y c z n e  i  n u m e r y c z n e  d l a  p ł y t y  

s t a l i w n e j  s t y g n ą c e j  w m a s i e  s z y b k o  

s z y b k o p r z e w o d z ą c e j  o  p a r a m e t r a c h  

= 2 . 6  [W/mK],  p 4 =  1 7 5 0  ( k g / m 3 ) ,  

c 4 = 1 0 0 0  [ W / k g K ] ,  p r z y  czy m  k r z y w e  

s t y g n i ę c i a  d o t y c z ą  o b s z a r u  .

Anolit. i WEB z korekta kr. siatlć

FORM* m
□ t=720s At=1800»

R y s . 3 . 5 .  M E B - k o r e k t a  k r o k u  s i a t k i  

F i g . 3 . 5 .  B E M - c o r r e c t i o n  o f  s t e p  m e s h
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R y s .  3 . 6  i  3 . 7  p r e z e n t u j ą  z k o l e i  p r z e b i e g i  te m p e ra tu r y  w obu p o d o b sz arac j i  

po c z a s i e  t= 7 2 0  i  t = 1 4 4 0 [ s ]  wyznaczone d l a  różnych  kroków ń t  ( l i n i ą  c i ą g ł ą  

zaznaczono r o z w ią z a n ia  a n a l i t y c z n e ) .

Warunek iV rodz. kontokt idealny

□  d t= 18 0 s  0  d t= 3 S 0 s  X d t = 7 2 0 s

R y s .  3 . 6 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  p o  c z a s i e  t = 7 2 0 [ s ]

F i g .  3 . 6 .  T e m p e r a t u r ę  f i e l d  a f t e r  t h e  t i m e  t = 7 2 0 [ s ]

P r z e d s t a w i o n a  w y ż e j  i d e a  j e s t  a t r a k c y j n a ,  a l e  ma t e ż  s w o j e  w a d y . P r z e d e  

w s z y s t k i m  w ym aga  o n a  z a g ę s z c z e n i a  s i a t e k  w p o d o b s z a r z e ,  o  k t ó r y m  i n f o r m a .  

c j e  n i e  s ą  s z c z e g ó l n i e  i s t o t n e  p r z y  p r o je k to w a n iu  t e c h n o l o g i i  o d lew n iczych  

i  w sumie u z y s k u je  s i ę  szc z e g ó ło w y  r o z k ł a d  t em p e ra tu r  w p e r y f e r y j n y c h  eb-
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s z a r a c h  u k ł a d u  o d l e w - f o r m a .  I s t o t n i e  r o ś n i e  l i c z b a  w ę z łó w  w y r ó ż n i o n y c h  w 

o b s z a r z e  D4 , c o  z n a c z n i e  w y d ł u ż a  c z a s  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n e j .  D l a  z a d a ń  dwu 

l u b  t r ó j w y m i a r o w y c h  m ogą  i s t n i e ć  d o d a t k o w e  t r u d n o ś c i  z  w y g e n e r o w a n i e m  s i a t 

k i  s p e ł n i a j ą c e j  p r z e d s t a w i o n y  w y ż e j  w a r u n e k .  Można w y o b r a z i ć  s o b i e  o b i e k t y ,  

d l a  k t ó r y c h  t a k i  p o d z i a ł  n i e  p r z e d s t a w i a  w i ę k s z y c h  t r u d n o ś c i  ( z a g ę s z c z e n i a  

s i a t k i  p o w i n n o  n a s t ę p o w a ć  w k i e r u n k u  s t r u m i e n i a  c i e p ł a )  a l e  n p .  d l a  w ę z łó w  

c i e p l n y c h  t y p u  L ,  T ,  X z a g ę s z c z a n i e  s i a t k i  w o b s z a r z e  m a s y  f o r m i e r s k i e j  w 

p o b l i ż u  n a r o ż a  o d l e w u  p r o w a d z i ł o b y  d o  b a r d z o  n i e t y p o w y c h  k s z t a ł t ó w  e l e m e n 

tó w  w e w n ę t r z n y c h  o b s z a r u .

Warunek IV rodz. kontakt idealny

x

□  d t= 1 8 0 s  0  d t= 3 6 0 s  X d t = 7 2 0 s

R y s .  3 . 7 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  p o  c z a s i e  t = 1 4 4 0 [ s ]

F i g .  3 . 7 .  T e m p e r a t u r ę  f i e l d  a f t e r  t h e  t i m e  t = 1 4 4 0 [ s ]



W t e j  s y t u a c j i  p o d j ę t o  z u p e ł n i e  i n n ą  p r ó b ę  m o d e l o w a n i a  z a d a ń  z  w a r u n k a 

mi IV r o d z a j u .  P r e z e n t a c j a  t e g o  a l g o r y t m u  wymaga  w p r o w a d z e n i a  d o  d a l s z y c h  

r o z w a ż a ń  t z w .  I I  s c h e m a t u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  k t ó r y  z o s t a n i e  wy

j a ś n i o n y  n a  p r z y k ł a d z i e  z a d a n i a  j e d n o w y m i a r o w e g o .

3 . 4 .  I I  SCHEMAT METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DLA JEDNOWYMIAROWEGO NIEUSTALO

NEGO PRZEPŁYWU C IE P ŁA  (DLA OBSZARÓW NIEJEDNORODNYCH)

W ty m  r o z d z i a l e  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n a  i n n a  m e t o d a  r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  

o p i s a n e g o  r ó w n a n i a m i  c a ł k o w y m i  ( 3 . 2 2 ) ,  ( 3 . 2 3 )  n a z y w a n a  d r u g i m  s c h e m a t e m  m e

t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

D r u g i  s c h e m a t  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  wymaga  p a m i ę t a n i a  w y z n a c z o 

n y c h  n a  b r z e g u  o b s z a r ó w  Di i  D  ̂ w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r  i  s t r u m i e n i  c i e p ł a  d l a  

p o z io m ó w  c z a s u  t ° , t 1 , . . . , t F 1 i  n a  i c h  p o d s t a w i e  o k r e ś l a n a  j e s t  t e m p e r a t u 

r a  d l a  t F p o z i o m u  c z a s u .

T a k  w i ę c  w tym  p r z y p a d k u  n u m e r y c z n a  a p r o k s y m a c j a  r ó w n a ń  ( 3 . 2 2 ) - ( 3 . 2 3 )  

ma p o s t a ć

n ( 3 .3 5 )

g d z i e  j a k  p o p r z e d n i o  x q < ę < x t d l a  n = 0  i  x 5 < £ < x 2 d l a  n - 1 .

C a ł k i  p o  c z a s i e  m o ż n a  o b l i c z y ć  m e t o d a m i  a n a l i t y c z n y m i

( 3 . 3 6 )

( 3 . 3 7 )



g d z i e  z f =  r 2 / 4 a ( t F - t f  ) .

W s t a w i a j ą c  ( 3 . 3 6 ) ,  ( 3 . 3 7 )  d o  ( 3 . 3 5 )  o t r z y m u j e  s i ę  

T ( ę , t r ) =  )  [ e r f ( | i n  ) -  e r f ( j z r ~ 1 ' ) ]  T ( x , t f )

f = 1
F  ____________

^  2 ^—f e x P t ~ z f  1 )/\nzr~l ' - e x p ( - z f )/\nzr ' - e r f ( - | z f 1 ) + e r f  ( - |z r_ 1  ' ) J q ( x , t f j
f = 1

.Xn * 1 •
T ( 5 ,  x ,  t F , t °  ) T ( x ,  t °  ) d x .

- Ify -

n = 0 , 1 ( 3 . 3 3 )

N i e c h  A t  =  t f - t f  1 =  c o n s t .  D l a  u p r o s z c z e n i a  z a p i s u  d a l s z y c h  w z o ró w  w p ro w a 

d z o n o  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a

g F j =  / T A t / n A p c 1 -  ✓  ( f + l J A t / i r A p c P  , 

g [ 2 =  - / f  A t / r i A p c 1 e x p ( - L 2 / 4 a f A t )  -  v ' ( f + l ) A t / N A p c l e x p [ - L 2 / 4 a ( f + l ) A t ] -

{ e r f ( L / 2 / a f A t ' ) -  e r f  [ L / 2 v ' a T f + T ) A t '  ] } ,  g F ; =  - g F 2 ,

h j j  =  h F 2 =  - 0 . 5 ,  h F 2 =  h 2 j  =  0 . 5 { e r f  ( L / 2 v ' a f A t !  ) -  e r f  [ L ^ a f  f + 1 )  A t  > ] } ,

f = l , 2 , . . . F - l  ( 3 . 3 9 )

g  =  VAt/n\pc1 ,
1 L a 2 2 1 J

o og  =  - g39 O

g ° 2 =  -VAt/7TApc' e x p (  - L 2 /  4 a A t ) -  e r f  c  ( L / 2 v ' a A t 1 ) , g °  i =  - g ° 2 ,

hi .  = hzz = °> hi 2 = h° ,  = 0 . 5 e r f c ( L / 2 / i A t l  ) .



Aby w y z n a c z y ć  z  r ó w n a ń  ( 3 . 3 8 )  n i e z n a n e  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  l u b  s t r u m i e n i  

c i e p ł a  n a  b r z e g a c h  p o d o b s z a r ó w  D i  D , p r z e c h o d z i  s i ę  z  p u n k t e m  ź r ó d ł a  ę w1 4
r ó w n a n i a c h  ( 3 . 3 8 )  d o  b r z e g ó w  o d p o w i e d n i c h  p o d o b s z a r ó w  i  o t r z y m u j e  s i ę  w t e n  

s p o s ó b  c z t e r y  b r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e .

I t a k  d l a  ę — > x ^  i  ę — > x *  , n = 0 , l  o r a z  p o  w p r o w a d z e n i u  w a r u n k u  b r z e g o w e g o

IV r o d z a j u  n a  s t y k u  p o d o b s z a r ó w  D4 i  ( w z ó r  ( 3 . 3 0 ) )  u k ł a d  r ó w n a ń  ( 3 . 3 8 )

p r z y j m u j e  p o s t a ć

W *  >

T .  (X, . t F )

*Q >- 
o - h 0 ’ 1 

1 2 g° * 1 
* 1  2 0 q l ( x 0 ' t F ) h° ' 1 

1 1
0

0 , 1 
2 1 - h 0 ’ 1

2 2
0 , 1 

* 2  2 0 T  (X 1 ,tF ) h 0 ’ 1 
2 1 0

0 - h ° ’ 4 
1 1

g °  ’ 4 + h °  ’ 4 Ri i
0 , 4 

* 1 2
q ( x t ,tF ) 0 h 0 * 4 

1 2

0 - h ° ’ 4
2 1 g °  * 4 + h °  * 4 R

2 1 2 1
0 , 4 

* 2  2 q i (X 2 ,tF ) 0 h 0 ’ 4
2 2

F - 1
« v ~

T. ( * 0 . t K~f )

T ( x  , t r  '  f  )

g f ' 1 0i

0

1 2 
f , 4

/ - f .q 1 ( x 0 , t  )

, . F  -  f  .
q „ ( x ,  , t  )

( 3 . 4 0 )

P o z o -Górne w s k a ź n i k i  p o  p r z e c i n k u  o z n a c z a j ą  r o z p a t r y w a n e  o b s z a r y  Di i  D 

s t a ł e  o z n a c z e n i a  s ą  t a k i e  s a m e  j a k  w r o z d z i a l e  ( 3 . 2 ) .

Po r o z w i ą z a n i u  u k ł a d u  r ó w n a ń  ( 3 . 4 0 )  n p .  m e t o d ą  e l i m i n a c j i  G a u s s a  z  wy

borem  e l e m e n t u  d o m i n u j ą c e g o , b r z e g o w e  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  i  s t r u m i e n i  c i e p ł a  

( d l a  x = x q ,  x = x j o r a z  x = x 2 ) s ą  j u ż  z n a n e  i  p o l e  t e m p e r a t u r y  w d o w o l n i e  w yb-
*

r a n y c h  w ę z ł a c h  w e w n ę t r z n y c h  ę  o b l i c z a  s i ę  z  r ó w n a ń  ( 3 . 3 8 ) .

I I  s c h e m a t  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w o d r ó ż n i e n i u  o d  I  s c h e m a t u  wy

k o r z y s t u j e  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  i  s t r u m i e n i  c i e p ł a  z  w s z y s t k i c h  p o p r z e d n i o  

l i c z o n y c h  k r o k ó w  c z a s o w y c h  t z n .  d l a  p o z io m ó w  c z a s u  t ° , t 1 , . . . , ^ " 1 i  w a r u 

n e k  p o c z ą t k o w y  d l a  t = 0 .  S c h e m a t  t e n  j e s t  u o g ó l n i e n i e m  I  s c h e m a t u ,  p o n i e w a ż  

d l a  F = 1  p r z e d s t a w i o n e  w tym  r o z d z i a l e  r ó w n a n i a  p o k r y w a j ą  s i ę  z  p r e z e n t o w a n y 

mi w r o z d z i a l e  3 . 2 .

W w i e l u  c z ę s t o  s p o t y k a n y c h  p r o b l e m a c h  p r a k t y c z n y c h  I X  s c h e m a t  MEB p o 

s i a d a  n i e z a p r z e c z a l n e  z a l e t y ,  k t ó r e  b ę d ą  p r z e d s t a w i o n e  i  w y k o r z y s t y w a n e  v 

d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y .
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3.5. IDENTYFIKACJA POLA TEMPERATURY W NIEJEDNORODNYCH OBSZARACH D I D
1 4

PRZY WYKORZYSTANIU i I II SCHEMATU METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

Powracamy do rozw ażań prezentow anych  w r o z d z i a l e  3 .3  i  d o ty c z ą c y c h  iłetod 

numerycznego o b l i c z a n i a  r o z k ł a d u  te m p e ra tu r y  w o b s z a r a c h  n ie je d n o ro d n y ch

0 zróżn icow anych  p a ra m e tra c h  t e r m o f iz y c z n y c h .  P o p rz e d n io  obok cytowanego 

z l i t e r a t u r y  sp o so b u  wprowadzania tzw. z a s t ę p c z e g o  c i e p ł a  w ła śc iw ego  ( lub 

z a s t ę p c z e j  g ę s t o ś c i  masy ) d l a  o b s z a r u  D( , d l a  k t ó r e g o  k ro k  c z a s u  At n ie  

j e s t  optym alny ,  p rz e d s ta w io n o  w ła sn ą  i d e ę  z a g ę s z c z a n i a  s i a t e k  w tym o b s z a 

r z e .  Ten o s t a t n i  s p o s ó b  o b l i c z e ń  dawał b a r d z o  dob re  wyniki ( r o z w ią z a n ie  po

równywano z ro zw iązan iem  a n a l i t y c z n y m ) ,  a l e  m ia ł  pewne (omówione w c z e ś n ie j )  

i s t o t n e  wady.

N i ż e j  p r z e d s ta w io n y  z o s t a n i e  inny s p o só b  modelowania zadań  z warunkami 

brzegowymi IV r o d z a j u ,  k t ó r y  rów nież d a j e  b a r d z o  dob re  r e z u l t a t y  a  ponadto  

n i e  p o s i a d a  mankamentów p o p rz e d n io  prezentow anych  pró b  ro zw iązyw an ia  teg o  

typu  zadań .

Nowy pomysł sprow adza s i ę  do p o ł ą c z e n i a  I  i  I I  schem atu  metody elementów 

brzegowych t z n .  r o z k ł a d  t e m p e ra tu ry  w o b s z a r z e  j e s t  wyznaczany na pod

s t a w ie  I  schem atu  a  w o b s z a r z e  D̂  na p o d s t a w ie  I I  . K o n ie c zn o ść  zachowania

1 schem atu  d l a  o b s z a r u  Dj , k t ó r y  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  b ę d z i e  i d e n t y f i k o 

wany z obszarem  odlewu z o s t a n i e  w y ja śn io n a  w r o z d z i a ł a c h  n a s tę p n y c h .

Numeryczna a p ro k sy m a c ja  równań ( 3 . 2 2 )  i  ( 3 . 2 3 )  ma p o s t a ć

T ( ę , t f ) + T * ( ę , x , t F , t ) d t  q ; ( x , t F )

(3.41)

q* ( C , x , t F , t ) d t  T ( x , t F ) T* ( 5 , x ,  t F , t F” 1 )T ( x , t F_1 )dx  ,

—  r
T4 ( ę , t F ) + J T ; ( ę , x , t F , t ) d t  q4 ( x , t f )

—  r
= J q4 ( ę , x , t r , t ) d t  T4 ( x , t f ; T 4 ( ę , x , t F , t 0 ) T 4 ( x , t ° ) d x .

( 3 . 4 2 )



P o ł ą c z e n i e  s c h e m a t ó w  z o s t a n i e  p o k a z a n e  n a  p r z y k ł a d z i e  z a d a n i a  j e d n o w y 

m ia r o w e g o  o p i s a n e g o  r ó w n a n i a m i  ( 3 . 4 1 )  i  ( 3 . 4 2 ) ,  p r z y  czy m  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  

p r z y j ę t o  w p o s t a c i

t = 0 : T ( x , t ) = T  -  Ti 1 * 1 p Pf
T ( x , t )  =  0 . ( 3 .  4 3 )

Warunek p o s t u l u j ą c y  s t a ł ą  w a r t o ś ć  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r a c h  o d l e w u  i  f o r m y  

j e s t  d o ś ć  t y p o w y  w z a g a d n i e n i a c h  t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h ,  d l a  

k t ó r y c h  w w i ę k s z o ś c i  p r z y p a d k ó w  p r z y j m u j e  s i ę  d l a  c h w i l i  t = 0  t e m p e r a t u r ę  

z a l e w a n i a  d l a  o b s z a r u  o d l e w u  i  t e m p e r a t u r ę  p o c z ą t k o w ą  f o r m y  d l a  p o z o s t a ł y c h  

p o d o b s z a r ó w  u k ł a d u .

Z e r o w y  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  w o b s z a r z e  D4 p o w o d u j e  z e r o w a n i e  s i ę  c a ł k i  

po x  w r ó w n a n i u  ( 3 . 4 2 )  c o  p o z w a l a  u n i k n ą ć  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  . J e s t  t o  

z a l e t a  s z c z e g ó l n i e  i s t o t n a  w z a d a n i a c h  dwu i  t r ó j w y m i a r o w y c h .

U k ł a d  r ó w n a ń ,  z  k t ó r e g o  w y z n a c z a  s i ę  n i e z n a n e  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  l u b  

s t r u m i e n i  c i e p ł a  n a  b r z e g a c h  p o d o b s z a r ó w  D i  D ma p o s t a ć

1 -h11 2
1

«12 0 q (x , t F )î \ o » • h1 1 1 0

1
«2 1 -h12 2

1
«2 2 0 T1 (xt , t F ) h1 2 1 0

0 - h ° ’ 4 1 1 g° ’ 4 +h° ’ 4 Ri i
0 ,  4  

«1 2 q (x t , t F ) 0 h0 ’ 41 2

0 - h ° ’ 42 1
0 ,  4  .  0 ,  4  _g +h R2 1 2 1

0 , 4

«2 2 q4 (x2 , t F ) 0 h° ’ 422

T ( x  , t  )i ' o 9 '

T {x  , tl '  2

q  ( x  , t F f ) 12 M 1 2 * ' 1S [ h r * 4 T ( x  , t F " f ) - g f  '/___ 1 1 2 4 2 1 2
f = 1
F  - 1

\ [ h F ; 4 T ( x  , t F ’  f  ) - g f ’ 4 q  ( x  , t F ' f ) ]
l_  2 2 4 2 2 2 4 2

( 3 . 4 4 )

W s z y s t k i e  o z n a c z e n i a  w p r o w a d z o n e  w r o z d z i a ł a c h  3 . 2  i  3 . 4  z o s t a ł y  z a c h o w a n e .



P o le  te m p e ra tu r y  w w ęzłach  wewnętrznych ę o b s z a r u  Dt o b l i c z a  s i ę  

z równania

T ( ę , t r ) = [ s 9-n^x ~S> [ e r f c ( r / 2 » ^ A t l  ) T ( x , t F )]

-  [ ✓ A t 7 7 i r ~ p ^ ć P e x p ( - r 2 / 4 a i A t )  -  e r f c ( r / 2 v ^ T t l  ) ] q ; ( x , t f )

2Vna A t 1i x
T, ( x , t  '  ) e x p ( - r  / 4 a i A t)d x  , ( 3 .4 5 )

a  d l a  w ę z łó w  w e w n ę t r z n y c h  £ o b s z a r u  D

V ę , t r ) =  ( e r f t l T 1 ) -  e r f d T ^ ) ]  T 4 ( x , t F )

e x p ( - z f ~ *  )/\nzc " 1 ' - e x p ( - z f ) / j ttzf 1 - e r f  ( j z ^  ) + e r f  ( - |z F _ ł  ' ) J q 4 ( x , t f )

( 3 . 4 6 )

Do o t r z y m a n y c h  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y  w o b s z a r a c h  D4 i  D4 d o d a j e  s i ę  

w c z e ś n i e j  o d j ę t ą  s t a ł ą  w a r t o ś ć  1 ^ ^ ^  i w  t e n  s p o s ó b  o t r z y m u j e  s i ę  p o s z u k i 

w any r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  d l a  p o z i o m u  c z a s u  t F . U z y s k a n e  r o z w i ą z a n i e  o r a z  wy

n i k i  o b l i c z e ń  t e m p e r a t u r y  i  s t r u m i e n i  c i e p ł a  n a  b r z e g a c h  o b s z a r u  D4 z  p o  — 

p r z e d n i c h  k r o k ó w  c z a s u  t l , t 2 ,  . . . t F " 1 s t a n o w i ą  p u n k t  w y j ś c i a  d l a  w y z n a c z e n i a  

r o z k ł a d u  t e m p e r a t u r y  d l a  n a s t ę p n e g o  p o z i o m u  c z a s u .

N ale ży  t u t a j  p o d k r e ś l i ć ,  że  n i e  wymaga s i ę  o b l i c z a n i a  tem p e ra tu ry  

w w ęzłach  wewnętrznych p o d o b sz a r u ,  d l a  k t ó r e g o  s t o s u j e ' s i ę  I I  schem at  HEB 

(równanie ( 3 . 4 2 ) ) ,  ponieważ t e  t e m p e ra tu ry  n i e  s ą  wykorzystywane w następnym 

kroku o b l i c z e ń .  Tak w ięc  w yznaczan ie  w a r t o ś c i  t e m p e ra tu ry  we wnętrzu  o b s z a -
j

ru  D4 j e s t  w tym przypadku  o p c jo n a ln e  i  n i e  ma żadnych o g r a n ic z e ń  ( np. 

związanych z całkowaniem po w nętrzu  j a k  w sch em ac ie  I  -  dobór n ie k tó ry c h  

punktów wewnętrznych b y ł  zdeterminowany p o d z ia łe m  na e lem enty  wewnętrzne 

ro zpatryw an ego  o b s z a r u )  d o ty cz ąc y c h  p o ł o ż e n i a  punktów wewnętrznych £eD4 .
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A/w ir, i UEB (U sch. dla foimy)

FORMA m
□ t=720s ¿t=18C0a

R y s . 3 . 8 .  MEB-II schem at d l a  

F i g . 3 . 8 .  BEM-2nd scheme f o r  D,

Zaproponowaną metodę w yzn aczan ia  po

l a  te m p e ra tu r y  w o b s z a r a c h  n i e j e d n o 

rodnych na b a z i e  p o ł ą c z e n i a  I  s c h e 

matu MEB -dla  o b s z a r u  D] i  I I  schema

t u  d l a  o b s z a r u  poddano w e r y f i k a 

c j i  ro zw iązan iem  a n a l i t y c z n y m  .

O bszar  m e ta lu  p o k ry to  s i a t k ą  o s t a 

łym kroku  h = 0 .0 4  [m], n a t o m i a s t  v 

m a s ie  f o r m i e r s k i e j  l i c z o n o  tem p era

t u r y  w pu n k tach  o d l e g ł y c h  od s i e b i e  

o h.

O b l i c z e n i a  t e s t u j ą c e ,  k t ó r y c h  p r z y 

k ł a d  pokazano na r y s . 3 . 8  p o t w ie r 

d z a j ą  d o k ła d n o ś ć  i  e fe k ty w n o ść  meto

dy ł ą c z e n i a  schematów.

Podsumowując n a l e ż y  s t w i e r d z i ć ,  że  z  prezentow anych  sposobów wyznacza

n ia  n i e s t a c j o n a r n e g o  r o z k ł a d u  t e m p e ra tu r y  w o b s z a r a c h  n ie je d n o r o d n y c h  

o z n a c z n ie  z ró żn icow an y ch  p a ra m e tra c h  t e r m o f iz y c z n y c h  t e n  o s t a t n i  j e s t  n a j 

b a r d z i e j  a t r a k c y j n y .

S k o j a r z e n i e  dwóch schematów o b l i c z e ń  w przy padku  s t a ł e j  t e m p e ra tu ry  

początko w e j  p o d o b sz a r u ,  d l a  k t ó r e g o  s t o s u j e  s i ę  I I  schem at MEB, n i e  wymaga 

d y s k r e t y z a c j i  w n ętrza  t e g o  p o d o b sz a r u  - c o  j e s t  s z c z e g ó l n i e  i s t o t n e  w z a d a 

n iac h  dwu- i  tró jw ym iarow ych . T a k ie  p o d e j ś c i e  do ro zw iązy w an ia  za d ań  d l a  ob

szarów  n ie je d n o r o d n y c h  n i e  wymaga a n a l i z y  p o p raw n ośc i  argumentów f u n k c j i  

podcałkowych zw iązan ych  z p a ram e tram i  term o f izy cz n y m i p o d o b sz a r u  .
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3 . 6 .  OBLICZEN IA POLA TEMPERATURY W NIEJEDNORODNYCH PODOBSŻARACH D I  D1 4
Z OPOREM CIEPLNYM STYKU

W ty m  r o z d z i a l e  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n y  s p o s ó b  w y z n a c z a n i a  n i e s t a c j o n a r 

n e g o  p o l a  t e m p e r a t u r y  n a  b a z i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w p o d o b s z a r a c h  

u k ł a d u  z  u w z g l ę d n i e n i e m  o p o r u  c i e p l n e g o  n a  s t y k u  t y c h  p o d o b s z a r ó w  ( n p .  u k ł a d  

w l e w e k - w l e w n i c a ,  o d l e w - k o k i l a ) a  w i ę c  d l a  t a k i c h  p r z y p a d k ó w , g d z i e  m i ę d z y  o d 

le w em  a  f o r m ą  g e n e r u j e  s i ę  s z c z e l i n a  g a z o w a .

R o z p a t r y w a n e  p o d o b s z a r y  m a j ą  z b l i ż o n e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  s t ą d  d o b 

r a n y  o d p o w i e d n i o  k r o k  c z a s o w y  A t  d l a  j e d n e g o  z  o b s z a r ó w  j e s t  r ó w n i e ż  p o p 

rawnym k r o k i e m  c z a s o w y m  d l a  d r u g i e g o .  T a k  w i ę c  w ty m  p r z y p a d k u  n i e  ma p o t 

r z e b y  w p r o w a d z a n i a  u l e p s z e ń  a l g o r y t m u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d l a  z a 

p e w n i e n i a  t a k i e j  s a m e j  d o k ł a d n o ś c i  o b l i c z e ń  w o b y d w u  p o d o b s z a r a c h .

P r z e d s t a w i o n y  w p o p r z e d n i c h  r o z d z i a ł a c h  I  i  I I  s c h e m a t  MEB d l a  o b s z a -
J

rów n i e j e d n o r o d n y c h  o b e j m o w a ł  r ó w n i e ż  w a r u n e k  b r z e g o w y  IV  r o d z a j u  z  o p o r e m  

c i e p l n y m  s z c z e l i n y  a l e  p r e z e n t o w a n e  p r z y k ł a d y  d o t y c z y ł y  j e d y n i e  p r z y p a d k ó w  

i d e a l n e g o  k o n t a k t u  ( R = 0 ) .

P o n i e w a ż  z n a n e  j e s t  r o z w i ą z a n i e  a n a l i t y c z n e  d l a  d w ó ch  p ó ł p r z e s t r z e n i  

z  o p o r e m  c i e p l n y m  s t y k u  R ( t ) =$Vnt1 ( p o r .  r o z d z . 3 . 1 )  w o b e c  c z e g o  d o k o n a n o  

p o r ó w n a n i a  w y n ik ó w  o b l i c z e ń  o t r z y m a n y c h  n a  b a z i e  I  s c h e m a t u  MEB z  r o z w i ą 

z a n i e m  d o k ł a d n y m .

R o z p a t r z o n o  d w i e  p ó ł p r z e s t r z e n i e  o  w ł a s n o ś c i a c h  z b l i ż o n y c h  d o  p a r a m e 

t r ó w  t e r m o f i z y c z n y c h  s t a l i w a  i  ż e l i w a  z  o p o r e m  z m i e n i a j ą c y m  s i ę  z g o d n i e  

z  r ó w n a n i e m  R ( t ) =  @Vnt1. K r o k  s i a t k i  w o b u  p o d o b s z a r a c h  w y n o s i ł  h = 0 . 0 4 [ m ] .  

S i a t k a  r o z c i ą g a ł a  s i ę  n a  o d l e g ł o ś ć  0 . 4  [m] w o b y d w u  k i e r u n k a c h  ( l i c z ą c  od  

p ł a s z c z y z n y  k o n t a k t u ,  c z y l i  x = 0 . 4 ) .

Na r y s . 3 . 9 .  p r z e d s t a w i o n o  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  w o b y d w u  p o d o b s z a r a c h  o t r z y 

many n a  b a z i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h , j a k  r ó w n i e ż  r o z w i ą z a n i e  a n a l i t y c z 

n e .  U z y s k a n e  w y n i k i  o b l i c z e ń  o b a r c z o n e  s ą  b a r d z o  m ałym  b ł ę d e m ,  a  t e m p e r a t u r y  

k o n t a k t u  T i  T o d t w o r z o n e  s ą  d o k ł a d n i e .
k l  k 2
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R y s . 3 . 9 .  P o le  t e m p e ra tu r y  w p o d o b sz a r a c h  
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4. MODELOWANIE PROBLEMU STEFANA

W d r u g i e j  p o ło w ie  XIX wieku p o d ję t o  (udane z r e s z t ą )  p ró b y  a n a l i t y c z n e g o  

ro z w ią z a n ia  problem u i d e n t y f i k a c j i  n i e s t a c j o n a r n e g o  p o l a  t e m p e ra tu r y  w ob

s z a r a c h  z ruchomymi b rzeg am i  (Neuman, Lame’ , C lap e y ro n ,  S t e f a n ) .

Przedmiotem rozw ażań b y ł a  p ó ł p r z e s t r z e ń  D o g r a n ic z o n a  p ł a s z c z y z n ą ,  na 

k t ó r e j  zadany  b y ł  warunek brzegowy w p o s t a c i  T ( 0 , t ) = T Bs  Tk r > g d z i e  Tkp j e s t  

tem p e ra tu rą  przem ian y  f a z o w e j  ( n p . k r z e p n i ę c i a ) . W c h w i l i  t > 0  w o b s z a r z e  D 

można w yróżn ić  dwa zmienne w c z a s i e  p o d o b sz a r y  ( np. ( t ) - c i e c z  i  D3 ( t ) -  

c i a ł o  s t a ł e ) .  N i e s t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e ra tu ry  w p o d o b sz a r a c h  o p i s u j e  u k ła d  

równań p a r a b o l i c z n y c h

ST ( x , t )  S2T ( x , t )  3T (x , t ) S2T ( x , t )
« V 1» !  at- = a,---¡ 7 ---’ “ »,(*)«  at--- = a3 ---¡ 7 --- '

( 4 . 1 )

W c h w i l i  t= 0  t e m p e r a t u r a  w o b s z a r z e  D=Dt (0 )  wynosi Tp Ł Tkr > rów n ocześn ie  

T (a , , t )= T p .

Na g r a n i c y  r o z d z i a ł u  f a z  x= x  p r z y jm u je  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  warunek brzegowy

S T , ( x , t )  _ aT3 ( x , t )  ^  d x ( t )

( 4 . 2 )
— asr—  =  - x 3 — 35—  +Q -at

T, ( x , t )  =  T ( X ,  t ) =  T

> ę d ą c y  r ó ż n i c z k o w ą  p o s t a c i ą  b i l a n s u  e n e r g i i  d l a  k r z e p n ą c e j  w c z a s i e  d t  w a r 

s t e w k i  r o z w a ż a n e g o  o b s z a r u ” 1 .

’ ’ w a r u n e k  ( 4 . 2 )  m o żn a  u ś c i ś l i ć  u w z g l ę d n i a j ą c  s p r z ę ż e n i a  m i ę d z y  p r o c e s e m  wy
m i a n y  c i e p ł a  i  p r o c e s e m  w y m ia n y  m a s y  ( s e g r e g a c j a )  w k r z e p n ą c e j  w a r s t e w c e  
[ 1 ] ,  m o ż n a  r ó w n i e ż  u ś c i ś l i ć  g o  o d  s t r o n y  f o r m a l n e j  ( m a t e t s t ą t y c z n e j ) [ 2 ] ,  
s p r a w y  t e  w y k r a c z a j ą  p o z a  z a k r e s  p r o b l e m ó w  b ę d ą c y c h  p r z e d m i o t e m  n i n i e j 
s z e j  r o z p r a w y .
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W o s t a tn im  równaniu Q j e s t  c ie p łe m  k r z e p n i ę c i a  odn ies ion ym  do j e d n o s t k i  ob

j ę t o ś c i  .

Warunek brzegowy ( 4 . 2 )  nazywany j e s t  w l i t e r a t u r z e  warunkiem S t e f a n a ,  

p r z y j ę ł o  s i ę  rów nież  (np. t y t u ł  z n a n e j  m o n o g r a f i i  R u b in s t e in a  [ 3 ] ) ,  że  z a 

d a n ia  zw iązan e  z o b l i c z e n ia m i  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a ,  n am arzan ia ,  t o p i e n i a ,  

n a d t a p i a n i a , a  w ięc  z a d a n ia  z ruchomymi g r a n ic a m i  z a l i c z a  s i ę  do gru py  zadań  

(problemów) S t e f a n a .

P r z e d s t a w io n y  wyżej o p i s  matematyczny d o ty c z y  z a m a r z a n i a * 1 ( k r z e p n i ę c i a )  

o b s z a r u  D i  może być on ła tw o r o z s z e r z o n y  na o b s z a r y  o b a r d z i e j  z ł o ż o n e j  

g e o m e t r i i .  Można ro zw ażać  również pewne odmiany bazowego modelu S t e f a n a  -  

w s z c z e g ó l n o ś c i  p r o c e s  n am arzan ia  ( n a d t a p i a n i a ) .

O bszar  D j e s t  wówczas jedn orodny  (np. c i a ł o  s t a ł e ) ,  u k ła d  równań r ó ż 

niczkowych re d u k u je  s i ę  do je d n eg o  równania d l a  D=D3 ( t ) ,  n a t o m i a s t  na r u 

chomej g r a n i c y  wzdłuż k t ó r e j  z a c h o d z i  p r o c e s  n am arzan ia  ( n a d t a p i a n i a )  dany 

j e s t  warunek w p o s t a c i

STa ( x , t )
i  ~ 8 x

d x ( t )a [ T 3 ( x , t ) - T pf ( x , t ) ]  + Q

T3 ( x , t )  =  Tkr
( 4 . 3 )

g d z i e  a -  w sp ó łcz y n n ik  wymiany c i e p ł a  na pow ierzch n i  g r a n i c z n e j ,

Tp f -  t e m p e ra tu r a  p ły n u ,  w którym zanurzony  j e s t  o b s z a r  D ( d l a  

T =idem, a tym b a r d z i e j  d l a  T =T warunek ( 4 . 3 )  z n a c z n ie  up-
P  * p f k r  r

r a s z c z a  s i ę ) .

Można ro zw ażać  rów nież b a r d z i e j  o g ó ln y  warunek

ST ( x , t )
3 X

=
ST ( x , t )

s x
d x ( t )+ a [T 3 ( x , t ) - T pf ( x , t ) ]  +Q iiii-

( 4 . 4 )
Tj ( x , t )  = T3 ( x , t )

W w e r s j i  p i e r w o t n e j  r o z w ią z a n ie  przypisyw ane S te fa n o w i  d o t y c z y ło  za m arza
n i a  w ilg o tn e g o  g r u n tu  i  opracow an ie  teg o  problemu b y ło  z l e c o n e  p r z e z  
s z t a b  a r m i i  a u s t r i a c k i e j  -  c h o d z i ł o  o m ożliwość t r a n s p o r t u  w o jsk  i  u z b r o 
j e n i a  p r z e z  t e r e n y  podmokłe, bagna ,  t o r f o w is k a  i t p .



p o w sta ły  p r z e z  s k o j a r z e n i e  ( 4 . 2 )  i  ( 4 . 3 ) .  Otrzymany b i l a n s  e n e r g i i  d o ty cz y  

przypadku,  gdy m iędzy  o b sz a ra m i  Di ( t )  i  D3 ( t )  c i e p ł o  wymieniane j e s t  d rogą  

przew odzenia  i  w n ik an ia  ( k o n w e k c j i ) .

Można ła tw o  zauw ażyć,  że  r o z p a t r u j ą c  p r o c e s y  z a m arza n ia  i  n am arzan ia

Ponieważ r o z w ią z a n ia  numeryczne ( l i t e r a t u r o w e  i  w ła sn e )  jednowymiarowe

go problem u S t e f a n a  będą w eryfikowane z ro zw iązan iem  a n a l i ty c z n y m ,  w ięc  n i 

ż e j  podana z o s t a n i e  p o s t a ć  t e g o  r o z w ią z a n ia '  (np .  [ 4 ] )

-  d l a  o b s z a r u  Di ( t ) :

g d z i e  K j e s t  tzw. s t a ł ą  k r z e p n i ę c i a .  Z rozw ażań t e o r e t y c z n y c h  wynika, że

fu n dam en ta ln e  z n a c z e n ie  w termodynamice procesó w  od le w n ic z y c h .  S t a ł ą  k r z e p 

n i ę c i a  można wyznaczyć metodami p r z y b l iż o n y m i  z równania  p r z e s tę p n e g o

lub z pewnych wzorów p r z y b l i ż o n y c h  cytowanych m. i n .  w [ 5 ] .

L i t e r a t u r a  d o t y c z ą c a  problem u S t e f a n a ,  j e g o  asp ek tó w  t e o r e ty c z n y c h  

i  p r a k ty c z n y c h ,  j e s t  b a r d z o  o b s z e r n a  i  ró żn o ro d n a .  W p r a c y  o g ra n ic z o n o  s i ę  

do omówienia t y l k o  ty c h  p o z y c j i ,  k t ó r e  w y k o r z y s t u ją  b e z p o ś r e d n io  metodę 

brzegowych równań całkow ych do s y m u l a c j i  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a ,  w s z c z e g ó l n o 

ś c i  zadań  z o s t r ą  g r a n i c ą  r o z d z i a ł u  f a z .  Problemy k r z e p n i ę c i a " m e t a l u  w i n 

t e r w a le  te m p e ra tu r y  omówione będ ą  w r o z d z i a l e  5.

d l a  przy padku  Tp=Tk r , dochodzimy do id e n ty c z n y c h  opisów  matem atycznych.

T (x ,  t ) = T -  (T -T ) e r f c lx / 2 V a T O  J/erfcfK/Z^T1 ) ,1 p p k r 1 1
( 4 . 5 )

-  d l a  o b s z a r u  D ( t ) :
3

T ( x ,  t ) = T + (T -  T ) e r f  (x/2Va~~t? ) / e r f  {K/2VdT~0 ) ,
3  B k r  B 3 3

( 4 . 6 )

A ___ A.
K = x /v x > = c o n s t .  Z a l e ż n o ś ć  x=Kvt' nazywana j e s t  prawem pierw iastkow ym  i  ma

( 4 . 7 )
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\
4 . 1 .  ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DO ROZWIĄZANIA PROBLEMU 

TO PIEN IA (NAMARZANIA), [ 6 ] ,  [ 7 ]

P r e k u r s o r e m  b a d a ń  w ty m  z a k r e s i e  b y l i  Y . K . C h u a n g  i  J . S z e k e l y  [ 6 ] .  

D a l s z e  p r a c e  j a k i e  o p u b l i k o w a n o  m . i n .  [ 8 ] ,  [ 9 ]  p r e z e n t u j ą  p e w n e  u l e p s z e 

n i a  m e t o d y ,  p r z y k ł a d y  r e a l i z a c j i  n u m e r y c z n y c h  i t p .  a l e  p r y n c y p i a ,  w tyra 

r ó w n a n i e  c a ł k o w e  d l a  p r o b l e m u  t o p i e n i a  ( n a m a r z a n i a )  p r z y j ę t o  z a  p r a c a m i  

C h u a n g a  i  S z e k e l e g o .

P r z e d s t a w i o n e  p o n i ż e j  w y p r o w a d z e n i e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  d l a  z a d a n i a  S t e 

f a n a  s t a n o w i  p e w n ą  w ł a s n ą  m o d y f i k a c j ę  r o z w a ż a ń  p r z e d s t a w i o n y c h  w [ 8 ] * ’ .

R o z p a t r y w a n a  b ę d z i e  p ł y t a  n i e s k o ń c z o n a  o  g r u b o ś c i  2 L ,  k t ó r ą  z a n u r z o n o  

w k ą p i e l i  o t e m p e r a t u r z e  w y ż s z e j  l u b  r ó w n e j  t e m p e r a t u r z e  p r z e m i a n y  f a z o w e j .  

W w y n i k u  p r o c e s ó w  c i e p l n y c h  n a  p o w i e r z c h n i  p ł y t y  z a c h o d z i  z j a w i s k o  j e j  t o 

p i e n i a  i  d l a  t > 0  c h w i l o w ą  g r u b o ś ć  p ł y t y  o k r e ś l a  w a r u n e k  - x ( t )  s x «  x ( t ) .

O p i s  m a t e m a t y c z n y  p r o c e s u  ( p r z y  z a ł o ż e n i u  s t a ł y c h  p a r a m e t r ó w  t e r r a o f I z y c z -  

n y c h  p ł y t y )  t w o r z ą  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n a n i a  i  w a r u n k i

—x ( t ) s x s  x ( t ) :  gl | x * Ł 1 =  a  — T ( x ' t )  , ( 4 . 8 )
ax

t = 0 :  T ( x , 0 ) = T  ,  X ( 0 ) = L  ,  ( 4 . 9 )

x = x ( t )

, 3 T ( x , t )
3 x

T ( x , t )

“ t Tk r - Tp r < x - t >J + «
( 4 . 1 0 )

g d z i e  a -  w s p ó ł c z y n n i k  w y m ia n y  c i e p ł a  m i ę d z y  k ą p i e l ą  i  p ł y t ą ,  

T -  t e m p e r a t u r a  k ą p i e l i .

C e le m  a u t o r a  n i n i e j s z e j  p r a c y  j e s t  u n i f i k a c j a  t e o r i i  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  
c a ł k o w y c h  d l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  a  m i a n o w i c i e  w y p r o w a d z e n i e  i c h  n a  
b a z i e  m e t o d y  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h .  P o d e j ś c i e  C h u a n g a ,  S z e k e l e g o  i  i n .  j e s t  
t u  o d m i e n n e ,  c h o c i a ż  w y n i k i  k o ń c o w e  i d e n t y c z n e .



Dla T =T warunek ( 4 . 1 0 )  sprow adza  s i ę  do p r o s t s z e j  p o s t a c i
p  f kr

x = x ( t )  :

8 T ( x , t )
ax

T ( x , t )  = T

d x ( t )
d t

( 4 . 1 1 )

Metoda o d c h y łe k  ważonych w rozpatrywanym przypadku  prow adz i  do n a s t ę 

p u ją c e g o  równania

t '  x ( t )

[a - 3ZiŁ_Li]T' (ę)X, tF,t)dxdt = 0 ,
ax

( 4 .1 2 )

t  - x ( t )

g d z ie  T * ( ę , x , t r , t )  j e s t  ro zw iązan iem  fundamentalnym ( p o r . r o z d z . 3 ) .

Po dwukrotnym s c a łk o w a n iu  p r z e z  c z ę ś c i  p i e r w s z e g o  c z ło n u  rów nania  ( 4 .1 2 )  

o trzy m u je  s i ę

t F x ( t )
S T  * a — - T d x d t  =  a (T* "  -  T— )11 at at’

t u - x ( t )

x ( t )  "
d t  + 

- x ( t )  o-l

t r x ( t )
a V
ax2

Tdxdt ( 4 .1 3 )

t  - x ( t )

W y k orzys tu jąc  pow yższą z a l e ż n o ś ć  w równaniu ( 4 . 1 2 )  o r a z  d o d a j ą c  i  o d e jm u jąc

w o s t a t n i e j  c a ł c e  t e g o  rów nania  s k ł a d n i k  -^T mamy 

t F x ( t )  t F

( a —  + § | ) T d x d t  + - i  
3x2 P

(Tq -  qT )
x ( t )

d t

t F x ( t )
a
at (TT ) dx d t  =  0 , ( 4 . 1 4 )

t ” X(t) - X ( t ) ( t )

. 3T *  . 8Tg d z ie  q=-Xg5 ,  q = - X ^  .

Po u w z g lę d n ie n iu  w ł a s n o ś c i  r o z w ią z a n ia  fu n dam en ta ln ego  (wzór 3 . 1 9 )  o s t a t n i e  

równanie p r z y jm u je  p o s t a ć

T ( ę , t '  ) pc
t °

( Tq -  qT )
x ( t ) t  x ( t )

d t  - (TT )d x d t  . ( 4 .1 5 )

- x ' t > t °  - x ( t )



x = x ( t )

- L  - x ( t )  - x ( t '  ) x ( t '  ) x ( t )  L

R y s . 4 . 1 .  P r z e b i e g  p r o c e s u  t o p i e n i a  

F i g . 4 . 1 .  T h e  c o u r s e  o f  m e l t i n g  p r o c e s s

Na r y s u n k u  ( 4 . 1 )  p o k a 

z a n o  p r z e b i e g  p r o c e s u  

w u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n a  

p r z e s t r z e n n a  -  c z a s  o r a z  

o z n a c z e n i a ,  k t ó r e  b ę d ą  

s t o s o w a n e  w d a l s z e j  c z ę 

ś c i  wywodów d o t y c z ą c y c h  

p r z e k s z t a ł c e n i a  o s t a t 

n i e g o  s k ł a d n i k a  r ó w n a n i a  

( 4 . 1 5 ) .

t  x ( t )  - x ( t F ) t ( x )

ag ^ f T T  ) d x d t

x ( t F ) t F

- L  t

^ - ( T T  ) d x d t  +

-x(tr ) t'’
j ę ( T T  ) d x d t  +

* ( t F ) t d

L  t ( x )

8

t  —X ( t  )

W y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e g o  o t r z y m u j e  s i ę

^ ( T T  ) d x d t .  

( 4 . 1 6 )

t x(t)

t  - x ( t )

j j - ( T T  ) d x d t  = TT

-L

- x ( t F )

d x  + TT d x  + 
t ( x )

TT

x ( t F )

d x
t ( x )

( 4 . 1 7 )

i  o s t a t e c z n i e

t x ( t ) : x ( t )
T ( S , t F ) + ^ t * q d t  =  —  

p c q * T d t  + TT*

t ° - x ( t )  t o J - x ( t )  _j

d x  -

- x ( t F )
•

TT d x  - TT d x
t ( x ) F . t ( x )

x ( t r )

R ó w n a n ie  ( 4 . 1 8 )  m o ż n a  z a p i s a ć  r ó w n i e ż  w p o s t a c i  [ 9 ]  (o  s  £ < L )

T ( ę , t F ) + ^ T q

x ( t )

d t  =  —  
p c q t

x ( t )
• •

+ TT d x  - TT*
0 t ° F .x ( t r )

( 4 .  18

d x , ( 4 . 1 9 )  
t ( x )



c o  w y n i k a  z  s y m e t r i i  c i e p l n e j  r o z w a ż a n e g o  z a d a n i a  ( q ( 0 , t ) = 0 ) .  P o  w s t a w i e n i u  

do o s t a t n i e g o  r ó w n a n i a  w a r u n k u  b r z e g o w e g o  ( 4 . 1 1 )  j e s t

n e . f )  + £ T * ( ę , x ( t ) , t F , t ) ^ | i t i d t  = ^ r

_ i
p c

t ° ‘

t  L

q ' ( ę , 0 , t F , t ) T ( 0 , t ) d t +

( 4 . 2 0 )

T ( x , t °  )T *  ( ę ,  x ,  t F , t °  ) d x - T ( x , t ( x ) ) T  ( 5 , x , t  , t ( x ) ) d x  

x ( t F )

Z a k ł a d a  s i ę  [ 6 ,  9 ] ,  ż e  n a  o d c i n k u  [ t f - 1 , t f ] p r z y r o s t  w a r s t w y  z a k r z e p ł e j  

m i ę d z y  p u n k t a m i  j e s t  f u n k c j ą  l i n i o w ą  t z n .

x ( t ) =  x f _ l +  ( x f - x f  i ) ( t - t r " 1 ) / ( t r - t f ' '  ) =  x f i - s f ( t - t f ‘ 1 ) ,  ( 4 . 2 1 )

g d z i e  S f  j e s t  p r ę d k o ś c i ą  t o p i e n i a .  M ożna  s t ą d  r ó w n i e ż  w y z n a c z y ć  f u n k c j ę  o d 

w r o t n ą  t ( x ) .

D l a  p o w y ż s z e g o  z a ł o ż e n i a  c a ł k i  w y s t ę p u j ą c e  w r ó w n a n i u  ( 4 . 2 0 )  a  m i a n o w i c i e  

t f t f  x

T ( ę , X ( t ) , t  , t ) d t , q ( C > x ( t ) , t  , t )d t , T ( ę , x , t  , t ( x ) ) d x  m o ż n a  w y z

n a c z y ć  a n a l i t y c z n i e  i  o s t a t e c z n i e  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  b r z e g o w y c h  

( d l a  ę — >0 i  ę — > x ( t )  ) ,  w k t ó r y c h  j e d n ą  z  n i e w i a d o m y c h  j e s t  S f , U k ł a d  t e n  

r o z w i ą z u j e  s i ę  i t e r a c y j n i e  p o p r a w i a j ą c  p r ę d k o ś ć  S f a ż  d o  u z y s k a n i a  ż ą d a n e j  

d o k ł a d n o ś c i .

P r e z e n t o w a n e  w y ż e j  p o d e j ś c i e  d o  z a g a d n i e n i a  n a m a r z a n i a  ( t o p i e n i a )  j e s t  

z  c a ł ą  p e w n o ś c i ą  b a r d z o  " e l e g a n c k i e "  o d  s t r o n y  m a t e m a t y c z n e j ,  n a t o m i a s t  

t r u d n o  j e  p r z e n i e ś ć  n a  o b i e k t y  2D l u b  3D o r a z  a d a p t o w a ć  d o  b a r d z i e j  z ł o ż o 

n y c h  c i e p l n i e  z a d a ń  S t e f a n a .

I s t n i e j e  r ó w n i e ż  d r u g a  g r u p a  a l g o r y t m ó w ,  k t ó r a  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n a  

b a r d z i e j  s z c z e g ó ł o w o  ( ł ą c z n i e  z  w y n i k a m i  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n y c h  ) ,  a  k t ó r e  

p o l e g a j ą  o g ó l n i e  r z e c z  b i o r ą c  n a  r o z w i ą z y w a n i u  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  i  t a 

k i e j  m o d y f i k a c j i  r o z w i ą z a n i a ,  k t ó r a  z a p e w n i a  s p e ł n i e n i e  w a r u n k u  S t e f a n a  n a  

w sp ó ln y m  b r z e g u .  C z ę ś ć  z  n i c h  w y j ą t k o w o  ł a t w o  m o żn a  p r z e n o s i ć  n a  z a d a n i a  

w i e l o w y m i a r o w e  i  z ł o ż o n e  g e o m e t r y c z n i e  o b s z a r y .



W r o z d z i a l e  n i n ie j s z y m  p r z e d s ta w io n e  z o s t a n ą  c z t e r y  t a k i e  metody w tym 

je d n a  w ła sn a  p o l e g a j ą c a  na I te r a c y jn y m  dob orze  kroku  c z a s u  zapew nia jącym  

p r z e j ś c i e  f r o n t u  k r z e p n i ę c i a  od w ęz ła  do w ęz ła  p r z y j ę t e j  s i a t k i .

- -

4 . 2 .  METODA ITERACJI PRĘDKOŚCI KRZEPNIĘCIA [10 ]

Metoda p r z e d s ta w io n a  p r z e z  S .T a k a h a s h i ,  K .O n i sh i ,  T .K u r o k i ,  K .H ay ash i  

w p r a c y  [1 0 ]  j e s t  pewną m o d y f ik a c ją  k o n w en c jo n a ln e j  t e c h n i k i  ł ą c z e n i a  pod- 

obszarów  o różnych  p a ra m e tra c h  t e r m o f iz y c z n y c h ,  k t ó r ą  p r z e d s ta w io n o  d o k ła d 

n i e  w r o z d z i a l e  3 n i n i e j s z e j  p r a c y .

A u torzy  r o z p a t r u j ą  k l a s y c z n y  problem  S t e f a n a  t z n .  dwa p o d o b sz a r y  Dj ( t ) ,  

D3 ( t )  z warunkiem brzegowym ( 4 . 2 )  na g r a n i c y  r o z d z i a ł u  f a z .

Brzegowe równania  całkow e d l a  ty ch  podobsząrów  m ają  p o s t a ć  ( p o r .  r o z d z .3 )

g1 g 1 *11 1 2 q (x  , t f )*1 ' 0 * 1 h11 1 h11 2 T (x  , t f ) 1 ' 0 * '
+

' P1 ‘ 1

g 1 g 132 1 2 2 . ( x ( t ) . t f ) ■ h122 . T ( x ( t ) , t f ) P1 2 J

3  3 

« . i q3 ( x ( t ) , t f ) h3 h3 11 12 T3 ( x ( t ) , t f ) P 31
= +

3  3g g^2 1 2 2 h3 h321 22 . T3 ( x , t f ) P32
( 4 .2 2 )

g d z i e  < j " j j  h” j »  p” >m=l > 3 o k r e ś l o n e  s ą  wzorami ( 3 . 2 9 ) ,  n a t o m i a s t  p o z o s t a ł e  

w i e l k o ś c i  w y s t ę p u ją c e  w równaniach  ( 4 . 2 2 )  pokazano na r y s . 4 . 2 ,  p r z y  czym

R y s . 4 . 2 .  Metoda i t e r o w a n ia  p r ę d k o ś c i  k r z e p n i ę c i a

F i g . 4 . 2 .  The method o f  i t e r a t i o n  o f  s o l i d i f i c a t i o n  r a t e



w a r u n k i  b r z e g o w e  d l a  x = x q  i  x = x ł  d e t e r m i n u j ą  j e d n ą  z  d w ó ch  w a r t o ś c i  b r z e 

g ow ych  n p .  q i ( x o , t ) = 0 ,  T3 ( X i , t ) = T B .

W arun ek  b r z e g o w y  S t e f a n a  ( 4 . 2 )  z a p i s a n o  w p o s t a c i

x —x ( t ) :

q 3 ( x , t )  =  ( x , t )  -  Qv

T ( x , t )  =  T3 ( x , t )  =  Tkr

( 4 . 2 3 )

i  w p r o w a d z o n o  d o  r ó w n a ń  ( 4 . 2 2 ) .

O s t a t e c z n i e  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  u k ł a d  r ó w n a ń

-h;

-h ;

1
‘ l l

1
i>12 0 0

1
t2 1

1
^2 2 0 0

i 3

• 3 . . Qg3 i

3 

1 2

l 3 

^2 1 Qg32 1
3

g 2 2

T ( x  , t  )l ' o ’ '

q, ( x ( t ) , t  )

q3(x1.t )

’ « .i 0

- g 1 02 1

0 h3

qi (x0»t >

P 1 +h*  T
1 1 2 k r

P 1 + h ‘ T
2 2 2  k r

P 3 + h 3 T
1 1 1 k r

P3 + h 3 T
2 2 1 k r

( 4 . 2 4 )

p r z y  c z y m  z a ł o ż o n o ,  ż e  d l a  x = x q  : q ;  ( x o , t ) = 0 , d l a  x = x t : T3 ( x  , t ) = T B .

W p o w y ż s z y m  u k ł a d z i e  r ó w n a ń  n i e w i a d o m y m i  s ą  b r a k u j ą c e  t e m p e r a t u r y  i  s t r u 

m i e n i e  c i e p ł a  n a  b r z e g a c h  x = x q ,  x = x 5 , s t r u m i e ń  c i e p ł a  q i ( x ( t ) , t f ) d o p ł y w a 

j ą c y  d o  g r a n i c y  r o z d z i a ł u  f a z  o d  s t r o n y  c i e c z y  o r a z  p r ę d k o ś ć  p r z y r o s t u  w a r 

s t w y  z a k r z e p ł e j  v = d x ( t ) / d t .

J e ż e l i  p r o c e s  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  c h c e m y  p r o w a d z i ć  w t e n  s p o s ó b ,  a b y  

f r o n t  k r z e p n i ę c i a  p r z e n o s i ł  s i ę  o d  w ę z ł a  d o  w ę z ł a ,  t o  u k ł a d  r ó w n a ń  ( 4 . 2 4 )  

n a l e ż y  p o w i ą z a ć  z  n a s t ę p u j ą c y m  p r o c e s e m  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń :

-  z a k ł a d a  s i ę  p e w i e n  k r o k  c z a s u  A t ,

-  r o z w i ą z u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  ( 4 . 2 4 ) ,

-  n a  p o d s t a w i e  w y z n a c z o n e j  p r ę d k o ś c i  v  p r z y j m u j e  s i ę  k o l e j n e  p r z y b l i ż e 

n i e  k r o k u  c z a s u  A t = h ( / v ,  g d z i e  h ( j e s t  k r o k i e m  s i a t k i  p r z e s t r z e n n e j ,

-  p r o c e s  i t e r a c y j n y  p o w t a r z a  s i ę  a ż  d o  u z y s k a n i a  ż ą d a n e j  d o k ł a d n o ś c i .

A l g o r y t m  z a p r o p o n o w a n y  p r z e z  S . T a k a h a s h i ,  K . O n i s h i ,  T . K u r o k i ,  K . H a y a s h i  

s p r a w d z o n o  n a  n a s t ę p u j ą c y m  p r z y k ł a d z i e .



R o z w a ż a n o  p ó ł p r z e s t r z e ń  o g r a n i c z o n ą  p ł a s z c z y z n ą ,  n a  k t ó r e j  z a d a n o  w a r u n e k  

b r z e g o w y  w p o s t a c i  T ( x i , t ) = T b = 7 0 0 [ ° C ] .  P a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  p ó ł p r z e s t -  

r z e n i  ^ = 2 5 0 [ W / m K ] , = 8 3 0 0  [ k g / m 3 ] ,  ^ = 5 4 4 [ J / k g K ] , A3 = 3 3 0 ,  P3 = 8 9 2 0 ,  c 3 = 4 2 0 ,

Tk = 1 0 8 3 ,  Q = 1 8 1 9 6 8 0 0 0 0 [ J / m 3 ] o d p o 

w i a d a j ą  p a r a m e t r o m  t e r m o f i z y c z n y m  

c z y s t e j  m i e d z i  [ 1 1 ] .

F r a g m e n t  p ó ł p r z e s t r z e n i  ( l i c z ą c  o d  

b r z e g u  x = x t ) p o k r y t o  p r z e s t r z e n n ą  

s i a t k ą  o  k r o k u  h = 0 . 0 0 0 5 m  ( 8 0  węz

ł ó w ) . »  w ę ź l e  p o ł o ż o n y m  n a j d a l e j  o d

b rz e g u  (x=xq ) z a ło ż o n o  q ( x o , t ) = 0 .  

Warunek początkow y z a d a n ia  p r z y j ę 

to  w p o s t a c i  T ( x ,0 ) = T k . O b l i c z e 

n i a  numeryczne prowadzono do chwi

l i ,  w k t ó r e j  można b y ło  uznać  wa

runek d l a  x = x t j a k o  poprawny ( n ie  

z a b u r z a j ą c y  p o l a  t e m p e ra tu ry  w 

p ó ł p r z e s t r z e n i ) .  Otrzymane r o z w ią 

z a n ie  porównano z rozw iązan iem  

an a l i ty c z n y m  (wzory 4 . 5 ,  4 . 6 ) .  Na 

r y s . 4 .3  pokazano r o z w ią z a n ie  

dok ładn e  i  p r z y b l i ż o n e  d l a  czasów  

t= 1 0 ,  60, 1 5 0 [ s ] ,  Otrzymane wyniki 

s ą  w p e ł n i  z a d o w a l a ją c e ,  r ó ż n i c a  

między odpowiednimi tem p era tu ram i  n i e  p r z e k r a c z a  k i l k u  s t o p n i  ( b ł ą d  w zg lę d 

ny rz ę d u  ułamka p r o c e n t a ) .

K z a k o ń c z en iu  t e j  c z ę ś c i  r o z d z i a ł u  n a l e ż y  j e s z c z e  wspomnieć o p r a c y  R. 

P a r k i tn e g o  i  A .Bokoty  [ 1 2 ] , w k t ó r e j  ro zw iązan o  metodami i t e r a c y jn y m i  s p r z ę 

żony problem  jednowymiarowej wymiany c i e p ł a  i  masy w o b s z a r z e  k rze p n ą c eg o  

m eta lu .  A u torzy  n i e  p o d a j ą  s zc ze g ó łó w  p r z y ję t y c h  procedu r  i t e r a c y j n y c h ,  a l e  

można s ą d z i ć ,  że  proponowany p r z e z  n ic h  a lg o ry tm  j e s t  z b l i ż o n y  do metody 

p re ze n to w an e j  w yże j .

vspolrzedna m 

□  lOs A60s 0 !50s

R y s . 4 . 3 .  I t e r a c j a  v

F i g . 4 . 3 .  The i t e r a t i o n  o f  v



4.3 METODA KOLEJNYCH PRZYBLIŻEŃ KROKU CZASU (BADANIA WŁASNE)

Załóżmy, że  w c h w i l i  t = t r_1 f r o n t  k r z e p n i ę c i a  " d o t a r ł "  do w ęz ła  x-x^+ 

o raz ,  że  znany j e s t  r o z k ł a d  te m p e ra tu r y  (warunek p se u d o p o c zą tk o w y ) w c h w i l i  

t r_1 w p o d o b sz a r a c h  Di ( t ) ,  D ( t ) .

P o s tu lo w ać  b ędziem y, aby  w c z a s i e  Atf = t f - t f -1  f r o n t  k r z e p n i ę c i a  p r z e 

m i e ś c i ł  s i ę  do w ęz ła  x  ̂ ( r y s . 4 . 4 ) .

q  ( x  , t ) = 0
M  1 0  7  7

( t ) Da ( t )

T 3 ( X , t ) = TB ,
X

0
X

1
X

1 *  1
'  '■..............................................1

X  = x

< --------------------

N  1

R y s . 4 . 4 .  Metoda i t e r a c j i  kroku  c z a s u

F i g . 4 .4 .  The method o f  i t e r a t i o n  o f  t im e  s t e p

Zamierzony c e l  można o s i ą g n ą ć  r e a l i z u j ą c  n a s t ę p u j ą c y  a lg o ry tm :

-  p r z y jm u je  s i ę  a r b i t r a l n i e  g r a n i c ę  r o z d z i a ł u  f a z  w p u n k c ie  x = x t ,

-  metodą numeryczną np. metodą elementów brzegowych wyznacza s i ę  p o le  

te m p e ra tu r y  w p o d o b sz a r a c h  Di ( t f ) i  D3 ( t f ) z n a s t ę p u ją c y m i  warunkami 

brzegowymi

ST ( x , t )
x= x o : 0 i ( T ( x , t ) , — ^  ) = o,

ST ( x , t )
x = x , :  03 (T3 ( x , t ) , ---- ^ -----) =  o,

( 4 .2 5 )

x=xi_o: T ( x , t ) = T kr,

x = x i ł 0 : T3 ( x , t )  = Tki .

a  w ięc  z warunkiem brzegowym I r o d z a ju  na g r a n i c y  r o z d z i a ł u  f a z  zapew

n ia ją c y m  s p e ł n i e n i e  d r u g i e j  c z ę ś c i  warunku S t e f a n a .

W przy padku  MEB problem  sprow adza s i ę  do r o z w ią z a n ia  dwóch układów



równań w p o s t a c i

1 1 g g
* 1 1  1 2 q i (x 0 ' t f ) h1 

1 1
T ( x o , t f )

+

p 1
1

1 i

2  1 2  2
q ,  ( x ( t ) , t f ) ■ h a , h a a  ■ T

k r
p1

2

(4.26)
3  3 

^ 1 1  1 2
q3 ( x ( t ) , t f ) h3 h3

1 1  1 2
Tk r p 31

= +

3 3 
2  1 2  2 .<J3 (x l » t f ) h3 h3

2 1  2 2  .  J
T (x  , t f )

1 - 3  1
p3

2

w k tó r y c h  d l a  u s t a l e n i a  uwagi p r z y j ę t o  d l a  x = * 0 : cij ( 3Co , t ) =0 ,  d l a  

x = x t : T3 ( x i , t ) = T B .

Z powyższych układów równań obok T (x o , t f ) i  q3 ( x i , t f ) o t rzy m u je  s i ę  

s t r u m i e n ie  c i e p ł a  qi ( x i , t f ) i  q3 ( x i , t r ) ,

-  p i e r w s z ą  c z ę ś ć  warunku S t e f a n a  można p r z e k s z t a ł c i ć  do n a s t ę p u j ą c e j  

p o s t a c i

q1 ( x l » t  > -  w t  > _ d x ( t )
Q ”  d t ( 4 .2 7 )

P r z y jm u ją c d x ( t )  ^ h
d t At

mamy

Atf =  h Q /[qi ( x i , t r ) - q 3 (Xi , t f ) ] ,  

g d z i e  h j e s t  krokiem  s i a t k i  p r z e s t r z e n n e j .

( 4 .2 8 )

Aby wyznaczyć w sp ó łcz y n n ik i  u k ład u  równań ( 4 .2 6 )  n a l e ż a ł o  w pewien s p o 

sób p r z y j ą ć  c z a s  p r z e j ś c i a  Atf . K o le jn y  krok  c z a s u  w p r o c e s i e  i t e r a c y jn y m  

wynika z wzoru ( 4 .2 8 )  a p r o c e s  o b l i c z e ń  c z y l i  sy m u lac ję  p r z e j ś c i a  od w ęzła 

x j+ t  do x j prow adzi s i ę  aż  do u z y s k a n ia  żą d an e j  d o k ła d n o ś c i .

P rze d s taw io n y  wyżej a lg o ry tm  modelowania jednowymiarowego z a d a n i a  S t e 

fan a  może być w z a s a d z i e  k o ja r z o n y  z dowolną metodą numeryczną.

Warunkiem powodzenia j e s t  jed n ak  poprawne o szacow an ie  s t r u m i e n i  c i e p ł a  

na g r a n ic y  r o z d z i a ł u  f a z .  M ożliw ości  t a k i e  s tw arza  w ła ś n ie  metoda elępten- 

tów brzegowych, k t ó r a  d o k ła d n ie  wyznacza w a r to ś c i  brzegowe w tym s t r u m ie -



*)
D o b r e  w y n i k i  u z y s k a n o  r ó w n i e ż  ( E . M a j c h r z a k ,  B . M o c h n a c k i  [ 1 3 , 1 4 ]  )

p r z e z  p o ł ą c z e n i e  p r e z e n t o w a n e g o  a l g o r y t m u  z  m e t o d ą  i d e n t y f i k a c j i  p o l a  t e m 

p e r a t u r y  z a  p o m o c ą  s p l a j n ó w  c o  w y n i k a ł o  z  f a k t u , ż e  p r z y b l i ż e n i e  c h w i l o w e 

go  p o l a  t e m p e r a t u r y  f u n k c j ą  g i ę t ą  ( s p l a j n e m )  d a j e  d o b r ą  d o k ł a d n o ś ć  o s z a c o 

nie ciepła dla x=xj.

w a n i a  p o c h o d n e j  ( a  w i ę c  s t r u m i e n i a

Algorytm ilerocyjny (wiosny)

współrzędna m

□  10s XS0 s  +150»

R y s . 4 . 5 .  I t e r a c j a  k r o k u  c z a s u  

F i g . 4 . 5  T h e  i t e r a t i o n  o f  t i m e  s t e p

c i e p ł a )  w d o w o ln y m  p u n k c i e  o b s z a r u .

O p i s a n ą  w y ż e j  p r o c e d u r ę  p o p r a w i a n i a  

k r o k u  c z a s u  p r z e t e s t o w a n o  n a  p r z y k 

ł a d z i e  i d e n t y c z n y m  j a k  w r o z d z i a l e

4 . 2 .  W y n ik i  ( r o z w i ą z a n i e  p r z y b l i ż o 

n e  i  d o k ł a d n e  ) d l a  c z a s ó w  t = 1 0 s ,  

t = 6 0 s  i  t = 1 5 0 s  p o k a z a n o  n a  r y s

4 . 5 .

U z y s k a n o  p e ł n e  p o t w i e r d z e n i e  p r z y 

d a t n o ś c i ,  w y s o k i e j  d o k ł a d n o ś c i  i  

e f e k t y w n o ś c i  m e t o d y .

T e m atem  c y t o w a n y c h  p r a c  b y ł y  o b l i c z e n i a  f r o n t u  k r z e p n i ę c i a  w p r z e k r o j u  
p o d ł u ż n y m  w le w k a  c i ą g ł e g o ,  o p i s  m a t e m a t y c z n y  s p r o w a d z a ł  s i ę  d o  u k ł a d u  
ró w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  z  w a r u n k i e m  S t e f a n a ,  w k t ó r y c h  r o l ę  c z a s u  p r z e j m o 
w a ł a  w s p ó ł r z ę d n a  " z "  z o r i e n t o w a n a  w k i e r u n k u  w y c i ą g a n i a  w l e w k a .
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4 . 4 .  METODA PRZEMIENNEJ FAZY

M e t o d a  p r z e m i e n n e j  f a z y  ( A l t e r n a t i n g  P h a s e  T r u n c a t i o n  M e t h o d )  z o s t a ł a  

po  r a z  p i e r w s z y  p r z e d s t a w i o n a  w p r a c a c h  J . R o g e r s a ,  A . B e r g e r a ,  M . C i m e n t a  

[ 1 5 , 1 6 ] .

J e s t  t o  p e w i e n  a l g o r y t m  r o z w i ą z y w a n i a  z a d a ń  z  r u c h o m y m i  b r z e g a m i  s p r o 

w a d z a j ą c y  s i ę  d o  z n a j d o w a n i a  w k a ż d y m  k r o k u  c z a s u  d w óch  r o z w i ą z a ń  ( r o z k ł a 

dów e n t a l p i i )  d l a  f o r m a l n i e  u j e d n o r o d n i o n e g o  ( s p r o w a d z o n e g o  d o  c i e c z y  l u b  

c i a ł a  s t a ł e g o )  o b s z a r u  k r z e p n ą c e g o  i  s t y g n ą c e g o  o b i e k t u ,  a  n a s t ę p n i e  o d p o 

w i e d n i e g o  p r z e k s z t a ł c a n i a  t y c h  r o z w i ą z a ń .

W s w o j e j  k l a s y c z n e j  p o s t a c i  APTM z n a l a z ł a  z a s t o s o w a n i e  d o  s y m u l a c j i

z a d a ń  z  o s t r y m  f r o n t e m  k r z e p n i ę c i a  ( w t a k i m  u j ę c i u  b ę d z i e  p r e z e n t o w a n a

i  w y k o r z y s t y w a n a  w n i n i e j s z e j  p r a c y ) .  M e t o d ę  t ę  m o żn a  r ó w n i e ż  a d a p t o w a ć  do

o b l i c z e ń  k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r y ,  c o  p o k a z u j ą  A . K a p u s t a  i

B . M o c h n a c k i  w p r a c y  [ 1 7 ] .

W r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  p r z e d s t a w i o n y  z o s t a n i e  a l g o r y t m  ł ą c z ą c y  APTM 

z  m e t o d ą  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  d l a  z a d a n i a  j e d n o w y m i a r o w e g o ,  b a r d z i e j  

s k o m p l i k o w a n e  p r z y k ł a d y  b ę d ą  o m ó w io n e  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y .

Do o p i s u  m a t e m a t y c z n e g o  p r o b l e m u  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  w p r o w a d z a  s i ę  

e n t a l p i ę  f i z y c z n ą  m a t e r i a ł u  o d n i e s i o n ą  d o  j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i  ( p o r . r y s . 4 . 6 )

H ( T )  =

g d z i e

c{n)p(u ) d p  +QV ( T ) ,  ( 4 . 2 9 )

F i g . 4 . 6 .  T h e  e n t h a l p y  d i s t r i b u t i o n

‘  c  ( T ) p  ( T ) ,

c ( T ) p ( T )

C3 ( T ) p 3 ( t ) ,

7 ) ( T )  =
0,

1,

TST

TsT

T>T

4 . 3 0 )

(4.31)



przy czym c (T),,,,,p (T) mogą być wielkościami stałymi.

U k ł a d  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  i  w a ru n k ó w  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y c h  d l a  z a d a n i a  

S t e f a n a  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 2 )  z a p i s a n y  w k o n w e n c j i  e n t a l p o w e j  ma p o s t a ć

xeD ( t ) :
0 H ( x , t )  S ^ f x , ! )

. ( t )
3H ( x , t )  8 H ( x , t )

a t

g d z i e  a  =A / p  c  = c o n s t ,  1 = 1 , 3 .3 i i i i ■*
W arun ek  S t e f a n a :

3x
( 4 . 3 2 )

8 H ( x , t )  8H3 ( x , t )

i ax

A1 " A3 + Q

3 dx +Q d x ( t )
d t

( 4 . 3 3 )

g d z i e  A =  l i m  H ( T ) ,  A =  l i m  H ( T ) .  
T- > T T- > Tk r + 0 k r - 0

P o z o s t a ł e  w a r u n k i

X = o  ( t = 0 )  : H ( o o , t )  =  H ( X ,  0 )  =  H , ( 4 . 3 4 )p

X =0  : H ( 0 , t ) =  Hf i . ( 4 . 3 5 )

Z a ł ó ż m y ,  ż e  Ah j e s t  s i a t k ą  p r z e s t r z e n n o - c z a s o w ą  o  k r o k u  c z a s u  A t  i  w ę z 

ł a c h  p r z e s t r z e n n y c h  x q , x t , . . . , x M o r a z ,  ż e  z n a n y  j e s t  r o z k ł a d  e n t a l p i i

w t y c h  w ę z ł a c h  w c h w i l i  t = t f _ 1 : Hr _ 1 , Hr _ 1 ...................Hf _ 1 .
0 ' 1 ' ’ N

A l g o r y t m  m e t o d y  p r z e m i e n n e j  f a z y  s k ł a d a  s i ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h  e t a p ó w :

1 . R o z p a t r y w a n y  o b s z a r  D=Dj ( t ) uD3 ( t ) s p r o w a d z a  s i ę  u m o w n ie  d o  f a z y  

c i e k ł e j  p r z y j m u j ą c  w y j ś c i o w e  p o l e  e n t a l p i i  w p o s t a c i

V! ( * ,  ) =  m ax  { h [ _ 1 , At } ,  ( 4 . 3 6 )

c o  o z n a c z a ,  ż e  z a c h o w u j e  s i ę  w a r t o ś ć  e n t a l p i i  d l a  t y c h  w ę z łó w  x  ̂ , 

k t ó r e  w c h w i l i  t  1 z n a j d o w a ł y  s i ę  w f a z i e  c i e k ł e j ,  a  p o z o s t a ł y m



- 60 -

p r z y p o r z ą d k o w u j e  s i ę  w a r t o ś ć  Aj .

D l a  t a k  p r z y j ę t e g o  w a r u n k u  p s e u d o p o c z ą t k o w e g o  z  r ó w n a n i a  ( 4 . 3 2 a )
A £ £•

w y z n a c z a  s i ę  p o l e  e n t a l p i i  Vi ( x , t  ) d l a  p o z i o m u  c z a s u  t = t  .

E t a p  1 °  k o ń c z y  s i ę  o d j ę c i e m  d o d a n e j  d l a  s p r o w a d z e n i a  d o  f a z y  c i e k 

ł e j  e n t a l p i i  w w ę z ł a c h  s i a t k i  t z n .

Vi ( x i , t f ) =  V ( x i , t f ) + ~ 1 -  Vi ( x i , t f ' 1 ) .  ( 4 . 3 7 )

2 ° .  W p ro w ad za  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  w a r u n e k  p s e u d o p o c z ą t k o w y

V2(* l ’ tf"ł) = min { V  Vl <Xl ' tf) >> (4'38)

c o  o z n a c z a ,  ż e  c a ł y  o b s z a r  D s p r o w a d z o n o  f o r m a l n i e  d o  f a z y  s t a ł e j  

z a c h o w u j ą c  r z e c z y w i s t ą  w a r t o ś ć  e n t a l p i i  w w ę z ł a c h  n a l e ż ą c y c h  f a k 

t y c z n i e  d o  D3 ( t f " 1 ) ,  a  p o z o s t a ł y m  p r z y p o r z ą d k o w u j ą c  e n t a l p i ę  g r a 

n i c z n ą  c i a ł a  s t a ł e g o  A3 .

D l a  t a k  p r z y j ę t e g o  w a r u n k u  w y z n a c z a  s i ę  z  r ó w n a n i a  ( 4 . 3 2 b )  w a r t o ś c i  

e n t a l p i i  V ( x  , t f ) i  o s t a t e c z n e  r o z w i ą z a n i e  d l a  c h w i l i  t f  w y n i k a  z  

z a l e ż n o ś c i

Hi = V x ! > t f )  + W 1'  > '  v2 »t f " 1 ) - ( 4 -39>

P o p r a w n o ś ć  o m ó w io n e g o  w y ż e j  a l g o r y t m u  p o k a z a n o  w [ 1 8 ] .

R y s . 4 . 3  i l u s t r u j e  k o l e j n e  k r o k i  a l g o r y t m u  p r z e m i e n n e j  f a z y  d l a  A; =  7 0 ,  

A3 = 6 0  j e d n o s t e k  e n t a l p i i .
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80 75 72 68 60 49 40
Hf ” 1i

80 75 72 70 7 0 70 7 0
V ( X t f _ 1

( 0 ) ( 0 ) ( 0 ) ( + 2 ) ( + 1 0 ) ( + 2 1 ) ( + 3 0 )

79 74 7 1 70 7 0 70 70
V (X1 1 1 , t r >

79 74 7 1 68 60 49
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40
--- o V (X. . t f  i

(O) ( 0 )  ( 0 )  ( - 2 )  ( - 1 0 )  i - 1 1 )  ( - 3 0 )

60  6 0  60  6 0  60  49  40
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( - 1 9 )  ( - 1 4 )  ( - 1 1 )  ( - 8 )  ( 0 )  ( 0 )  ( 0 )

60  6 0  6 0  60  58  47  32
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79  7 4  7 1  68  5 8  47  32
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( + 1 9 )  ( + 1 4 )  ( + 1 1 )  ( + 8 )  (O )  ( 0 )  (O)

R y s . 4 . 7 .  I l u s t r a c j a  a l g o r y t m u  APTM 

F i g . 4 . 7 .  I l u s t r a t i o n  o f  APTM a l g o r i t h m

D o d a t k o w e g o  s k o m e n t o w a n i a  wym aga  s p r z ę ż e n i e  t e g o  a l g o r y t m u  z  m e t o d ą  

b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .

N a l e ż y  p r z e d e  w s z y s t k i m  z a u w a ż y ć ,  ż e  pewnym z m ia n o m  u l e g n i e  z a l e ż n o ś ć
•  •

o p i s u j ą c a  g e n e r o w a n y  p r z e z  r o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l n e  H s t r u m i e ń  c i e p ł a  q  ,

a  m i a n o w i c i e

q *  ( ? , x , t F , t )  =  -A ST *  ( ę , x , t F , t ) / 8 x  =  - a S H *  ( £ , x ,  t F , t  ) / S x  =

=  ( x - ę ) e x p [ - r 2 / ( 4 a ( t F - t )  ] /4 V a i f1 ( t F - t ) 3 / 2  . ( 4 . 4 0 )

O d p o w i e d n i e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  d l a  f o r m a l n i e  u j e d n o r o d n i o n y c h  o b s z a r ó w  D =  

lu b  D=D3 p r z y j m u j e  p o s t a ć

v (x , t  )2 i 1



H ( C» t  ) +

t "  D

H ( ę , x , t  , t ) q ( x , t ) d x d t  =

D

q  ( S , x . t  , t ) H ( x , t ) d x d t  +

H ( x , t °  )H* ( £ , x ,  t F , t °  ) d x , ( 4 . 4 1 )

Metodo pfz«ni«inej io7> (AP1M)

p r z y  c z y m  H =  , q  =  , H =  Hł , q  =  q [ d l a  p i e r w s z e g o  e t a p u  o b l i c z e ń
•  * • •

o r a z  H =  H3 , q  =  q 3 , H =  H3 , q  =  q a d l a  e t a p u  d r u g i e g o .

D a l s z y  s p o s ó b  p o s t ę p o w a n i a  p r o w a d z ą c y  d o  u k ł a d u  r o z w i ą z u j ą c e g o  j e s t  

i d e n t y c z n y  j a k  w r o z d z i a l e  3 .

E f e k t y w n o ś ć  i  d o k ł a d n o ś ć  m e t o d y  

p r z e m i e n n e j  f a z y  s k o j a r z o n e j  z  me

t o d ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  s p r a w 

d z o n o  n a  p r z y k ł a d z i e  o m ó w io n e g o  

p o p r z e d n i o  z a d a n i a .  F r a g m e n t  w y n i 

ków d l a  j e d n o w y m i a r o w e j  s i a t k i  

h = 0 . 0 0 5 m  i  k r o k u  c z a s u  0 . 5 s  p o k a 

z a n o  n a  r y s . 4 . 8  , n a  k t ó r y m  r ó w 

n i e ż  l i n i ą  c i ą g ł ą  z a z n a c z o n o  r o z 

w i ą z a n i e  a n a l i t y c z n e .  J a k  w i d a ć ,  

m e t o d a  j e s t  b a r d z o  d o k ł a d n a ,  b ł ą d  

n i e  p r z e k r a c z a  2 K ,  c o  j e s t  tym 

b a r d z i e j  z n a c z ą c e  , ż e  m e t o d ę  p r z e 

m i e n n e j  f a z y  m o żn a  p r z e n i e ś ć  n a  

d o w o l n e  i  z ł o ż o n e  g e o m e t r y c z n i e  

o b s z a r y  2D i  3D.współrzędna m 

C 1 Os ¿ 3 0 i  060s

R y s . 4 . 8 . M e t o d a  p r z e m i e n n e j  f a z y  

F i g . 4 . 8 .  APTM m e t h o d



4 . 5  METODA ZAPASU TEMPERATURY

M e t o d ę  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  ( T e m p e r a t u r e  R e c o v e r y  M e t h o d )  o m ó w io n o  m . i n .  

w [ 1 9 , 2 0 ] ,

J e s t  o n a  j e d n y m  z  a l g o r y t m ó w  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n e j  z a d a n i a  S t e f a n a  

i  w n i n i e j s z e j  p r a c y  z o s t a ł a  p o ł ą c z o n a  z  m e t o d ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

TRM m o ż e  b y ć  s t o s o w a n a  z a r ó w n o  p r z y  t e m p e r a t u r o w e j  j a k  i  e n t a l p o w e j  k o n w e n 

c j i  o p i s u  m a t e m a t y c z n e g o  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  t a k  d l a  o s t r e j  

g r a n i c y  r o z d z i a ł u  f a z  ( j a k  n i ż e j )  j a k  i  d l a  k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a l e  t e m p e 

r a t u r y  n p .  [ 2 1 ] .

Z a ł o ż o n o  ( c h o c i a ż  n i e  j e s t  t o  k o n i e c z n e ) ,  ż e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  

p o d o b s z a r ó w  Dt ( t )  i  D3 ( t )  s ą  t a k i e  s a m e  i  w y n o s z ą  A, p ,  c .

Z a p a s  t e m p e r a t u r y  0  d e f i n i u j e  s i ę  j a k o  s t o s u n e k  c i e p ł a  k r z e p n i ę c i a  

Q [ J / m 3 ] d o  i l o c z y n u  c p :

S  =  Q / c p .

N i e c h  w c h w i l i  t = t ° : T °  , T ° , . . . , T °  b ę d z i e  d y s k r e t n y m  r o z k ł a d e m  t e m p e r a t u r y  

w w ę z ł a c h  s i a t k i  x q , x j , . . . ,  x n . Z a ł o ż o n o  r ó w n i e ż ,  ż e  c a ł y  o b s z a r  w c h w i l i  

t = 0  p o z o s t a j e  w f a z i e  c i e k ł e j ,  c z y l i  T ° > T  , n a t o m i a s t  z a p a s y  t e m p e r a t u r y  

ń@i w w ę z ł a c h  s i a t k i  X ( w y n o s z ą  z  d e f i n i c j i  0 .

D o w o l n ą  m e t o d ą  n u m e r y c z n ą  n p .  m e t o d ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w y z n a c z a  s i ę  

p o l e  t e m p e r a t u r y  n a  t 1 p o z i o m i e  c z a s u :  T * , t J , . . . , T 3 .

D l a  u s t a l e n i a  u w a g i  p r z y j ę t o ,  ż e  w w ę z ł a c h  x q , x ^ , . . . ,  Xfc t e m p e r a t u r a

s p a d ł a  p o n i ż e j  Tkr o  A®3 , A®* , .  . . ,  A®3 o r a z ,  ż e  A® |<®.

W i e l k o ś c i  z j  =  A®° -  A®| z a p a m i ę t u j e  s i ę ,  a  n a s t ę p n i e  d o  d r u g i e g o  e t a 

pu  o b l i c z e ń  t w o r z y  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y

T 1 =  m ax  { T 1 , T } .  ( 4 . 4 2 )1 1 l ’ kr 1 ' '

Na j e g o  b a z i e  w y z n a c z a  s i ę  t e m p e r a t u r ę  w c h w i l i  t = t 2 .

D l a  w ę z łó w  , d l a  k t ó r y c h  t e m p e r a t u r a  o b n i ż y ł a  s i ę  p o n i ż e j  o b l i c z a  s i ę

s u m a r y c z n e  z u ż y c i e  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  z 2 =  z j  -  A02 i  n ow y w a r u n e k  p s e u d o p o -

c z ą t k o w y  d l a  p r z e j ś c i a  o d  c z a s u  t 2 d o  t 3 p r z y j m u j e  s i ę  w p o s t a c i



-  5A -

T =
m a x {  T2 , Tkr  } ,  

T. + Z2 ,

Z Ł O
( 4 . 4 3 )

p o  czy m  z a p a s y  d l a  w ę z ł ó w ,  k t ó r e  p r z e s z ł y  d o  o b s z a r u  c i a ł a  s t a ł e g o  z e r u j e  

s i ę  i  w d a l s z y c h  o b l i c z e n i a c h  w ę z ł y  t e  n i e  s ą  a n a l i z o w a n e .

I s t o t ę  TRM i l u s t r u j e  r y s . 4 . 9  ( z a ł o ż o n o  Tk r = 1 0 0 ,  0 = 2 0 ) .
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R y s . 4 . 9 .  S c h e m a t  m e t o d y  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  

F i g . 4 . 9  S c h e m e  o f  t e m p e r a t u r e  r e c o v e r y  m e th o d

S p r z ę ż e n i e  m e t o d y  TRM z  m e t o d ą  b r z e g o w y c h  ró w n a ń  c a ł k o w y c h  j e s t  n a t y c h 

m i a s t o w e .  W p r z y p a d k u  j e d n a k o w y c h  w a r t o ś c i  c ,  p ,  X d l a  p o d o b s z a r ó w  Di ( t )  i  

D3 ( t ) r o z w i ą z u j e  s i ę  n u m e r y c z n i e  j e d n o  r ó w n a n i e  p a r a b o l i c z n e ,  p r z y  c z y m  n a 

l e ż y  u ż y ć  I  s c h e m a t u  MEB z  k a ż d o r a z o w ą  k o r e k t ą  w a r u n k u  p s e u d o p o c z ą t k o w e g o .

Można r ó w n i e ż  z r ó ż n i c o w a ć  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  p o d o b s z a r ó w  i  w t e d y  

z a d a n i e  s p r o w a d z a  s i ę  t a k ż e  d o  r o z w i ą z a n i a  j e d n e g o  r ó w n a n i a  p a r a b o l i c z n e g o  

z  p a r a m e t r a m i  f a z y  c i e k ł e j ,  n a t o m i a s t  p o l e  t e m p e r a t u r y  w z a k r z e p ł e j  c z ę ś c i  

o b s z a r u  m o d y f i k u j e  s i ę  p r z e z  p o p r a w k i  w y n i k a j ą c e  z  l o k a l n y c h  b i l a n s ó w  e n 

t a l p i i ,  c o  z o s t a n i e  s z c z e g ó ł o w o  om ów ion e  w r o z d z i a l e  5 n i n i e j s z e j  p r a c y .
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W p r z e c i w i e ń s t w i e  d o  m e t o d y  p r z e m i e n n e j  f a z y  m e t o d a  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  

p o s i a d a  o c z y w i s t ą  i n t e r p r e t a c j ę  f i z y c z n ą .  J e s t  o n a  b o w ie m  z a k a m u f l o w a n y m  w 

pewny s p o s ó b  b i l a n s e m  e n e r g i i  p r z e l i c z a j ą c y m  c i e p ł o  o d d a n e  n a  s t y g n i ę c i e  n a  

c i e p ł o  o d d a n e  n a  z m i a n ę  f a z y  ( k r z e p n i ę c i e ) .  W id a ć  t o  s z c z e g ó l n i e  w p r a c y  J .  

S z a r g u t a ,  B . M o c h n a c k i e g o  [ 2 2 ] ,  w k t ó r e j  l i c z o n o  p o l e  t e m p e r a t u r y  w k r z e p n ą 

cym w le w k u  s t a l i  u s p o k o j o n e j  z a  p o m o c ą  b i l a n s ó w  e l e m e n t a r n y c h  [ 2 3 ] ,  p r z y  

czym r ó w n a n i a  b i l a n s ó w  d l a  w ę z ł ó w  k r z e p n ą c y c h  b y ł y  i n n e  n i ż  d l a  w ę z ł ó w  o d 

d a j ą c y c h  e n t a l p i ę  p r z e g r z a n i a  l u b  s t y g n ą c y c h  w f a z i e  s t a ł e j .  W p i e r w s z y c h  

n a l i c z a n o  o b j ę t o ś ć  m e t a l u  z a k r z e p ł ą  w a n a l i z o w a n y m  e l e m e n c i e  r ó ż n i c o w y m ,  a  

z  d r u g i c h  w y z n a c z a n o  s p a d e k  t e m p e r a t u r y  w w ę z ł a c h  c i e c z y  i  c i a ł a  s t a ł e g o .  

Można p o k a z a ć ,  ż e  s p o s ó b  p o s t ę p o w a n i a  a u t o r ó w  a  w s z c z e g ó l n o ś c i  w a r u n e k  n a 

zw an y  p r z e z  n i c h  k r y t e r i u m  K2 j e s t  n i c z y m  in n y m  j a k  o d m i e n n ą  p o s t a c i ą  n a l i 

c z a n i a  z u ż y c i a  z a p a s u  t e m p e r a t u r y .

Metodo zapcsu temperatury (7RM)
M e t o d ę  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  s k o j a 

r z o n ą  z  a l g o r y t m e m  MEB z w e r y f i k o 

w ano n a  p o p r z e d n i o  c y t o w a n y m  p r z y 

k ł a d z i e  p r z y j m u j ą c  h =  0 . 0 0 5  m, 

A t = 0 . 5 s .

R o z w i ą z a n i e  a n a l i t y c z n e  i  p r z y b l i 

ż o n e  d l a  w y b r a n y c h  c h w i l  c z a s u  p o 

k a z a n o  n a  r y s . 4 . 1 0  i  u z y s k a n o  p e ł 

n e  p o t w i e r d z e n i e  p r z y d a t n o ś c i  ma

r i a ż u  o b u  m e t o d  w n u m e r y c z n e j  s y 

m u l a c j i  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a .

współrzędna 

O lO s X30s +60s

R y s . 4 . 1 0 .  M e t o d a  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  

F i g . 4 . 1 0 .  T e m p e r a t u r e  r e c o v e r y  m e t h o d



P r e z e n t o w a n e  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  s p o s o b y  p r z y b l i ż o n e g o  r o z w i ą z y w a 

n i a  p r o b l e m u  S t e f a n a  n a  b a z i e  m e t o d y  b r z e g o w y c h  ró w n a ń  c a ł k o w y c h  z o s t a ł y  

p r z e z  a u t o r a  p r a c y  b a r d z o  s z c z e g ó ł o w o  p r z e t e s t o w a n e  n i e  t y l k o  z  p u n k t u  w i 

d z e n i a  j a k o ś c i  w y n ik ó w  ( o k a z a ł o  s i ę  z r e s z t ą ,  ż e  d o k ł a d n o ś ć  w s z y s t k i c h  a l g o 

ry tm ów  b y ł a  z a s k a k u j ą c o  w y s o k a  } i  t r u d n o  b y ł o b y  w y r ó ż n i ć  k t ó r y ś  z  n i c h  ) ,  

a l e  r ó w n i e ż  z  p u n k t u  w i d z e n i a  p r o s t o t y  i  e f e k t y w n o ś c i  m e t o d  o r a z  p r a c o c h 

ł o n n o ś c i  p r z y g o t o w a n i a  p r o g r a m u  i  c z a s u  p r a c y  k o m p u t e r a .

W y d a j e  s i ę ,  ż e  m e t o d y  b a z u j ą c e  n a  r o z w i ą z y w a n i u  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  

d l a  o b s z a r ó w  j e d n o r o d n y c h ,  a  w i ę c  APTM i  TRM m a j ą  z d e c y d o w a n ą  p r z e w a g ę  n a d  

m e t o d a m i  i t e r a c y j n y m i . C a ł y  p r o b l e m  s p r o w a d z a  s i ę  d o  p o ł ą c z e n i a  s t a n d a r d o 

w ego  p r o g r a m u  MEB d l a  r ó w n a n i a  F o u r i e r a  u z u p e ł n i o n e g o  o d p o w i e d n i m i  w a r u n 

k a m i  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y m i  ( a u t o r  n i n i e j s z e j  p r a c y  o p r a c o w a ł  c a ł y  z e s t a w  

t a k i c h  p r o g r a m ó w )  z  p r o c e d u r ą  p o p r a w i a n i a  w y n ik ó w  w k o l e j n y c h  k r o k a c h  c z a s u  

( p r o c e d u r y  t e  m o g ą  b y ć  z r e s z t ą  k o j a r z o n e  r ó w n i e ż  z  i n n y m i  a l g o r y t m a m i  num e

r y c z n y m i  n p .  MRS, MES i t d . ) .  R ó w n ie  ł a t w o  m o żn a  p r z e j ś ć  o d  z a d a ń  j e d n o w y m i a 

r o w y c h  d o  z a d a ń  d l a  o b s z a r ó w  2 D . i  3D ,  c o  w p r z y p a d k u  m e t o d  i t e r a c y j n y c h  n i e
\

j e s t  w c a l e  p r o s t e .

K o n c e p c j a  p o ł ą c z e n i a  m e t o d y  z a p a s u  t e m p e r a t u r y  z  m e t o d ą  b r z e g o w y c h  r ó w 

n a ń  c a ł k o w y c h  z o s t a ł a  p r z e d s t a w i o n a  p r z e z  C . P . H o n g a ,  T .U m e d ę  i  Y . K i m u r ę [ 2 1 ]  

z  ty m ,  ż e  a u t o r z y  z a a d a p t o w a l i  TRM d o  z a d a ń  d o t y c z ą c y c h  k r z e p n i ę c i a  m e t a l u  

w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r y  ( w s p o s ó b  n i e z u p e ł n i e  ś c i s ł y ) ,  n a t o m i a s t  s k o j a r z e 

n i e  APTM z  MEB j e s t  p o m y s łe m  a u t o r a  n i n i e j s z e j  p r a c y  i  p r o b l e m o m  tyra  s ą  p o 

ś w i ę c o n e  p u b l i k a c j e  [ 2 4 ] ,  [ 2 5 ] ,  [ 2 6 ] ,  w k t ó r y c h  z a jm o w a n o  s i ę  k r z e p n i ę c i e m  

m i e d z i a n y c h  wlew ków  c i ą g ł y c h  ( z a d a n i a  d w u w y m i a r o w e ) .

Mimo z n a c z n y c h  t r u d n o ś c i  z  a d a p t a c j ą  m e t o d  i t e r a c y j n y c h  d o  z a d a ń  p r z e 

s t r z e n n y c h  u z y s k a n o  k i l k a  e f e k t y w n y c h  r o z w i ą z a ń  w tym  z a k r e s i e ,  p r e z e n t o w a 

n e  s ą  o n e  m. i n .  w a r t y k u l e  p r z e g l ą d o w y m  K . O . N e i l l a  [ 2 7 ]  ( p r o c e s  n a m a r z a n i a

—  -  . . -

O t r z y m a n e  w y n i k i  p o k a z u j ą  z d e c y d o w a n i e  i  j e d n o z n a c z n i e ,  ż e  m e t o d y  n u m e r y 
c z n e  i  i c h  w d r o ż e n i e  d o  r o z w i ą z y w a n i a  z a g a d n i e ń  i n ż y n i e r s k i c h  w ty m  p r o b 
lem ów t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h ,  t o  n i e  t y l k o  s z t u k a  d l a  s z t u k i  
i  z a b a w a  g r u p y  h o b b y s t ó w  ( j a k  t w i e r d z ą  n i e k t ó r z y  p r a k t y c y ) .  M e t o d y  t e  s ą  
b a r d z o  e f e k t y w n y m  i  d o k ł a d n y m  n a r z ę d z i e m  do p r o w a d z e n i a  s k o m p l i k o w a n y c h  i  
w a ż n y c h  d l a  p r a k t y k i  o b l i c z e ń ,  a  n a w e t  j e ż e l i  b a z u j ą  n a  z u p e ł n i e  r ó ż n y c h ,  
a l e  p o p r a w n y c h  p o m y s ł a c h  p r o w a d z ą  d o  p r a w i e  t a k i c h  s a m y c h  i  z g o d n y c h  z  o -  
c z e k i w a n i a m i  r e z u l t a t ó w .



wokół otworu m rożen iow ego) ,  u p r a c y  S . T a k a h a s h i ,  K .O n i sh i ,  T .K u r o k i ,  K.Hay- 

a s h i  [ 1 0 ] ( k r z e p n i ę c i e  n ie sk o ń c zo n e g o  p r ę t a  metalow ego w p r z e k r o j u  p o p rz e c z -  

cznym) o r a z  N .Z a b a r a s a  i  S .M u k h e r je e  [ 2 8 ] ,  Spo só b  r o z w ią z a n ia  p o l e g a  t u  na 

wyznaczeniu  lo k a ln y c h  p r ę d k o ś c i  n a r a s t a n i a  f r o n t u ,  sk ą d  o b l i c z a  s i ę  p r z y r o s t  

g r u b o ś c i  w arstwy z a k r z e p ł e j  w k ie ru n k u  normalnym. Nowe p o ł o ż e n i e  f r o n t u  s t a 

nowi b a z ę ,  na k t ó r e j  w pewien sp o s ó b  o k r e ś l a  s i ę  e lem en ty  brzegow e. Wydaje 

s i ę ,  że  j e s t  t o  a lg o ry tm  z b l i ż o n y  do metody i d e n t y f i k a c j i  f r o n t u  k r z e p n i ę c i a  

p r z e d s t a w io n e j  p r z e z  J . R a i ń c z a k a  i  B .M ochnackiego  w p r a c y  [ 2 9 ] ,

I s to tn y m  argumentem przem aw iającym  z a  metodami p o p r a w ia n ia  p o l a  tempe

r a t u r y  ( e n t a l p i i )  j e s t  m oż liw ość  i n g e r e n c j i  w ykonującego o b l i c z e n i a  numery

czne w d y s k r e t y z a c j ę  kroku  c z a s u .  W metodach i t e r a c y j n y c h  krok  j e s t  zmienny 

i  wynika z c z a s u  p r z e j ś c i a  f r o n t u  od w ęz ła  do w ęz ła ,  p o d c z a s  gdy w p rzy p a d 

ku APTM lu b  TRM k ro k  c z a s u  może być p r z y j ę t y  a r b i t r a l n i e  ( o c z y w i ś c i e  w za k 

r e s i e  kroków z a p e w n ia ją c y c h  wymaganą d o k ła d n o ść  o b l i c z e ń - p o r . r o z d z . 3 ) .

I  w r e s z c i e  " l a s t  b u t  n o t  l e a s t " .  Algorytm y ł ą c z ą c e  MEB z metodami k o ry 

gu jącym i p o l e  t e m p e ra tu r y  s ą  p o ję c io w o  p r o s t s z e , ł a t w i e j  p r z y s w a ja l n e  i  b i o 

r ą c  pod uwagę m o ż l iw o ś c i  ro z p o w sz e c h n ie n ia  metody brzegowych równań c a ł k o 

wych w p r a k t y c e  i n ż y n i e r s k i e j ,  l e p s z e  p e r sp ek tyw y  r y s u j ą  s i ę  p r z e d  ta k im i  

w ła ś n ie  sposob am i o b l i c z e ń  sy m u lu jąc y ch  przep ły w  c i e p ł a  w odlew ach.
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5.MODELOWANIE PRZEPŁYWU CIEPŁA W OBSZARZE METALU KRZEPNĄCEGO W INTERWALE 

TEMPERATURY

5 . 1 .  OPIS MATEMATYCZNY PROCESU KRZEPNIĘCIA I STYGNIĘCIA

W r o z d z i a l e  n i n ie j s z y m  rozważany b ę d z i e  a lg o ry tm  o b l i c z e ń  k r z e p n i ę c i a  

m e t a l u ,k t ó r e g o  s t a n  c i e k ł y  odpowiada tem peraturom  T>T^, n a t o m i a s t  s t a n  s t a ł y  

tem perąturom  T<T= . P o d o b szar  D2 ( t ) , v  którym te m p e r a t u r a  z a w ie r a  s i ę  w p r z e 

d z i a l e  Te<Ts ,T^>  nazywa s i ę  obszarem  s t r e f y  p r z e j ś c i o w e j  (d w u fazow e j) .

Tak w ięc w dow olne j  c h w i l i  t> 0  o b s z a r  m e ta lu  (odlew u) j e s t  z ło ż en ie m  t r z e c h  

z m ie n ia ją c y c h  s i ę  w c z a s i e  podobszarów  D=Dt (t)uD 2 (t)uD 3 ( t )  ( c i e c z ,  s t r e f a

p r z e j ś c i o w a ,  c i a ł o  s t a ł e ) .

O pis  matematyczny p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  sprowadza s i ę  ( p r z y  pew

nych z a ł o ż e n i a c h  u p r a s z c z a j ą c y c h )  do u k ła d u  równań F o u r i e r a ,  a  m ian ow ic ie

XEDJ t ) !  c . ( T ) P „ ( T ) ^ i 5 i i i .  = d iv [A B ( T ) g r a d T ( x , t ) ] + q  _ ,  ( 5 . 1 )

m = l , 2,3
g d z i e  d i v ( . ) - o p e r a t o r  d y w e r g e n c j i ,  g r a d ( . ) - g r a d i e n t ,  q ^ - w y d a j n o ś ć  o b j ę t o ś 

ciowych ź r ó d e ł  c i e p ł a ,  x -w sp ó łrz ę d n e  geom etryczn e .

P o le  t e m p e ra tu r y  w p o d o b sz a r a c h  D4 ( t )  i  D3 ( t )  j e s t  polem bezźródłowym tzn .  

qv ] , q v3= 0 , n a t o m i a s t  w p o d o b sz a r z e  D2 ( t )  w y d z ie la  s i ę  w o k r e ś lo n y  sp o s ó b  c i e 

p ło  przem ian y  ( c i e p ł o  k r z e p n i ę c i a )  Q[J/m3 ] i  p o le  t e m p e ra tu ry  w tym o b s z a r z e  

j e s t  polem źródłowym. Można wykazać [ 1, 2 ] , ż e  l o k a l n a  w yd a jn ość  ź r ó d e ł  c i e 

p ł a  w o t o c z e n i u  punktu  xeD2 ( t )  j e s t  zw iązana  z s z y b k o ś c i ą  zmiany u d z ia ł u  

S ( x , t )  c i a ł a  s t a ł e g o  w tym o t o c z e n i u  i  wynosi q^2 = Q ś S ( x ,  t, } .  J e ż e l i  zdLl0żyć, 

że  S ( x , t )  j e s t  f u n k c j ą  t e m p e ra tu ry  znorm alizowaną do p r z e d z i a ł u  < 0 ,1 >  ( z a u 

ważmy, że  d l a  T=Tl , S=0 o r a z  d l a  T=Ts S=1 ) t o  | |  = g |  i  równania  ( 5 . 1 )  

p rz y jm u ją  p o s t a ć

xsD„ ( t >: [ c . ( T ) P||( T ) - ^ i Ł i > Q ] " ! 5 l ! l  =  d i v l A ^ f T J g r a d T t x . t n ,  (5.2)

m = l , 2 ,3
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przy czym z definicji dla m=l,3: ^|=0.

W ielkość (T)Pm (T ) )  q nazywana j e s t  z a s t ę p c z ą  p o je m n o ś c i ą  c i e p l n ą  s t 

r e f y  p r z e j ś c i o w e j  o d n i e s io n ą  do j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i  [ 1 ] ,

O s t a t e c z n ie  doch o d z i  s i ę  w ięc  do u k ła d u  t r z e c h  równań p a r a b o l i c z n y c h

xeDn,( t ) :  C, ¡ T ) 3T* X > t)  = d i v [ k m ( T ) g r a d T ( x , t )  ]. ( 5 . 3 )

m = l , 2 , 3

Warunki brzegowe na k o n tu rac h  Ti 2 ( t ) ,  ^ ( t )  ( p o r . r y s . 5 . 1 )  p r z y jm u je  s i ę  w 
p o s t a c i  warunków brzegowych IV r o d z a ju

T ( X , t )  = T2 ( x , t )

ST ( x , t )  ST ( x , t )
i ... 1 —* \

i Sn “  2 sH

( 5 . 4 )

T ( x , t )  = T ( x , t ) = T

ST ( x , t )  ST ( x , t )
K — ----- = A — ~ -------

( 5 . 5 )

n a to m ia s t  na z e w n ę tr z n e j  pow ie rz ch n i  o b s z a r u  D (odlew u) p r z y jm u je  s i ę  w z a 

l e ż n o ś c i  od rozw iązyw anego z a d a n i a  odpow iednie  warunki brzegow e omówione w 

r o z d z i a ł a c h  p o p rz e d n ic h .

R y s . 5 . 1 .  Rozpatrywany o b s z a r  D 

F i g . 5 . 1 .  C o n s id e re d  a r e a  D



Warunek początkow y w p o s t a c i  T ( x , 0 ) = T ( x )  sprow adza s i ę  n a j c z ę ś c i e j  do 

p r z y j ę c i a  w całym o b s z a r z e  odlewu tem p e ra tu ry  z a le w a n ia :  ( 0 ) = D , ( x , 0 )=Tp .

P aram etry  t e r m o f i z y c z n e  podobszarów  s ą  w ogólnym przypadku  fu n k c jam i  tem

p e r a t u r y  i  ro zpa tryw an e  z a d a n ie  j e s t  problemem n ie lin io w ym . W przypadku 

szczególnym  p r z y jm u ją c  s t a ł e  w a r t o ś c i  parametrów t e r m o f iz y c z n y c h  o r a z  z a k ł a 

d a j ą c ,  że  S j e s t  l in io w ą  f u n k c j ą  tem p e ra tu ry

T - T ( x , t )
S ( x , t )  = T-  > ( S ' 6)

L S

dochodzi  s i ę  do u k ład u  t r z e c h  równań l in io w y ch .

Nadal p o z o s t a j e  jed n ak  problem  przy porządkow an ia  punktom o b s z a r u  D odpowied

n ich  parametrów t e r m o f iz y c z n y c h  ( zw iązany  z p rze m ie szc za n ie m  s i ę  izo te rm  

g ran ic zn y c h  Tg , w c z a s i e  t rw a n ia  p r o c e su  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a ) .

I s t n i e j e  k i l k a  m o d y f i k a c j i  p rz e d s ta w io n e g o  wyżej o p i s u  matematycznego. 

Między innymi d e f i n i u j e  s i ę  f u n k c je

’ (T) , T>T ' \  (T) , T>TL

C(T) = S < T > * Te<Ts ,T L> M T) = * a (T) , T6<Ts ,T l > , ( 5 . 7 )

. C 3 <T > ' T<T
s . V T > - T<T

s

o k tó ry c h  z a k ł a d a  s i ę ,  że  s ą  c i ą g ł e  i  o g ra n ic z o n e .

W p r a k ty c e  dane d o św ia d c z a ln e  d o ty c z ą c e  w a r t o ś c i  c i e p ł a  w ła śc iw e go  i  w spół

czyn n ika  przew odzen ia  c i e p ł a  p r z y b l i ż a  s i ę  wielomianem odpow iedniego  s t o p 

n i a ,  s p la jn e m  i t p . , co zapewnia s p e ł n i e n i e  postu low an ego  z a ł o ż e n i a .

Układ równań ( 5 . 3 )  sprowadza s i ę  wtedy do jedn ego  równania p a r a b o l i c z n e g o

X6D: = d i v [ X ( T ) g r a d T ( x , t ) ] ,  ( 5 .8 )

o b o w iązu jące g o  d l a  c a ł e g o  f o r m a ln ie  u jedn oro dn io nego  o b s z a r u  o d le w u .D o łą c z a 

j ą c  odpowiednie warunki brzegowe na zew n ętrzn e j  p o w ierzch n i  odlewu i  warunek 

początkowy o trzy m u je  s i ę  odmienny o p i s  matematyczny p r o c e su  k r z e p n i ę c i a .



-  73 -

Inną m o d y f i k a c j ą  modelu m atem atycznego cytowaną ró w nież  w l i c z n y c h  pub

l i k a c j a c h * ’ z d z i e d z i n y  metody elementów brzegowych (p o r .  a r t y k u ł  p r z e g l ą d o 

wy R . B i a ł e c k i e g o  [ 3 ] )  j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e  równania  ( 5 . 8 )  p r z e z  wprowadzenia 

n a s t ę p u ją c y c h  f u n k c j i

-T _T
H(T) = C((i)du U(T) = \[U)dU. ( 5 . 9 )

Wtedy

aH^ ’ ^  = d i v [ g r a d u ( x ,  t ) ] .  ( 5 . 1 0 )

Ponieważ f u n k c j e  H(T) o r a z  U(T) s ą  ś c i ś l e  m on ofon iczn e ,  w ięc  można w sp o só b  

jedn ozn aczn y  zbudować f u n k c j ę  H=ó(U) [4 ]  i  wobec

SH _ dH au _ , au
at ~ du at  ̂ * ^at ’ ( s . i i )

o trzy m u je  s i ę  równanie

Ó '(U )---^ -'-1  ̂ =  d i v [ g r a d u ( x ,  t ) ] ,  ( 5 . 1 2 )

k t ó r e  n a l e ż y  u z u p e ł n i ć  odpowiedno zmodyfikowanymi warunkami b r z e g o w o - p o c z ą t 

kowym i  .

O s t a t n i e  rów nanie  z a w ie r a  t y l k o  f u n k c j ę  U nazywaną c z a s a m i  tem p e ra tu r ą  

K i r c h h o f f a  ( K i r c h h o f f  T e m p e ra tu r a ) . Można wyprowadzić rów nież  równanie  r ó ż n i 

czkowe o p i s u j ą c e  p r o c e s  k r z e p n i ę c i a  ( t o p i e n i a ) , w  którym zmienną z a l e ż n ą  j e s t  

e n t a l p i a  i  k t ó r e  u w zg lęd n ia  p r o c e s  k r z e p n i ę c i a  w s t a ł e j  t e m p e r a t u r z e  lu b  w 

i n t e r w a le  t e m p e ra tu r y .  Równanie t a k i e  w y p ro w ad z i l i  m . in .  y .C a o ,  A .F a g h r i  i  

W.S.Chang [ 5 ] ,  p r z y  czym j e g o  p o s t a ć  j e s t  b a rd zo  dogodna do num erycznej  ap -

—— "
A u torzy  ty c h  p r a c  r o z p a t r u j ą  n i e l i n i o w e  p rzew od zen ie  c i e p ł a  a l e  bez  p r z e 
mian fazow ych.



I

ro k s y m a c j i  na b a z i e  metody r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h ,n a to m ia s t  n i e  j e s t  p rz y d a tn a  

w przypadku  z a s t o s o w a n i a  metody elementów brzegowych.

Podstawową t r u d n o ś c i ą  w y k o rz y s t a n ia  metody elementów brzegowych d l a  z a 

d a n ia  k r z e p n i ę c i a  ( i  s z e r z e j  d l a  zadań  n ie l in io w y c h )  j e s t  n ie z n a jo m o ść  r o z 

w ią z a n ia  fu n d am en ta ln ego  d l a  wyżej p rz e d s ta w io n y c h  równań.

L i t e r a t u r a  d o t y c z ą c a  modelowania na b a z i e  MEB procesów  c i e p l n y c h  w ob

s z a r a c h  m e ta lu  k rze p n ą c eg o  w i n t e r w a le  t e m p e ra tu ry  j e s t  b a rd zo  uboga [ 6 , 7 ] .  

Również n i e l i c z n e  s ą  p r a c e  d o t y c z ą c e  n ie l in io w y c h  zadań  przew o dzen ia  c i e p ł a  

[ 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ] .  Prezentowane w l i t e r a t u r z e  a lg o ry tm y  d l a  zadań  n ie l in io w y c h  

są  bard zo  skomplikowane i  r a c z e j  n ie e f e k t y w n e ,z  r e g u ł y  n i e  po tw ie rd zo n e  ż a d 

nymi wynikami numerycznymi. A utorzy  n a j c z ę ś c i e j  z a jm u ją  s i ę  równaniem ( 5 .1 2 )  

t w ie r d z ą c ,  że  f u n k c ja  <p' (U) zm ie n ia  s i ę  z tem p e ra tu r ą  w dużo m nie jszym  s t o p 

n iu  n i ż  C( T ) c z y  t e ż  A(T) i  równanie ( 5 . 1 2 )  j e s t  b l i ż s z e  l iniowemu n i ż  ( 5 . 8 ) .  

W iększość  p r a c  p o l e g a  na s z u k a n iu  sposobów o m in ię c i a  t r u d n o ś c i  zw iązanych  z 

a d a p t a c j ą  MEB do zadań  n ie l in io w y c h  p o p rz ez  l e p s z ą  lu b  g o r s z ą  l i n e a r y z a c j ę  

problemu brzegow o-począ tkow ego.

W n i n i e j s z e j  p r a c y  p r z e d s ta w io n y  b ę d z i e  pewien w łasny  sp o s ó b  ro z w ią z a n ia  

problemu s y m u l a c j i  k r z e p n i ę c i a  m e ta lu  w in t e r w a le  tem p e ra tu ry  s p r o w a d z a ją c y  

s i ę  do u z u p e ł n i e n i a  a lg o ry tm u  MEB d l a  równania l in io w e go  (np. d l a  f a z y  c i e k -  

ł e j )  proceduram i p o p ra w ia n ia  p o l a  tem p e ra tu ry  na b a z i e  odpow iednich  b i la n só w  

e n e r g i i .  Metoda j e s t  w pewnym s e n s i e  ro zw in ię c iem  pomysłu p r z e d s ta w io n e g o  

p r z e z  J . S z a r g u t a  i  B .M ochnackiego w p r a c y  [1 3 ]  o r a z  C .P .H onga ,  T.Umedę i  Y. 

Kimurę w p r a c y  [ 1 4 ] ,

5 . 2 .  POPRAWIANIE POLA TEMPERATURY NA BAZIE BILANSÓW ENERGII

Rozważane będą dwa id e n ty c z n e  o b s z a r y  D i  D. Param etry  t e r rn o f iz y c z n e  ob

s z a r u  D wynoszą c ,  p ,  A n a t o m i a s t  pa ram etry  o b sz a ru  D wynoszą c ,  p ,  A, p rzy



czym A=A ] .

Warunki brzegow e na o d p o w ia d a jąc y c h  s o b i e  k o n tu rac h  1^ , j i   ̂ o r a z

warunek początkow y s ą  id e n ty c z n e .

R y s . 5 . 2 .  O b szary  D i  D 

F i g . 5 . 2 .  The a r e a s  D and D

P o le  t e m p e ra tu r y  we w nętrzu  obszarów  D, D o p i s u j ą  równania różniczkow e

c p f *  = A d iv (g r a d T )  , = * d i v ( g r a d T ) .  ( 5 .1 3 )

Wprowadzamy nową zmienną t

t  = c p t / c p .  ( 5 .1 4 )

Ponieważ = ¿ t  = cPfó /*~P równanie ( 5 .1 3 b )  p r z y jm u je  p o s t a ć

c p ^ ;  = A d iv ( g r a d T ) .  ( 5 .1 5 )

5 Z a ł o ż e n i e  t o  j e s t  n ie zb ę d n e  d l a  ś c i s ł o ś c i  rozważań i  j e s t  ono możliwe do 
p r z y j ę c i a  w przy pad ku  o b l i c z e ń  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a ,  ponieważ bardzo  
s i l n i e  zmienna j e s t  z a s t ę p c z a  po jem ność  c i e p l n a ,  n a t o m i a s t  p o z o s t a ł e  p a r a 
m etry  można p r z y j ą ć  w z a s a d z i e  j a k o  s t a ł e .
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Wynika s t ą d ,  że  w s e n s i e  formalnym równania o p i s u j ą c e  p r o c e s y  c i e p l n e  w ob

s z a r a c h  D i  D s ą  id e n ty c z n e ,  c h o c ia ż  c z a s  b i e g n i e  d l a  n ic h  i n a c z e j .

Na r y s . 5 . 3  pokazano krzywe s t y g n i ę c i a  d l a  wybranego punktu  x  i  o d p o w ia d a ją 

cego  mu punktu x .

I——I-------rJ rJ d -----0 c p / c p  2 c p /c p  3c p / c p  4 c p /c p

^ jR y s .5 .3 .  Krzywe s t y g n i ę c i a  w punktach  x  i  x 

F i g . 5 . 3 .  C o o l in g  c u r v e s  a t  th e  p o i n t s  x  and x

W spółczynniki  kierunkowe c i ę c i w  pokazanych na rysunku  s ą  t a k i e  same, c z y l i

AT = AT = cpAT
At At cpAt ' '

Z o s t a t n i e g o  równania wynika, że

cpAT = cp AT. ( 5 .1 7 )

Tak w ięc ,  j e ż e l i  T^_1 j e s t  w a r t o ś c i ą  tem p e ra tu ry  w pu n k c ie  w c h w i l i  t"

n a t o m ia s t  T  ̂ w a r t o ś c i ą  te m p e ra tu r y  w tym pu n k c ie  w c h w i l i  t f } t o  p r z y  id e n 

tycznym d l a  obu obszarów  warunku początkowym ( pseudopoczątkowym ) t zn .  

mamy

cp(T [  - T [ - ‘ ) = ip(t [  - T ^ 1 ) , ( 5 .1 8 )
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i  można na p o d s t a w ie  d y s k r e t n e g o  ro z w ią z a n ia  d l a  o b s z a r u  D u z y s k a ć  d y sk r e tn e  

r o z w ią z a n ie  d l a  o b s z a r u  D o b l i c z a j ą c  Tf z  z a l e ż n o ś c i

=  T f ' 1 -  c p ( T f - T f _1 )/bp. (5.19)

O s t a t n i ,  o trzym any d r o g ą  fo rm a ln ych  p r z e k s z t a ł c e ń  wzór ma o c z y w is t ą  i n t e r p 

r e t a c j ą  f i z y c z n ą .

W o b s z a r a c h  D i  D o k r e ś l a  s i ę  e le m e n tarn e  o b j ę t o ś c i  AVq , AVq , d l a  k tó r y c h  x 

i  x s ą  punktami c e n t r a l n y m i . Z a k ła d a  s i ę ,  że  s t r u m i e n ie  c i e p ł a  d o p ły w a jąc e  do 

elementów AV , AV s ą  p r o p o r c jo n a l n e  do g r a d i e n t u  te m p e ra tu r y  w o b s z a r a c h  D,

D w c h w i l i  t ( n a l e ż y  p rzypom n ieć ,  ź e  p o l a  t e m p e ra tu r y  -  warunek pseudopo-

czątkowy -  w c h w i l i  t  s ą  id e n ty c z n e  w obu o b s z a r a c h ) .  Tak w ięc  c i e p ł o  do-

p ły w a ją c e  do o b j ę t o ś c i  AVq : Qq = i g r a d  T ( x , t  " )A td s  i  c i e p ł o

Q ^ - Xgrad T ( x , t  '  )A td s  s ą  t a k i e  same.

B i l a n s e  e n e r g i i  w p o s t a c i  AH( =Qo o r a z  AH( =Qq prowadzą do w niosku,  że  AHi =AH)

( AH[ , AHs - zmiany e n t a l p i i  e le m e n tarn y c h  o b j ę t o ś c i  AVq , AVq o dp o w ied n io ) . Tak 

więc

Tf_l
cp dTdV = ćp  dTdV

AVo < “  AVo F , '

(5.20)

s k ą d - a i i e ^ s t a ły c h  w a r t o ś c i  param etrów te r m o f iz y c z n y c h  c , p ,  ć ,  p o t rzy m u je  s i ę  

równaHte^TSTTi j.

Z a le ż e n ie  s t a ł y c h  w a r t o ś c i  param etrów o b s z a r u  D n i e  j e s t  k o n ie c z n e .  W p r z y 

padku ogólnym popraw ioną t e m p e ra tu r ę  w tyra o b s z a r z e  można o b l i c z y ć  z z a l e ż 

nośc i

Tf

(5.21)cp(Tf -Tf'1 ) c (u )p ( p )d w  
- 1



5 . 3 .  KOREKTA POLA TEMPERATURY W KRZEPNĄCYM ODLEWIE

P r z y j ę t o ,  że  o b l i c z e n i a  na b a z i e  metody elementów brzegowych prowadzone 

s ą  d l a  jed n o rod nego  o b s z a r u  D odlewu, k t ó r e g o  p a ra m e try  o d p o w ia d a ją  p a ram et

rom c i e k ł e g o  m e ta lu  i  s ą  s t a ł e .

Korygowanie p o l a  te m p e ra tu r y  d l a  k o le jn y c h  poziomów c z a s u  wymaga p r z e a 

n a l i z o w a n ia  n a s t ę p u j ą c y c h  przypadków ( p o r . r y s . 5 . 4 )

R y s . 5 . 4 .  K o rek ta  p o l a  tem p e ra tu ry

F i g . 5 . 4 .  C o r r e c t i o n  o f  te m p e ra tu r ę  f i e l d

{ ! }  t [> T l , { 2 }  Ts <Tf<TL ,

{ 3 }  T i  ‘ > T l ’  T I < T s '  < 4 >  T s < T [ ~ 1 < T l »  T S < T i < T L ’

{ 5 }  Ts < T [ - l <TL , Tf<Ts , { 6 }  T f " 1 <Tg , T[<Ts .

N ależy  p o d k r e ś l i ć , ż e  te m p e ra tu r ę  Tf otrzymano d l a  o b s z a ru  jedn oro d n eg o  z pa-  

ram etram i te rm o f izy cz n y m i i  p .

D la punktów s p e ł n i a j ą c y c h  warunek {1 }  w a r to ś c i  tem p e ra tu r  n i e  po p ra w ia  s i ę .
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W przypadkach  {2 }  i  {3 }  zmianę e n t a l p i i  AH, = Ci (Tl -T^)AV j porównuje s i ę
z w i e l k o ś c i ą  QAVt . N a le ży  wówczas r o z p a t r z y ć  dWie m o ż l iw o śc i

- j e ś l i  AH) s QAVj t o  p r z e l i c z e n i e  e n t a l p i i  prow adzi do równania b i l a n s u

w p o s t a c i

C ( TL - Tf)AV = C2 (TL-Tf )AVl f  ( 5 .2 2 )

skąd

Tf = TL-Ci(TL -Tf )/C2 , (5.23)

g d z i e  -  popraw iona w a r to ś ć  tem p e ra tu ry ,

j e ś l i  AHt > QAVj to

Cl ( T L- Tf)AV = QAV1+C3 (TS -Tf )AV1 , ( 5 .2 4 )

c z y l i

T = TB+Q/c 3 -Ct (TL- T f ) / C 3 . , 5 .2 5 )

A n a lo g ic z n ie  d l a  { 4 }  i  { 5 }

- j e ż e l i  AH i  QAV -C (T -Tf “ 1 )AV to
1 i 2  L  i ' i

* f  = Tf ' 1 -C1 ( Tf ' 1 - Tf ) / C 2 , ( 5 .2 6 )

\
- w przeciwnym r a z i e

t f  = T ^ O / ^ - C ^ - T f 1 ) /C 3 -C ( T f ^ - T f ) / ^ ,  ( 5 .2 7 )

i dla {6}

T* = Tf ' 1 -C (Tf ' 1 -Tf )/C  .i 1 1 ' i i "  3 ( 5 . 2 8 )
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Poprawione p o l e  t e m p e ra tu ry  T[ s tan o w i  warunek początkow y d l a  n as tępn ego  

kroku o b l i c z e ń .

Powyższe wzory d l a  u p r o s z c z e n i a  z a p i s u  podano d l a  p rzypadku  s t a ł y c h  param et

rów t e r m o f iz y c z n y c h  s t r e f y  p r z e j ś c i o w e j  i  c i a ł a  s t a ł e g o .

J e ś l i  z a s t ę p c z a  po jem ność  c i e p l n a  C2 j e s t  f u n k c j ą  t e m p e r a t u r y * ) , wówczas rów

n a n ia  d l a  przypadków { 2 } ,  { 4 } ,  { 5 } ,  z  k tó r y c h  wyznacza s i ę  popraw ioną war

t o ś ć  t e m p e ra tu ry  p r z y jm u ją  p o s t a ć  

-  d l a  przypadku  {2 }

C (T -T )1 ' L I ' C (T)dT, ( 5 .2 9 )

-  d l a  { 4 }

C (Ti “ 1-Tr ) =i ' i i ' C2 (T)dT, ( 5 .3 0 )

d l a  {5 }

C (T -T )i ' i i ' C2 (T)dT + C2 (Ts -T; ). ( 5 .3 1 )

P r z e d s t a w io n ą  p r o c e d u rę  modelowania p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a l e  tem p era

tu r y  sprawdzono na n a s tę p u ją c y m  p r z y k ł a d z i e .

Rozważano p ł y t ę  s t a l i w n ą  g r u b o ś c i  0 .0 5  m, k rze p n ącą  w typow ej m a s ie  f o r m i e r 

s k i e  j  . Tem peratura  początkow a p ł y t y  w y n o s i ła  T = 1 5 5 0 [ ° C ] . t e m p e r a t u r a  p o c z ą t -
P

kowa masy f o r m i e r s k i e j  T = 3 0 [ ° C ] .  P r z y j ę t o  Tl = 1505, Ts =1470 [ ° C ] ,

=5904000[ J/Km3 3 , ^ = 6 1 4 4 6 0 0 0 ,  C3=4875000, Q=1934500000[J/m3 ] .

B a d an ia  d o t y c z ą c e  z a s t ę p c z e j  po jem n ośc i  c i e p l n e j  s t r e f y  p r z e j ś c i o w e j  d l a  
stopów Fe-C p r o w a d z i l i  m . in .  Bor isow  [ 1 5 ] ,  Sam ojłow icz  [ 1 6 ] , Mochnacki [17]
i  i n .  [ 1 8 ] , We w s z y s t k ic h  cytowanych wyżej p ra c a c h  z a s t ę p c z a  po jem n ość  j e s t
pewną f u n k c ją  te m p e ra tu r y  Ts <Ts ,T l >.
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Wyniki porównano z w i e l o k r o t n i e  p rzetestow an ym  algorytm em  w ykorzystu jącym  

metodę r ó ż n i c  skończonych  ( r y s .  5 . 5 ) .  L i n i ą  c i ą g ł ą  za zn aczo n o  r o z w ią z a n ia  o t 

rzymane na b a z i e  metody elementów brzegowych d l a  czasów  t = 1 0 ,  120,  2 4 0 [ s ] ,  

R y s . 5 . 6  p r z e d s t a w ia  r o z k ł a d  te m p e ra tu r y  w t e j  sam ej p ł y c i e  po c z a s i e  10, 30, 

60, 120, 240 [ s ] .

Krzepniecie płyty (ME8-MRS)

ODLEW FORMA

□  MRS(10s) A  MRS(120s) OM RS(240s)

R y s . 5 . 5 .  P o le  te m p e ra tu r y  w p ł y c i e  i  m a s ie  f o r m i e r s k i e j  

F i g . 5 . 5 .  A t e m p e ra tu r e  f i e l d  i n  th e  p l a t e  and san d  mix



Ten sam s p o só b  modelowania p r o c e su  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  w i n t e r w a le  tem

p e r a t u r y  za s to so w an o  p r z y  wyznaczaniu  jednowymiarowego p o l a  te m p e ra tu r y  w 

o b s z a r z e  wlewka s ta lo w e g o  krze p n ą c eg o  we wlewnicy o g r u b o ś c i  0 .2 3 [m ] [ 1 9 ] .  

S z e r o k o ść  k r ó t s z e g o  boku wlewka w y n o s i ła  0 .7 6 [m ] .  P r z y j ę t e  wymiary odpowia

d a j ą  wlewkom wytwarzanym we w lewnicach w Hucie Sen d z im ir  w Krakow ie .  W o b l i 

c z e n ia c h  uw zględniono generow anie  s i ę  s z c z e l i n y  gazow ej między wlewkiem a 

w lew nicą.Po  c z a s i e  2 00s  ( c z a s  o d e j ś c i a )  r e a l iz o w a n a  b y ł a  p r o c e d u ra  wyznacza

j ą c a  opór s z c z e l i n y  gazow ej między wlewkiem i  wlewnicą.  Opór t e n  b y ł  odwrot

n o ś c i ą  w sp ó łczy n n ik a  wymiany c i e p ł a  l i c z o n e g o  z z a l e ż n o ś c i

= 10_4cCc <Tb l +Tb2 >t (Tfc . / i 0 0 ) 2 + CXb2/ X 0 0 ) 2 1 +a s k , _ ( 5 .3 2 )

g d z i e  e - e m is y jn o ś ć  z a s t ę p 

c z a  między zew nętrzną po

w ie r z c h n ią  wlewka i  wewnę

t r z n ą  wlewnicy ( p r z y j ę t o  

e=0 .  8 ) , = 5 .6 7  [ W/K2m4 ],

T bi' T b 2 ~  t e m p e r a t u r y  z e w _

n ę t r z n e j  p o w ierzch n i  wlew

ka i  wewnętrznej wlewnicy 

[K ] ,  -konw ekcyjna s k ł a 

dowa w sp ó łczy n n ik a  a ^ k t ó -  

r ą  l i c z o n o  j a k  d l a  konwek

c j i  swobodnej w ruchu l a -  

minarnym [ 2 0 ] ,

Aby u n ikn ąć  zbędnych i t e 

r a c j i  p r z y  o b l i c z e n ia c h  

s k ła d o w e j  r a d i a c y j n e j  i  ko

n w ekcy jn e j  w spółczynn ik a  

a w y k o r z y s t y w a n o  tem p era

t u r y  z p o p r z e d n i e j  c h w i l i  

c z a s u  ( warunek pseudopo-  

c zą tk o w y ).

R y s . 5 . 6 .  K r z e p n i ę c i e  p ł y t y  

F i g . 5 . 6 .  S o l i d i f i c a t i o n  o f  p l a t e



Na r y s . 5 . 7  pokazano r o z k ł a d y  t e m p e ra tu r y  w o b s z a r z e  wlewka i  wlewnicy po 

c z a s i e  3 , 1 5 , 3 0 , 6 0 , 9 0  min,Można z a u w aży ć ,że  p o le  te m p e ra tu r y  j e s t  c i ą g ł e  t y l 

ko d l a  c z a s u  3 min ( c z a s  m n ie j s z y  n i ż  c z a s  o d e j ś c i a ) .  D la d łu ż s z y c h  czasów 

p o l e  te m p e ra tu r y  p o s i a d a  n i e c i ą g ł o ś ć  typu  skok  skończony i  co j e s t  c h a r a k t e -  

r y s t y c z n e ,  t e m p e ra tu r a  w ew nętrznej  po w ie rz ch n i  wlewnicy sp a d a  w s to su n k u  do 

początkow ych  etapów p r o c e s u ,  a n a s t ę p n i e  s to pn io w o r o ś n i e .

The temperature field.

Lenght

R y s . 5 . 7 .  K r z e p n i ę c i e  wlewka we wlewnicy

F i g . 5 . 7 .  S o l i d i f i c a t i o n  o f  i n g o t  and i n g o t  mould
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N ale ży  p o d k r e ś l i ć ,  że  p r z e d s ta w io n y  a lg o ry tm  m odelowania k r z e p n i ę c i a  w i n t e 

rw ale  te m p e ra tu r y  j e s t  b a r d z o  o g ó ln y  i  może być s to so w an y  w p o ł ą c z e n i u  z do

wolną metodą numeryczną (MEB, MRS, MES) t z n .  na b a z i e  dow olnej  metody p o sz u 

k u je  s i ę  r o z w ią z a n ia  d l a  o b s z a r u  jedn orod nego  (np. c i e k ł e g o  m e ta lu )  d l a  po-
f

ziomu c z a s u  t  a  n a s t ę p n i e  dokon uje  s i ę  k o r e k t y  otrzym anego r o z w ią z a n ia  s t o 

s u j ą c  p r z e d s t a w io n e  w tym r o z d z i a l e  równania " p o p r a w i a j ą c e "  t e m p e ra tu r ę .

Innym możliwym do w y k o rz y s t a n ia  sposobem o b l i c z e ń  p r z e b ie g u  k r z e p n i ę c i a  

w i n t e r w a le  t e m p e ra tu r y  j e s t  p o ł ą c z e n i e  metody elementów brzegowych d l a  z a 

dań l in io w y c h  z u o g ó ln io n ą  metodą p rze m ie n n e j  f a z y  opracow aną p r z e z  A .K apus

t ę  [ 2 1 ] . Metoda u o g ó ln io n a  sprowadza s i ę  do w ie lo k ro tn e g o  rozw iązy w an ia  w k a 

żdym kroku  c z a s u  zadań  d l a  f o r m a ln ie  u je d n oro d n io n y ch  obszarów  i  odpowiednim 

k o n stru o w an iu  k o le jn y c h  warunków pseu dopoczątkow ych . W s w o je j  i s t o c i * e  a l 

gorytm j e s t  ro z s z e r z e n ie m  a lg o ry tm u  APTM p r z e d s ta w io n e g o  w poprzednim  r o z 

d z i a l e .

Problem k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a le  t e m p e ra tu ry  może być rów nież fo r m a ln ie  

sprowadzony do z a d a n ia  S t e f a n a  [ 2 2 ] .  D e f i n i u j e  s i ę  tzw. ekw iw alentną tempe

r a t u r ę  k r z e p n i ę c i a

T
cL

T =e k C2 (T )TdT/ 
TJ

C2 (T)dT. ( 5 .3 3 )

Wyznaczoną w t e n  s p o só b  te m p e ra tu r ę  wprowadza s i ę  do k l a s y c z n e g o  warunku 

S t e f a n a  i  z a d a n i e  t r a k t u j e  s i ę  ja k o  problem  z ostrym  fron tem  r o z d z i a ł u  f a z .  

J e ż e l i  np. p r z y j ą ć ,  ż e  z a s t ę p c z a  po jem ność  c i e p l n a  C2 (T) j e s t  s t a ł a  i  wynosi 

C2 (T) = q/ ( t l - t s )p2 to

TdT/
T-

dT = 0 . 5 ( T +T ) ,\  , e  /  I ( 5 .3 4 )

c z y l i  t e m p e ra tu r a  z a s t ę p c z a  j e s t  ś r e d n i ą  a ry tm etyczną  t e m p e r a t u r y  l ik w id u s



Tak w ię c ,  j e ż e l i  u znać  t a k i e  p o d e j ś c i e  za  w y s t a r c z a j ą c o  do k ład n e  t o  problem y 

prezentow ane w r o z d z i a l e  n i n ie j s z y m  można s p r o w a d z ić  f o r m a l n ie  do zadań z 

r o z d z i a ł u  p o p rz e d n ie g o .

i solidus.
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6. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DLA ZADAŃ DWUWYMIAROWYCH (2D)

W r o z d z i a l e  n i n ie j s z y m  z o s t a n i e  p r z e d s ta w io n a  metoda elementów b rz e g o 

wych d l a  dwuwymiarowego z a d a n i a  n i e u s t a l o n e g o  przew od zen ia  c i e p ł a .  I s t n i e j e  

k i l k a  sposobów wyprowadzenia brzegowego równania całkow ego d l a  równania p a 

r a b o l i c z n e g o .  Podobnie  j a k  w r o z d z i a ł a c h  p o p rz e d n ic h  t u t a j  również wybrano 

tzw. s form u łow an ie  b e z p o ś r e d n ie  wywodzące s i ę  z metody o d ch y łe k  ważonych. 

P rze d s taw io n o  je d e n  z w ariantów  MEB b a z u ją c y  na r o z w ią z a n ia c h  fu n d am e n ta l

nych z a le ż n y c h  od c z a s u .W s z y s t k i e  ro zw aża n ia  d o t y c z ą  ob iektów  zorientow anych  

w u k ł a d z i e  w sp ółrzędn ych  p r o s to k ą t n y c h .

6 . 1 .  FORMUŁY GREENA [1]

P o d r o z d z i a ł  n i n i e j s z y  ma c h a r a k t e r  pom ocniczy i  z a w ie r a  s zc ze g ó ło w e  wy

prow adzenie  pewnych tw ie rd z e ń  u m o ż l iw ia ją c y c h  z n a l e z i e n i e  brzegowego równa

n ia  całkowego d l a  n i e s t a c j o n a r n e g o  b ezżród łow ego  2D p o l a  t e m p e ra tu ry .

I  Formuła Greena

Weźmy równanie L a p l a c e ’ a

Y2 T = 0, ( 6 . 1 )

g d z i e  T ( x i , x z ) j e s t  t em p e ra tu r ą  w pu n k c ie  x = { x ^ , x ^ }e  D ur,D (x i , x 2 ) ro zp a try w a

nym obszarem  ograniczonym  krzywą T ( x  , x  ) ,  V2T=-°—' -  -o p e r a to re m  L a p l a c e ' a .
1 2 Sx2 Sx21 2

Dla x € Dur s p e ł n io n a  j e s t  równość
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j" (V2 T ) wdD = | | i w d r  -  JgradTgradwdD 
D r  D

(6.2)

g d z i e  w ( x i , x 2 ) j e s t  d o w o l n ą  f u n k c j ą  c i ą g ł ą  w r a z  z  p i e r w s z ą  p o c h o d n ą  w o b s z a 

r z e  D i  n a  b r z e g u  r  o r a z  p o s i a d a  c i ą g ł ą  d r u g ą  p o c h o d n ą  w D ,  8 T / 8 n  - p o c h o d n ą  

f u n k c j i  T w k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d o  k r z y w e j  r ,  g r a d ( . )  =  [ 8 ( . ) / 8 x t , 8 ( . ) / 8 x 2 ] .

A b y  u d o w o d n i ć  t ę  f o r m u ł ę  w y k o r z y s t u j e  s i ę  t w i e r d z e n i e  G r e e n a :

N i e c h  o b s z a r  j e d n o s p ó j n y  n a  p ł a s z c z y ź n i e  0 x i x 2 b ę d z i e  o g r a n i c z o n y  k r z y w ą  r e 

g u l a r n ą  T o b i e g a n ą  d o d a t n i o  i  n i e c h  P , Q  e  c ' ( D u r ) .  W ó w c z a s

(6.3)

C z y l i  z  t w . G r e e n a  w y n i k a ,  ż e

N i e c h  Q=Q1 Q2 i  P = P  P 2 . W ó w c z a s  z  ( 6 . 4 )  o t r z y m u j e  s i ę

(6.5)

( 6 . 6 )

S t ą d

d x  d x .2 (6.7)

D

: =  -  P  P  d x  -
2 J 1 2 1 J

r  d
2 (6.8)

N i e c h  Q1 = w ,  Q2=g^ o r a z  P t =w i  . W t e d y
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Jw  a- l  d x  d x 2 = [ v |  d x 2 -  | | I  § £  d x i d x 2 ,  ( 6 . 9 )

D i r  D

| w  d x  d x 2 =  - f w  | I  d x  -  } | I  g  d x i d x 2 . ( 6 . 1 0 )

D 3Xi

P o  d o d a n i u  s t r o n a m i  r ó w n a ń  ( 6 . 9 ) ,  ( 6 . 1 0 )  u z y s k u j e  s i ę

j w ( V 2 T ) d D  =  j ( v  § 1  d x 2 -  w «  d x  ) -  j (  "  § £  + | I  g  )d D  ,  ( 6 . 1 1 )
1 i, 1 2 1 1 1 2 2
d  r  d

g d z i e  dD=dx^ d x 2 .

W i a d o m o , ż e  d x o = c o s / 3 d T  i  d x  = c o s a d T ,  g d z i e  cos<x, c o s | 3  s ą  c o s i n u s a m i  k i e r u n k o 

w y m i  d r .  W ó w c z a s

} w ( | i  c o s e  -  c o s a ) d T  =  J w | i d T  . ( 6 . 1 2 )
2 r

K i e r u n e k  1 w p u n k c i e  P ( x i , x z ) e r  o d p o w i a d a  k i e r u n k o w i  n o r m a l n e m u  d o  b r z e g u  w

r o z p a t r y w a n y m  p u n k c i e ,  p o n i e w a ż  w e r s o r  o  s k ł a d o w y c h  [ c o s / 3 , - c o s o c  ] j e s t  p r o s -

q j  Q\j 3T d \ł
t o p a d i y  d o  w e r s o r a  [ c o s a ,  c o s f J  ] .  R ó w n o c z e ś n i e  w i a d o m o ,  ż e  ^  g— + gj? g j  =

1 1  2 2
= g r a d T  g r a d w .

P o  w s t a w i e n i u  ( 6 . 1 2 )  d o  ( 6 . 1 1 )  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i e  ( 6 . 2 ) .

I I  F o r m u ł a  G r e e n a

I I  f o r m u ł a  G r e e n a  ma p o s t a ć

J[(V2T)w-(V2w)T]dD = J(w§£ -  T§£)dT , ( 6 . 1 3 )

d  r

a jej dowód jest następujący. Wykorzystuje się I formułę Greena i zamienia 
s i ę  r o l a m i  T i  w w e  w z o r z e  ( 6 . 2 ) :

j*( V2 w ) TdD =  J t § £  d T  -  J ( g r a d w  g r a d T ) d D  . ( 6 . 1 4 )
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P o  o d j ę c i u  s t r o n a m i  r ó w n a n i a  ( 6 . 1 4 )  o d  ( 6 . 2 )  o t r z y m u j e  s i ę  I I  f o r m u ł ę  G r e e -  

n a .

6 . 2 .  BRZEGOWE RÓWNANIE CAŁKOWE DLA RÓWNANIA PARABOLICZNEGO

W t y m  r o z d z i a l e  z o s t a n i e  w y p r o w a d z o n e  b r z e g o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e ^  d l a  r ó w 

n a n i a  p a r a b o l i c z n e g o

8 T i t ’ t 2  =  a ? 2 T ( x ,  t ) , x = { x  , x 2 } €  D ( x , X 2 ) ,  ( 6 . 1 5 )

z  n a s t ę p u j ą c y m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i

-  w a r u n k i e m  b r z e g o w y m  I  r o d z a j u

T ( x , t )  =  T ( x , t )  ,  x e r i ,  ( 6 . 1 6 )

-  w a r u n k i e m  b r z e g o w y m  I I  r o d z a j u

q ( x , t )  =  - A - ? ] * ’ U  = 5 ( x , t ) , x c r 2 , ( 6 . 1 7 )

-  w a r u n k i e m  b r z e g o w y m  I I I  r o d z a j u

q ( x , t )  =  - a ( T r ( x , t ) - T <>t ) , ,  ( 6 . 1 8 )

g d z i e  j e s t  b rz eg iem  o b s z a r u  D ,x = { x j , x^ } -w sp ó łr z ę d n e  p r z e s t r z e n n e ,

t - c z a s ,  T ( x , t ) - t e m p e r a t u r a  w p u n k c ie  x  w c h w i l i  t , a = A /p c - w s p ó ł c z y n n i k  wyrów

nywania t e m p e r a t u r y ,  A -w spółczyn n ik  p rze w od ze n ia  c i e p ł a ,  p - g ę s t o ś ć ,  c - c i e p ł o

w ła śc iw e  ( z a k ł a d a  s i ę , ż e  a = id e m ) , T ( x , t ) -za d an y  r o z k ł a d  t e m p e ra tu r y  na b rzeg u  

> q ( x , t ) - z n a n y  s t r u m ie ń  c i e p ł a  na f r a g m e n c ie  b rz e g u  r  , « - w s p ó łc z y n n ik  wy

miany c i e p ł a  ( a = id e m ) ,  t - t e m p e r a t u r a  o t o c z e n i a ,  Ty -  t e m p e ra tu r a  na b rz eg u

r  .
3

O c z y w i ś c i e  n a  b r z e g u  F  n i e  m u s z ą  w y s t ę p o w a ć  r ó w n o c z e ś n i e  w s z y s t k i e  t r z y  r o 
d z a j e  w a r u n k ó w  i  n p .  j e ś l i  n a  c a ł y m  b r z e g u  r  z n a n y  j e s t  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y ,



t o  p r z y j m u j e  s i ę  T ( x , t ) = T ,  x e r *  ] .

P r z e d s t a w i o n y  o p i s  m a t e m a t y c z n y  u z u p e ł n i a  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y

T ( x , t ) = T ( x , t  ) =  T ( x )  ,  x e D , ( 6 . 1 9 )

g d z i e  T ( x )  j e s t  z n a n y m  r o z k ł a d e m  t e m p e r a t u r y  w c h w i l i  t  . 

W y k o r z y s t u j ą c  m e t o d ę  o d c h y ł e k  w a ż o n y c h  m o ż n a  n a p i s a ć

| a v 2 T ( x , t )  -  a T a t , t ) ] T* ( C . x , t F , t ) d D ( x ) d t  =  0  , (6 .20)

g d z i e  [ t ° , t F ] j e s t  p r z e d z i a ł e m  c z a s o w y m ,  w k t ó r y m  r o z p a t r u j e  s i ę  r o z k ł a d  t e 

m p e r a t u r y  w r o z w a ż a n y m  o b s z a r z e ,  n a t o m i a s t  T ( £ , x , t F , t )  -  f u n k c j ą  w a g o w ą  z a 

l e ż n ą  m i ę d z y  i n n y m i  o d  p u n k t u  ę = ( C 1 , ę 2 ) ,  w k t ó r y m  u m i e s z c z o n e  j e s t  p u n k t o w e  

ź r ó d ł o  c i e p ł a .

W m e t o d z i e  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  i  o b s z a r ó w  

d w u w y m i a r o w y c h  z o r i e n t o w a n y c h  w p r o s t o k ą t n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  p r z y j m u 

j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  f u n k c j e  w a g o w e  [ 2 ]  n a z y w a n e  t e ż  r o z w i ą z a n i a m i  f u n d a m e n 

t a l n y m i

T ( C,  x ,  t  , t ) =
4 T r a ( t  - t )

e x p
4 a ( t  - t )

(6 .2 1 )

t > t

g d z i e  r=J ( x j -  ę i ) C + ( x 2 ~  £ 2 )* j e s t  o d l e g ł o ś c i ą  m i ę d z y  p u n k t e m  ę = ( £ 1 # (;2 ) i

r o z p a t r y w a n y m  p u n k t e m  x = ( x  , x  ) .

] N i e  u w z g l ę d n i o n o  t u t a j  m o ż l i w o ś c i  w y s t ą p i e n i a  w a r u n k u  b r z e g o w e g o  I V  r o d z a 

j u ,  p o n i e w a ż  t y m  z a g a d n i e n i o m  b y ł  p o ś w i ę c o n y  r o z d z i a ł  I I I  g d z i e  r o z p a t r y w a 

n o  z a d a n i a  j e d n o w y m i a r o w e ,  a  i d e a  ł ą c z e n i a  p o d o b s z a r ó w ,  n a  s t y k u  k t ó r y c h  

w y s t ę p u j e  t e n  w a r u n e k  j e s t  i d e n t y c z n a  r ó w n i e ż  w p r z y p a d k u  z a d a ń  d w u -  i  

t r ó j w y m i a r o w y c h . T a k  w i ę c  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  z o s t a n i e  w n i n i e j s z y m  

r o z d z i a l e  p r z e d s t a w i o n a  d l a  o b s z a r ó w  j e d n o r o d n y c h .



N i e c h  q  ( £ , x , t  , t )  = - A S T  ( £ , x , t  , t ) / 3 n .  W i a d o m o ,  ż e

q ,t) - A ( | £  c o s a i +  c o s a 2 ) (6.22)

g d z i e  c o s a j , c o s a 2 s ą  c o s i n u s a m i  k i e r u n k o w y m i  n o r m a l n e j  d o  b r z e g u  T .  
Tak w i ę c  m o ż n a  ł a t w o  s p r a w d z i ć ,  ż e

q , t )  = Ad
2 F 28rca ( t  - t )

e x p
4 a ( t  - t )

( 6  23 )

g d z i e  d = ( x  -  £ ) c o s a  + ( x  -  £  ) c o s a  .■a v j Sj  / a \ 2 s>2 / 2

R o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l n e  ( 6 . 2 1 )  ma n a s t ę p u j ą c e  w ł a s n o ś c i  [ 2 ]

1° aV 2 T* ( ę, x ,  t F , t ) + — - - - 1 =  - A ( ę , x ) A ( t F , t )  ,

2 .  l i m  T ( C , x , t  ,  t )  =  A ( ę , x )  , 
t - > t

(6-24)

( S . 2 5 )

g d z i e  A ( £ , x ) ,  A ( t  , t )  -  f u n k c j e  d e l t a  D i r a c a  .

W y k o r z y s t u j ą c  d o  p i e r w s z e g o  c z ł o n u  r ó w n a n i a  ( 6 . 2 0 )  I I  f o r m u ł ę  G r e e n a  o t r z y 

m u j e  s i ę

t F t F t F

a  ( 7 2 T )T *  d D d t  = a ( V 2 T* J T d D d t  -  ^

. ct  D t  D

( T  q - T q  ) d f d t  . ( 6 - 2 6 )

C a ł k u j ą c  p r z e z  c z ę ś c i  p o  c z a s i e  d r u g i  c z ł o n  l e w e j  s t r o n y  r ó w n a n i a  (6 . 2 0 ) ma

my

rt F t F t F

d D d t  =O t
• 1 

TT dD

t °

3T •
M r dDdt • ( 5 . 2 7 )

W s t a w i a j ą c  ( 6 . 2 7 ) ,  ( 6 . 2 8 )  d o  ( 6 . 2 0 ) :
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2 * 3T 
(aV  T + g i ) T d D d t  -

t '
f  .  j t

TT dD 1

t °
p c (T q - T q  ) d r d t  =  0 . ( 6 .2 8 )

D l a  c z a s u  t  c a ł k i  w y s t ę p u j ą c e  w r ó w n a n i u  ( 6 . 2 8 )  s ą  c a ł k a m i  o s o b l i w y m i ,  r o z 

p a t r u j ą c  j e  d l a  t = t r - e ,  g d y  e  z m i e r z a  d o  0 i  s t o s u j ą c  w ł a s n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  

f u n d a m e n t a l n e g o  o s t a t e c z n i e  d l a  ę e  D o t r z y m u j e  s i ę

T ( t  ) + —  ' p c q ( x , t ) T  ( C , x . t  , t ) d T ( s ) d t  =

( 6 .2 9 )

1
p c T ( x , t ) q "  ( ę , x , t F , t ) d r ( x ) d t  + T° ( x ,  t °  )T* ( £ ,  x ,  t F ,  t °  ) d D ( x )

t  r

N a t o m i a s t  d l a  £ e r  b r z e g o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  ma p o s t a ć  [ 2 j

rt

c ( C ) T ( ę , t F q ( x , t ) T *  ( ę , x , t F , t ) d r ( x ) d t  =

(6 .3 0 )

1
p c

t'

T ( x , t ) q ’ ( ę , x , t F , t ) d r ( x ) d t  + T° ( x , t °  )T* ( Ę , x , t F , t °  ) d D ( x )  ,

g d z i e  c ( £ )  j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  z a l e ż n y m  o d  l o k a l n e g o  k s z t a ł t u  b r z e g u  F ,  w 

k t ó r y m  u m i e s z c z o n e  j e s t  ź r ó d ł o  c i e p ł a .  I  t a k  d l a  g ł a d k i e j  g r a n i c y  c ( £ ) = 0 . 5 ,  

d l a  n a r o ż a  p r o s t o k ą t n e g o  w y p u k ł e g o  c ( £ ) = 0 . 2 5 ,  a  d l a  p u n k t u  w e w n ę t r z n e g o  

c m = i .

R ó w n a n i e  ( 6 . 3 0 )  j e s t  c a ł k o w y m  o d p o w i e d n i k i e m  o p i s u  m a t e m a t y c z n e g o  ( 6 . 1 5 ) -  

- ( 6 . 1 9 ) .  O s t a t n i  c z ł o n  p o  p r a w e j  s t r o n i e  t e g o  r ó w n a n i a  d o t y c z y  w a r u n k u  p o 

c z ą t k o w e g o  ( 6 . 1 9 ) , z a d a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  t z n . t e m p e r a t u r ę  n a  b r z e g u  w p r o 

w a d z a  s i ę  d o  l e w e g o  s k ł a d n i k a  p o  p r a w e j  s t r o n i e  r ó w n a n i a  ( 6 . 3 0 ) ,  n a t o m i a s t  

s t r u m i e n i e  c i e p ł a  n a  f r a g m e n t a c h  F  ̂ i  T3 o p i s a n e  z a l e ż n o ś c i a m i  ( 6 . 1 7 ) , ( 6 . 1 8 )  

d o  p r a w e g o  s k ł a d n i k a  l e w e j  s t r o n y  t e g o  r ó w n a n i a .  P o z o s t a ł e  n i e z n a n e  w a r t o ś c i  

t e m p e r a t u r  i  s t r u m i e n i  c i e p ł a  n a  b r z e g u  T  n a l e ż y  o b l i c z y ć .  P o  z n a l e z i e n i u
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t y c h  n i e w i a d o m y c h ,  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r  w e  w n ę t r z u  o b s z a r u  D o k r e ś l a  s i ę  z  

r ó w n a n i a  ( 6 . 2 9 ) . .

O c z y w i ś c i e  r o z w i ą z a n i a  t e g o  z a d a n i a  p o s z u k u j e  s i ę  m e t o d a m i  n u m e r y c z n y m i .

P o n i e w a ż  c h a r a k t e r  z a l e ż n o ś c i  f u n k c j i  T i  q  o d  c z a s u  n i e  j e s t  z n a n y ,  

d l a t e g o  d l a  o t r z y m a n i a  r o z w i ą z a n i a  n u m e r y c z n e g o  n a l e ż y  d o k o n a ć  d y s k r e t y z a c j i  

r o z p a t r y w a n e g o  p r z e d z i a ł u  c z a s u  [ t ° , t F ] ,

W p r o w a d z a  s i ę  w i ę c  s i a t k ę :  t °  c t 1 < t 2 < .  .  .  < t f  " 1 < t F . .  < t F <« ,  g d z i e  A t = t f - t f  " 1 

j e s t  k r o k i e m  c z a s u .  Z e  w z g l ę d u  n a  t o ,  ż e  r o z w i ą z a n i e  f u n d a m e n t a l n e  j e s t  z a 

l e ż n e  o d  c z a s u , z w y k l e  m o ż n a  s t o s o w a ć  d u ż e  k i  o k i  A t .  P o s z u k u j ą c  r o z w i ą z a n i a  

n u m e r y c z n e g o  r ó w n a n i a  ( 6 . 3 0 )  m o ż n a  w y k o r z y s t y w a ć  d w a  r ó ż n e  s c h e m a t y  r ó ż n i c o 

we:

-  I  s c h e m a t

K a ż d y  k r o k  p o  c z a s i e  r o z p a t r u j e  s i ę  j a k o  n o w e  z a d a n i e ,  d l a t e g o  n a  k o ń c u  

k a ż d e g o  k r o k u  A t  o b l i c z a  s i ę  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T ( x , t )  w d o s t a t e c z n i e  d u 

ż e j  l i c z b i e  p u n k t ó w  w e w n ę t r z n y c h  a b y  j e  w y k o r z y s t a ć  j a k o  w a r u n e k  p s e u d o -  

p o c z ą t k o w y  d l a  n a s t ę p n e g o  k r o k u  c z a s u .

-  I I  s c h e m a t

P r o c e s  c a ł k o w a n i a  p o  c z a s i e  z a c z y n a  s i ę  z a w s z e  o d  c h w i l i  t °  i  w t e n  s p o 

s ó b  b e z  w z g l ę d u  n a  w z r a s t a j ą c ą  w r a z  z  u p ł y w e m  c z a s u  l i c z b ę  p o ś r e d n i c h  

k r o k ó w  A t ,  n i e  t r z e b a  o b l i c z a ć  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T ( x , t )  w p u n k t a c h  w e w n ę 

t r z n y c h  n a  k o ń c u  k a ż d e g o  k r o k u  c z a s o w e g o .  P o z a  t y m ,  j e ś l i  T ° ( x , t ° ) = 0  t o  

c a ł k a  p o  o b s z a r z e  D w r ó w n a n i u  ( 6 . 3 0 )  z n i k a ,  a  d l a  T ° ( x , t ° ) = i d e m  m o ż n a  

r o z w i ą z y w a ć  z a d a n i e  z  z e r o w y m i  w a r u n k a m i  p o c z ą t k o w y m i  i  d o  o t r z y m a n e g o  

r o z w i ą z a n i a  d o d a ć  t ę  s t a ł ą  w a r t o ś ć .  O p r ó c z  t e g o , p r z y  p e w n y c h  d o d a t k o w y c h  

z a ł o ż e n i a c h  [ 2 ] , c a ł k ę  p o  o b s z a r z e  D w r ó w n a n i u  ( 6 . 3 0 )  m o ż n a  p r z e k s z t a ł 

c i ć  w r ó w n o w a ż n e  c a ł k i  p o  b r z e g u  r .  T a k  w i ę c  w w i ę k s z o ś c i  w a ż n y c h  d l a  

p r a k t y k i  z a d a ń  m o ż n a  o b n i ż y ć  w y m i a r  z a g a d n i e n i a ,  p o n i e w a ż  d y s k r e t y z a c j i  

p o d l e g a  t y l k o  b r z e g  r o z p a t r y w a n e g o  o b s z a r u .  J e s t  t o  j e d n a  z  n a j w a ż n i e j 

s z y c h  z a l e t  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .



6 . 3 .  REALIZACJA NUMERYCZNA METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

Aby ro z w ią z a ć  num erycznie równanie ( 6 . 3 0 )  n a l e ż y  dokonać d y s k r e t y z a c j i  

ro zpatryw anego  o b s z a r u  D j a k  również b rz eg u  r  t e g o  o b s z a r u .  W tym c e l u  b rz eg  

o b s z a ru  D d z i e l i  s i ę  na N elementów. K s z t a ł t  ty ch  elementów można p r z y b l i 

żać  odcinkami p r o s t y c h ,  łukami p a r a b o l  i t p .P u n k t y  b rz e g u  r , w k tó r y c h  p o sz u 

k u je  s i ę  w a r t o ś c i  n ie z n a n e j  f u n k c j i  ( te m p e ra tu ry  lub  s t r u m i e n ia  c i e p ł a )  n a

zywa s i ę  węzłami brzegowymi i  d l a  tzw. " s t a ł y c h "  elementów z n a jd u ją  s i ę  one 

w środ ku  każdego  p r o s t o l i n i o w e g o  e lem entu  (p r z y  czym z a k ł a d a  s i ę ,  że  fu n k c je  

T ( x , t ) i  q ( x , t )  p r z y jm u ją  s t a ł e  w a r t o ś c i  na każdym z elem entów ). W przypadku 

elementów l in io w y ch  w ęzły  z n a jd u ją  s i ę  w m i e j s c a c h  p o ł ą c z e n i a  dwóch p r o s t o 

l in io w y ch  elementów i  p rz y jm u je  s i ę ,  że  f u n k c je  T ( x , t )  o r a z  q ( x , t )  z m ie n ia ją  

s i ę  l in io w o  wzdłuż ro zpa tryw an ego  e lem entu .  Można również rozw ażać  elem enty  

krzyw olin iow e np. kwadratowe (d r u g ie g o  r z ę d u ) -  p o r . r y s . 6 . 1 .

c )

węzeł e lem ent elem ent węzeł e lem ent

R y s . 6 . 1 .  Elementy brzegowe ( a - s t a ł e ,  b - l i n i o w e ,  c-kw ad ratow e) 

F i g . 6 .1 .  Boundary e le m e n ts  ( c o n s t a n t ,  l i n e a r ,  q u a d r a t i c )

W c e l u  p r z y b l i ż o n e g o  o b l i c z e n i a  c a ł k i T° ( x , t °  )T* ( £ , x ,  t F , t °  } dD(x ) (w przy -

padku gdy t a  c a ł k a  n i e  j e s t  równa ze r u )  n a le ż y  w nętrze  o b s z a r u  D p o d z i e l i ć  

na L podobszarów. N a j c z ę ś c i e j  w nętrze  o b s z a ru  D pokrywa s i ę  t r ó j k ą t a m i  lub 

czworokątami - r y s . 6 .2  i  w z a l e ż n o ś c i  od p r z y j ę t e j  a p ro k s y m a c j i  f u n k c j i  T i  q 

na e le m e n c ie  wewnętrznym ( fu n kc jam i  s t a ł y m i ,  l in iow ym i,  kwadratowymi, i t p . ) 

r o z p a t r u j e  s i ę  s t a ł e ,  l in io w e ,  kwadratowe i t d .  e lem enty  wewnętrzne.
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J a k  j u ż  w c z e ś n i e j  p o d k r e ś lo n o ,  

d l a  z n a l e z i e n i a  r o z w ią z a n ia  nume

ry c zn e g o  równania  ( 6 . 3 0 )  dokonuje  

s i ę  rów nież d y s k r e t y z a c j i  p r z e 

d z i a ł u  c z a s u  [ t ° , t F ] wprowadza jąc  

s i a t k ę :  t ° < t '  < . . .  < t f " 1 < t F . . < t F<«>, 

g d z i e  A t= t f - t f * 1 j e s t  krok iem  c z a 

s u ,  p r z y  czym z a k ł a d a  s i ę  że  fu n k

c j e  T ( x , t )  i  q ( x , t )  p r z y jm u ją  war

t o ś c i  s t a ł e  w każdym kroku At, 

z m ie n i a j ą  s i ę  l in io w o  lu b  ap ro k -  

symowane s ą  fu n k c jam i  wyższego 

r z ę d u  ( r o z w ią z a n ie  numeryczne l i -  

R y s . 6 . 2 .  E lem enty brzegow e ( s t a ł e )  niowego rów nania  p a r a b o l i c z n e g o

i  p o d o b sz a r y  Dj d l a  elementów l in io w y c h  po c z a s i e

F i g . 6 . 2 .  Boundary e l e m e n t s ( c o n s t a n t )  wraz z programem i  wynikami o b l i -

and i n t e r n a l  c e l l s  Di c ze ń  p r z e d s ta w io n o  na p r z y k ł a d  w

p r a c y  ( 3 ] ) .

W d a l s z y c h  ro zw aża n iac h  prezentow anych  w tym r o z d z i a l e  o g ra n ic z o n o  s i ę  

do elementów s t a ł y c h  po c z a s i e  i  po w spó łrzędn y ch  p r z e s t r z e n n y c h * ’ . Fu n k c je  

T i  q  z n a j d u j ą c e  s i ę  pod znakami c a ł e k  w równaniu ( 6 . 3 0 )  p r z y jm u ją  w tym 

przypadku  s t a ł e  w a r t o ś c i  w o b s z a r z e  k ażd ego  e lem entu  o r a z  w rozpatrywanym 

p r z e d z i a l e  czasowym i  d l a t e g o  mogą być  w yłączone p r z e d  z n a k i  c a ł e k .  Całkowa

n ie  po b rz e g u  r  z a s t ę p u j e  s i ę  sumą c a ł e k  po e le m e n tach  b r z e g u  , a  ca łko w a

n ie  po o b s z a r z e  D sumą c a ł e k  po p o d o b sz a r a c h  D . B r z e g  o b s z a r u  r  d z i e l i  s i ę
i 1

( j a k  ju ż  w c z e ś n i e j  z a z n a cz o n o )  na N elementów brzegow ych, z k t ó r y c h  e l e -

1 Zdaniem w ie l u  s p e c j a l i s t ó w  z a jm u ją c y c h  s i ę  praktycznym  za s to so w an ie m  MEB
p r z y j ę c i e  s t a ł y c h  elementów brzegowych i  wewnętrznych zapew nia  w y s t a r c z a 
j ą c ą  d o k ła d n o ś ć  o b l i c z e ń  numerycznych, a  p r z y  tym prow adz i  do stosunkowo 
p r o s t y c h  a lgorytm ów  i  programów komputerowych.
W n i n i e j s z e j  p r a c y  w n i e k t ó r y c h  p r z y k ła d a c h  d o ty c z ą c y c h  o b l i c z e ń  przepływu 
c i e p ł a  w p r o c e s i e  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  odlewów w yk orzy stan o  e lem enty  
p r z e s t r z e n n e  w yższego  r z ę d u  i  s t a ł e  po c z a s i e .  Wprawdzie e lem en ty  wyższego 
rzęd u  mogą m ieć  w ię k s z e  wymiary l i n io w e ,  a l e  s t o p i e ń  k o m p l i k a c j i  a lg ory tm u  
j e s t  zn aczn y .



mentów z n a jd u je  s i ę  na b rz eg u  {w w ęz łach  n a le ż ą c y c h  do ty ch  elementów zn a

ne s ą  w a r t o ś c i  t e m p e r a t u r y ) ,  elementów na b rz e g u  r  (z  k o l e i  w w ęzłach  n a

le ż ą c y c h  do tych  elementów znane s ą  w a r t o ś c i  s t r u m ie n i  c i e p ł a  -warunek b r z e 

gowy I I  r o d z a ju )  i  elementów na b rz e g u  T3 (warunek brzegowy I I I  r o d z a ju ) .

Dla I  schem atu HEB o trzy m u je  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  d y s k r e t n y  an a lo g o n  rów

n an ia  ( 6 .3 0 )

>t > + ^ n [ (k dt)drf<= + L[[T**dD*]Ti"i' ,s-31
1 = 1 . . . N .

N ato m ia s t  d l a  d r u g ie g o  schem atu o b l i c z e ń  równanie ( 6 . 3 0 )  p r z y b l i ż a  s i ę  

n a s t ę p u ją c o

N F t f  N F  t f  L>T' + hiz □i(kjdt)drk = kil 5I[|(iqMdt)di']Tj + nk.*“.]1?*
i = l . . . N. ( 6 .3 2 )

Równania ( 6 . 3 1 )  i  ( 6 . 3 2 )  p r z e d s t a w i a j ą  w p o s t a c i  d y s k r e t n e j  zw iązek  między 

węzłem " i " ,  w którym z a d a j e  s i ę  r o z w ią z a n ie  fun dam en ta ln e  i  w sz y s tk im i  " j " -  

tymi e lem entam i ( w ł ą c z a j ą c  e lem ent  i = j )  na b rz e g u  F ,  o r a z  m iędzy węzłem " i "  

i  w sz y stk im i  " l " - t y m i  pod ob szaram i D; .

Całkowanie po c z a s i e  w równaniach  ( 6 . 3 1 ) , ( 6 . 3 2 )  można wykonać a n a l i t y c z n i e .  

C ałka  po c z a s i e  z f u n k c j i  q* ( £ , x ,  t F , t ) ( p r z e d s t a w io n e j  wzorem ( 6 . 2 4 ) )  j e s t

„ t ‘ Ad . t
q d t  =

J 8na ( t '  - t )
exp

ii
[ ] c
1- ( t F - t )  J

Ad
I 2 e x p<i )d z . (6 .3 3 )

Zastosowano t u t a j  p o d s t a w ie n ie  z = t F - t .  Po wprowadzeniu v = o t rz y m u je  s i ę



-  9 r ' -

Ad
q d t  =
Mi J

4a ( t - t f )

^  e x p ( - v ) d v  =
r  Znr“ .

u  i J

Ad r - r  - r  T
— r 1 e x p [  r - r r ]-expi r r - ] *2rrr aL 4 a ( t - t  ) 4 a ( t - t  ) -1

. , . F . f - 1 .4 a ( t - t  )

- r__
( t - f  >

( 6 .3 4 )

Aby o b l i c z y ć  c a ł k ę  po c z a s i e  z f u n k c j i  T ( £ , x , t  , t )  ( o p i s a n e j  wzorem ( 6 . 2 1 ) )
2

F r i  Jwprowadza s i ę  p o d s t a w i e n ie  z = t  - t  a n a s t ę p n i e  v= 4 a ^ . Wówczas

_t
T d t  = -¡ć— i i 4na exp(-

( t r - t )  4 a ( t  - t )
1 -— -]dt = 14 Ti a 

t l- t
I  e x p < 4 i i )d z

(6 .3 5 )

4 a ( t - t f )
1

4na i  e x p ( - v ) d v  = ^ [ E i [  ^ IJ ] - E i [ ---- ^ - ^ l l  ,
V 1 4 a ( t  - t  ' )  4 a ( t  - t  ) J

4 a ( t - t f " 1 )

gd z ie  E i ( v )  = -  e x p ( - v ) d v  j e s t  e k s p o n e n c j a l n ą  f u n k c j ą  c a łko w ą ,  k t ó r e j  r o z 

w in ię c ie  w s z e r e g  ma n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć

E i(v )  = -0 .5 7 7 2 2 1 6 6  -  l n ( v )  + v - 2* 2! 3-3! 4 * 4 !  5 * 5 !  6 * 6 ! ’

W y s ta rc z a ją c ą  d o k ła d n o ść  ( r z ę d u  10” ) w yzn aczen ia  w a r t o ś c i  f u n k c j i  E i ( v )  z a 

pewnia p r z y b l i ż e n i e  j e j  z a l e ż n o ś c i ą  w p o s t a c i  [ 4]

E i ( v ) = -

- 0 .  5 7 7 2 1 5 6 6 - ln v + 0 .9 9 9 9 9 1 9 3 v - 0 . 24991055v + 0 . 05519968v - 0 . 00976v +

+ 0 . 00107857vs , V<1

exp( -V) [0 .  2677737343 + 8. 6347608925v-H8. 059016973v2 +8. 5733287401v'' tv *  ]
V ( 3 . 9 5 8 4 9 6 2 2 8 + 2 1 . 0 9 9 6 5 3 0 8 2 7 v + 2 5 . 6 3 2 9 5 6 1 4 8 6 v 2 + 9 . 5 7 3 3 2 2 3 4 5 4 v 3 +v4 )

V=1

( 6 - 3 7 )
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6 . 3 . 1 .  I WARIANT METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

D l a  I  s c h e m a t u  o b l i c z e ń  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  p r z y  f = F  i  A t = t  

z a l e ż n o ś c i  ( 6 . 3 4 ) ,  ( 6 . 3 5 )  m a j ą  p o s t a ć

q  d t
J

Ad r - r  - r  -t Ad - r
 r - [ e x p [  l̂ T -r]-exp[ 1 1 ^ ] ]  =  LL e x p ( ^ ) ,
2 Tir aL  4 a ( t - t  * )  4 a ( t - t  ) J 8rrr a

1 d t
i J

2 2 

= j ” E l  [ 4 a (  t - t F ) J]  =  ‘

P o  w s t a w i e n i u  w y r a ż e ń  ( 6 . 3 8 ) ,  ( 6 . 3 9 )  d o  r ó w n a n i a  ( 6 . 3 1 )  o t r z y m u j e  s i ę

+ W x L [ j E i ( 4^ € > dV ] <  = ^ ¿ [ }
J = l  r  1J

4rraAt)^ [ [exp * 4aAt * ̂ 1  ] ̂  * i = l , 2 . . . 1 «

W p r o w a d z a j ą c  o z n a c z e n i a

G = l j 4rrA H =  i — i j 2tt
* d  - r

r ł J
i = l , . . . N ,  j = l , .

i i 4 n a A t

- r

eXP < 4 i i i ) dDl > i = l . . .N, 1=1. . .L  ,

r ó w n a n i e  ( 6 . 4 0 )  p r z y j m u j e  f o r m ę

: >T* *  Ż Z g . j <  =  + JZ  p m < _1 *

(6 .3 8 )

¡ 6 .3 9 )

( 6 . 4 0 )

(6.41) 

...N,

( 6 . 4 2 )

( 6 . 4 3 )
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Niech

H - c
i J i

d l a

d l a i  = j
(6.44)

wtedy ( 6 . 4 0 )  ma p o s t a ć

N N L

L gu <  = * L h. x  + L p- t >-1 • i = i - - - N <6 -45>
j = i j = i i=i

Tak w ięc  ( 6 . 4 5 )  j e s t  układem N równań o N niewiadom ych.Po p r z e n i e s i e n i u  n i e 

wiadomych na lewą s t r o n ę  u k ła d  równań ( 6 . 4 5 )  można z a p i s a ć

Ay = b , ( 6 .4 6 )

g d z i e  y j e s t  wektorem n iezn an y ch  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T i  q na b rz e g u  F ,  m acie rz  

A j e s t  m a c ie r z ą  g ę s t ą  o wymiarach N*N. Po ro z w ią z a n iu  u k ła d u  równań ( 6 .4 6 )  

na p r z y k ł a d  metodą e l i m i n a c j i  G a u ssa  z  wyborem e lem entu  dom inu jącego  znane 

s ą  w s z y s t k i e  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T i  q w ęz łach  brzegowych, co d a j e  możliw ość 

o b l i c z e n i a  w a r t o ś c i  f u n k c j i  T we w nętrzu  o b s z a r u  D. W tym c e l u  u s t a l a  s i ę  M 

węzłów wewnętrznych, w k t ó r y c h  o b l i c z a  s i ę  te m p e ra tu r ę  ( o c z y w i ś c i e  d l a  węz

łów wewnętrznych c ( = l )  na p o d s ta w ie  z a l e ż n o ś c i

N  N L

Tf = S  H TF - ' \  G qF + 'ś P TF_1 , i= N + l . . .N + M .  ( 6 .4 7 )
i L   i J 1 i    i J_______ L __  U l ’  '

j=i j=i 1 = 1

W ie lk o śc i  G, J » H1 , P(t  w y r a ż a ją  s i ę  t a k ż e  wzorami ( 6 . 4 1 ) ,  ( 6 . 4 2 )  z tym, że 

l i c z o n e  s ą  d l a  i = N + l . . .N + H .

Równanie ( 6 . 4 7 )  p r z e d s t a w ia  z a l e ż n o ś ć  między w a r t o ś c i ą  t e m p e ra tu ry  w węźle 

wewnętrznym " i "  w c h w i l i  c z a so w e j  t f i  tem p eratu ram i o r a z  s t ru m ie n ia m i  w wę

z ł a c h  brzegowych " j "  (w c h w i l i  c z a so w e j  t F ) a  t a k ż e  tem p era tu ram i w węzłach 

wewnętrznych " 1 "  znanymi z p o p r z e d n i e j  c h w i l i  c z a so w e j  t F 1

W pierwszym  sc h e m a c ie  o b l i c z e ń  otrzym ane w a r t o ś c i  t e m p e ra tu r y  d l a  c z a su  

t f w w ęz łach  wewnętrznych o b s z a r u  D s ta n o w ią  warunek pseudopoczątkow y d l a  na-
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C a ł k i  w y r a ż o n e  w z o r a m i  ( 6 . 4 1 ) ,  ( 6 . 4 2 )  o b l i c z a  s i ę  n u m e r y c z n i e .  W t y m  c e 

l u  d o k o n u j e  s i ę  t r a n s f o r m a c j i  w s p ó ł r z ę d n y c h  t a k ,  a b y  w y z n a c z a ć  c a ł k i  z  f u n k 

c j i  j e d n e j  z m i e n n e j  77 p r z y j m u j ą c e j  w a r t o ś c i  o d  - 1  d o  1 n a  r o z w a ż a n y m  e l e m e n 

c i e  b r z e g o w y m  T  i  z  f u n k c j i  d w ó c h  z m i e n n y c h  17  ,  tj e  [ - 1 . 1 ]  n a  e l e m e n c i e ,  w e w -j  1 2 ,

n ę t r z n y m  . D l a  t a k  z u n i f i k o w a n y c h  c a ł e k  s t o s u j e  s i ę  k w a d r a t u r y  G a u s s a  [ 5 ]  

p o z w a l a j ą c e  o b l i c z y ć  i c h  w a r t o ś c i  z  ż ą d a n ą  d o k ł a d n o ś c i ą .

Na b a z i e  I  s c h e m a t u  o b l i c z e ń  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w y z n a c z o n o  n i e 

s t a c j o n a r n e ,  b e ź r ó d ł o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w m i e d z i a n e j  p ł y c i e  o  w y m i a r a c h  

0 . 1 * 0 . im  i  t e m p e r a t u r z e  p o c z ą t k o w e j  1 0 0 0 ° C.  Na b r z e g u  p ł y t y  p r z y j ę t o  w a r u n e k  

I  r o d z a j u  T = 5 0 0 ° C .  Z a ł o ż o n o  n a s t ę p u j ą c e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  A = 3 3 0 [ W / m K ] , 

p = 8 9 2 0 [ k g / m 3 ] ,  c = 4 2 Q [ J / ( k g K ) ] . Z a s t o s o w a n o  t u t a j  s t a ł e  e l e m e n t y  b r z e g o w e  o  

d ł u g o ś c i  0 . 0 1 2 5 m  a  o b s z a r  p ł y t y  p o k r y t o  k w a d r a t a m i  o  w y m i a r a c h  0 . 0 1 2 5 * 0 . 0 1 2 5 m  

( s t a ł e  e l e m e n t y  w e w n ę t r z n e ) .  T e m p e r a t u r ę  o b l i c z a n o  w 3 2  w ę z ł a c h  b r z e g o w y c h  

i  6 4  w ę z ł a c h  w e w n ę t r z n y c h  b ę d ą c y c h  c e n t r a l n y m i  p u n k t a m i  k w a d r a t ó w .  O b l i c z e 

n i a  p r o w a d z o n o  z e  s t a ł y m  k r o k i e m  A t = 2 s .

Ha r y s  6 . 3  p r z e d s t a w i o n o  o t r z y m a n e  p o  c z a s i e  t = 1 0 s  i z o t e r m y  i  d w u w y m i a r o w ą  

p o w i e r z c h n i ę  t e m p e r a t u r y  r o z c i ą g n i ę t ą  n a d  r o z w a ż a n ą  p ł y t ą .

R y s . 6 . 4  i l u s t r u j e  r o z k ł a d  t e m p e r a t u r y  p o  c z a s i e  t = 8 s  o t r z y m a n y  d l a  t e j  s a 

m e j  p ł y t y  z  t y r a ,  ż e  p r z y j ę t o  i n n e  w a r u n k i  b r z e g o w e .  Na d o l n y m  b r z e g u  p ł y t y  

z a ł o ż o n o  w a r u n e k  b r z e g o w y  I I  r o d z a j u  q = 0 ,  n a  p r a w e j  i  g ó r n e j  p o w i e r z c h n i  

T = 5 0 0 ° C ,  a  n a  l e w e j  w a r u n e k  q = a ( T r - T Q t ) ,  g d z i e  a = 1 5 0 0 [ W / m K ] ,  Tn t = 3 0 ° C .

s t ę p n e g o  k r o k u  c z a s o w e g o .
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Przebieg tem peratury ( t = 1 0  sek.)

R y s . 6 . 3 .  P o le  te m p e ra tu r y  w p ł y c i e  

F i g . 6 . 3 .  T em peratu rę  f i e l d  in  th e  p l a t e
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- c le  tem peratury (t = 8  sek.)

R y s . 6 . 4 .  P o le  tem p e ra tu ry  w p ł y c i e  

F i g .  6. 4. Tem peraturę  f i e l d  in  th e  p l a t e



6 . 3 . 2 .  I I  WARIANT METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

Dla d r u g ie g o  schem atu  o b l i c z e ń  w yrażen ia  ( 6 . 3 4 ) ,  ( 6 . 3 5 )  p r z y jm u ją  p o s t a ć  

( p rzy  s ta ły m  kroku At) )

q d t  =
i J

2rcr a
i J

exp[ 4 a ( F - ( f - l ) ) A t ] e x p [ 4a(
r > ) ,1 
F - f  ) At J J ’

( 6 .4 8 )

L 2 2

T* d t  =  i i --- ] - E i  [ -------i i ----]1 =
. , J  1- 4 a (  t - t f  ~ 1 ) 4 a ( t F- t f ) J

= 4 ^  [>E i [ 4 a ( F - ( f - l )  JA t 1 E l U a ( F

2

_j j  ]1F - f ) At  J J •

( 6 .4 9 )

Po wprowadzeniu oznaczeń

1
47TA.

1
2  TT

E i( i J

4aAt ) d r  ,

exp(

E i[

1
2n

4 a ( f + 1 )At ] '  E l i
e.

isratiK ’
( 6 .5 0 )

(exp [ 4 a ( f + l ) A t ] "  e x p t 4 a fA t^ i}dr ’

i , j = l , . . . , N

H =i J
d l a

d l a i  = j

’ w n i n ie j s z y m  r o z d z i a l e  z a ło ż o n o ,  że  T ( x , t ° ) = c o n s t ,  ponieważ w tym p rzy p a d 
ku można rozw iązyw ać z a d a n i e  z zerowym warunkiem początkowym, co  powoduje 
ze row an ie  s i ę  c a ł k i  po w nętrzu  o b s z a r u  D i  u p r o s z c z e n i e  an a l izo w an y ch  wzo
rów.
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_F F - f . | . .G cr ) .  (6 .5 1 ), j i i i

Można zauważyć, że  d l a  F=1 I I  schemat o b l i c z e ń  MEB pokrywa s i ę  z I  schematem.

D a l s z y  c i ą g  p o s tę p o w an ia  w c e l u  o t rzy m an ia  u k ład u  ro z w ią z u ją c e g o  j e s t  

podobny do p r z e d s ta w io n e g o  w p o d r o z d z i a l e  6 . 3 . 1  i  n i e  b ę d z i e  t u t a j  powta

rzan y  z tym ,że  tem p e ra tu ry  w punktach  wewnętrznych o b s z a r u  D w tym przypadku 

wyznacza s i ę  z równań

< ■ L»r, •; - &  < * 't t  -r
j - i  j = i  r= i  ¡-i

i = N + l , . . .N+M.

Równanie ( 6 . 5 2 )  p r z e d s t a w ia  z a l e ż n o ś ć  między w a r t o ś c i ą  te m p e ra tu r y  w w ęźle 

wewnętrznym " i "  w c h w i l i  t F i  t em peraturam i o r a z  s t r u m ie n ia m i  c i e p ł a  w węz

ł a c h  brzegowych " j "  (w c h w ilach  t l  t ^ . . . t r ).

N a le ży  zw ró c ić  uwagę na f a k t ,  że  w drugim sch em ac ie  o b l i c z e ń  t r z e b a  p a 

m ię ta ć  w s z y s t k ie  ro z w ią z a n ia  z p o p rz ed n ic h  poziomów c z a s u  o r a z  m a c ie rz e  GF  ̂

i  a l e  s t o s u j ą c  t e n  schem at,w  w ie lu  z a g a d n ie n ia c h  i n ż y n i e r s k i c h  u d a je  s i ę  

un iknąć  żmudnego o b l i c z a n i a  c a ł e k  podwójnych.

R y s . 6 .5  p r z e d s t a w ia  wyniki o b l i c z e ń  n i e s t a c j o n a r n e g o  p o l a  tem p e ra tu ry  w 

m ie d z ia n e j  p ł y c i e  o wymiarach 0 .2 *0 .2 m  otrzymane na b a z i e  I I  schem atu  MEB.

Aby u n ikn ąć  d y s k r e t y z a c j i  w n ętrza  o b s z a r u  D, o b l i c z e n i a  przeprow adzono d la  

zerowych warunków początkowych i  do uzyskanego  r o z w ią z a n ia  dodano p o c z ą t k o 

wą w ar to ść  t e m p e ra tu ry :  1 0 0 0 °c .  P r z y j ę t o  q=0 na lewym i  dolnym b rz e g u  p ł y t y ,  

o r a z  T=500 na p o z o s t a ły c h  b rz e g a c h .  O b l i c z e n ia  przeprowadzono d l a  s t a ł y c h  e-  

lementów brzegowych o d ł u g o ś c i  0.05m o r a z  16 a r b i t r a l n i e  wybranych węzłów 

wewnętrznych. Krok c z a s u  w y n o s i ł  ń t= 2 s .

brzegowe równanie całkowe (6.32) wyraża się wzorem

_F F — F . , .
■ G, j <łj ) > ( 6 .5 2 )

L g h  <  = L h° j  t '  + L  L (Ĥ  T' ' f "
f= i  j = i



-  1 0 7  -

Pole temperatury (t— 18 s.)

R y s . 6 . 5 .  P o le  t e m p e ra tu ry  po c z a s i e  18s 

F i g . 6 . 5 .  Tem peraturę  f i e l d  a f t e r  th e  t im e l S s
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6 . 4 .  OBSZARY WYPUKŁE I  OBSZARY WKLĘSŁE

L i c z n e  e k s p e r y m e n t y  n u m e r y c z n e  w y k o n a n e  w r a m a c h  n i n i e j s z e j  p r a c y  p o k a 

z a ł y ,  ż e  m e t o d a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  j e s t  b a r d z o  d o k ł a d n a  i  e f e k t y w n a  

p r z y  s y m u l a c j i  n i e u s t a l o n e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  ( w  t y m  r ó w n i e ż  p r o c e s u  k r z e p 

n i ę c i a )  d l a  o b s z a r ó w  w y p u k ł y c h  (w  s e n s i e  k l a s y c z n e j  d e f i n i c j i  w y p u k ł o ś c i  g e 

o m e t r y c z n e j ) .  P r z y k ł a d e m  t a k i c h  r o z w i ą z a ń  m o g ą  b y ć  w y n i k i  p o k a z a n e  n a  r y s u n 

k a c h  6 . 3 ,  6 . 4 ,  6 . 5  o r a z  n p .  r o z w i ą z a n i e  d l a  m i e d z i a n e g o  w l e w k a  c i ą g ł e g o , k t ó 

r e  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n e  w r o z d z i a l e  n a s t ę p n y m .

Z k o l e i  p i e r w s z e  p r ó b y  o b l i c z e ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  w o b 

s z a r a c h  n i e w y p u k ł y c h  n p .  n a r o ż e  p r o s t o k ą t n e ,  n a  b a z i e  t y p o w e g o  a l g o r y t m u  MEB 

d l a  c i a ł  j e d n o r o d n y c h  z a k o ń c z y ł y  s i ę  p o r a ż k ą . R o z w i ą z a n i e  n u m e r y c z n e  b y ł o  b a 

r d z o  n i e d o k ł a d n e ,  r ó ż n i c e  m i ę d z y  u z y s k i w a n y m i  w y n i k a m i  a  r o z w i ą z a n i e m  o t r z y 

manym n a  b a z i e  m e t o d y  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  p r z y  o d p o w i e d n i o  g ę s t y c h  s i a t k a c h  

z a p e w n i a j ą c y c h  d u ż ą  d o k ł a d n o ś ć  b y ł y  r z ę d u  k i l k u d z i e s i ę c i u  p r o c e n t ,  p r z y  c z y m  

m a k s y m a l n y  b ł ą d  p o j a w i a ł  s i ę  w p o b l i ż u  n a r o ż a .

W t a b e l a c h  6 . 1  i  6 . 2  p o k a z a n o

I I d l a  p r z y k ł a d u  r o z w i ą z a n i e  n u 
< ------ 0 .  1 2 ------->

A m e r y c z n e  d l a  o b s z a r u  t y p u  n a 

I r o ż e  p r o s t o k ą t n e  s k o ń c z o n e

T = 1 0 0 0 ° C p r z y  w a r u n k a c h  b r z e g o w y c h  I

I r o d z a j u  w p o b l i ż u  n a r o ż a  o r a z
2 4

v w a r u n k u  I I  r o d z a j u  ( q = 0  ) n a

T = 1 5 5 0 ° C 1 1  p o z o s t a ł y c h  l i n i a c h  o g r a n i -
p

a = 0 . 5 9 * 1 0 *  5 [m2 / s ]
0 1 2 c z a j ą c y c h  o b s z a r  D - r y s . 6 . 6 .

W y n i k i  p r z e d s t a w i o n e  w t a b l i -
r

<  0 . 2 4  > A
c a c h  6 . 1  , 6 . 2  d o t y c z ą  p o 

I I
d z i a ł u  n a  e l e m e n t y  s t a ł e ,  a l e

p r z e j ś c i e  n a  e l e m e n t y  w y ż s z e -  

R y s . 6 . 6 .  N a r o ż e  p r o s t o k ą t n e  g o  r z ę d u  n i e  z m i e n i ł o  i s t o t -

F i g . 6 . 6 .  R e c t a n g u l a r  c o r n e r  n i e  s y t u a c j i .
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T A B E L A  6 . 1 .  ( c z a s  7 2 0 s )

MEB B łą d

1 3 5 3 1 3 3 2 1 2 4 2 1 0 9 0 1 . 8 0 . 6 0. 0 0 . 0

1 3 5 0 1 3 2 6 1 2 3 2 1 0 7 8 0 .  6 0 . 7 1 .  8 1 . 7

1 3 5 8 1 3 3 2 1 2 1 8 1 0 2 9 0 . 8 2 . 4 5 . 6 8 .  8

1 3 8 8 1 3 6 3 1 2 5 7 1 0 5 0 1 0 2 9 1 0 7 8 1 0 9 0 1 .  6 3 .  1 7 .  1 1 6 .  8 8 .  8 1 . 7 0 . 0

1 4 3 1 1 4 1 3 1 3 5 1 1 2 5 7 1 2 1 8 1 2 3 2 1 2 4 2 1 .  4 2 . 5 4 . 5 7 .  1 5 .  6 1 .  8 0 . 0

1 4 6 3 1 4 5 0 1 4 1 3 1 3 6 3 1 3 3 2 1 3 2 6 1 3 3 2 0 .  8 1 .  6 2 . 5 3 .  1 2 . 4 0 .  7 0 . 6

1 4 6 3 1 4 6 3 1 4 3 1 1 3 8 8 1 3 5 8 1 3 5 0 1 3 5 3 1 . 0 1 .  8 1 .  4 1 . 6 0 .  8 0 . 6 1 . 8

- TABELA 6 . 2 .  ( c z a s 1 4 4 0 S )

HEB B łą d

1 1 4 9 1 1 3 7 1 0 9 4 1 0 3 2 2 . 7 3 . 5 3 . 5 1 . 7

1 1 4 7 1 1 3 3 1 0 8 3 1 0 1 9 4 . 0 5 . 0 5 . 7 3 . 4

1 1 5 0 1 1 3 2 1 0 5 6 9 5 7 6 . 2 7 .  6 1 1 .  0 1 2 .  0

1 1 7 3 1 1 5 4 1 0 7 3 9 1 9 9 5 7 1 0 1 9 1 0 3 2 7 .  4 8 .  9 1 3 .  6 2 4 .  2 1 2 .  0 3 .  4 1 . 7

1 2 1 4 1 1 9 8 1 1 4 6 1 0 7 3 1 0 5 6 1 0 8 3 1 0 9 4 7 . 0 8 . 2 1 0 .  7 1 3 .  6 1 1 .  0 5 . 7 3 . 5

1 2 4 7 1 2 3 3 1 1 9 8 1 1 5 4 1 1 3 2 1 1 3 3 1 1 3 7 5 . 9 6 .  8 8 . 2 8 .  9 7 .  6 5 . 0 3 . 5

1 2 4 7 1 2 4 7 1 2 1 4 1 1 7 3 1 1 5 0 1 1 4 7 1 1 4 9 6 .  0 5 . 9 7 .  0 7 .  4 6 . 2 4 .  0 2 . 7

A n a l i z a  wyników p o ś r e d n ic h  w s z c z e g ó l n o ś c i  w a r t o ś c i  d ia g o n a ln y c h  elemen

tów m a c ie rz y  H, o k t ó r y c h  wiadomo, że  na g ł a d k i c h  f ragm en tach  b rz e g u  powinny 

wynosić - 0 . 5  (p o r .  r o z d z . 6 . 3 )  p o k a z a ł a ,  że  l i c z o n e  w a r t o ś c i  Ht( r ó ż n i ą  s i ę  

zn a c z n ie  od oczek iw anych ,  p r z e d e  w szystk im  w w ęzłach  brzegowych le ż ą c y c h  w 

p o b l i ż u  n a r o ż a ,  p r z y  czym t a k i  d e f e k t  n i e  występował z u p e łn i e  d l a  obszarów 

wypukłych. Problem te n  n i e  b y ł  o p i s a n y  w d o s t ę p n e j  l i t e r a t u r z e , g d z i e  wpraw

d z ie  prezentow ane  b y ły  wyniki  d l a  obszarów  niewypukłych  [ 5 , 6 , 7 ] , a l e  d o ty c z y 

ły  one zadań  s t a c jo n a r n y c h ,  d l a  k tó r y c h  t r u d n o ś c i  t e  prawdopodobnie n i e  p o 

j a w i a j ą  s i ę .

W z w i ą z k u  z  p o w y ż s z y m  p o d j ę t o  ( u d a n e  z r e s z t ą )  p r ó b y  d o d a t k o w e g o  p o d z i a ł u
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o b s z a r ó w  w k l ę s ł y c h  n a  p o d o b s z a r y  w y p u k ł e  ( k t ó r y c h  z ł o ż e n i e  t w o r z y  r o z p a t r y 

w a n y  o b s z a r ) .  Na s t y k u  a r b i t r a l n i e  w y r ó ż n i o n y c h  p o d o b s z a r ó w  w y p u k ł y c h  n a l e ż y  

f o r m a l n i e  p r z y j ą ć  w a r u n e k  b r z e g o w y  I V  r o d z a j u  d l a  k o n t a k t u  i d e a l n e g o  w p o 

s t a c i

^T(x~ , t ) =  _ x 3 T ( x V t )
a n

x  e r
T ( X , t )  =  T ( x  , t )

( 6 . 5 3 )

S e n s  t e g o  p o m y s ł u  i l u s t r u j e  r y s . 6 . 6 ,  n a  k t ó r y m  n a r o ż e  p o d z i e l o n o  l i n i ą  p o 

z i o m ą  n a  d w a  p r o s t o k ą t y .

W t e n  s p o s ó b  w o b s z a r z e  p o j a w i a j ą  s i ę  d o d a t k o w e  e l e m e n t y  i  w ę z ł y  b r z e g o w e  z  

w a r u n k i e m  I V  r o d z a j u ,  c o  n i e s t e t y  z w i ę k s z a  w y m i a r  m a c i e r z y  g ł ó w n e j  u k ł a d u  

r o z w i ą z u j ą c e g o , n a t o m i a s t  s a m a  p r o c e d u r a  ł ą c z e n i a  p o d o b s z a r ó w  j e s t  s t o s u n k o w o  

p r o s t a  i  n i e  r ó ż n i  s i ę  o d  o p i s a n e j  w r o z d z i a l e  3  z  t y m ,  ż e  o c z y w i ś c i e  w y r ó ż 

n i o n e  p o d o b s z a r y  m a j ą  t e  s a m e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e .

W t a b e l a c h  6 . 3 ,  6 . 4  z e b r a n o  w y n i k i  d o t y c z ą c e  o m ó w i o n e g o  u p r z e d n i o  p r z y 

k ł a d u  p r z y  p o d z i a l e  n a r o ż a  j a k  n a  r y s . 6 . 6 .

TABELA 6 . 3 .  ( c z a s  7 2 0 s )

MEB B ł ą d

1 3 5 0 1 3 3 1 1 2 4 5 1 0 9 2 1 . 5 0 . 6 0 . 2 0 . 2

1 3 5 5 1 3 3 6 1 2 5 0 1 0 9 4 1 .  0 0 .  0 0 . 3 0 . 2

1 3 8 8 1 3 6 9 1 2 9 1 1 1 2 8 1 .  3 0 . 4 0 . 4 0 .  8

1 4 1 3 1 4 0 1 1 3 4 4 1 2 4 0 1 1 2 7 1 0 9 7 1 0 9 6 0 . 2 0 . 3 0 . 2 1 .  1 0 . 7 o H 0 . 5

1 4 3 8 1 4 2 9 1 3 9 5 1 3 4 2 1 2 8 9 1 2 5 8 1 2 5 4 0 . 9 1 .  4 1 .  2 0 . 3 0 . 2 0 .  3 0 . 9

1 4 6 3 1 4 5 5 1 4 3 4 1 4 0 3 1 3 7 1 1 3 4 7 1 3 4 4 0 . 9 1 .  3 1 .  1 0 . 2 0 . 5 0 9 7 1 .  5

1 4 6 4 1 4 6 5 1 4 4 6 1 4 2 0 1 3 9 1 1 3 6 8 1 3 6 4 0 . 9 0 . 7 0 . 4 0 . 7 1 .  6 2 . 0 1 . 6

M o ż n a  z a u w a ż y ć ,  ż e  o t r z y m a n e  w y n i k i  s ą  z d e c y d o w a n i e  l e p s z e ,  c h o c i a ż  n i e  

u z y s k a n o  p e ł n e j  s y m e t r i i  p o l a  t e m p e r a t u r y , k t ó r a  w r o z w a ż a n y m  p r z y k ł a d z i e
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p o w i n n a  s i ę  p o j a w i ć  z e  w z g l ę d u  n a  s y m e t r i ę  g e o m e t r y c z n ą  i  s y m e t r i ę  w a r u n k ó w

b r z e g o w y c h .  W y n i k a  t o  z  f a k t u ,  ż e  p o d o b s z a r y  n a  j a k i e  p o d z i e l o n o  r o z w a ż a n e

n a r o ż e  s ą  r ó ż n e j  w i e l k o ś c i  i  c a ł k o w a n i e  n u m e r y c z n e  w o b u  p o d o b s z a r a c h  r e a l i 

z o w a n e  j e s t  w r ó ż n y c h  w a r u n k a c h  g e o m e t r y c z n y c h  ( r ó ż n e  o d l e g ł o ś c i  m i ę d z y  p u n 

k t e m  ź r ó d ł a  £  a  e l e m e n t a m i ,  p o  k t ó r y c h  s i ę  c a ł k u j e ) .  I n n y  s p o s ó b  p o d z i a ł u

o b s z a r u  D n a  e l e m e n t y  w y p u k ł e  o  p o r ó w n y w a l n y c h  w y m i a r a c h  ( n p .  n a  t r z y  k w a 

d r a t y  l u b  d w a  t r a p e z y )  p o p r a w i a  d o k ł a d n o ś ć  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h .

TABELA 6 . 4 .  ( c z a s  1 4 4 0 s )

MEB B ł ą d

1 1 7 4 1 1 6 5 1 1 1 9 1 0 4 3 0 . 5 1 . 0 1 .  2 0 . 6

1 1 8 5 1 1 7 5 1 1 2 8 1 0 4 7 0 . 7 1 .  3 1 .  4 0 . 7

1 2 1 5 1 2 0 5 1 1 5 9 1 0 6 9 0 . 5 1 .  1 1 .  1 0 . 3

1 2 4 7 1 2 3 8 1 2 0 1 1 1 3 7 1 0 7 0 1 0 5 1 1 0 4 7 1 .  0 1 . 5 1 . 5 0 .  4 0 . 1 0 . 3 0 . 2

1 2 7 7 1 2 6 9 1 2 4 2 1 2 0 3 1 1 6 3 1 1 3 8 1 1 3 0 1 . 6 2 .  1 2 . 1 1 .  4 0 . 7 0 . 5

NO

1 3 0 3 1 2 9 4 1 2 7 3 1 2 4 4 1 2 1 3 1 1 8 9 1 1 8 0 1 . 3 1 . 8 1 .  8 1 .  1 0 . 4

HO

0 . 3

1 3 0 3 1 3 0 4 1 2 8 3 1 2 5 6 1 2 2 6 1 2 0 1 1 1 9 1 1 .  4 1 . 2 1 .  1 0 . 3 0 . 4 0 . 7 0 . 9

P o  z a k o ń c z e n i u  c z ę ś c i  p r a c y ,  k t ó r a  d o t y c z y ł a  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  p r z e d 

s t a w i o n y c h  w t y m  i  n a s t ę p n y m  r o z d z i a l e  u d a ł o  s i ę  d o t r z e ć  d o  r e f e r a t u  w y g ł o 

s z o n e g o  p r z e z  K. O n i s h i  i  T .  K u r o k i  n a  IV  K o n f e r e n c j i  BEM w S o u t h a m p t o n  [ 8 ] ,  

w k t ó r y m  a u t o r z y  s t w i e r d z a j ą ,  ż e  " . . . S i n c e  t h e  d o m a i n  i s  n o t  c o n v e x  w e  m u s t  

d i v i d e  i t  i n t o  c o n v e x  s u b r e g i o n s  i n  o r d e r  t o  r e t a i n  t h e  a c c u r a c y . . . "  i  w t e n  

s p o s ó b  t r u d n o ś c i  z  b e z p o ś r e d n i m  w y k o r z y s t a n i e m  MEB d o  s y m u l a c j i  n i e s t a c j o 

n a r n e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w o b s z a r a c h  n i e w y p u k ł y c h  z o s t a ł y  p o t w i e r d z o n e .

O m ó w i o n a  w y ż e j  n i e d o g o d n o ś ć  n i e  d y s k w a l i f i k u j e  m e t o d y ,  p r o c e d u r a  z s z y w a 

n i a  p o d o b s z a r ó w  j e s t  p o w t a r z a l n a ,  ł a t w a  d o  z a p r o g r a m o w a n i a  i  m o ż l i w y  j e s t  d o  

o p r a c o w a n i a  p r o g r a m  k o m p u t e r o w y  t w o r z e n i a  m a c i e r z y  g ł ó w n e j  u k ł a d u  r o z w i ą z u 

j ą c e g o  p r a w i e  b e z  i n g e r e n c j i  u ż y t k o w n i k a .
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H e a t  T r a n s f e r ,  [ w : ) 4 t h  BEM, P r o c e e d i n g s  o f  t h e  4 t h  B o u n d a r y  E l e m e n t  C o 
n f e r e n c e ,  ( E d .  C . A .  B r e b b i a ) ,  S o u t h a m p t o n  U K , S p r i n g e r  V e r l a g ,  B e r l i n  a n d  
New  Y o r k  ( 1 9 8 2 ) ,  1 4 0 - 1 5 5



7. PRZYKŁADY NUMERYCZNEJ SYMULACJI KRZEPNIĘCIA I STYGNIĘCIA ODLEWOW

W r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  z e b r a n o  c z ę ś ć  u z y s k a n y c h  p r z e z  a u t o r a  p r a c y  r o z 

w i ą z a ń  n u m e r y c z n y c h  d o t y c z ą c y c h  i d e n t y f i k a c j i  p r z e b i e g u  k r z e p n i ę c i a  m e t a l u  

w u k ł a d z i e  o d l e w - f o r m a .

P r e z e n t o w a n e  p r z y k ł a d y  o b e j m u j ą  w s z y s t k i e  t y p o w e  t e c h n o l o g i e  o d l e w n i c z e ,  

a  m i a n o w i c i e  k r z e p n i ę c i e  o d l e w ó w  w f o r m a c h  p i a s k o w y c h ,  k r z e p n i ę c i e  w l e w k a  w e  

w l e w n i c y , p r o c e s  o d l e w a n i a  c i ą g ł e g o ,  p r z y  c z y m  r o z w a ż a n o  z a r ó w n o  p r o c e s y  c i e 

p l n e  w o b s z a r z e  m e t a l u  k r z e p n ą c e g o  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r y  j a k  r ó w n i e ż  z a d a 

n i a  z  o s t r ą  g r a n i c ą  r o z d z i a ł u  f a z .

P r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b  p r e z e n t a c j i  w y n i k ó w :

1 ° .  M o d e l  s c a l o n y  c z y l i  u k ł a d  r ó w n a ń  i  w a r u n k ó w  t w o r z ą c y c h  o p i s  m a t e m a 

t y c z n y  z a d a n i a .

2 ° .  I n f o r m a c j a  o  s p o s o b i e  m o d e l o w a n i a  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a .

3 ° .  D a n e  d o t y c z ą c e  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u ,  s t o p n i a  a p r o k s y m a c j i  f u n k c j i  

n a  e l e m e n t a c h ,  w y b o r u  s c h e m a t u  MEB.

4 ° .  P r e z e n t a c j a  f r a g m e n t ó w  w y n i k ó w  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h .

5 ° .  E w e n t u a l n e  k o m e n t a r z e  z w i ą z a n e  z  o t r z y m a n y m  r o z w i ą z a n i e m ,  p r z y d a t 

n o ś c i ą  m e t o d y ,  r e a l i z a c j ą  n a  k o m p u t e r z e .

7 . 1 .  MODELOWANIE PROCESU K R ZEPN IĘ CIA  MIEDZIANEGO PIONOWEGO WLEWKA CIĄGŁEGO 

0  PRZEKROJU KWADRATOWYM [ 1 ,  2 ,  3 ]

P r o c e s  w y m i a n y  c i e p ł a  w o b s z a r z e  w l e w k a  c i ą g ł e g o  o p i s u j e  r ó w n a n i e  e n e r g i i  

z  t z w .  pochodną m a t e r i a l n ą  z d e f i n i o w a n ą  w n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b

D T ( x , t )  8 T ( x , t )
¿ t  d t  w 5 r a d T ( x , t )  . (7.1)
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g d z i e  v = [ , « 2 , w ^ ] - f u n k c j a  w e k t o r o w a  o p i s u j ą c a  p o l e  p r ę d k o ś c i ,  x = { x ] , x z , x 3 } -  

w s p ó ł r z ę d n e  p r o s t o k ą t n e  ( p r z y j ę c i e  t a k i e g o  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  b y ł o  z d e t e r 

m i n o w a n e  r o z p a t r y w a n y m  k s z t a ł t e m  w l e w k a ) ,  w g r a d T ( x ,  t ) - i l o c z y n  s k a l a r n y .

R ó w n a n i a  e n e r g i i  o p i s u j ą c e  n i e s t a c j o n a r n e  p o l e  t e m p e r a t u r y  w c i e k ł e j  i  

z a k r z e p ł e j  c z ę ś c i  w l e w k a  s ą  p o s t a c i

xeD ( t ) :  c p + w t )  = -T“  S_ 9 T ( x , t )
m m m d t  3 d X  /  3X m 3X3------- ‘--- e e

m = l , 3 ( 7 . 2 )

g d z i e  m = l  -  o b s z a r  c i e c z y ,  m=3 -  z a k r z e p ł a  c z ę ś ć  w l e w k a ,  w3 j e s t  p r ę d k o ś c i ą  

w y c i ą g a n i a  w l e w k a .

R o z w a ż a n y  o b i e k t  p o k a z a n o  n a  r y s . 7 . 1 .

R y s . 7 . 1 .  R o z w a ż a n y  o b i e k t  

F i g . 7 . 1 .  C o n s i d e r e d  o b j e c t

L i c z n e  b a d a n i a  d o ś w i a d c z a l n e  

p o k a z u j ą , ż e  c i e p ł o  p r z e w o d z o 

n e  w z d ł u ż  o s i  w l e w k a  s t a n o w i  

o k .  5 H c i e p ł a  o d d a w a n e g o  w 

k i e r u n k u  p o p r z e c z n y m  t z n .  o d  

o s i  w l e w k a  d o  b r z e g u  [ 4 ] .

T a k  w i ę c  b e z  u s z c z e r b k u  d l a  

d o k ł a d n o ś c i  m o d e l u  m o ż n i  o p u 

ś c i ć  s k ł a d n i k  (X 4 ^ — ) .3X 1 m 3X '
3  3

W p r o w a d z o n o  n a s t ę p u j ą c y  u k ł a d  

w s p ó ł r z ę d n y c h  y = { y j ,  ,  y 3 } ;

y , = V  y2 = V  y3=X3 -  V '  
Z a k ł a d a j ą c  d o d a t k o w o , ż e  p a r a 

m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  s ą  t y l k o  

f u n k c j a m i  p o d o b s z a r ó w  o t r z y 

m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń

dT(y,t) = at - * . r T(y,t)
dyl

m = l , 3 .  ( 7 . 3 )

U k ł a d  w s p ó ł r z ę d n y c h  z w i ą z a n y  

z  p r z e m i e s z c z a j ą c y m  s i ę  p r z e z
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u r z ą d z e n ie  do c i ą g ł e g o  o d le w an ia  wyróżnionym p r z e k r o je m  poprzecznym p r z e k s z 

t a ł c a  pochodną m a t e r i a l n ą  w pochodną te m p e ra tu r y  po c z a s i e .

Model m atem atyczny p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  wlewka c i ą g ł e g o  moż

na i n t e r p r e t o w a ć  j a k o  u k ła d  równań i  warunków d l a  z a d a n i a  2D ( p r z e k r ó j  pop

r z e c z n y ) ,n a  k t ó r e g o  obwodzie  warunki brzegowe s ą  f u n k c j ą  c z a s u . J e ś l i  np. od

d z ia ły w a n ie  k r y s t a l i z a t o r a  i  wymianę c i e p ł a  w s t r e f i e  c h ł o d z e n ia  wtórnego

p r z y b l i ż y ć  warunkiem brzegowym I I  r o d z a ju  (odpow iedn ie  dane można z n a l e ź ć  m.
r 3T ( y , t )

in .  w [ 5 , 6 ] ) ,  t o  w c h w i l i  t  o b o w iązu je  warunek brzegowy -X  g j ----=q ( t  ) ,

n a t o m i a s t  warunek początkow y T ( y ,0 ) = T  , g d z i e  T j e s t  t e m p e ra tu r ą  za le w a n ia
P P

( p r z e k r ó j  p o p rz ec z n y  wlewka w c h w i l i  t= 0  pokrywa s i ę  ze  z w ie rc ia d łe m  c i e k ł e 

go m e ta lu  w k r y s t a l i z a t o r z e ) .  Ponieważ do ro z w ią z a n ia  numerycznego wybrano 

metodę brzegow ych równań całkowych s k o j a r z o n ą  z metodą p rze m ie n n e j  f a z y ,w i ę c  

tzw. model s c a l o n y  n a l e ż a ł o  zbudować w ko n w en cji  e n t a l p o w e j . Tworzy go n a s t ę 

p u ją c y  u k ła d  równań i  warunków

kierunku normalnym do b rz e g u  T1 3 ( t ) .

Należy p o d k r e ś l i ć ,  że  warunek S t e f a n a  d o ty c z y  z a d a n ia  p ł a s k i e g o  ze  względu 

na z a ł o ż e n i e  o p o m in ię c iu  sk ład o w e j  ko n d u k c y jn e j  w k ie ru n k u  ruchu w lew ka,na-

2

y * r syn

( 7 . 4 )

3Hi- a
i  3n

ł

Aj = A3 + Q ( p o r .  r y s .  4 . 6 )

t = 0 :  H ( y ,0) = H
p

przy czym Vn j e s t  p r ę d k o ś c i ą  p r z y r o s t u  f a z y  z a k r z e p ł e j  w p u n k c ie  y e r i 3 ( t )  w
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to m ia s t  dwa k o l e j n e  p o ł o ż e n i a  b rz eg u  I \ 3 ( t )  ^ i 3 ( t+ A t )  de f a c t o  d o ty cz ą

dwóch p rze k ro jó w  pop rzeczn ych  o d le g ły c h  od s i e b i e  o Ay^w^At od s i e b i e .  Moż

na zauważyć, że  r o z w ią z u ją c  z a d a n ie  dwuwymiarowe, w e f e k c i e  o trzy m u je  s i ę  

p r z e s t r z e n n e  p o l e  tem p e ra tu ry .

Ze względu na s y m e t r i ę  warunków brzegowych na obwodzie w lew ka,rozw ażano jego  

sym etryczny  f ragm e n t  o g ra n ic z o n y  dwoma o s i a m i  s y m e t r i i  c i e p l n e j  ( ć w i a r t k a ) .  

Sposób  p o d z i a ł u  o b s z a r u  D i  b rz eg u  r  pokazano na r y s . 7 . 2 .

R y s . 7 . 2 .  S i a t k a  

F i g . 7 . 2 .  The mesh

P rze d s taw io n y  na tym rysunku p o d z i a ł  do ty cz y  elementów l in io w y c h ,  p rzy  czym 

ro zw iązano również p r z y k ła d ,  w którym w ykorzystano e lem enty  s t a ł e  [ 1 ] ,  Dys-
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k r e t y z a c j a  b r z e g u  e l e m e n t a m i  l i n i o w y m i  w y m a g a  w z a s a d z i e  p o d w ó j n e j  n u m e r a c j i  

w ę z ł ó w  n a r o ż n y c h ,  w k t ó r y c h  z m i e n i a  s i ę  w a r u n e k  b r z e g o w y  ( n p .  p r z e j ś c i e  o d  

w a r u n k u  I  r o d z a j u  d o  w a r u n k u  I I  r o d z a j u  l u b  p r z e j ś c i e  o d  w a r u n k u  q = 0  d o  w a 

r u n k u  q * 0  i t p . ) .  W ę z ł y  p o d w ó j n e  m a j ą  t e  s a m e  w s p ó ł r z ę d n e  g e o m e t r y c z n e ,  a l e  

p r z y p o r z ą d k o w u j e  s i ę  im  i n n e  w a r u n k i  b r z e g o w e .  W p r e z e n t o w a n y m  p r z y k ł a d z i e  

u n i k n i ę t o  p o d w ó j n e j  n u m e r a c j i  p r z y j m u j ą c ,  ż e  w n a r o ż a c h  9 i  2 5  o d d a w a n a  j e s t  

p o ł o w a  s t r u m i e n i a  c i e p ł a  q ( t ) .  O k a z a ł o  s i ę ,  ż e  t a k i e  z a ł o ż e n i e  n i e  p o g a r s z a  

d o k ł a d n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  n u m e r y c z n e g o .

S p o s ó b  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  i  b r z e g u  p o z w a l a ł  n a  b e z p o ś r e d n i e  p o r ó w n a n i e  

w y n i k ó w  z  w y n i k a m i  o t r z y m a n y m i  d l a  s t a ł y c h  c l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  i  w e w n ę t r z 

n y c h  o r a z  z  o b l i c z e n i a m i  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  W r o z w i ą z a n i u  w y k o r z y s 

t a n o  I  s c h e m a t  MEB z  p r z y c z y n  w y j a ś n i o n y c h  w r o z d z i a l e  5 .

Do o b l i c z e ń  p r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c e  d a n e :

-  w y m i a r y  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  w l e w k a  0 . 1 7 * 0 . 1 7 m ,

-  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  c i e c z y  Ai = 2 5 0 ,  p i = 8 3 0 0 ,  = 5 4 4 ,  p a r a m e t r y  t e r m o -  

f i z y c z n e  c i a ł a  s t a ł e g o  A3 = 3 3 0 ,  p 3 = 8 9 2 0 ,  C3 = 4 2 0 ,

-  u t a j o n e  c i e p ł o  k r z e p n i ę c i a  o d n i e s i o n e  d o  j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i  Q = 2 0 4 0 0 0 *  

8 9 2 0 ,  t e m p e r a t u r a  k r z e p n i ę c i a  Tk = 1 0 8 3 ° C ,

-  t e m p e r a t u r a  z a l e w a n i a  T = 1 1 4 5 ,
p

-  p r ę d k o ś ć  o d l e w a n i a  w3 = 0 . 0 0 1 7 5 m / s ,

-  k r o k  c z a s u  A t = 2 s .

Na r y s . 7 . 3 ,  7 . 4  p o k a z a n o  p o l e  t e m p e r a t u r y  w ć w i a r t c e  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  

w o d l e g ł o ś c i  0 . 0 4 5  i  0 . 0 7 m  o d  g ó r n e j  p o w i e r z c h n i  w l e w k a .

P r o g r a m  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  s k ł a d a ł  s i ę  z  c z ę ś c i  g ł ó w n e j ,  k t ó r a  w k a ż d y m  

k r o k u  c z a s u  w y k o r z y s t y w a n a  b y ł a  d w u k r o t n i e  ( f o r m a l n e  s p r o w a d z e n i e  d o  c i e c z y  

i  c i a ł a  s t a ł e g o )  o r a z  p e w n y c h  d o d a t k o w y c h  p r o c e d u r ,  z  k t ó r y c h  n a j w a ż n i e j s z a  

b y ł a  p r o c e d u r a  t w o r z e n i a  w a r u n k ó w  p s e u d o p o c z ą t k o w y c h  d l a  p i e r w s z e g o  ( c i e c z )  

i  d r u g i e g o  ( c i a ł o  s t a ł e )  e t a p ó w  o b l i c z e ń  w k r o k u  A t .

N i e  m n i e j  w a ż n y m  e l e m e n t e m  p r o g r a m u  w y k o r z y s t u j ą c e g o  APTM j e s t  p r o c e d u 

r a  o d p o w i e d n i e g o  w ł ą c z a n i a  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h . I s t o t a  m e t o d y  p r z e m i e n n e j  f a 

z y ,  k t ó r a  s p r o w a d z a  s i ę  d o  d w u k r o t n e g o  p r z e l i c z e n i a  p o l a  t e m p e r a t u r y  w y m a g a  

w ł a ś c i w e g o  p o t r a k t o w a n i a  p r o b l e m u  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .  J e ż e l i  n p . ( j a k  w o m a 
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w i a n y m  p r z y k ł a d z i e )  z a d a n y  j e s t  s t r u m i e ń  c i e p ł a  o d p r o w a d z a n e g o  o d  p o w i e r z c h 

n i  w l e w k a  d o  o t o c z e n i a , t o  w p r o w a d z e n i e  t e g o  w a r u n k u  d o  p i e r w s z e g o  i  d r u g i e g o  

e t a p u  o b l i c z e ń  s p o w o d u j e ,  ż e  w k r o k u  c z a s u  A t  o d  p o w i e r z c h n i  w l e w k a  z o s t a n i e  

o d d a n a  d o  o t o c z e n i a  d w u k r o t n i e  w i ę k s z a  i l o ś ć  c i e p ł a  n i ż  ma t o  m i e j s c e  w r z e 

c z y w i s t o ś c i  . T a k  w i ę c  n a  j e d n y m  z  e t a p ó w  o b l i c z e ń  n a l e ż y  w l e w e k  f o r m a l n i e  z a 

i z o l o w a ć  ( n a  c a ł y m  o b w o d z i e  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  q ( t ) = 0 ) .  N i e  o z n a c z a  t o  

o c z y w i ś c i e ,  ż e  b ę d z i e  t o  e t a p  " m a r t w y " ,  p r z e p ł y w  c i e p ł a  n a s t ą p i  b o w i e m  w e  

w n ę t r z u  o b s z a r u  i  s p o w o d u j e  o k r e ś l o n ą  z m i a n ę  e n t a l p i i  ( t e m p e r a t u r y  ) .  O p i s

The co u rse  of tem peraturę  (d ist . 0 .0 4 5 m )
1058 1057 1055 1052 1046 1038 1028 1015 1002

R y s . 7 . 3 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  w p r z e k r o j u  p o p r z e c z n y m  w l e w k a  -  o d l e g ł .  0 . 0 4 5 m  

F i g . 7 . 3 .  T e m p e r a t u r ę  f i e l d  i n  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  i n g o t  -  d i s t .  0 . 0 4 5 m
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APTM w w e r s j i  ź r ó d ło w e j  [ 7, 8] n i e  r o z s t r z y g a ,  na którym e t a p i e  n a l e ż y  z a 

izo lo w a ć  p o w ie rz c h n ię  o b s z a r u  ( a u t o r z y  za jm ow al i  s i ę  z a d an ia m i  brzegow o-po-  

czątkowymi D i r i c h l e t a ,  g d z i e  problem y t a k i e  n i e  w y s t ę p u j ą ) .  Wydaje s i ę ,  że 

z punktu w id z e n ia  i n t e r p r e t a c j i  f i z y c z n e j  metody, n a l e ż y  p r z y j ą ć  n a s t ę p u j ą c y  

t r y b  " p r z e ł ą c z a n i a "  warunków na b rz eg u

- j e ż e l i  warunek p seudopoczątkow y j e s t  zarazem  warunkiem początkowym z a 

d a n ia  i  t e m p e ra tu r a  p r z e k r o j u  p o p rzeczn eg o  wlewka odpowiada tem p e ra tu 

r z e  z a le w a n ia ,  t o  p r o c e s  wymiany c i e p ł a  z o to c ze n iem  ( k r y s t a l i z a t o r e m )  

k o j a r z y  s i ę  z p ierwszym  etapem o b l i c z e ń  ( sp ro w a d ze n ie  o b s z a r u  do f a z y  

c i e k ł e j ) ,

- d l a  k o l e jn y c h  kroków c z a s u ,  gdy p r z y  po w ie rz ch n i  wygenerowała s i ę  war-
3Tstwa z a k r z e p ła ,w a r u n e k  - A - ^ = q ( x , t )  d o ł ą c z a  s i ę  do d r u g i e g o  e t a p u  o b l i 

c ze ń  ( sp ro w a d ze n ie  o b s z a r u  do f a z y  s t a ł e j ) .

The course of temperature (dist. 0.07m)

R y s . 7 . 4 .  P o le  t e m p e ra tu r y  w p r z e k r o j u  poprzecznym wlewka -  o d l e g ł .  o.07m 

F i g . 7 . 4 .  Tem peraturę  f i e l d  i n  th e  c r o s s  s e c t i o n  o f  i n g o t  -  d i s t .  0.07m
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7 .2 .  SYMULACJA KRZEPNIĘCIA STALIWNEGO WLEWKA [ 9]

P rz e d s taw io n e  n i ż e j  r o z w ią z a n ie  b y ło  ko le jnym  etapem badań nad wykorzy- 

taniem  metody elementów brzegowych do s y m u l a c j i  procesów  c ie p l n y c h  w u k ła 

d z ie  wlew ek-w lewnica. P ie r w sz e  z otrzymanych ro zw iązań  omówiono w r o z d z i a l e

3. 6.

T u ta j  z o s t a n ą  pokazane  wyniki o b l i c z e ń  numerycznych p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  

i  s t y g n i ę c i a  w c e n tra ln y m  p r z e k r o j u  poprzecznym p r o s to k ą t n e g o  wlewka wytwa

rzan ego  w Hucie  S e n d z im ir  w Krakowie . Na r y s .  7 . S  pokazano rozważany p r z e k 

r ó j  wraz z odpowiednimi wymiarami.

R y s . 7 . 5 .  P r z e k r ó j  pop rzeczn y  wlewka 

F i g .  7.5.. C r o s s  s e c t i o n  o f  i n g o t

Model s c a lo n y  d o t y c z y ł  o p i s u  przepływu c i e p ł a  w o b s z a r z e  m e ta lu  krzepn ącego  

w i n te r w a le  te m p e ra tu r y ,  o d d z ia ły w a n ie  wlewnicy p r z y b l i ż o n o  warunkiem b r z e 

gowym I I  r o d z a ju .

N i e s t a c j o n a r n e  p o l e  tem p e ra tu ry  w o b j ę t o ś c i  wlewka o p i s u j e  u k ła d  równań 

p a ra b o l ic z n y c h



-  1 2 1  -

xeD ( t ) :  C p ”  = A )  , ( 7 . 5 )u> mm Ot m ^ 5x
e = 1 e

S T  r-—  3 T

z warunkami c i ą g ł o ś c i  s t r u m i e n ia  c i e p ł a  i  t e m p e ra tu ry  na g r a n i c y  c i e c z - s t r e -  

f a  dwufazowa T ( t )  i  s t r e f a  d w u fazo w a -c ia ło  s t a ł e  T ( t ) :1 2 2 3

x€r ( t ) :  1 2 '  '

-A
3T i_

i 3n -A
3T____2

2 3n
x e r 2 3 ( t );

T = T

3T
*  __L

2 3n -A
3T__3

3 3n
( 7 . 6 )

T 3 =  T S

N ależy  t u  p rzypom n ieć ,  ż e  w p o je m n o śc i  c i e p l n e j  C2 s t r e f y  dwufazowej t r z e b a  

uw zględnić  w y d z i e la n i e  s i ę  u t a jo n e g o  c i e p ł a  k r z e p n i ę c i a - w  prezentowanym r o z 

w iązan iu  p r z y j ę t o  C., =C2 +Q/(TL-Ts )P2 .

Na ze w n ę trz n e j  p o w ierzch n i  wlewka ( c z y l i  na obwodzie p r z e k r o j u  p o p rz e c z n e 

go) z a ło ż o n o  warunek brzegowy I I  r o d z a j u , p r z y  czym jedn ostkow y s t r u m ie ń  c i e 

p ł a  b y ł  zarówno f u n k c j ą  w spółrzędn ych  geom etrycznych  j a k  i  c z a s u :  q = q ( x , t ) .  

Wzory o k r e ś l a j ą c e  chwilowe i  l o k a l n e  s t r u m i e n ie  c i e p ł a  otrzymano p r z e z  a p r o 

ksym ację  wyników badań  d o św iad c z a ln y c h  wykonanych p r z e z  J . K a w a l e r a  w I n s t y 

t u c i e  Odlewnictwa w Krakowie [1 0 ]  i  d o ty c z ą c y c h  t e g o  samego wlewka.

Warunek początkow y p rzy po rząd k ow u je  rozważanemu o b sza ro w i  te m p e ra tu r ę  z a l e 

wania

t = 0 :  T ( x , t ) = T . ( 7 . 7 )
P

Z adan ie  ro zw ią za n o  sp r o w a d z a ją c  f o r m a l n ie  o b s z a r  wlewka do f a z y  c i e k ł e j  t z n .  

ro zw iązan o  równanie p a r a b o l i c z n e  z pa ram etram i c , p ] , A a n a s t ę p n i e  doko

nywano k o r e k t y  k o le jn y c h  warunków pseudopoczątkow ych  w y k o r z y s t u ją c  a lg o ry tm  

i  wzory omówione w r o z d z i a l e  5 .  Wyniki otrzymano na b a z i e  I  schem atu  MEB d l a  

p a r a b o l i c z n y c h  elementów brzegowych i  w ew nętrznych,którym i p o k ry to  1 /4  p r z e 

k r o j u  p o p rz e c z n e g o  wlewka. E lem enty brzegowe b y ły  odc in kam i,  na k t ó r y c h  wy

ró żn io n o  3 węzły brzegowe ( ś r o d e k  i  końce o d c i n k a ) .  Tem peratura  i  s tru m ień  

c i e p ł a  na e le m e n tac h  brzegowych z m ie n ia ły  s i ę  p a r a b o l i c z n i e .  E lem enty wewnęt-
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rzne b y ły  t r ó j k ą t a m i  (w w ię k s z o ś c i  p ro s to k ą tn y m i  i  równoramiennymi). Na ob

wodzie każdego  t r ó j k ą t a  p r z y j ę t o  6 węzłów (3 w ie r z c h o łk i  i  3 ś r o d k i  boków), 

tem p e ra tu rę  na t r ó j k ą c i e  aproksymowano wielomianem kwadratowym dwóch zmien- 

n y ch -p o r . r y s . 7 . 6 .  Można zauw ażyć, że  w n a r o ż a c h ,  w k tó ry c h  n a s tę p o w a ła  zm ia

na warunków brzegowych za ło ż o n o  tzw. w ęzły  podwójne-na rysunku  w ęzły  11 i  12 

o r a z  36 i 37.

R y s . 7 . 6 .  Elementy brzegowe i  wewnętrzne 

F i g . 7 . 6 .  Boundary e le m e n ts  and i n t e r n a l  c e l l s

i



- 123 -

Do o b l i c z e ń  p r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  c i e c z y , s t r e f y  p r z e 

j ś c i o w e j  i  c i a ł a  s t a ł e g o  X] =X2 =X3 = 3 5 ,  ^ = 8 2 0 ,  P t = 7 2 0 0 ,  c 3 = 6 5 0 ,  p 3 = 7 5 0 0 ,

P2 = 7 3 5 0 ,  C2 = 7 3 S ,  C2 = 7 7 1 4 ,  t e m p e r a t u r y  g r a n i c z n e  Tl = 1 5 0 5 ,  T _ _ = 1 4 7 0 ,  n a t o m i a s t  

t e m p e r a t u r a  z a l e w a n i a  T = 1 5 5 0 .
p

S p o s ó b  a p r o k s y m a c j i  s t r u m i e n i a  c i e p ł a  n a  o b w o d z i e  w l e w k a  p r z e d s t a w i o n o  w 

p r a c y  [ 1 2 ] .

Na r y s . 7 . 7 ,  7 . 8  p o k a z a n o  c h w i l o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  d l a  c z a s ó w  t = 1 8 0 0 s  i  

t = 3 6 0 0 . N i e w i e l k i e  z a b u r z e n i a  w p r z e b i e g u  i z o t e r m  w i d o c z n e  s z c z e g ó l n i e  n a  

r y s . 7 . 8  s ą  w y n i k i e m  n i e  t y l e  b ł ę d u  m e t o d y , c o  n i e d o s k o n a ł o ś c i  p r o c e d u r y  g r a 

f i c z n e j  k r e ś l e n i a  i z o l i n i i .  D l a  m a ł y c h  g r a d i e n t ó w  t e m p e r a t u r y  i  s i a t e k  t r ó j 

k ą t n y c h  s t o s o w a n a  p r o c e d u r a  g r a f i c z n a  n i e  j e s t  z b y t  d o k ł a d n a .

R y s . 7 . 7 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  p o  c z a s i e  t = 1 8 0 0 s

F i g . 7 . 7 .  T h e  t e m p e r a t u r ę  f i e l d  a f t e r  t h e  t i m e  t = 1 8 0 0 s
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R y s . 7 . 8 .  P o le  tem p e ra tu ry  po c z a s i e  t= 3 6 0 0 s

F i g . 7 . 8 .  The tem p e ra tu rę  f i e l d  a f t e r  th e  t im e t= 3 6 0 0 s

Otrzymane na p o d s ta w ie  p rze d s ta w io n e g o  a lg o ry tm u  wyniki można o c e n ić  t y l 

ko j a k o śc io w o ,  ponieważ dane d o św iad c z a ln e  zeb ran e  w [1 2 ]  d o t y c z ą  p o l a  tem

p e r a t u r y  na z e w n ę trzn e j  p ow ierzch n i  wlewnicy i  p o ś r e d n io  s t r u m ie n i  c i e p ł a  

oddawanych z o b s z a r u  wlewka do o b s z a r u  wlewnicy. Widać je d n a k ,  że  model od

tw arza c h a r a k t e r y s t y c z n e  cechy p r o c e su  k r z e p n i ę c i a  wlewka ( k r z e p n i ę c i e  od 

n aroży ,  r ó w n o le g ło ść  iz o te rm  w p o b l i ż u  o s i  s y m e t r i i ,  łukowy k s z t a ł t  i z o s o l i -  

dusów w p o b l i ż u  p r z e k ą t n e j ) .
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Na p e w n y m  e t a p i e  p r a c  r o z w i ą z a n o  r ó w n i e ż  a n a l o g i c z n e  z a d a n i e ,  p r z y  c z y m  

k w a d r a t o w y  ( b e z  z a o k r ą g l e ń )  p r z e k r ó j  w l e w k a  p o k r y t o  s i a t k ą  k w a d r a t o w ą  i  r o z 

w a ż a n o  s t a l e  e l e m e n t y  b r z e g o w e  i  w e w n ę t r z n e  -  r y s . 7 . 9 .

R o z w i ą z a n i e  n u m e r y c z n e  o t r z y m a —
os

sym.

0 .  4 2

R y s . 7 . 9 .  S i a t k a  

F i g . 7 . 9 .  M e s h

-oś
s y m .

n o  n a  b a z i e  m e t o d y  p r z e m i e n n e j  

f a z y .

P o n i e w a ż  p r z e d m i o t e m  r o z w a ż a ń  

b y ł o  s t a l i w o  w ę g l o w e , w i ę c  p r o b 

l e m  k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a l e  t e 

m p e r a t u r y  s p r o w a d z o n o  d o  z a d a 

n i a  z  o s t r y m  f r o n t e m  i  t z w .  e k 

w i w a l e n t n ą  t e m p e r a t u r ą  k r z e p 

n i ę c i a  ( p o r . r o z d z . 5 ) .  S z c z e g ó ł y  

d o t y c z ą c e  t e g o  r o z w i ą z a n i a  o m ó 

w i o n o  w [ 1 1 ] ,  n a t o m i a s t  w t a b 

l i c a c h  7 . 1  i  7 . 2  p r z e d s t a w i o n o  

p o l e  t e m p e r a t u r y  w w ę z ł a c h  

b r z e g o w y c h  i  w e w n ę t r z n y c h  w y n i 

k a j ą c y c h  z  p o d z i a ł u  s i a t k o w e g o .

T A B L I C A 7 .  1 . T A B L, I  C A 7 . 2

C z a s = 3 6 0 0 s C z a s = 7 2 0 0 s

1 3 9 9 1 2 6 7 1 2 2 6 1 0 6 7 9 4 9 1 1 9 7 1 1 0 5 1 0 3 3 9 4 5 8 4 6

1 4 9 2 1 4 3 5 1 3 6 4 1 3 0 3 1 1 4 4 1 0 2 2 9 4 9 1 2 6 2 1 2 2 4 1 1 5 8 1 0 8 8 1 0 0 0 9 0 0 8 4 6

1 5 2 5 1 5 1 1 1 4 7 9 1 4 2 8 1 3 2 6 1 1 4 4 1 0 b 7 1 3 1 1 1 2 9 7 1 2 5 5 1 1 9 0 1 1 0 4 1 0 0 0 9 4 5

1 5 3 0 1 5 2 5 1 5 2 5 1 5 0 9 1 4 2 8 1 3 0 3 1 2 2 6 1 3 8 8 1 3 7 4 1 3 3 7 1 2 7 5 1 1 9 0 1 0 8 8 1 0 3 3

1 5 6 0 1 5 6 0 1 5 4 7 1 5 2 5 1 4 7 9 1 3 6 4 1 2 6 7 1 5 2 1 1 5 0 5 1 4 2 0 1 3 3 7 1 2 5 5 1 1 5 8 1 1 0 5

1 5 6 0 1 5 6 0 1 5 6 0 1 5 2 5 1 5 1 1 1 4 3 5 1 3 9 9 1 5 6 0 1 5 3 6 1 5 0 5 1 3 7 4 1 2 9 7 1 2 2 4 1 1 9 7

1 5 6 0 1 5 6 0 1 5 3 0 1 5 2 5 1 4 9 2 1 5 6 0 1 5 2 1 1 3 8 8 1 3 1 1 1 2 6 2



7 . 3 .  K R ZE PN IĘCIE  WLEWKA WE WLEWNICY

R o z w a ż a n o  p r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  s t a l o w e g o  w l e w k a  k r z e p n ą c e g o  w e  w l e w n i c y -  

r y s . 7 . 1 0 .
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R y s . 7 . 1 0 .  P r z e k r ó j  p o p r z e c z n y  

F i g . 7 . 1 0 .  L a t e r a l  s e c t i o n

M o ż n a  z a u w a ż y ć ,  ż e  w y m i a r y  p r z e k r o j u  w l e w k a  o d p o w i a d a j ą  w y m i a r o m  z  p i e r w s z e 

g o  p r z y k ł a d u  o m ó w i o n e g o  w p o d r o z d z i a l e  7 . 2 .

P r z e d s t a w i o n e  r o z w i ą z a n i e  b y ł o  w p e w n y m  s e n s i e  u w i e ń c z e n i e m  b a d a ń  o m ó 

w i o n y c h  p o p r z e d n i o  i  p o ł ą c z e n i e m  s z e r e g u  p r o c e d u r  d o t y c z ą c y c h  p r o c e s ó w  c i e p 

l n y c h  w k r z e p n ą c y m  w l e w k u ,  w y m i a n y  c i e p ł a  m i ę d z y  w l e w k i e m  i  w l e w n i c ą  p r z y  

k o n t a k c i e  i d e a l n y m  ,  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  p r z e z  s z c z e l i n ę  g a z o w ą ,  w y m i a n y  c i e p ł a  

m i ę d z y  w l e w n i c ą  a  o t o c z e n i e m ,  p o d z i a ł u  o b s z a r u  n i e w y p u k ł e g o  n a  p o d o b s z a r y  

w y p u k ł e .
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P r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c y  o p i s  matematyczny wymiany c i e p ł a  w u k ł a d z i e

xeD (o d le w ) :  C p
STI
a t

8 T
-  =  XB 2  > m = l , 2 , 3  ,

xeD ( f o r m a ) :  C
3T r-—  3 T

4 P 4 S t ~  =  A 4 2 ’

x e r  ( t ) :

-X
d l i_

i 8n
3T

\  Ł
2 3n

x e r  ( t ) :
2 3  1 '

T = T = T
1 2  L

3T 3T
-X __— = -A  -

2 a n  3  3n

T = T

X€r ( t ) :
3  4  1 '

8 T 3T
-A —  = -X — - 3 3n 4 3n

T = T -  q R

p rzy  czym d l a  t < t od R=0 ( t ^ - c z a s  o d e j ś c i a  )

xer
a t

-X = a ( T  -  T ) ,4 Sn 4 B t "
ST

x e r  : -X ^
l y i  n  S n

( 7 . 8 )

t = 0 :  xeD: T ( x , t ) = T  , t = 0 :  xeD : T ( x , t ) = T
P 4 p f

O b l i c z e n i a  c i e p l n e  w o b s z a r z e  wlewka prowadzono i d e n t y c z n i e  j a k  w p r z y k ł a 

d z ie  poprzednim  ( k o r e k t a  warunków p se u d o p o czą tk o w y ch ) , n a t o m i a s t  o b s z a r  w le

wnicy umownie p o d z ie lo n o  na t r z y  p o d o b sz a r y  wypukłe,  w k t ó r y c h  z a  pomocą I 

schematu MEB ro zw iązan o  t r z y  równania p a r a b o l i c z n e  z pa ram etram i t e r m o f i z y -  

cznymi wlewnicy i  f o r m a l n ie  p r z y ję t y m i  warunkami IV r o d z a ju  na l i n i a c h  r o z 

d z i e l a j ą c y c h  p o d o b sz a r y .

Na r y s .  7 . 1 1  pokazano s i a t k ę  w ć w ia r t c e  c e n t r a l n e g o  p r z e k r o j u  pop rzeczn ego  

wlewka i  w lewnicy. E lem enty brzegowe i  wewnętrzne b y ł y  elem entam i s t a ł y m i .  

Punkty z lo k a l i z o w a n e  we w n ętrzach  t r ó jk ą t ó w  b y ły  i c h  środkam i c i ę ż k o ś c i  i

C zas  o d e j ś c i a  dobrano e k s p e r y m e n t a ln ie  w te n  s p o s ó b ,  aby t e m p e ra tu r a  na 
ze w n ę trzn e j  po w ie rz ch n i  wlewnicy w m iarę  d o k ła d n ie  o d p o w iad a ła  t em p e ra tu 
rz e  zm ie r z o n e j  metodami term owizyjnym i na o b i e k c i e  rz e czy w is ty m  [ 2 ,  1 2 ] .
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Triangulacja obszaru wlewka i wlewnicy

R y s . 7 .1 1 .  S i a t k a  

F i g . 7 .1 1 .  The mesh



wykorzystywano j e  w p r o c e d u rz e  c a łk o w a n ia  numerycznego.W ęzły brzegowe na z e 

w n ętrzn e j  pow ie rz ch n i  wlewka o r a z  wzdłuż l i n i i  d z i e l ą c y c h  wlewnicę na o b s z a 

ry wypukłe muszą mieć n u m erac ję  podwójną, co wynika ze  sp o so b u  modelowania 

warunków brzegowych IV r o d z a ju  zarówno p rzy  k o n t a k c i e  idea lnym  j a k  i  p rzy  

warunku z oporem c iep ln ym . Na z e w n ę trzn e j  p o w ie rzch n i  wlewnicy p r z y j ę t o  wa

runek brzegowy I I I  r o d z a ju .  Warunek t e n ,  j a k  rów nież warunek o p i s u j ą c y  p r z e 

pływ c i e p ł a  w s z c z e l i n i e  s ą  n i e l i n i o w e . W spółczynnik i  wymiany c i e p ł a  w s z c z e 

l i n i e  (p o r .  r o z d z . 3 . 6 )  i  między wlewnicą a o to czen iem  s ą  fu n k c jam i  lo k a ln y ch  

i  chwilowych tem p e ra tu r  p o w ie rz c h n i ,  k t ó r e  n i e  s ą  znane.W ykorzystany  w symu

l a c j i  a lg o ry tm  o b l i c z e ń  p o l e g a j ą c y  na wprowadzeniu do warunków brzegowych 

współczynników wymiany c i e p ł a  z p o p rz e d n ie g o  kroku c z a s u  ( warunki brzegowe 

są  "o p ó ź n io n e "  w s to su n k u  do c z a s u  l i c z o n e g o  o At) prow adz i do l i n e a r y z a c j i  

z a d a n i a .

Program podstawowy t z n .  numeryczna r e a l i z a c j a  z a d a n ia  b rzeg o w o -p o c zą tk o -  

wego o p i s a n e g o  równaniami p a ra b o l ic z n y m i  w sp ółpracow ał  z n a s t ę p u ją c y m i  p r o 

cedurami

- p o p ra w ia n ie  p o l a  t e m p e ra tu ry  w w ęzłach  o b s z a r u  wlewka,

-  tw o rz e n ie  u k ła d u  r o z w ią z u ją c e g o  d l a  t r z e c h  podobszarów  wlewnicy z umow

n i e  p r z y ję t y m i  warunkami IV r o d z a ju  i  d l a  o b s z a r u  wlewka,

- o b l i c z e n i a  oporu  c i e p l n e g o  s z c z e l i n y  gazow ej z uw zględnien iem  w ariantów 

k o n ta k t  i d e a l n y  i  k o n ta k t  z oporem,

- o b l i c z e n i a  w sp ó łcz y n n ik a  wymiany c i e p ł a  między wlewnicą a o to czen iem .

Wyniki s y m u l a c j i  num erycznej p r z e d s ta w io n o  na r y s . 7 . 1 2 ,  7 . 1 3 ,  7 .1 4  i  7 .1 5 .

O p isan y  wyżej problem  ro zw iązan o  również w y k o r z y s t u ją c  u o g ó ln io n ą  meto

dę p rze m ie n n e j  f a z y  ( p o r .  np. p o z . l i t .  [ 1 7 ,1 8 ]  w r o z d z i a l e  4) t z n .  r o z s z e 

r z e n ie  a lg o ry tm u  podanego p r z e z  J . R o g e r s a ,  A .B e r g e ra  i  M.Cimenta na p r z y p a 

dek k r z e p n i ę c i a  m e ta lu  w p r z e d z i a l e  t e m p e ra tu ry .  R ozw iązan ie  numeryczne tak 

sform ułow anego z a d a n ia  p r z e d s ta w io n o  w p r a c y  [ 1 2 ] ,



Poie temperatury po czasie 15 minut

Rys.7.12. Pole temperatury w przekroju wlewka i wlewnicy (15 min.)

Fig.7.12.Temperature field in the section of ingot and ingot mould (15 min)
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R y s . 7 .1 3 .  P o le  te m p e ra tu r y  w p r z e k r o j u  wlewka i  wlewnicy (30 m i n . )

Fig.7.13. Temperature field in the section of ingot and ingot mould (30 min)
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e temperatury pc czasie 60 minut

R y s . 7 .1 4 .  P o le  tem p e ra tu ry  w p r z e k r o ju  wlewka i  wlewnicy (60 m in .)

Fig.7.14.Temperature field in the section of ingot and ingot mould (60 min)
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Poie' temperatury po czasie 90 minut
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R y s . 7 . 1 5 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  u  p r z e k r o j u  w le w k a  i  w l e w n i c y  ( 9 0  m i n . )

Fig.7.15.Temperature field in the section of ingot and ingot mould (90 min)
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7 . 4 .  KRZEPN IĘC IE  ODLEWU W H ASIE FOR M IER SK IEJ

K o l e j n y m  z a d a n i e m  d o t y c z ą c y m  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n e j  p r o c e s ó w  k r z e p n i ę c i a  

i  s t y g n i ę c i a  s ą  o b l i c z e n i a  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w u k ł a d z i e  o d l e w - f o r m a .  

N a j b a r d z i e j  t y p o w y m i  c e c h a m i  t y c h  z a d a ń  s ą

- • z ł o ż o n o ś ć  g e o m e t r y c z n a  o b i e k t u  (w o d r ó ż n i e n i u  o d  wlew ków  i  wlew ków  c i ą g 

ł y c h ) ,

-  i s t o t n e  r ó ż n e  p a r a m e t r y  t e r m o f i z y c z n e  p o d o b s z a r ó w  o d l e w u  i  p o d o b s z a r ó w  

f o r m y .

P r z e d m i o t e m  r o z w a ż a ń  b y ł y  s t a l i w n e  w ę z ł y  c i e p l n e  t y p u  L i  T ,  k r z e p n ą c e  

w t y p o w e j  (w s e n s i e  p a r a m e t r ó w  t e r m o f i z y c z n y c h )  m a s i e  f o r m i e r s k i e j .  Węzłem 

c i e p l n y m  n a z y w a  s i ę  t ę  c z ę ś ć  o d l e w u ,  k t ó r a  k r z e p n i e  n a j d ł u ż e j .  W o b s z a r z e  

z ł o ż o n e g o  g e o m e t r y c z n i e  o d l e w u  m o żn a  z  r e g u ł y  w y r ó ż n i ć  t z w .  u k ł a d y  p o d s t a w o 

we, k t ó r e  k r z e p n ą  n i e z a l e ż n i e  o d  s i e b i e  i  n a  k t ó r e  s k ł a d a  s i ę  z a s i l a n y  n a j 

c z ę ś c i e j  o s o b n y m  n a d le w e m  w ę z e ł  c i e p l n y  o r a z  ś c i a n k i  d o  n i e g o  p r z y l e g a j ą c e .  

A n a l i z a  k r z e p n i ę c i a  u k ł a d ó w  p o d s t a w o w y c h  j e s t  w z a s a d z i e  b a z ą  d o  p r o j e k t o w a 

n i a  p o p r a w n y c h  t e c h n o l o g i i  w y t w a r z a n i a  o d le w ó w .  M ożna  r ó w n i e ż  o d l e w  t r a k t o 

wać c a ł o ś c i o w o  i  o p t y m a l i z o w a ć  t e c h n o l o g i e  j e g o  w y t w a r z a n i a  z a  p o m o c ą  o b 

l i c z e ń  s y m u l a c y j n y c h  [ 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 ] .

P r z y k ł a d y ,  k t ó r e  r o z w i ą z y w a n o ,  s p e ł n i a j ą  p o s t u l a t  o d p o w i e d n i e g o  s t o p n i a  

k o m p l i k a c j i  g e o m e t r y c z n e j  i  w n i o s k i  j a k i e  w y n i k a j ą  z e  s p o s o b u  m o d e l o w a n i a  

p r z e b i e g u  p r o c e s ó w  c i e p l n y c h  m o żn a  p r z e n o s i ć  n a  b a r d z i e j  z ł o ż o n e  o b i e k t y .

7 . 4 . 1 .  K R ZEPN IĘC IE  PROSTOKĄTNEGO WĘZŁA TYPU T [ 1 8 ]

R o z w a ż a n o  w ę z e ł  c i e p l n y  j a k  n a  r y s . 7 . 1 6 .

P r o c e s  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w u k ł a d z i e  w ę z e ł - m a s a  f o r m i e r s k a  o p i s a n o  u k ł a d e m  r ó 

wnań p a r a b o l i c z n y c h  ( 7 . 7 a , b )  z  w a r u n k a m i  ( 7 . 7 c )  n a  r u c h o m y c h  b r z e g a c h  T ( t )

l"23 ( t ) ,  w a r u n k i e m  b r z e g o w y m  IV r o d z a j u  z  k o n t a k t e m  i d e a l n y m  n a  s t y k u  o d l e w u
3T

i  f o r m y  o r a z  w a r u n k i e m  w p o s t a c i  - \ ^  ¿jn~" =  ® n a  P r o s ^ o k ą c i e  o g r a n i c z a j ą c y m  

r o z p a t r y w a n y  f r a g m e n t  w ę z ł a  i  m a s y  d o  n i e g o  p r z y l e g a j ą c e j .  W aru n ek  p o c z ą t k o 

wy p r z y j ę t o  w p o s t a c i  x s l> :  T ( x , 0 ) = T  , xeD : T ( x , 0 ) = T  , g d z i e  T j e s t  t e m p e -
p m p f  p f



raturą początkową masy formierskiej.

R y s  7 . 1 6 .  W ęz e ł  t y p u  T

F i g  7 . 1 6 .  H ot  s p o t  o f  T t y p e

O b s z a r  w ę z ł a  p o k r y t o  s i a t k ą  p r o s t o k ą t r l ą ,  e l e m e n t y  b r z e g o w e  b y ł y  o d c i n k a m i ,  

n a t o m i a s t  e l e m e n t y  w e w n ę t r z n e  p r o s t o k ą t a m i  l u b  k w a d r a t a m i  ( b y ł y  t o  e l e m e n t y  

s t a ł e ) -  r y s . 7 . 1 7 .

R y s . 7 . 1 7 .  S i a t k a  

F i g . 7 . 1 7 .  T h e  m e s h
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W o b s z a r z e  m a s y  f o r m i e r s k i e j  ( a  ś c i ś l e j  w t r z e c h  j e j  p o d ó b s z a r a c h )  w y r ó ż n i o 

no z b i ó r  p u n k t ó w ,  w k t ó r y c h  w y z n a c z a n o  c h w i l o w e  p o l a  t e m p e r a t u r y .  Z g o d n i e  z 

a l g o r y t m e m  p r z e d s t a w i o n y m  w r o z d z i a l e  3 z a s t o s o w a n o  m i e s z a n y  w a r i a n t  MEB a 

m i a n o w i c i e  I  s c h e m a t  w y k o r z y s t a n o  d o  o b l i c z e ń  w o b s z a r z e  w ę z ł a ,  a  d r u g i  d l a  

p o d o b s z a r ó w  m a s y  f o r m i e r s k i e j .  Z a ł o ż o n o  p r z y  tym  z e r o w y  w a r u n e k  p o c z ą t k o w y  w 

( m a s a )  w p r o w a d z a j ą c  d o  o b l i c z e ń  t e m p e r a t u r ę  z d e f i n i o w a n ą  n a s t ę p u j ą c o :

T' =  T-T^ f . P r z e l i c z a n i e  t e m p e r a t u r y  n a  w a r t o ś c i  r z e c z y w i s t e  b y ł o  p o t r z e b n e  

t y l k o  p r z y  d r u k o w a n i u  w y n ik ó w .  D z i ę k i  t e m u  u n i k n i ę t o  p o t r z e b y  c a ł k o w a n i a  po  

w n ę t r z u  p o d o b s z a r ó w  , t a k  w i ę c  d y s k r e t y z a c j a  o g r a n i c z y ł a  s i ę  t y l k o  d o  s t a 

łych  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  n a t o m i a s t  t e m p e r a t u r ę  we w n ę t r z u  t e g o  o b s z a r u  na
f  ,

t  p o z i o m i e  c z a s u  m o żn a  w y z n a c z y ć  w z u p e ł n i e  d o w o ln y m  z b i o r z e  w y r ó ż n i o n y c h  

p u n k t ó w .  P o n i e w a ż  o b s z a r  w ę z ł a  j e s t  o b s z a r e m  n i e w y p u k ł y m ,  w i ę c  z o s t a ł  on  

s z t u c z n i e  p o d z i e l o n y  n a  p o d o b s z a r y  w y p u k łe  r o z d z i e l o n e  l i n i ą  j a k  n a  r y s . 7 . 1 6 .  

Do s y m u l a c j i  k r z e p n i ę c i a  w ę z ł a  w y k o r z y s t a n o  w y n i k a j ą c ą  z  l o k a l n y c h  b i l a n s ó w  

e n e r g i i  p r o c e d u r ę  p o p r a w i a n i a  c h w i l o w y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  d l a  p r z y p a d k u  k r z e 

p n i ę c i a  w p r z e d z i a l e  <T L , T s > .

Na r y s .  7 . 1 8 , 7 . 1 9  , 7 . 2 0  p r z e d s t a w i o n o  c h w i l o w e  p o l e  t e m p e r a t u r y  d l a  c z a s ó w  

t = 6 0 ,  1 2 0 ,  1 8 0 s .

Rozkład temperatury (t =  60 s)

Rys.7.18. Pole temperatury w przekroju węzła cieplnego typu T (60s)

Fig. 7.18. Temperature field in the section of hot spot of T type (60s)
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Rozkład temperatury (t=120s)

R y s .  7 . 1 9 .  P o l e  t e m p e r a t u r y  w p r z e k r o j u  w ę z ł a  c i e p l n e g o  t y p u  T ( l ? . O s )  

F i g . 7 . 1 9 .  T e m p e r a t u r e  f i e l d  i n  t h e  s e c t i o n  o f  h o t  s p o t  o f  T t y p e  ( 1 2 0 s )

Rozkład temperatury (t*=180s)

Rys.7.20. Pole temperatury w przekroju węzła cieplnego typu T (13Os)
Fig.7.20. Temperaturę field in the section of hot spot of T type (180s)
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7 . 4 . 2 .  KR Z EPN IĘC IE  UKOŚNOKĄTNEGO WĘZŁA TYPU L

P r z e d m i o t e m  o b l i c z e ń  z e b r a n y c h  w n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e  b y ł  u k o ś n o k ą t -  

ny s t a l i w n y  w ę z e ł  t y p u  L  k r z e p n ą c y  w t y p o w e j  m a s i e  f o r m i e r s k i e j .  K ą t  m i ę d z y  

ś c i a n k a m i  w ę z ł a  w y n o s i ł  6 0 ° ,  g r u b o ś c i  ś c i a n e k  0 . 0 4 m ,  n a r o ż e  w e w n ę t r z n e  b y ł o  

z a o k r ą g l o n e ,  p r z y  czy m  p r o m i e ń  z a o k r ą g l e n i a  w y n o s i ł  0 . 0 1 5 .

O p i s  m a t e m a t y c z n y  ( m o d e l  s c a l o n y )  p r o c e s u  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  b y ł  

i d e n t y c z n y  j a k  w p r z y k ł a d z i e  p o p r z e d n i m .  P o d s t a w o w ą  r ó ż n i c ą  m i ę d z y  z a d a n i e m  

omówionym p o p r z e d n i o  a  z a d a n i e m  t u t a j  p r e z e n t o w a n y m  b y ł  i n n y  p o d z i a ł  w n ę t r z a  

o b s z a r u  n a  e l e m e n t y  ( t r i a n g u l a c j a ) o r a z  f a k t ,  ż e  f r a g m e n t y  b r z e g u  o g r a n i c z a 

j ą c e g o  o b s z a r  w ę z ł a  n i e  b y ł y  p r o s t o p a d ł e  d o  o s i  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  ( l o k a l 

n e  c o s i n u s y  k i e r u n k o w e  b y ł y  z r ó ż n i c o w a n e ) .

J e s t  t o  p r z y k ł a d  z a d a n i a ,  w k t ó r y m  w i d a ć  l i c z n e  p r z e w a g i  m e t o d y  e l e m e n 

tów  b r z e g o w y c h  n a d  n a j b a r d z i e j  r o z p o w s z e c h n i o n ą  w t e r m o d y n a m i c e  p r o c e s ó w  o d 

l e w n i c z y c h  m e t o d ą  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h . S i a t k a  p r o s t o k ą t n a  w MRS b y ł a b y  t u  b e z 

u ż y t e c z n a  l u b  p r z y n a j m n i e j  p r o w a d z i ł a  d o  d u ż y c h  b ł ę d ó w  r o z w i ą z a n i a  n u m e r y c z 

n e g o ,  n a t o m i a s t  z o r i e n t o w a n i e  w ę z ł a  we w s p ó ł r z ę d n y c h  a f i n i c z n y c h  [ 1 9 ,  2 0 ] *  

p r o w a d z i  d o  b a r d z o  s k o m p l i k o w a n e j  p o s t a c i  r ó w n a n i a  e n e r g i i  i  k o n i e c z n o ś c i  

s t o s o w a n i a  g ę s t y c h  s i a t e k  c z a s u .

P r z y j ę t y  p o d z i a ł  s i a t k o w y  o b s z a r u  w ę z ł a  c i e p l n e g o  p o k a z a n o  n a  r y s . 7 . 2 1 .  J e 

ż e l i  u w z g l ę d n i ć  s y m e t r i ę  c i e p l n ą  w z d ł u ż  l i n i i  A -A ,  t o  o b s z a r  w ę z ł a  w y s t a r c z y  

p o d z i e l i ć  n a  dwa p o d o b s z a r y  w y p u k ł e  l i n i ą  B - B  -  r o z p a t r u j ą c  w ę z e ł  j a k o  c a 

ł o ś ć  n a l e ż a ł o b y  d o d a t k o w o  d o k o n a ć  p o d z i a ł u  l i n i ą  A-A l u b  w j e s z c z e  i n n y  s p o 

s ó b .  Z a ró w n o  e l e m e n t y  b r z e g o w e  j a k  i  e l e m e n t y  w e w n ę t r z n e  b y ł y  e l e m e n t a m i  s t a 

ł y m i ,  d o  o b l i c z e ń  p r o c e s ó w  c i e p l n y c h  w o b s z a r z e  w ę z ł a  w y k o r z y s t a n o  I  s c h e m a t  

MEB z  p o p r a w i a n i e m  p o l a  t e m p e r a t u r y , n a t o m i a s t  d l a  o b s z a r u  f o r m y  w y k o r z y s t a n o  

I I  s c h e m a t  MEB. P o d o b n i e  j a k  w p o p r z e d n i m  p r z y k ł a d z i e  w y z e r o w a n o  w a r u n e k  p o 

c z ą t k o w y  w o b s z a r z e  f o r m y  t z n .  w y z n a c z a n o  p o l e  t e m p e r a t u r y  

T' ( x , t ) = T ( x , t ) - T p f  .

T a k  w i ę c  p u n k t y  w e w n ę t r z n e  w o b s z a r z e  f o r m y  z a z n a c z o n e  n a  r y s . 7 . 2 1  n i e  o d 

g r y w a j ą  r o l i  w ę z łó w  s i a t k i  MEB, a  t y l k o  a r b i t r a l n i e  w y b r a n y c h  m i e j s c ,  w k t ó 

r y c h  o b l i c z a n o  c h w i l o w ą  t e m p e r a t u r ę  n a  p o d s t a w i e  b r z e g o w y c h  t e m p e r a t u r  i  s t -
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rumieni ciepła.

K y s . 7 . 2 1 .  S i a t k a  

F i g . 7 . 2 1 .  T h e  m e sh

Z p r z y c z y n  t e c h n i c z n y c h  d ł u g o ś c i  ś c i a n e k  p r z y l e g a j ą c y c h  d o  w ę z ł a  s ą  z b y t  

k r ó t k i e . Z  r e g u ł y  p r z y  a n a l i z i e  k r z e p n i ę c i a  t e g o  t y p u  o b i e k t ó w  p r z y j m u j e  s i ę ,  

ż e  w o d l e g ł o ś c i  o k  4 g  ( g - g r u b o ś ć  ś c i a n k i  p r z y l e g a j ą c e j )  ś c i a n k a  t a  k r z e p n i e  

j a k  p ł y t a  n i e s k o ń c z o n a  i  w tym  m i e j s c u  m o ż n a  w ę z e ł  " u c i ą ć "  p r z y j m u j ą c  n a  

b r z e g u  w a r u n e k  a d i a b a t y c z n o ś c i . N i e s t e t y ,  k o m p u t e r ,  n a  k t ó r y m  p r o w a d z o n o  o b 

l i c z e n i a  ( IB M  P C / A T / 3 S 6 ) j a k  i  p r o g r a m y  s y s t e m o w e  u n i e m o ż l i w i a ł y  w p r o w a d z e 

n i e  w i ę k s z e j  l i c z b y  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h  i  w e w n ę t r z n y c h  w o b s z a r z e  w ę z ł a  c i e p l 

n e g o  i  ś c i a n e k  p r z y l e g a j ą c y c h  o r a z  " p r z e d ł u ż e n i e "  a n a l i z o w a n e g o  f r a g m e n t u  

ś c i a n k i .

Na rys.7.22 pokazano chwilowe pola temperatury w symetrycznym fragmencie wę
zła cieplnego obliczone dla czasów 60, 1 2 0. I80s.



- 1<U0 -

Rozkład tem peratu ry  ( t= 6 0 s )

Rozkfcd tem peratury (t=  12 0 s )

r :ik-rad tem peratury .*.= I8 0 s )

Rys.7.22. Pole temperatury w przekroju węzła cieplnego
Fig.7.22. Tern; erature field in the section of the hot spot
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8. WNIOSKI

W p r a c y  p r z e p r o w a d z o n o  w s z e c h s t r o n n ą  a n a l i z ę  m o ż l i w o ś c i  w y k o r z y s t a n i a  

m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w z a d a n i a c h  t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h ,  

a  w s z c z e g ó l n o ś c i  w i d e n t y f i k a c j i  f r o n t u  k r z e p n i ę c i a  i  n i e s t a c j o n a r n y c h  p ó l  

t e m p e r a t u r y  w s z e r o k o  r o z u m i a n y m  u k ł a d z i e  o d J a w - f o r m a  ( o d l e w y  w y t w a r z a n e  w 

m a s a c h  f o r m i e r s k i c h ,  k r z e p n i ę c i e  w le w ków , o d l e w a n i e  c i ą g ł e ) .

S z c z e g ó l n ą  u w a g ę  z w r ó c o n o  n a  p r a k t y c z n e  a s p e k t y  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y ,  a 

w i ę c  m o d e l o w a n i e  k r z e p n i ę c i a  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r y ,  z a d a n i a  z  o s t r y m  f r o n 

te m ,  p r o b l e m y  s y m u l a c j i  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h  m i ę d z y  o d le w e m  i  f o r m ą  ( w le w k ie m  

i  w l e w n i c ą ) ,  z ł o ż o n o ś ć  g e o m e t r y c z n ą  o d le w ó w .

Z k i l k u  m o ż l i w y c h  r e p r e z e n t a c j i  MEB d l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  w y b r a n o  

m e t o d ę  b e z p o ś r e d n i ą  w y k o r z y s t u j ą c ą  r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e  z a l e ż n e  o d  c z a 

s u .  T a k i e  p o d e j ś c i e  j e s t  w t e j  c h w i l i  n a j b a r d z i e j  p o p u l a r n e  i  w y d a j e  s i ę  

s z c z e g ó l n i e  e f e k t y w n e ,  c o  n i e  o z n a c z a ,  ż e  n i e  m o żn a  a d a p t o w a ć  r ó w n i e ż  i n n y c h  

w a r i a n t ó w  MEB d o  s y m u l a c j i  k r z e p n i ę c i a  i  s t y g n i ę c i a  m e t a l u  w f o r m i e .

J e ż e l i  b a r d z o  o b s z e r n ą  l i t e r a t u r ę  d o t y c z ą c ą  m e t o d  n u m e r y c z n y c h  p o d z i e l i ć  

um ow nie  n a  t r z y  g r u p y  t z n .  t e o r i ę ,  z a s t o s o w a n i a  i  k o n k r e t n e  a l g o r y t m y ,  t o  

p r e z e n t o w a n a  p r a c a  z a w i e r a  w s o b i e  e l e m e n t y  g r u p y  d r u g i e j  i  t r z e c i e j , d o t y c z y  

bow iem  p r a k t y k i  a  n i e  t e o r i i  MEB m i m o , ż e  w t e k ś c i e  p r a c y  n i e  m o ż n a  b y ł o  u n i 

k n ą ć  w i e l u  r o z w a ż a ń  m a t e m a t y c z n y c h ,  c z ę s t o  d o ś ć  t r u d n y c h .

Na p o d s t a w i e  p r z e p r o w a d z o n y c h  b a d a ń ,  t e s t o w a n y c h  a l g o r y t m ó w  i  w yników  

o b l i c z e ń  m o żn a  s f o r m u ł o w a ć  n a s t ę p u j ą c e  w n i o s k i

1 . M e t o d a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  p o t w i e r d z i ł a  s w o j ą  e f e k t y w n o ś ć  do 

o b l i c z e ń  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w z a d a n i a c h  t e r m o d y n a m i k i  p r o c e s ó w  o d l e w n i 

c z y c h .

2 ° .  S z c z e g ó l n i e  w ygodnym  s p o s o b e m  j e j  r e a l i z a c j i  j e s t  p o ł ą c z e n i e  a l g o r y t -
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mu d l a  l i n i o w y c h  r ó w n a ń  p a r a b o l i c z n y c h  z  p r o c e d u r a m i  p o p r a w i a n i a  p o l a  

t e m p e r a t u r y  n a  k o l e j n y c h  p o z i o m a c h  c z a s u  ( n p . m e t o d a  p r z e m i e n n e j  f a z y ,  

k o r e k t a  n a  b a z i e  b i l a n s ó w  e n e r g i i ) .

W o b l i c z e n i a c h  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w o b s z a r a c h  o  i s t o t n i e  r ó ż n y c h  p a r a 

m e t r a c h  t e r m o f i z y c z n y c h  n p .  o d l e w  i  m a s a  f o r m i e r s k a  n a j b a r d z i e j  e f e k 

tywnym s p o s o b e m  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  j e s t  

p o ł ą c z e n i e  I  s c h e m a t u  MEB d l a  o b s z a r u  o d l e w u  i  I I  s c h e m a t u  d l a  o b s z a 

r u  f o r m y ,  w s z c z e g ó l n o ś c i  j e ż e l i  m ożn a  p r z y j ą ć ,  ż e  d l a  t = 0  t e m p e r a t u 

r a  p o c z ą t k o w a  f o r m y  j e s t  w c a ł y m  j e j  o b s z a r z e  t a k a  s a m a .

P o d a n y  w p r a c y  s p o s ó b  m o d e l o w a n i a  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h  n a  p o w i e r z c h n i  

s t y k u  o d l e w u  i  f o r m y  ( r ó w n i e ż  p r z y  d o d a tk o w y m  o p o r z e  c i e p l n y m  -  n p .  

s z c z e l i n a  g a z o w a )  j e s t  u n i w e r s a l n y  a  t a k ż e  p r o s t y  w r e a l i z a c j i  nume

r y c z n e j  i  j a k  p o k a z a ł y  o b l i c z e n i a  t e s t u j ą c e  d o k ł a d n y .  N a l e ż y  p r z y  tym 

p o d k r e ś l i ć ,  ż e  o d p o w i e d n i a  p r o c e d u r a  b ę d z i e  r ó w n i e ż  p o p r a w n a  w p r z y 

p a d k u  n i e l i n i o w o ś c i  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h  n p .  z m i e n n e g o  z  t e m p e r a t u r ą  

o p o r u  c i e p l n e g o  s z c z e l i n y  g a z o w e j .

S t w i e r d z o n o  p o n a d  w s z e l k ą  w ą t p l i w o ś ć ,  ż e  d l a  z a d a ń  n i e s t a c j o n a r n y c h  

p o d z i a ł  r o z p a t r y w a n e g o  o b s z a r u  n a  p o d o b s z a r y  w y p u k ł e  j e s t  n i e z b ę d n y ,  

o r a z ,  ż e  s p o s ó b  ł ą c z e n i a  t y c h  p o d o b s z a r ó w  z a  p o m o c ą  f o r m a l n i e  p r z y 

j ę t e g o  w a r u n k u  k o n t a k t u  i d e a l n e g o  d a j e  w p e ł n i  z a d a w a l a j ą c e  w y n i k i .  

N i e w ą t p l i w ą  z a l e t ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  d o k ł a d n e  o d t w o 

r z e n i e  k s z t a ł t u  r o z w a ż a n e g o  o b s z a r u  o r a z  d u ż a  d o w o i n o ś ć  d y s k r e t y z a c j i  

b r z e g u  i  w n ę t r z a .  Ma t o  s z c z e g ó l n e  z n a c z e n i e  d l a  z a d a ń  p r a k t y k i  o d l e 

w n i c z e j ,  w k t ó r y c h  i s t n i e j e  k o n i e c z n o ś ć  a n a l i z y  o b s z a r ó w  o  z ł o ż o n e j  

g e o m e t r i i .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  m e t o d ą  p o j ę c i o w o  d o ś ć  t r u d n ą  i  z  c a 

ł ą  p e w n o ś c i ą  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  c z y  t e ż  m e t o d a  e l e m e n t ó w  s k o ń 

c z o n y c h  s ą  ł a t w i e j  " p r z y s w a j a l n e " .  2  d r u g i e j  s t r o n y  j e d n a k  p r z y  pew 

n e j  w p r a w i e  i  d o ś w i a d c z e n i u  m ożn a  ł ą c z y ć  c a ł e  b l o k i  p o w t a r z a l n y c h  

p r o c e d u r  i  t w o r z y ć  w t e n  s p o s ó b  o d p o w i e d n i e  p r o g r a m y .  M i ę d z y  in n y m i  w 

r a m a c h  t e j  p r a c y  s t w o r z o n o  r ó w n i e ż  b i b l i o t e k ę  n a j w a ż n i e j s z y c h  p r o c e 

d u r  MEB d l a  z a d a ń  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y c h ,  p r z y  czy m  u ż y t k o w n i k  t a k i e j  

b i b l i o t e k i  n i e  m u s i  b y ć  w c a l e  s p e c j a l i s t ą  w d z i e d z i n i e  MEB.



ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W TERMODYNAMICE 

PROCESÓW ODLEWNICZYCH

STRESZCZ EN IE

W p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  p r o b l e m y  w y k o r z y s t a n i a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

w t e o r i i  c i e p l n e j  p r o c e s ó w  o d l e w n i c z y c h .

P r z e p ł y w  c i e p ł a  w s z e r o k o  r o z u m i a n y m  u k ł a d z i e  o d l e w - f o r m a  t r a k t u j e  s i ę  

v  p r a c y  j a k o  z a d a n i e  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e  z  ru c h o m y m i  g r a n i c a m i - o p i s a n e  

p r z e z  u k ł a d  r ó w n a ń  e n e r g i i  ( r ó w n a ń  F o u r i e r a )  u z u p e ł n i o n y  o d p o w i e d n i m i  w a

r u n k a m i  j e d n o z n a c z n o ś c i .

W s z c z e g ó l n o ś c i  r o z w a ż a n o  n a s t ę p u j ą c e  p r o b l e m y

-  a d a p t a c j ę  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  n u m e r y c z n e g o  r o z w i ą z y w a n i a  

z a d a ń  n i e l i n i o w y c h  (w s z c z e g ó l n o ś c i  p r o b l e m u  k r z e p n i ę c i a ) ,

-  w y k o r z y s t a n i a  MEB d o  o b l i c z e ń  c i e p l n y c h  w o b s z a r a c h  n i e j e d n o r o d n y c h  o 

i s t o t n i e  r ó ż n y c h  p a r a m e t r a c h  t e r m o f i z y c z n y c h  ( n p . o d l e w - f o r m a  p i a s k o w a ) ,

-  s y m u l a c j ę  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w o b s z a r a c h  n i e j e d n o r o d n y c h  z  w a r u n k i e m  

b r z e g o w y m  z a w i e r a j ą c y m  w s o b i e  o p ó r  c i e p l n y  n a  s t y k u  p o d o b s z a r ó w  ( n p .  

s z c z e l i n a  m i ę d z y  w le w k ie m  a  w l e w n i c ą ) ,

-  w y k o r z y s t a n i a  MEB w z a d a n i a c h  d w u w y m ia ro w y c h  ( 2 D )  d l a  o b s z a r ó w  n i e w y -  

p u k ł y c h ,

-  n u m e r y c z n e j  a p r o k s y m a c j i  w a r u n k u  S t e f a n a ,

-  o b l i c z e ń  c i e p l n y c h  w o b s z a r a c h  m e t a l u  k r z e p n ą c e g o  w i n t e r w a l e  t e m p e r a 

t u r y .



UTILIZATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD IN THERMAL THEORY OF FOUNDRY

SUMMARY

T h e  p r o b l e m s  o f  B o u n d a r y  E l e m e n t  M e th o d  u t i l i z a t i o n  i n  t h e  n u m e r i c a l  mo

d e l i n g  o f  s o l i d i f i c a t i o n  a n d  c o o l i n g  p r o c e s s e s  a r e  p r e s e n t e d .

Tl .e  t h e r m a l  p r o c e s s e s  i n  t h e  w i d e  c l a s s  o f  c a s t i n g - m o u l d  s y s t e m s  a r e  

t r e a t e d  a s  t h e  b o u n d a r y - i n i t i a l  p r o b l e m s  w i t h  m o v i n g  b o u n d a r i e s  -  d e s c r i b e d  

b y  a  s y s t e m  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( F o u r i e r ’ s  e q u a t i o n s )  s u p p l e 

m e n t e d  b y  t h e  a d e q u a t e  c o n d i t i o n s .

I n  p a r t i c u l a r  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m s  a r e  d i s c u s s e d

-  a d a p t a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  f o r  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  n o n - l i n e a r  p r o b l e m s  

( s o l i d i f i c a t i o n  o f  m e t a l ) ,

-  u t i l i z a t i o n  o f  BEM f o r  h e t e r o g e n o u s  a r e a s  e . g .  c a s t i n g - m o u l d  ( t h e  a i ; e -  

a s  w i t h  e s s e n t i a l l y  d i f f e r e n t  t h e r m o p h y s i c a l  p a r a m e t e r s ) ,

-  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  i n  t h e  c a s e  o f  4 t h  k i n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w i t h  

t h e r m a l  r e s i s t a n c e  ( e . g .  i n g o t - i n g o t  m o u l d ) ,

-  u t i l i z a t i o n  o f  BEM f o r  n o n - c o n v e x  a r e a s ,

-  m odelin g  o f  S t e f a n ' s  boundary c o n d i t i o n s ,
-  t h e r m a l  c o m p u t a t i o n s  i n  t h e  c a s e  o f  s o l i d i f i c a t i o n  i n  a n  i n t e r v a l  o f  

t e m p e r a t u r e .



nPHMEHEHHE METOflA TPAHHHHblX 3JIEMEHTQB B TEPMOflHHAMHKE 

JlHTEHHblX nPOUECGOB

PE3WME

FIpeacTaBneHM npoóneMM npHMeHeHHn MT3 b TepMoaHHaMHKe nHTeüHNx npo-
ueccoB.

TennonepeaaMa b cHCTeiie OTnHBKa-<popMa b 3 to #  paóoTe o6pawaeTcn k Ha- 
ManbHO-rpaHHMHOft 3aaan n  c aBnraioiBHMHCH kohi ypaMH - onHcaHOH cncTeMOH 
aH<Jx}>epeHUHanbHMX ypaBHeHHH m cooTBeTCTByiomHX ycnoBHH oaH03HaHeKH«.

B MacTHOCTH paccMaTpwBaHO cneayioatHe npoóneMM
- npHcnocoóneHMe Mr3 k HHcneHHOMy peaceHHío HenHHeHHHX 3aaan <npe*ae 
Bcero 3aaan 3aTBepaeBaHH¿0,

-  npHMeHeHHe Mr3 k TepMHMecKHM BMMHcneHHHM ann HeoaHopoaHwx Ten npH 
3HaMHTeni>HO pa3Hwx Ten/io^>H3HHecKHx GBoíicTBax CHn- OTnHBKa-necMaHan 
<|>opMa),

-  MHcneHHoe MoaennpoBaHHe TennonepeHoca b HeoaHopoaHMX Tenax c r p a -  
hhmhwm ycnoBHeM IV pona H3 TepMMMecKHM conpoTHBneHHeM CHn- 3a3op 
MeJKfly CJTHTKOM K H3nO*HHlieH),

- npHMeHeHHe MF3 b aByxMepHMx 3aaanax ana BorHyTMx oónacTeñ,
- MHcneHHoe MoaenHpoBaHHe ycnoBHn CTe<j>aHa,
- TepMHMecKne b mmhcneHHn b oónacmx MeTanna 3aTBepaeBaioHtero b npe- 
aene TeMnepaTypbi.




