ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1975
Seria: Mechanika z. 53 Nr kol. 439

Roman Bak
Marek Pless

Instytut Podstaw Konstrukcji Maszyn

JAK UWZGLEDNIC NIELINIOWE ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE TWORZYWA
W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

Streszczenie. W pracy podano algorytm iteracyjny, umozliwiajacy
wykorzystanie programéw liniowej teorii sprezystosci do analizy sta-
nu naprezenia w zakresie sprezysto-plastycznym.

Wprowadzenie

W Instytucie Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Slaskiej w okre-
sie ostatnich dwéch lat opanowano w sposéb praktyczny szereg numerycznych
metod obliczen wytrzymatosciowych ukdadéw liniowo-sprezystych.Powstat pro-
blem, jak wykorzysta¢ istniejace sprawdzone praktycznie programy metody
elementéw skonczonych do obliczen wytrzymatosciowych,w ktérych uwzglednié
nalezy uplastycznienie oraz umocnienie tworzywa.

W artykule zaproponowano sposéb rozwigzania tego problemu.
%

Zatozenia

1. Znany jest program obliczehn pozwalajacy okresli¢ metodag elementéw
skonczonych stan naprezenia w ukdadzie liniowo-sprezystym.

2. Okreslony jest zwigzek pomiedzy stanem naprezenia i odksztakcenia
np. w postaci wykresu rozciggania.

3. Przyjmuje sie, iz hipoteza wytezenia energii odksztatcenia postacio-
wego jest stuszna powyzej granicy plastycznosci az do zniszczenia tworzy-
wa.

4. Zaktada sie, ze obcigzenie rosnie monotonicznie Iub- posiada niezbyt
skomplikowang historie (np. jednorazowe obciagzenie 1 odcigzenie).

5. Pomija sie wpdyw czasu, temperatury oraz skkadowych tensora predko-
Sci odksztatcenia na wkasnosci tworzywa.

6. Przyjmuje sie, ze guasistatyczny, nieodwracalny proces rozciggania
preta mozna przedstawi¢ w kazdej fazie obcigzenia lub odcigzenia jako pe-
wien odwracalny proces liniowo-sprezysty.
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Iteracyjna metoda obliczen

Na rysunku 1 przedstawiono ciato o dowolnych ksztaktach, przenoszace
dowolne obcigzenia iutrzymujace go w réwnowadze.
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Jak uwzglednié¢ nieliniowe zwigzki... \

Jezeli przyja¢ stusznos¢ hipotezy wytezenia: odksztalcenia postaciowego
wykres rozciggania okresla takze zwigzek pomiedzy intensywnoscig napreze-
nia e*,,

a intensywnoscia odksztakcenia ékj

Sij =~ w AN CEx-Cy)2+ (cy-Cz)2+ A~ z-Cx)2+3 W A zelf2x )" (2)

Obydwie te wielkosci mozna zwigza¢ zaleznoscig (3) przypominajaca formal-
nie prawo Hooke"a

gdzie:
intensywno$¢ naprezenia w j-ym elemencie dla k-tej lteracji,
intensywnos¢ odksztatcenia w j-ym elemencie dla k-tej iteracji,
5 zastepczy modut sprezystosci dla j-ego elementu i k-tej iteracji

1 jJ<m 1< k< n

Obliczenia wytrzymatosciowe polegaja na okresleniu miejsca, w ktérym
wytezenie posiada wartos¢ maksymalng,czyli w ktérym rzeczywista intensyw-
nos¢ naprezenia 67  jest najwieksza. Jezeli potrafimy w sposob operacyj-
ny okresli¢ obszary, w ktérych wystepuje odksztalcenie plastyczne to z
+atwoscig mozemy obliczenia wytrzymatoSciowe przeprowadzi¢ réwniez w opar-
ciu o ocene nos$nosci granicznej.

W celu uwzglednienia w obliczeniach nieliniowych zwigzkéw konstytutyw-
nych tworzywa nalezy za pomoca znanego programu, opartego o metode elemen-
tow skonczonych rozwigza¢ zadanie przyjmujac, iz ciato wykonane jest =z
materiatu liniowo-sprezystego o module sprezystosci EN stalym dla wszyst-
kich elementéw i okreslonym prostoliniowg czescig wykresu rozciggania.

Na podstawie tak wyliczonych skdadowych tensora stanu naprezenia
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nalezy okresli¢ intensywnosci naprezenia 6".. (oczywiscie dla k = 1) we
wszystkich elementach.
Nas tepnie oblicza sie A ~ wedtug Fformuty

A5 —«ij - (6i>" ®

gdzie:
(6.) . _ rzeczywista warto$¢ naprezenia odczytana z wykresu rozciggania

P odla ef,

Jezeli
5k 6
5 ©)

gdzie:

5 - dowolnie mata liczba determinujaca doktadnos¢ obliczen,
. PR . P k+1
nalezy okresli¢ zastepcze modudty sprezystosci Ej -
Przyjmujgac w elementach skoriczonych zastepcze modudy sprezystosci
nalezy wykorzystujac znany program metody elementéw skonczonych rozwigzac
ponownie zadanie, wyliczajac sktadowe tensora stanu naprezenia, a na ich
podstawie intensywno$S¢ naprezenia 6?}1 Ponownie nalezy zbada¢ czy

Skt

k+1 k+1 %)

Rys. 3
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Procedure te, ktdéra jak wida¢ tworzy metode iteracyjna poszukiwan napre-
zeh rzeczywistych zgodnych z zaleznoscia okreslong wykresem rozciagania
prowadzi sie do momentu, gdy

A>* .

Oznacza to, iz we wszystkich elementach na ktére podzielono ciato inten-
sywnos$¢ naprezen jest dostatecznie bliska wartosci naprezeh rzeczywistych
okreslonych z wykresu rozciggania.

Na rysunku 3 przedstawiono schemat algorytmu postepowania przy uwzgled-
nieniu w obliczeniach wytrzymatosciowych uplastycznienia i umocnienia ma-
teriatu.

Nic nie stoi na przeszkodzie,
aby opisany sposéb zastosowa¢ do
uproszczonego modelu ciata spre-
zysto-plastycznego (rys. 4).

W celu zmniejszenia liczby ite-
racji koniecznych do osiggniecia
dostatecznie duzej dokdadnosci ob-
liczen mozna postapi¢ w nastepuja-
cy sposéb. Dokonuje sie tylko ite-
racji pierwszej (k = 1) oraz dru-
giej (« * 2). Przez okreslone w
ten sposéb punkty na wykresie roz-

ciggania (rys. 4) mozna poprowadzi¢ linie prosta, az do przeciecia sie z
prosta odpowiadajaca granicy plastycznosci R . Punkt przecigcia tych
prostych pozwala na okreslenie zastgpczego modutu sprezystosci E__ ktéry
praktycznie powinien juz spednia¢ warunek dokdadnosci. J

Uwagi koncowe i wnioski

Metoda iteracyjna umozliwia bezposrednie wykorzystanie programéw meto-
dy elementéw skonczonych opracowanych dla zagadnien liniowo-sprezystych do
analizy stanu naprezenia w zakresie sprezysto-plastycznym.

Metoda nie wymaga (w zakresie matych odksztatcen trwatych) wprowadze-
nia uproszczeh w zwigzkach konstytutowych tworzywa. Pozwala to uwzglednic¢
zaréwno uplastycznienie jak i umocnienie tworzywa w analizie stanu napre-
zenia.

Metoda jest szybkozbiezna. W przypadku pominiecia umocnienia wymaga
dzieki zastosowaniu ekstrapolacji tylko dwéch a najwyzej trzech iteracji.

Algorytm metody narzuca koniecznos¢ okreslenia intensywnosci napreze-
nia, czyli naprezenia redukowanego we wszystkich elementach w kazdym kro
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ku iteracyjnym. Dokonujac .obliczen dla rosnacego ciggu wartosci obcigze-
nia mozna #*atwo ocenié¢ wytezenie czy nos$no$¢ graniczng.

Algorytm metody daje sie datwo sformalizowa¢ i to czyni go przydatnym
do obliczen na maszynach cyfrowych.

W celu zwiekszenia doktadnosci obliczen, zwiazki konstytutywne tworzy-
wa mozna opisa¢ wykresem naprezen ‘‘rzeczywistych" uwzgledniajgacym zmiane
przekroju prébki w trakcie rozciggania.
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KAK yHHTEIBATb HEJIHHEVHhIE OCHOBHHE CBH3H MATEPHAJIA
B METOFIE KOHEHHHX 3JIEMEHTOB

Pe30me

B padoie npHBe~eH mepaimoHHHB airopam aamtHft bosmokhoct4 ncnojit30BaHHH
nporpaMM jiHHeilHoft TeopHH ynpyrocTH k aHEuiH3y HanpssceHHoro coctohhhh b ynpy-
ro-njiacTHvecKOM jHana30He.

HOW TO TAKE INTO ACCOUNT NON-LINEAR CONSTITUTIVE RELATIONS
OF MATERIAL IN THE FINITE ELEMENT MFTHOD

Summary

The paper presents the iteration algorithm which enables the use of
the elasticity linear theoretic programme to the stress state analysis in
the elastic-plastic range.



