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KONCENTRACJA NAPRĘŻEŃ I ENERGII 
WOKÓŁ SPRĘŻYSTEJ INKLUZJI KULISTEJ

Streszczenie. W ośrodku sprężystym poddanym równomiernemu roz­
ciąganiu znajduje się kulista inkluzja o różnych od środka właści­
wościach sprężystych. W oparciu o znane rozwiązania ogólne przepro­
wadzono analizę strnu naprężenia 1 właściwej energii odkształcenia 
w sąsiedztwie inkluzji i w samej inkluzji.

W jednorodnym izotropowym sprężystym ośrodku równomiernie rozciąganym 
<^=6 2=6j=p lub ściskanym znajduje się kulista inkluzja o różnych od środka

właściwościach sprężystych 
(rys. 1). Podstawą do okreś­
lenia wpływu inkluzji na 
przemieszczenia 1 na stan 
naprężenia w sąsiedztwie 
nieciągłości jest rozwiąza­
nie w przemieszczeniach środ- 
kdwo symetrycznego zagadnie­
nia sprężystego w układzie 
sferycznym [1] .
W obszarze 1

(1)

Rys. 1 -(1-2V.) i, B.l, (2)r J

(3)



Antoni Jakubowicz

gdzie:
u1 - przemieszczenie promieniowe,
®r - naprężenie promieniowe,
5+1 - naprężenie obwodowe,

1E1 - moduł sprężystości podłużnej,
- współczynnik Poissona,

A1 2 B1 - stałe.
Podobnie w obszarze 2.

B ?Apr + —n, (4)
r

(5)S  = ̂ fc|[A2(1+‘°2) ' (1-2̂ ) ?  B2]'

\ = ^  + (1_2"2) ? ] •  l6)2

Ustalamy warunki brzegowe:

6- = 6t , (7)r1 *1
r=0 r=0

r=a r=a
( 8 )

6_ (9)
2

r=a r=a

6 a p. (10)
2

r=b

Ponieważ z warunku (7) wynika B1 = 0 i wyznaczenie pozostałych stałych 
sprowadza się do rozwiązania układu trzech równań wyrażających warunki (B 
(9) i (10)

3 3A.,a = A2a + B2, (11)



Koncentracja naprężeń 1 energii... 23

— — 1—^  (1 + v 1 )A 1 = [ ( 1 +‘j2 )A2 -  (1 -2 V 2 ) ^  B2j  , (12 )

E r
1- ^ - 2v2 [ (1̂ 2>A2 -  <1- 2V  B2]  = P- ( 13)

Z równań (11), (12), (13) wyznaczamy:

A n______________3X(1-^Jft,____________________
1 2(51+3C (1+v1 ) (1+M 2 ) -  2a^[(2»1- a : ( 1 + \ l1 ) (1-2M 2 )J ’

3C(1+v1)(52 + 2(1-2-o2)(51 
2 ^2 2 ^ +  (1+M.,) (1+\>2) - 2o(?[|?)1-iC(1+M1) (1-2M2)] '

(14)

(15)

>2.-fń ---------- ________________________
2 2(51+jC(1+M1)(1+^) _ 2a3[(ó1-#(1+v1) (1_2v>2)]

gdzie:

E I
#  =  j l  ^  =  1 -  M ,  _  2 o 2 (52  =  1M2 -  2 u f  <t = | .

Po uwzględnieniu wartości stałych (14), (15), (16) wyznaczamy napręże­
nia

32C(1-M? ) (1+V1)
6  =6. = p      T , (1 7 )

1 1 9C(1+V1 ) (1+V 2 ) + 2 ^  -  2<X3 [i»1- i f ( l+ V 1) (1_2M2 )J

a e d + ^ J d + ^ J  + 2 ^  +  2  [ < * ( 1 +M ., ) ( 1 - 2 \>2 ) - ( * , ]

0 = p  ,---, (18)
2 #(1+^) (1+-o2 ) + 2(5., - 2a3LP>1-X(1+M1)(1-2M2)J

Sfd+^J ( 1 + - ^ )  + 2 ^  - 2^ [<JC(H-m1)(1-2m2)-(51]
<5-- = p — --------------------------------------------------- (19)

2 ard-KU^ (1-K02) + 2(J>1 - 2<X3[(?.1-3C(1+m 1)1-202)J
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i przemieszczenia

3X(1-\>2)ft| .r
= §7 2(i1+3C(1+^1 )(1+^) - 2a5 [^-^(1+^) (1-2^2 )] ’

r 3[*(1 + ^  )i>2 + 2 (1-2v>2) (i,] r - ^  [jc(i+ ^  )^2 _ (t+^J^j

U2 ^2 2(b1+3C(1+v1 ) (1+v2) - 2<X3 [^-^(1+^ ) (1-2^2 )] ’

Dla dostatecznie dużego obszaru otaczającego inkluzję (b -S- 6a) można
jąć cc = 0.

Ponadto w przypadku jednakowych wartości współczynników Poissona 
= -o2 =-o wzory (17), (18), (19) przyjmują postać:

^ 33C( 1 -v>i
6 r: = 6t1 = p 3f(1Vo) + 2"('1-2v)

. o (ac-1 ) (1-2v) ,
% 2 - p ( 1 + 2 - 5  ^ r + ^ r  + ^ t j 2V) J ’

* a3 (*-1)(1-2v)
%  = pU  “ -J ■3c(łVvT + '21T-’2vT) •

Jeżeli inkluzja jest sztywna X — wzory (17), (18), (19) przyjmą
stać

3(1 - ̂ 2)
Qr, = 6t1 = p T T T T ^ T ’

3 1 - 2 ^
%  = p(1 + 2 p  1 + v2 1 *

„3 1 - 2^2
\  = p ( 1  -r  ̂+ ̂ — ) •

2 r 2

W przypadku otworu kulistego ( JC = 0)

(2 0 )

(2 1 )

przy- 

*1 =

(2 2 )

(23)

(24) 

po-

(25)

(26) 

(27)
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Na rys. 2 1 3  podano wykresy rozkładu naprężen 6 i o. dla 3£=oo ; 2;
10,5; 0 przyjmując = s>2 = j'

Całkowita właściwa energia sprężysta wyrazi się wzorem

9 = [(6r + 26t)2 - 241+'))26r0t + 0 t)] ‘



Przy przyjęciu a = 0 energia sprężysta właściwa inkluzji wynosi 

« _2 (1-2v ) 9X(1-^)2
= T i!- 3 (1-2^2 ) • TT— a , 1 p T7*2 'i-Z^T ĵc(i+^2) +2(1-2^)]

Energia sprężysta w obszarze 2;
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§ 1 P2 , [1 , a6 2(1+V  *(1-2^2> ~ 12 3 7 EJ 3(1-2«2) [1 + ^  (T-2v2) t-gTTF^7 ~ 2(1-2^) ' J *

Właściwa energia sprężysta odkształcenia postaciowego wyrazi się wzorem

1 + 'O-

Dla inkluzji

zaś w obszarze 2:

!t = <6 r + 6 t - 2W <

Pf1 3 °'

2 6 2(1+-o2) *<1-2n>2) - (1-2-0., )2
f2 = 3 (1-2^2) -ę '■Sfri+^T + 2,('1-2n)1 )) • (30)

gdzie:
2

Jyji— 3(1 —2%>2) * $0 - wyraża energię w obszarze jednorodnym równomierne- 
2 go rozciągania.

Na rys. 4 podano przykładowo wykresy rozkładu właściwej energii sprę­
żystej dla 3C= 00 5 2; 0,5} 0, “O, = -Og =
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KOHmUiTPADHH HAIIPfDKEHHii H PHEPITiH
BOKpyr ynpyroro niAPOOEPA3Horo bkjdomehhh

P e 3 k> u e

B ynpyrofl cpe^e, KOTopaa paBHOMepHO pacTHrHBaeTca, HaxoflHTCH mapoo6pa3- 
Hoe BKjno^ieHHe. 3to BKJiKmeHHe iweer pa3JiHHHue veu cpe^a ynpyrae cBoficTBa.On»- 
paacŁ na H3BecTHHx oOhhx pemeHHHX onpe^ejieHO HanpaxeHHH h y^ejitHyn sHepmiD 
fle$OpMHpOBaHHH BOKpyr BKJIIOHeHHH H B CaUOM BKJIIOH6HHH •

THE STRESS AND ENERGY CONCENTRATION ROUND 
AN ELASTIC SPHERICAL INCLUSION

S u m m a r y

In an elastic medium under the action regular extension there is a 
spherical inclusion with different elastic properties from those of the 
centre. Basing on the generally known solutions the state of stress and of 
the specific strain energy were analysed round the inclusion and in the 
inclusion itself.


