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ANALIZA STANU NAPRĘŻENIA WOKÓŁ OTWORU 
W ŚRODNIKACH DŹWIGARÓW

Streszczenie. W pracy przeprowadzono analizg stanu naprężenia w 
tarczy prostokątnej o skończonej szerokości z otworem kołowym obcią" 
żonej momentem gnącym. W oparciu o metodę Muschieliszwiliego [i] u- 
zyskano formuły opisujące wpływ otworu na spiętrzenie naprężeń. Wy­
niki analizy zilustrowano graficznie i ustalono wartość współczyn­
ników koncentracji naprężeń dla różnych średnic otworów.

Wstęp

W dźwigarach blachowniczych o przekrojach dwuteowych lub skrzynkowych 
w celu zmniejszenia ich ciężaru lub z innych względów konstrukcyjnych wy­
konuje się otwory w ścianach o powierzchniach prostopadłych do osi obo­
jętnej zginania (rys. 1). Na ogół przyjmuje się, że rozmieszczenie otwo­
rów w osi obojętnej zginania ma zupełnie nieistotny wpływ na ogólną noś­
ność dźwigarów.

Celem pracy jest dokładniejsza analiza stanu naprężenia w sąsiedztwie 
otworu w przypadku czystego zginania dźwigara. Zagadnienie to można spro­
wadzić do analizy stanu naprężenia w tarczy prostokątnej z otworem w jej 
osi, obciążonej momentem gnącym M - k Mg, stanowiącym część całkowitego
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momentu Mg działającego na dźwigar. Współczynnik k w przypadku prze­
kroju dwuteowego (rys. 2 ) można określić z równości

Mg  _ kMg^
J + J ( 1 )

skąd

J + J*T (la)

3r
/

Rya. 3

W przypadku przekroju skrzynkowego (rys. 3)

2J (2 )

skąd

2'J + J T (2a)

gdzieś
J - moment bezwładności przekroju tarczy względem osi obojętnej,
Jj - moment bezwładności półek względem osi obojętnej.

W znormalizowanych przekrojach dwuteowych współczynnik k wynosi od 0,19 
do 0,42.

1. Opis stanu naprężenia

Analizę stanu naprężenia w tarczy o skończonej szerokości 2b z otworem 
umieszczonym w środku i obciążonej momentem zginającym M (rys. 4) prze­
prowadzono w oparciu o metodę Muschieleszwiliego [1,2J zastosowaną dla tar* 
czy o nieskończonej szerokości.
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Rya. 4

Składowe stanu naprężenia w pobliżu otworu można przedstawić jako sumę 
prężę 

prężeń
naprężeń w tarczy nieosłabionej otworem s °, 6 °, X 0 i dodatkowych na-x y xy

5 , <3 , 6x ’ y ’ xy

®x - 6x + Sx ’

6 3 6 + 6 . y y y’ (3)

r - ru + r .xy xy xy

W omawianym przypadku«

7 y. - 0. o. (4)y xy

Stan ten określa z dokładnością do stałych C1 i C2 funkcja naprężeń 
UQ (x,y) o związkach

n rf2u0(*.y)

O <f U0(x,y)
v ** -----5---»y <f x¿

(5)

0 cf2U0(x,y)
^ xy cT x <f y '
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Dla obszaru jednospójnego stałe te można przyjąć równe zeru. Ostatecz­
ną postać funkcji naprężeń'wyraża równanie

uo(x’y) " ■ h  y3- (6)

Funkcja naprężeń UQ(x,y) musi spełniać równanie biharmoniczne

V 4U - 0. (7)

Muschieleszwili £lj wykazał, że rozwiązaniem takiego równania może być 
funkcja zmiennej zespolonej w postaci:

U

gdzie:

0(x,y) = Re[ź ?°(z) + k°(zfj, (8 )

A °(z) - [y°(z)3 , (8a )

z » x + iy,

przy czym

2 2 u d- u r o' t
 ^  f  - 4 Re <f°(z)| (9)
cT x cf y

Części rzeczywiste i urojone funkcji i/>°(z) i f° (z) muszą spełniać wa­
runki Couchy’ego - Riemana.
Wprowadzając związki

r,°(z)] = P(x,y) + iQ(x,y),
( 1 0 )

[y°(z)J - R(x,y) + iS(x,y),

można wyznaczyć funkcje if °(z) i if0(z)

o / \ , M 2ę (z) - i gj z ,

, o, n . M 2
r  (■) - - 1 bj z •

( 11)
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Analogicznie do równania (3) funkcje f 1 (z) i y ̂ (z) określające atan na 
prężonis w tarczy z otworem przyjęto w formie?

if 1 (z) = ip°(z) + if*(z),
( 12 )

^ '1 (z) - f°(z) + r*(z),

V■) (z) - /(*) + 1 §7 z2.

(z) - y* (z) - i z2.
(1 2a)

Wprowadzając odwzorowanie konforemne z » u ( f; ) na Jednostkowy okrąg 
równania (1 2 ) przyjmują postać:

1 [co ( i  ) ]  « ¥>0 [c j ( ? ) ]  +  if [w  U ) ]  »
(13)

f [o (( )J = f °[w (i )] + f* [w «  )] •

Postać funkcji odwzorowującej u (i) zależy od kształtu otworu i dla 
otworu kołowego wynosi:

z - R( "1, (14)

gdzie:
R - promień otworu.

Oznaczając

v ,[«(<)] -<?(«). O ’«)] - t(i).

*°[«(t)] - f 1(S). f ° 0  «  )] * *■1 «  ), (15)

y ^ O « ) ]  “ f o ^ '  ^ * 0 <«>] ” ^ o ^ *

wtedy

V (i) =* <p1«) + f0(0.

r « )  - * 1«) + »„(«).
( 16)
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gdzie t

-  r  <* n £ .
n«1

° x x n
T (O = Z  ftn

(17)

(łn t • 
n* 1

Funkcje if 0 (£) i T Q(t) muszą spełniać warunki brzegowe:

r  ( ( )  + i  f ± ± m  d S  + B  i  J  I i i i i l  d S ,1 ovb' 2Ji J s- o 2*1 1 3 - ^

r

cj‘(6) 5 ~i ° 2:1(1 « “ I

/.x 1 r «(«) Jr. 1 f fi if2 Jr.
« » w  + 2 f i  J 7 7 ^ j  a s  ’

(18)

gdzie 6 jest zmienną £ , przebiegającą po jednostkowym konturze t? . Dla 
konturu otworu wolnego, od obciążeń f 1 = = 0. Podstawiając if ̂ ( S ) i
Vr 1 ( <? ) do warunków brzegowych, otrzymuje się dla zginania:

f° + ifg - “ 1 fj[w(s) - co (<t)]2,

f i  -  i f 2 ■ 1 h  R 1 "5 -  “ ( e ) ] 2 -

(19)

Ze spełnienia warunków brzegowych wynikają funkcje:

/.X , Mfi2 , 2
f o(?} = ~ 1 ST" ? *

,,, , MR2 /.2 .4 ,
î o  ̂ “ 1 ST* ^  “ 5 )•

Funkcje określone w równaniu (16) można ostatecznie określić jako:

, ,X . MR2 ,1 , 2 x
^ = 1 ST" (l2 " *

(2 0 )

(21 )

r ( 0  = i # i * 2 - 2 !4 - ^ ) ,
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lub w tarczy rzeczywistej:

, , . MR2 /Z2 R2 s
,(z) = 1 ST- ' -p]’

MR2 ,R2

(2 2)
j / \ . mk~ /a „ ny(z) * i gj- (-^ - 2 ).

Funkcja naprężeń U(x,y) określona związkiem (8 ) wyraża się równaniem

, MR2T- x2y - v3 t>2 3x2v - v3"<*•») ■ sr[ J -

-  " 2  *  f  ' 4 f ?  - ‘A  4x + y ( x + y )  R 3R J
(23)

Dla przejrzystego sformułowania warunków na brzegu otworu wprowadza się
współrzędne biegunowe

x * r cos S , y = r sin 0 , (24)

i oznaczając

R * a, r = bf>, A » 

funkcję naprężeń określa równanie

U(f, 0 ) - fj- sine [yijz - 2 ) -

- 2 sin2e (j p  + j ?3 - -^)j. (25)

Funkcja ta spełnia wymienione warunki brzegowe

- 1 I 1 J2 U . 1 cTU ] _
V 7 L ? “  + f  ^  J = 0 ’

(2 6 )
r  1 cf ,  1 cTU, -
V *  ~ C? = °*
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lecz nie spełnia warunków brzegowych na krawędzi zewnętrznej tarczy. Osta­
tecznie więc składowe stanu naprężenia określone przez funkcję naprężeń

1 cT2V --

gd zie:

b dą 

21 <f V
6  y  '  b2 c^2’

i . - 2 - Ć I L
xy b2 « *W

i x ( ■  b-

(27)

b

7 - £

wyrażą się w postaci:

M b T  16 AH 2 A4 /r i2 . ,  _ 2i
■ ^ ? L -  + '<? ♦ " ? ?  (5* + 3fI } ‘

 g 7 + 18il2) + ł  2 2 ~ 11*
(42 + 1 J

5y “ T  77^ Ł- 4 _Z ( ("ż-— g - 0 ( y - ^ g  " 1 ><1 " -7 -^— 2 )

- 2 7 7 7^ — 7 7 R  - 1) + 2,?2( 2^ 2 - 1 )l}«
(4 + 7 ) L (4 + *Z ) 4 + T. Jj

1 ** J er m  ) L er  + 1 7 )

. ^ 4 2 - 3 ^ 2 ri2 , 6 rl2 42 - 6 r l4. - _ ^ 2 + ̂  _ 3 21

4 + H  J

W przekroju prostopadłym do osi tarczy, czyli dla 0 = 90°

Mb «, źf , .
6 x " “ T  + 1)*

6
(29)
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Ry
s.
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Wnioski

Uzyskane wzory (28) pozwalają na wyczerpujące zbadanie ilościowe stanu 
naprężenia w obszarze sąsiadującym z otworem.

W celu poglądowego przedstawienia wpływu otworu okrągłego na stan na­
prężenia w przekroju normalnym do osi belki wyznaczono naprężenia 6 x w 
zależności od wielkości względnej otworu dla różnych A. (rys. 5).

Współczynnik koncentracji naprężeń « określający stosunek całkowitej 
wartości naprężeń <5̂  w przekroju normalnym na brzegu otworu do warto­
ści naprężeń 6° w tym samym miejscu w tarczy pełnej posiada wartość 
stałą cc = 2.

W przypadku » 0,5 naprężenia 6 osiągają wartość maksymalnych na- 
Mprężeń zginania ® max = 75 stanowiących w obliczeniach na dopuszczalne 

naprężenia wartość kryterialną. Błąd wynikły z niespełnienia warunków 
brzegowych na szerokości "b” tarczy dla wartości /I ̂  0 ,5 nie przekra­
cza 2% (rys. 7 ).
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AHAJM3 HAnPfDKEHHOTO COCTOHHHH BOKPYr OTBEPCTHH 
nOJIOTHA UBYTABPA

P e 3 10 m e

Buji npoH3BeAeH aHajiH3 HanpmceHHoro coctohhhh b nojioiHe uByTaBpoBoft SajiKH 
paccMaTpaBaeMOM Kaa npaMoyrojibHuiS diht orpaHHHeHHoS raapHHu o KpyroBbiM OTBep- 
OTHeM, HarpyxeHHOM H3rn6aiomHM uomohtom■ Onnpancb Ha ueTOA MyoxejiamBHjiH StuiH 
noayaeHH cfopijyjihi onaoHBaiouHe BJiHHHHe oTBepcTHH Ha KOHuenipaiiHi) HanpuxeHHB.

Pe3yjiBTaTbi juih pa3JiHHHux AHaMeipoB oTBepcTuii npencTaBJieHH rpaifaneoKH u 
6 h j i o  onpeflejieHo 3HaneHHe K03<ł<t>HUneHTa KOHueHipaiyiH HanpaxeHHií.

STATE OP STRESS ANALYSIS A ROUND THE STALE IN THE 
WEBS OP GIRDERS

S u m m a r y

State of stress was analysed in the web of girder treated as the rec­
tangular plane of finite width with circular hole under the action of ber> 
ding moment.

The formulae describing the influence of the hole on the stress con­
centration were found on the basis of the Muschielishwili’s method. The 
results for different hole diameters were illustrated graplucally and the 
volue of the stress concentration coefficient were established.


