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MODELOWANIE NUMERYCZNE PROCESU KRZEPNIECIA ODLEWU
0 ZLOZONEJ GEOMETRII W FORMIE PIASKOWEJ
1

Streszczenie. Przedstawiono realizacje numeryczng modelu matema-
tycznego opisujacego niestacjonarny przeptyw ciepta w uktadzie od-
lew-forma. Utworzony na bazie jawnych schematéw réznicowych algo-
rytm wykorzystano do obliczen krzepniecia ukfadéw o zkozonej geome-
trii.

1. Wstep
Proces stygniecia i1 krzepniecie odlewu w formie piaskowej (rozkkad tem-
peratury w czasie i przestrzeni, kinetyka krzepniecie) opisuje ukkad réw-

nan rézniczkowych typu:

DT. (X,1)
= = div A, grad T, i = 1 (i) n @
1 1 Dt 1 X

O E AT

gdzie wskaznik i wyréznia stan cieklby, przejsciowy i faze zakrzepke w ob-

szarze odlewu oraz podobszary formy, c”, N - $3 whasoiwymi  pojem-
nosciami cieplnymi, gestosciami i wspédczynnikami przewodzenia ciepta w
podobszarach, ¢2.~, ~ - oznacza temperature, a t - czas.

Wzajemne oddziatywania miedzy podobszarami uk#adu odlew-forma zachodza
poprzez powierzchnie graniczne F-ik = F2j, przy czym zmienno$¢ w czasie
konfiguracji niektérych podobszaréw uktadu determinuje chwilowe potozenia
odpowiednich powierzchni granicznych, tzn. T~ = F12/~" | N 23s N23/N*"
gdzie indeksami 1, 2, 3 oznaczono strefy likwidusu, fazy przejsciowej i
solidusu w obszarze wlewka (rys. 1). Wskaznikom i = 4 (1) n przyporzadko-

,wano pozostate elementy uktadu odlew-forma, zakdadajac, ze w ogdlnym przy-
padku forma nie jest jednorodna.

Na styku podobszaréw dane sa warunki w postaci:

ri2 (@ 71t =T2 (X,t) =T (2)
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23 () i T2 (Xt =T3 (X.t) =T ®
DT. (X.t) DT. (X,t)
e rwe =gk TT
(O]

™ (X.t) = Tk (X,t)

Zatozono tu, ze na powierzchniach granicznych odlew-forma i miedzy pod-
obazarami formy (rézne materiaty formierskie, krystalizatory itp.) prze-
ptyw zachodzi przy tzw. styku idealnym, nazywanym w literaturze warunkiem
brzegowym 1V rodzaju. Warunki brzegowe uzupednia warunek na granicy formy
i otoczenia lub w punktach z obszaru formy, ktdére umownie przyjeto jako

brzegowe.
Dany jest réwniez rozktad funkcji X,t), 1 =1 @) nwchwili t =0
X,0) =Ti° X It ®)
oraz
iidaiiz=$%, ®

co wynika z przyjecia, ze dla
t = 0 forme wypednia ciekty me-
tal.

Geometrie modelowanego uk#adu
przedstawiono na rys. 1.

Tak sformutowany problem po-
siada rozwiagzanie analityczne je-
dynie dla bardzo waskiej grupy
zadan, ktore sg najczesciej zbyt
silnym uproszczeniem procesow
rzeczywistych. Zastosowanie elek-
tronicznej techniki obliczenio-
wej pozwala jednak na rozwiagza-

Rys. 1, Niejednorodny obszar odlew- nie bardzo ztozonych zagadnien

-forma opisanych réwnaniami (i) 4 (6),
przy czym istota stosowanych tu metod jest Sprowadzenie rozwigzania ana-
litycznego do rozwigzan numerycznych (najczesciej ukdadéw réwnan algebra-
icznych liniowych).
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2. Metoda numeryczna rozwigzania problemu krzepniecia i stygniecia ukdadu

Do rozwigzania sformutowanego we wstepie zadania zastosowano metode
réznic skonczonych, polegajgca na zastgpieniu procesu ciggtego procesem
zmian skokowych, co uzyskuje,sie przez przyjecie w rozpatrywanym obszarze
przestrzenno-czasowym dyskretnego zbioru punktéw (wezddéw) i poszukiwani»
wartosci funkcji w wezdach z ukdtaddéw réwnan liniowych, otrzymanych z apro-
ksymacji operatoréw rézniczkowych wyrazeniami réznicowymi.

Przyblizeniem réznicowym réwnan (i) mogg by¢ réwnania«

_JP

N *
- . TR LA S )

m=1) n

gdziei

T4 - T(XiJ, t+ Ab) = TG4y, , T+ Ab)
T = TXi3, ©) = T(xJ, Xy 1D,

przy czym Xi;*m (=4, Xj) - wezet wewnetrzny siatki natozonej na ukfad od-

tew-forma, At - krok czasowy (dla ustalenia Uwagi przyjeto, 2ze problem
jest dwuwymiarowy).

7 h Vo =~ m A~ VY, < =
hihj 9hithy ~
P P P P
- oox] R *
gdziei
B . = >\7pi sg wspotczynnikami ksztattu siatki dla wezka, wska zniki
* «»1 sg zgodne z indeksami X
Fvi» £tifi 1 wymiary siatki i lokalna powierzchnia siatki

dla wezta (rys. 2),
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AKE* A A a3 3+1, j-1, 3) usredniona wartos¢ wspok-

czynnika przewodzenia miedzy weztami *ii, Xkl
Dla siatki prostokatnej rys. 3 -
z (8) otrzymamy:

- W,V
hihj hihj 7h1lh2

Rys. 2. Siatka réznicowa w pod-
obazarach

- TP
ii "1
ALS ij+l n_ %(1),3-1 Ky ©)

Zastosowanie wyrazenia réznico-
wego (8) do przyblizenia prawej
strony rownan (1) dla siatek krzy-
woliniowych jest wystarczajaco do-
ktadne do obliczeA numerycznych w
siatkach ortogonalnych (w przypad-
ku siatek cylindrycznych, stozko-
wych itp. mozna stosowac réwniez
doktadniejsze operatory réznicowe).

Dla zbioru wez#éw tworzacych
siatke réznicowg otrzymuje sie w

Rys. 3. Zbiér wezdéw w siatce pro- konsekwencji z (7) i (8)  liniowy
stokatnej uk#ad réwnan typu:

P+l
lij 2 aot? + JZ Ay A o)
&.D 3+1, 3, 3, j-!

gdzie:

Ao 1 A)l - wspotczynniki liczbowe wynikajace z przeksztatoenia zwigz-
kéw (9) do postaci (10).
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Na brzegach podobszaréw (w wezdach nie nalezacych do zbioru wezddéw we-
wnetrznych) zapisuje sie w postaci réznicowej odpowiednie warunki brzego-
we. Szczegétowy wykdad z dziedziny metod réznicowych i-"wykorzystania ich
w termodynamice proceséw odlewniczych mozna znalez¢ m.in. w pracach: [1],

[2]- w* W . [5]* Tak wiec metoda réznicowa pozwala na podstawie pol tem-
peratury w chwili t wyznaczy¢ pola temperatury w kolejnych interwatach
czasu.

Réwnanie (10) nazywa sie rownaniem w postaci jawnej.

3. Realizacja modelu krzepniecia 1 stygniecia uktadu odlew-forma o ztozo-
nej geometrii na EMC

Naktadajgc na ukdad-Si siatke roéznicowg aproksymujemy obszar rzeczywi-
sty obszarem siatkowym numerycznie mu réwnowaznym Si". Dla t = 0 na zbio-
rze weztow wewnetrznych XI» ukdadu Si* okreslamy funkcje identyfikacyjna
S (X~) w spos6b nastepujacy:

0 dla Xy Sifl

S (Xi;D = p dla X1™e SI p=4 @ n an

-2 dla Xy St

gdzie:
S-, 1 =1 (i) n, siatkowe aproksymacje
Tak zdefiniowana funkcja S(Xi™ w sposob jednoznaczny okresla geome-

trie uktadu w chwili t = 0, tj. gdy mamy do czynienia tylko "z niejedno-
rodng formg i metalem w stanie ciekdym. Wartosci tej funkcji utworza ma-

cierz ktéra nazwiemy macierza identyfikacyjna. Elementy tej macie-
rzy pozwalaja przyporzadkowa¢ wezdom odpowiadajace im state Ffizyczne c,
“4F X (¢ =c N~ NOSSE>>-

Wartosci S(Xi”™) < O odpowiadajg wezdom '‘pustym” i przy obliczeniach nu-
merycznych sag opuszczone.

W réwnaniu (10) dla wezda X.. wystepuja rowniez state fizyczne wezddéw
sasiednich {wsp(’)l'czynniki przewodzenia ciepta).

Dla oszczedzania pamieci operacyjnej EMC budujemy dla wezda X~ pomoc-
niczy wektor [X] , ktéorego sktadowymi beda elementy macierzy identyfika-
cyjnej ’[Sij]= Sktadowe tego wektora umozliwiaja przyporzadkowanie wezdom
sasiadujacym z Xi;» odpowiadajacych im statych fizycznych (rys. 4).
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[x1= [si+i.j Si.j+1 si.j Si.j-1 3i-i,j] =
az)

Xkl “ Skl“*2 +

+ (i-su )alf su < i, *kl«

p=41) ... n, SkI *p > 1

Dla t > 0 pojawiag sie Tig i

S2j a tym samym i ich siatkowe a-

proksymacje fig i filj. Pakt ten re-

Hys. 4. UsSrednione wspodczynniki jestruje sie zmiang funkcji iden-

przewodzenia tyfikacyjnej S(xi”"j w obrebie ob-

szaru metalu. Mianowicie»

dla T721'"1 >~ |s?] < 1

T1- TP

S U i3) dla T1 < TH:1< T i I‘S‘l’J)iI < 1 as3)

dla TP ™ s jn L

1
jednoczesnie
fi . dla Sco

xi;)e.fi2 dla 0 < s< 1
fi dla s =1

Koniecznos¢ okreslenia obszaru, do jakiego nalezy dany wezekt w obrebie
odlewu, wynika ze zréznicowanych wkasnosci statych fizycznych w obszarach
fil,, fig i fi3.
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W przypadku, gdy TA1< T a > 1", wezet przechodzi przez punkt

nieciggtosci modelu numerycznego i skorygowana wartos¢ TN (rys. 5) wy-
nosit

SP+1

as)
gdziet
T?J1 - poprawiona temperatura w weile X13 w chwili t + At.
| sa*o
m 0<3ij<I
Rys. 5. Punkty nieciggtosci modelu
Analogicznie, gdy < i"aT™,> T (rys. 5b)
Pl me— (MEL - %) ¢ T (16)
Tl * T3 Vi3
Po obliczeniu poprawionych wartosci ponownie okresla sie funkcje i-
dentyfikacyjng S ze zwigzkéw (13).
Jak *atwo zauwasy¢ funkcja S(xi3) w obrebia odlewu bedzie spetniata

jeszcze role informatora o kinetyce krzepniecia, mianowioie jej wartoscé,

czyli elementy macierzy identyfikacyjnej,bedg objetoSciowymi udziatami fa-
zy statej w wedle odlewu. Z (11) i (13) wynika, $e w chwili t > 0 funk-
cja identyfikacyjna przyjmie postaci

0 dla X13 ¢ SI\
T - eitl
o) dla 11n ~\
S(Xi3) - t dla Si\ a7)
p dla 113 € ai

-2 dla *j3* Sl
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M.
Obliczenia w dowolnej chwili t przeprowadza sie dla wszystkich wezdéw
Xiie Sl
Przy stosowaniu; za wzgledu® na ztozony ksztatt ukdadu, siatki roéznico-
wej utworzonej przez dwa lub wiecej uktadéw wspétrzednych wezty w poblizu
styku dwdéch segmentéw o réznej geometrii nie pokrywajg sie. W takich przy-
padkach konieczna jest inrtierpolacja wartosci temperatur w elementach za-

chodzacych na siebie. Na rys. 6 pokazano przyktadowo potaczenie segmentu
kotowego 1 prostokatnego.

\

Rys. 6. 4aczenie segmentéw siatki rdéznicowej

Punkty X~1, X2, X~ znajduja sie na granicy podziatu. Dla wyznaczenia
wortosci temperatur w tych punktachw ¢hwili t + Atkonieczna jest zna-
jomosé wartosci T(X, t) wpunktach XA\ X~2 X ", stanowigcych granice
przedtuzenia siatki prostokatnej. Wartosci wyznacza sie metode interpola-

cji lub ekstrapolacji na zbiorze wartosoi temperatur w otaczajgoyeh we-
z4ach obliczeniowych w chwili tx

mP _mP  (mP mP mP nP )
1 41 1 31» 32» 41* 42

P P (WP P\ 18
T =0 @Rax ™ S

mP mP (ipP mP mP mP \
43 43 42*  43* 52» 53;

W realizowanym modelu ograniczono sie do zwigzkéw liniowych.
W przypadku wyznaczania wartosci temperatury w punkcie 0, pofozonym na
linii #aczacej punkty 1 i 2 (rys. 7a)
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a) b)

>10

<rh T

0) d

Rys. 7. Interpolacja na przedtuzeniach siatek

Dla ekstrapolacji na bazie wartosci T (X,t) w dwéch weztach (rys. 7b)
stosowac¢ nalezy wzori

o @+ <S)T, - 6 1t2, o< S 1 (19b)

Okreslenie temperatury na podstawie wartosci funkcji w czterech we-

ztach droga interpolacji (rys. 70) lub ekstrapolacji (rys. 7d) wynika se
zwigzkow!

L10 (1 - s - 62y -~ (1 - T1i2 o+
+(i-51)i2iA5+51i2r‘f4 (20a)
o @+ «)C¢ - 02)T* - 01@Q - S2) +
+ @+ 1,) T3 - sls2 TM (20b)

0 < ~ <1, 0< &g < 1

Model numeryczny procesu stygniecia, opisany w niniejszym artykule,byt
wykorzystany do obliczen uktadéw o duzych wymiarach i ztozonej geometrii.
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Woprzypadku realizacji ww. modeli na maszynach cyfrowych o pamieci opera-
cyjnej rzedu 20K konieczna jest segmentacja obszaru, sad wprowadzonym u-
mownie powierzchniom podziatu nalezy przypisa¢ odpowiednie warunki brze-
gowe™

Najwygodniej dokona¢ podziatu wzdtuz linii adiabatycznych, poniewaz ta
ki podziat generuje bardzo prosty numerycznie warunek brzegowy. W dowol-
rnym obszarze, w ktorym zaohodzi proces wymiany ciepta, istnieje nieskon-
czenie wiele linii isotermioznyoh, wzdtuz ktdérych 0* Kontur z za-

danym warunkiem Il rodzaju mozna wiec utworzy¢ przyjmujao zbior weztow
tworzacych linie ortogonalng z rodzing izoterm. w przypadku, gdy Istniejag
trudnoodoi z mozliwie doktadnym intuicyjnym doborem linii podzialu adiaba-
tycznego, mozna zastosowac prooedure iteracyjna, ktora szybko prowadzi do
wyznaczenia zbioru weztdw brzegowych w segmentach obszaru sii.

Ha podstawie podanego modelu opracowano program obliozeniowy w jezyku
BASIC, przeznaczony do realizacji na maszynie cyfrowej WANG - 2200.

Przykladem wykorzystania programu moze by¢ obliczenie rozkiadu tempe-
ratur i kinetyki krzepnieoia dla ptaskiego uktadu si1 (rys. 8), przy warun-
kach brzegowych i poczatkowych danych zwigzkami!

T(X t)ITL* (21)
TX 0)x~fi , W
T (X, 0)lxe CTfL,1-4 (1) n
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/>?

1
1

Rys. 9. Siatka réznicowa dla obszaru z rys. 8

Rys. 10. Przykiad obliczenia numerycznego (linie frontu krzepniecia odno-
szg sie do czasow 1, 3, 5r 9 15 min.)

Na uk#ad natozono siatke jak na rys. 9. Jako dane wyjsciowe przyjeto!
T = 1560. T * » 50, 1, m 50, T" = 1470, 1" m 1520; oraz odpowiadajgoe
danym obszarom 1 =1 (@) n state fizyczne, wymiary zgodne Z rys. 8
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;vskali 1 : 5. Wyniki obliczen przedstawiono graficznie w postaci przebie-
gu frontu krystalizacji [6, 7J na rys. 10.

LITERATURA

[il Ruddle R.W.i The solidification of castigs. The In3t. of metals, Lon-
don 1957.

[2] Kozdoba L.A.!1 Metody rieszenija nieliniejnych zadacz tieptowodnosti.
Izd. Nauka, Moskwa 1975.

[3] Szargut J., Mochnacki B.: R6znicowy model matematyczny procesu krzep-
niecia wlewka stali uspokojonej. Arch. Hut. 371971, 270-289.

[4] Mochnacki B.s Proces stygniecia i powstawania jamy skurczowej w odle-
wach, ZNPS1. Odlewnictwo 6 - s. 25 - 37, Gliwice 1973.

[p] Mochnacki B. ! Zastosowanie minikomputera Wang 2200 do numerycznego
rozwigzania problemu krzepniecia wlewkéw wielokatnych. ZNPS1, Odlew-
nictwo 3 - Gliwice 1975, s. 109 - 122.

[6] Grzymkowski R.: Modele numeryczne krzepniecia duzych odlewéw. Wybrane
zagadnienia z odlewnictwa (W druku).

[7]1 Model matematyczny procesu zasilania i1 krzepniecia odlewu stozka wiel-
kopiecowego. Sprawozdanie z pracy NB dla Huty Dzierzyriskiego w Dabro-
wie Gorniczej. Inst. Odl. 1976. (niepublikowane).

-LT5P0BOS MOJTSTIHPOBAHHE UPO."iECCA OTBEPAEBAHHK OTJIHBKH
CIKMHO3 KOKiHrypAilHH 3 HECHAHOil f>OPME

?2e 3 »me

i IpefICTaBJieH0 unypoBoe ocyatecTBjieHHe MaTeMaTnaecKoa Mo"ejiM onncuBaiomefi He-
ycTaHOBHBmeeca ABH3téHne Tenma » cncieMe OTmnBKa—(fopMa. CocTaBJieHHbiii Ha ocho-

Be jiBHIc jjHtfxfepeHHajjbHHX cxeM aJiropliT Sun ncnojib30BaH jjjih pacnéTa OTBep-
fesaHHH cHCTeM CJIOKHOTE KOHtJjHrypaUkHo

THE NUMERICAL MODELLING O? SOLIDIFICATION OP A CAST WITH
A COMPOUND GEOMETRY IN A SAND MOULD .

Summary

The subject of this work is an outline of the numerical realization
of a mathematical model describing an unotationary heat flowin a cast-mo-
uld system. The algorithm, obtained on the basis of open differential
schemes has been used for the calculations of solidification of systems
with a compound geometry.



