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Streszczenie. Przedstawiono macierzowg metoda analizy przestrzen-
nego otwartego #*ancucha kinematycznego, majacego pia¢ par obrotowych,
przy zastosowaniu macierzy 4 x4 jednorodnych przeksztatcen wspétrze-
dnych Hartenberga - Denavita. Rozwigzano zadanie analizy kinematycz-
nej 1 dynamicznej manipulatora robota IRb-60 dla przyjetej trajekto-
rii czdonu roboczego. Wyznaczono przebiegi zmian przemieszczen i przy-
spieszen w poszczegélnych parach obrotowych oraz sit i momentéw od-
dziatywan zwigzanych z ruchem mas czdonéw dla okreslonych przebiegéw
zmian predkosci katowych.

1. Wprowadzenie

Analiza kinematyki i dynamiki manipulatora pozwala okresli¢ jego mozli-
wosci wykonania okreslonych operacji technologicznych. Wyniki takiej anali-
zy zwykle wykorzystuje sie przy projektowaniu ukdadu sterowania.

Proste zadanie analizy kinematyki polega na wyznaczeniu podtozen czionu
roboczego oraz pozostatych cztonéw dla przyjetych przemieszczehn w ruchach
wzglednych czdonéw tworzgcych pary kinematyczne zwigzane uogélnionymi wspok-

rzednymi G =1,2,...,n). Wspétrzedne g~ moga by6é zadane w postaci
zestawu wartosci, okreslajacych pewne ustalone potozenie manipulatora lub w
Postaci funkcji czasu = g™ttl. W ogélnym przypadku okresla sie réwnanie

trajektorii $rodka chwytaka w postaci parametrycznej jako funkcji czasu
oraz orientacje chwytaka wzdtuz catej trajektorii.

Zadanie odwrotne polega na wyznaczeniu uogélnionych wsp. dla zada-
nych potozeh czdonu roboczego w nieruchomym ukk. wsp. W niektérych zada-
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niach moze by¢ wiele rozwigza¢. Zadanie odwrotne jest bardziej skomplikowa-
ne od prostego i w wielu przypadkach mozna je rozwiagza¢ tylko numerycznie.

Realizacja zadanej trajektorii chwytaka manipulatora byka przedmiotem
wielu prac,np. Duffy [i], Paul [4J, Litvin [3] i innych. Jedna ze stosowa-
nych metod jest oparta na rownaniach zamkniecia #4ancucha kinematycznego w
postaci macierzowej. Rozwigzanie w postaci jawnej mozna uzyskaé¢ tylko dla
manipulatoréw o specjalnej geometrii. W innych przypadkach stosuje sie li-
nearyzacje zadania, wprowadzajac rézniczkowe zmiany potozenia i orientacji
chwytaka z zadanego punktu w zaleznosci od rézniczkowych zmian wspédrzed-
nych uogdlnionych. Zalezno$¢ te wyraza sie przez macierz jakobianowg. Ist-
nieje wiele metod dla wyznaczania tej macierzy. Wyznaczanie macierzy odwro-
tnej do macierzy jakobianowej prowadzi do skomplikowanych wyrazen, ktére sa
mato przydatne przy rozwigzywaniu zadania odwrotnego dla typowych manipula-
toréw. Alternatywne podejscie do tego zadania polega na rézniczkowaniu
wprost rozwigzan réwnan zamkniecia.

Przy projektowaniu manipulatoréw oraz ich zastosowari, znaczny wysidtek
poswieca sie systematycznej analizie dynamicznej kompletnego ukdadu [6] w
celu odpowiedniego sterowania dla zadanego ruchu.

W niniejszej pracy zaproponowano zastosowanie macierzowej analizy kine-
matycznej i sitowej, ktora pozwala na opracowanie algorytmu obliczeniowego
dla konkretnego manipulatora. Otrzymane wartosci maksymalne momentéw dyna-
micznych pozwalaja na ocene zdolnosci napedowych badanego robota.

2. Wyznaczenie potozen czionéw manipulatora

Jesli manipulator ma zadang trajektorie punktu chwytaka i okreslong
orientacje uktadu wspotrzednych zwigzanego z nim wzgledem podstawy, wtedy
mamy dane elementy macierzy:
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y vy &
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gdzie: 1, m, n - wersory osi ukdadu wspétrzednych zwigzanego z chwytakiem,
p - wektor potozenia $rodka chwytaka wzgledem nieruchomego ukdadu wspétrze-
dnych.

Potozenie cztonéw manipulatora mozna wyznaczy¢ z réwnania zamkniecia w
postaci macierzowej:

T1,5 * Al A2 A3 A4 A5 (2)
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Rys. 1
gdzieJ
St -sOiagL sSiso” 1ic9i
sO1 cOiaxci -cOlsxi 1i"®i
Al = sO1 = sinol (©)
0 s o Xi
0 0 0 1

Z réwnania (2) mozna wydzieli¢ szes$¢ niezaleznych réwna¢, ktére przedsta-
wiaja zaleznosci katéw 0, od elementédw macierzy ti"5*
Dla manipulatora IRb-60 wymiary czdonéw sa nastepujace:

«i = -90°, 0, 0, ‘Qoo °

vi = 3,13, 0,8, 1,28, 0 0

He
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c1 "S1 v~ c2 ~s2 0 1202
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Porownujac elementy macierzy (O i (@ z uwzglednieniem

XX

XX

niy

*
€105 [2C3c4 = s3541" S2(S3C4 + C35491 * S-S

S
1c5905W | 5155

$1c5 [2C5cq - $354) - S2(S3c4 + c3545] - C-S

SjcgCcoOStr- C,S5

C5[S2 (S3S4 - C3C4> " C2(S3C4 + C3S4"] = -cb5sint

clss[c2 (s3s4 - C3C4> * s2ts3c4 * C3S4>1 + *ncb5
slc5 - c”s5cos‘C

Sls50c2,sSs4 “ C3C41 + S2,S3C4 + C3s4>] " C1Cs

-slsscosr- clch

(©)
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mz = S5&2*S3C4” °3S4* + S2*C3C4 ~ S3S4*1 =Sgéilk

nx = clICs2(s3s4- C3C4> - C2(C354 + "<=4)] . =-c”sinr
Hy = sl [s2 (s3S4- c3c4) - c2(c3s4 +.3304)] = -SIBinr ®
nz = s2(c3s4 + S3C4J + C2<S3S4 ““ C3C4) = -cosT

Px = C1{ _;V5Cs2(C3C4 " S3S4) * C2(S3C4+ C3S4> + X3 (c2C3 " S2S3> +

+

1202 + 1,1} = A5nx + c”[I3cos6*+ 12c2 + 1 _]

Py = S1{ _~5[S2<C3C4 s334* + c2(s3°4 + °3S4) + 13<C2C3 77S2S3* +

+ 12c2 + = N"bny + slCi3coser + i2c2 + 1,]
P2 =X5[s4 (s2c3 + c2s3) emC4<82s3 - c2c3)] - 13 (s2c3 + c2s3) - 1232
Pz = - I3sinff - 12s2
gdzie: VvV =0, + 0g + 6, 6 =e2 +e3.
Po dokonaniu przeksztakcen matematycznych otrzymuje siei”

~ 0, =p /px tg = -mz/lz sin(@ + € + ©4) = -ny/sl
(6)
sin(02 + 0™ — arctg B/A) = C/Va2 + B2 sin®2 = A - I3sin(®2 + 03)/12

gdzie! a = X5n2 - p2, .B <px - X5nx - 0,1,1/c,,

C

(12 - 12 + A2 + B2)/213.

t2ykkad liczbowy: dla rozpatrywanego manipulatora robota IRB-60 dane sg
vspéhrzedne Srodka chwytaka i jego orientacja w okreslonej chwili czasu,
tn. dane sg wartosci elementéw macierzy:

0,98430 0,17353 0,03489 0,08100
-0,03134 -0,02824 0,99923 2,31963
HS 0,17361 -0,98464 -0,01746 0,69514

0 0 0 1
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Rys. 2a, b

Po wykonaniu obliczeii wedfug wzoréw (6) i odrzuceniu wartosci niemozliwych
dla rozpatrywanego manipulatoraxotrzymano nastepujace rozwigzanie zadania
odwrotnego;

01 = 88°, 02 = -50°, 03 = 46°, 04 = -85°, ©5 = 80°

3. Analiza predkosci i przyspieszen

Analiza kinematyczna manipulatora obejmuje okreslenie wektoréw predkosci
i przyspieszen poszczeg6lnych cztonéw w ukdadach wspédrzednych zwigzanych
z tymi czdonami.

Wektor opisujacy potozenie punktu zwigzanego z chwytakiem wyznacza sie
wedtug réwnania;

-5,1-1 = Ni-5,i i=1»2 3, 4, 5. o

gdzie “ wektor opisujacy potozenie punktu zwigzanego z chwytakiem w
uktadzie wspotrzednych i

Wektory predkosci i przyspieszenia punktu chwytaka otrzymuje sie jako
pierwsza i druga pochodng wzgledem czasu wektora (7);
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gdzie:

0" - macierz, ktéra speknia réwnanie Ai = Tpi =

- macierz,ktéra spekdnia réwnanie Xi = TDi =

Wektory predkosci i przyspieszenia
katowego ogniw mozna wyznaczyc:

vi,i-1 " Cc 0 @1 ~

X
T.
[uy
1

c 0 Si °1T

3
3

predkos¢ i przyspieszenie
katowe pary obrotowej "'i"

Macierze T1I' 1 obliczane sa wedtug
algorytmu:

Ti-1,k = Ai-1Ti,k

k=5 to i1=2, 3, 4, 5

k=4 to i=2,3, 4. (¢l))
gdzie:

Ti,k = Al e== Ak-

Pochodne macierzy oblicza sie wedtug
wzorow:

Tpi « Q1T1 ~ nastepne pochodne
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gdzie:
al = Q1IT1,i ak+l = T1,kQk+1Tk-1,1i i=2..5S k =1...-D.

Wspodrzedne wektora predkosci punktu CL w uktadzie wspétrzednych® zwig-
zanym z ogniwem "i'" wyznacza sie ze wzoroéw

—i,i = TOi,1TPIi£ "£=C6 0 0 BT (12)

gdzie;

TOi,1 = TO#,iTOi-1,2 TOi,i =AiIl 1 =2, 3, 4, 5.
Wspotrzedne wektora przyspieszenia obliczamy;

-i,i = TO0i,1TDi- @
TDi - druga pochodna macierzy T1 * obliczana wedtug algorytmu:

5 5 5 5
TDk = ~T1,i + 2 ek + 20, ~ +Ffk + 2A102 2*k + 2T1,203 2 hk + 3 <l

gdzie:
ek = T1,k-1Vk, i fk = T1,k-1QkTk,i i=1 to k=1
9k = T2,k-1QkTK, i hk = T3,k-1QKTk, i 1=2 to km?2

3 = 2T1,304A4Q5A5

Wspodrzedne wektora predkosci katowej ogniwa:

«i,i ="0i, 1-i @
Przyspieszenia:
NiLi = TOi, 1N (¢5)

tatwo zauwazy¢, ze w uktadzie czworoboku przegubowego zachodzag nastepu-
jJjace zaleznosci:

y3P,3P =-3,3 -3P,3P =-3,3
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-2P,2P 7 -2,2 —2P,2P *“¢2,2
Nalezy wiec wyliczy¢ tylko wektory predkosci i przyspieszen czdonéw 3P i 2P,

zgodnie z zamieszczonym schematem obliczen, uwzgledniajac macierze prze-

ksztatcen Bl i1 B2 ukkadow wspédrzednych zwigzanych z parami obrotowymi
czworoboku przegubowego.

W zamieszczonym algorytmie nalezy dokona¢ nastepujacych “‘wymian':
A2 7 B1" A3 " B2" T02,2 = Bil" T03,3 ” b;1" Q2 ~ Qap- q2 “
wéwczas ;

—-3P,3P © -2,2* (3Pi3p 7 -2,2" 22P,2P 7 _3,3" 22P,2P “ -3,3"

Macierze B 1 B2 Maja postac :

tap -~s3p O -13Pc3p "c3 S3 0 12°3
s3p c3p 9 13ps3p ns3 c3 0 -12S3
*
Bl- ¢ 0 o0 0 B2 0 01 O
0 o 0 .1 0 00 1

4. Analiza dynamiczna manipulatora
Analiza dynamiczna manipulatora obejmuje okreslenie wektoréw pedu £i,
momentow pedu (kretu) , sit bezwkadnosci i momentow Sit bezwkadno-

Sci  iloi» ktére obliczamy wedtug ponizej zestawionych wzoréw:

£i = nx(vifi + X rgi) r~ = [xgi ysi zgx 1]

gatie-.[]]01 = BE iy ) & “ jij/mi an
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Hi - Ei % * Ei
«0l =Soi +HFA,i x Soi +2i,i x Ei
gdzie:
rsi - wektor potozenia Srodka masy ogniwa "i'" wzgledem uk#adu "i*

[iJoi - macierz tensora bezwkadnosci ogniwa.

Réwnania réwnowagi dynamicznej ogniwa “i"" w ukdtadzie zwigzanym z tym og-

niwem przy uwzglednieniu zasady D"Alemberta sa nastepujace:

AXi-1,i +£i +Si+l1,i =0 -
()

Al "-i-1jini-1 + —0i .+ Njii+ljinNon + Ai "-0il! x Ai vV U =0

- wektor sity oddziatywania ogniwa "i-1" na ogniwo "i",

~ wektor momentu sit oddziatywania ogniwa *i-1" na ogniwo
"1” wzgledem punktu Oi-i.

Majac wartosci sit oraz momentéw sit bezwhadnosci ;(I7) 1 korzystajac z row-

nan rownowagi dynamicznej (18), mozna obliczy¢ wartosci momentéw napedowych

w parach obrotowych.
Réwnania réwnowagi ogniwa “5' sg nastepujace:

w05,5-45 + *5 = 0
O

T05,5-4504 + -05 + T05,5 - x T05,5-45 = 0

2 réwnan (19) otrzymano:

«45X4 = <»05y + A 5 x )S05 ~ <«05x “ A5y >C05 *

—45y4 = {*S-5y “m-05x)s®5 ~ (-05y + ~5-5x)c05" it)5z4 = -05z @

—54x = -5xc®5 “ —-5ys®5" -54y = -5xs0S ~ -5yc®5" -54z = -5z

Réwnania réwnowagi ogniwa "4 majg postac:
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Stad otrzymano:
-34x3 7 (-45x4 “ -04x)c®4 + Eodz ' -45z4)s®4

—34y3 = (45x4 " -04x°s®4 " (-04z - £45z4)cR4" -34z3 “ £y ' LiSy4
(22)
543x = @,X * S54x,c04 - 4z + £547>504

£,3y “ 4x +* W e04 + N4z * £54z)c04" *43* = ~{Uy + £54y>

Révmania révmowagi ogniwa 73"t

T03,3"23 + -3 * £43 + BO3£2P3 ” O
€9}
~03,3-2302 + £03 + £4303 + TO03,3£ X TO03,3£23 + BO3E£ x BO3£2P3 = O

2 réwnan (23) otrzymano:
E£2P3X ££34z3 - £03z ~ h~3y + £43y5]~ P 3~

£32y m <£3x + £43x)s03 + E3y + £43y)c03" £32z = £3z + £43z
@
£23x2 =@EO03y - £34y3 " 13£32z)E®3 + <€34x3 "W  CG@3

—23y2 =‘E34x3 " £03x)s03 + E34y3 "£03y + 13£32z)cO3

Réwnania réwnowagi ogniwa ”’2":

TO2,2£12 + £2 + £32 = 0
>
T02,2£1201 + £02 + £3202 + T02,2£ X T02,2£12 = 0 &32z2 = °

2 réwnali (25) otrzymano:

£12yl  =@23x2 -£02x)s€2 ~ [£02y - *2/22 + £32z)] 002

(26)
£12z1 =-£02z “ + —32y" " £21z“ B2z + £32z
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Réwnania réwnowagi ogniwa '‘3P" :

BOI2i3P + H3P + ~2P3P ~ O

@n
B0O1-13P01 + -03P + BO1l- X BO1-13P = O ~2P3PO3P = 0
Z réwnarf (27) otrzymano:
S3P21 = —3Pz + -2P3PZ
—13Pyl = -03PxsSbp “ {-03Py + [13P (-3Pz+ S2P3PZ*]} CO3P @)

—13Pz 1 = “iio3Pz + 13P(3Py + £2P3PyJ

Reakcje i*2P3Py i £2P3°z obliczono z réwnania réwnowagi sit ogniwa "2"'

BO2£3P2P + —2P +-32P = 0 ,29)

Z réwnania (29) otrzymano:

—2P3Py , 2P3x "™ £2Px)s®3 + -2Pyc®3" -2P3PZ = -2Pz
(€Y}
—2P3y = —-2P3z =.°

Majac wartosci momentédw napedowych ogniw *2' i "3P", mozna obliczy6é wartos$-
ci sit dziatajacych na $ruby napedowe ze wzordw:

FD2 * M12z1/,IBPSInfE FD3P ™ M13Pz1/13PsIn¥ (€1D)

gdzie:
90° + 03p -oC, £= 180° + 02 -(3
o = arctg(w2 - 13pcos03p)/ (wl + INsind™N)
(3= arctg(w2 + I3psin®2)/ (wl + 1,pcos02)

w3, w2 - odlegtos¢ miedzy para obrotowa Sruby napedowej a para obrotowag
02, mierzona w kierunku pionowym, poziomym.

Ogniwo 1"

Ogniwo “1" obcigzone jest dwoma dodatkowymi reakcjami, dziakajacymi w
parach obrotowych umocowania $rub napedowych. W tym celu wprowadzono dwa
uktady wspotrzednych, ktdrych osie "z sg usytuowane w osiach ww. par.
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Kierunek osi "z" w obu uktadach jest jednakowy i zgodny z kierunkiem osi z"
natomiast osie "X” sa prostopadte do osi Srub i przy pionowym ustawieniu
Srub, posiadaja kierunek zgodny z kierunkiem osi x1. Macierze przeksztat-
cen tych uktadéw wspotrzednych do ukdadu x1 y1l z1 wuzyskano w wyniku dwu-
krotnego przeksztatcenia 1 wprowadzono nastepujace oznaczenia macierzy wy-
nikowych: C2 - macierz przeksztatcen uktadu zwigzanego z para obrotowa Zru-
by napedowej oghiwg "2" do uk#adu 07, Cjp - macierz przeksztatcen uktadu
zwigzanego z parg obrotowa Sruby napedowej ogniwa '"3P" do ukdfadu O~.
Réwnania réwnowagi ogniwa 1" maja postac:

TO1l,0120i + C02-D2 + CO3p£d3P + -1 + ™21 + ~"3P1 =0
TO1,1i40i00 + iiol + -2101 + —3P101 + TO1,1— x TO1,1701 + <32)

+ CQ2r X CQ2FD2 + CQ3pr x CApF~p =0

Z réwnan (32) otrzymano:

—-0l1z = -01y * —12yl * 11{1z + -21z + -3P1lz* + °"5w3<D2sinP +

FD3PSinc”®

w~ - odlegtos¢ miedzy osiami Srub.

Przyk#ad liczbowy: dla rozpatrywanego manipulatora przyjeto dane, ktére

stawiono ponizej:

t=1,5s
cztonu
"3 =035 Jednostzn—. 1 2 ! 3 4 5
W= o.26 0 deg 90 _51,38 -5,36 46,02 -90 90
w2 = 0-46 m 0 L 1,57 0,56 0,5 -0,06 1,57 2,1
< =
Q- o.625 m o 1 0 2,5 0 -2.5 0 -5
s2
X g m -0,125 -0,56 -0,17 -0,708 0 0
. m 0,301 -0,05 0 0 0 0
’s m 0 0 0 0 0,041 -0,009
Ix kgm> 45 28 1,11 0,634 0,266 0,0712
3y kgm2 37 92 11,37 22,03 0,217 0,677
Iy kgm? 44 105 11,24 21,622 0,152 0,646
P kg 282 220 143 30 18 33
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Stosujac wzory (17) otrzymano nastepujace wyniki:

ogniwo 5 4 3 3P 2

Fix -197 -24,36 -210 74 -93,5 N
Fi -212 -35,21 30,5 -160 -254 N
Fiz -580 -191,6 55 -5, 194 0 N
MOix -1,37 1,53 0,11 —2?,3 —23 8 Em
MOiy 1,73 1,0 38 -5, m
MOiiz 1,38 -0,29 -23 24,1 238 54,19 Nm

Weddug wzoréw (19) i«33) otrzymano nastepujgace wartosci momentédw dynamicz-
nych w parach obrotowych i ait osiowych na $rubach napedowych:

M45z4 = -1.38 N», M34z3 = 84,43 Nm, = -688 Nm

M13Pz1 = ~392 Nm®" MO01z0 = 366 Nm*

FD2 = -1972 N, FD3p = -1148 N.

5. Wnioski

Przedstawiona w pracy macierzowa metoda analizy manipulatora daje mozli-
wos¢ symulacji komputerowej kinematyki i dynamiki ukdadu z czdonami sztyw-
nymi. Otrzymane zaleznosci dla manipulatora robota IRb-60 sg typowe dla
wielu stosowanych w praktyce.

Stosujac metode macierzowg otrzymano sidy i momenty oddziatywania ele-
mentéw par kinematycznych w postaci jawnych wyrazenn analitycznych, ktore
daja mozliwos¢ wyznaczenia obcigzen ekstremalnych.
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KKHBIATIHECKKa H AHHAHTffiECKKil AHAJIH3 MAHLtlliyJK TOPA C HATH»
BPAMATEJIbHHIDI TAPAMH MATPHHHHM MEIOfIOM AM. 3AMHHO051 TPAEKTOPHH TmWijraHHfl

Pea»me

B pafioie npeACiaEaeH WaTpHRHHft MeioA KEseMaTiraecKoro a AHHaMHueoKoro aaa-
tH3a MaEKiryjiaropa c¢c 5 BpaaiaieJiBHHMH KHHeKaTHRecKEKE napaaa npa Hcnojib30Ba-
hhh KBa”paTHur uaTpHB, 4x4 zpaHCiJiopuaaHH, BBefleauux ~eaaBnrow a TapieHCSeproM.
Pa3pa6oiaHa BOTMcaHTeaBHaa npouenypa ails. peajtK3auHH aamaHHofi rpaexiopna
torke a opaeHiaaHH cxBaia. OnpeAejieaa b sbhok Base chsk h momghth peaxmsft
b KHHeHamaecKHx napax Bti3BaBHHx HHepnaoHEHMH cBoficisaitH sbgkbgbe Ilpa~cra-
BaeHK aHCJioBHe npHMepti KEHeMaiHRecKoro k AKHaMHaecKoro aHajii'3a MaHHnyassopa
poOoia.

kinematic and dynamic analysis of five-rotary-paar manipulator
BY MEANS OF A MATRIX METHOD FOR A FIXED MOTION TRAJECTORY

Summary

In this paper we present matrix method of kinematic and dynamic analysis
of the 5 R manipulator based on transformation matrices 4 x4 proposed by
Denavit and Hartenberg. A simple computation procedure has been worked out
for the execution of the trajectory and orientation of the gripper. Next we
present a systematic procedure to determine, in closed-form expression, the
joint forces and for torgues, reaction forces and moments exerted on each
link in the system.

We illustrate the procedure with two numerical examples for a IRb-60 R5
manipulator.
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