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Streszczenie. Nieliniowy model robota-manipulatora moze by¢ trakto-
wany jako zbidér potaczonych podsystemédw. Kazdy z podsystemédw odpowia-
da jednemu stopniowi swobody.~Zakdada sie, ze model kazdego podsyste-
mu jest liniowym roéwnaniem rézniczkowym, a pokaczenia miedzy podsy-
stemami realizowane sa przez nieliniowe funkcje stanu. Zatem kazdy
podsystem moze by¢ traktowany jako liniowy system z nieliniowym zabu-
rzeniem regularnym. Do znalezienia sterowan suboptymalnych wykorzys-
tano teorie zaburzen. Zmienna sprzezong do stanu kazdego podsystemu
rozwinieto w zbiezny szereg funkcyjny. W konsekwencji otrzymano zbior
rézniczkowych roéwnan Riccatiego oraz ciag rekurencyjnych guasi-linio-
wych réwnan rézniczkowych czastkowych. Jezeli cztony sprzegajace pod-
systemy sa wielomianami,to rozwigzania réwnan quasi-liniowych tez sa
wielomianami ze wzgledu na stan. W pracy podano szereg twierdzen.

1= Wprowadzenie

W pracy rozwaza sie zagadnienie sterowania robotem-raanipulatorem trakto-
wanym jako duzy: system” mechaniczny. Podobnie jak w pracy [lo], synteza
sterowania skdtada sie z dwéch etapébw. W pierwszym etapie wyznaczane jest
sterowanie optymalne, programowe dajace trajektorie programowa przy zatoze-
niu, ze nie oddziatujg zadne zak#6cenia na system. W drugim etapie poszu-
kuje Sie sterowan realizujacych $ledzenie trajektorii programowej, przy za-
tozeniu, ze albo model systemu nie jest idealny,albo na system dziatajg za-
k#6cenia. Tak wiec w drugim etapie rozpatruje sie model odchyleniowy sys-
temu.

Model odchyleniowy dynamiki ukdadu mechanicznego o N stopniach swobody
jest reprezentowany przez ukdad nieliniowych réwnan rézniczkowych. Zaktada
sie, ze kazdy ze stopni swobody moze by¢ opisany liniowym réwnaniem réznicz-
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kowym, w ktérym wystepuje czdon nieliniowy (traktowany jako regularne zabu-
rzenie) . Kazdy stopien swobody stanowi zatem podsystem, a wystepujace czdo-
ny nieliniowe sprzegaja dany podsystem z pozostatymi.

Ta specyfika modelu systemu mechanicznego zostata wykorzystana w niniej-
szej pracy, w ktorej przedstawiono metode regularnego zaburzenia.

Zagadnienie dwoch liniowych podsysteméw sprzezonych ze sobg liniowo zo-
stato rozpatrzone w pracy [53- Suboptymalne sterowania dla tego problemu
zostaty otrzymane poprzez aproksymacje odpowiednich réwnan Riccatiego.”

W przypadku uk#adéw nieliniowych znalezienie sterowan optymalnych jest
albo bardzo trudne,albo wrecz niemozliwe, dlatego wiekszos$¢ wysitkoéw po-
Swiecono na znalezienie sterowan suboptymalnych. Czes$¢ metod,np. [/1, 31j
aproksymuje rozwiazanie réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, druga czes¢,
np. [I6, 8, 9], oparta jest na aproksymacji wektora sprzezonego do wektora
stanu.

W tej pracy rozwija sie w szereg funkcyjny zmienne sprzezone do wektora
stanu kazdego podsystemu. Przyjeto, ze wskazniki jakosci kazdego podsystemu
sa kwadratowymi funkcjonatami ze wzgledu na stan i sterowanie podsystemu.
Zastosowanie teorii zaburzen pozwolito otrzyma¢ zbiér N rézniczkowych
réwnan Riccatiego oraz rekurencyjny ciag quasi-liniowych réwnan czgstko-
wych. Nastepnie zatozono, ze nieliniowe czdony zaburzajace sa wielomianami
ze wzgledu na stan podsysteméw. Udowodniono, ze w takim przypadku rozwigza-
nia quasi-liniowych réwnan czastkowych tez sg wielomianami ze wzgledu na
stan podsysteméw. Udowodnionol!réwniez twierdzenie o aproksymacji wskaznikéw
jakosci, a takze twierdzenie o rzedzie aproksymacji wskaznikéw jakosci.

2. Sformutowanie zagadnienia

Zat6zmy, ze kazdy stopien swobody manipulatora opisany jest nastepujacym

modelem odchyleniowym:

X+ = + Biui +£Fi (k, 1), iz 1,...,N, @

gdzie:
xi(t) = z~"t) - z°(v),
zi (t) - stan aktualny,
z°(t) - stan programowy,
ui (x,t) - sterowanie,

A+, Bi sa macierzowymi funkcjami ciggtymi, Fi realizuje sprzezenia mie-

dzy podsystemami,zas £ jJest parametrem skalarnym.
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Nastepnie zaktada sie minimalizacje wskaznika jakosci!

N
J=2 Ji 12)
i1
gdzie:
Ji =\ x*  QIfE() + \j &iIQixi1 + uiRiui>dt (©)]
0
gdzie Qiff Qi 1 spedniaja warunki regulatora liniowo-kwadratowegc[ 4

tatwo zauwazy¢, ze 5 > 0, poniewaz podsystemy sg polgczone ze soba.
Warunki konieczne optymalnosci prowadza do [6]s

xi = Aixi + Biui + £F" xi@ » x° (@)

=

3f
P+ - —QIXi - AiPi - £~ &  “Pj" pi (D = Qifxi<T> 5>
J=1

a dla rozpatrywanego przypadku bez uwzgledniania ograniczen na sterowania
i stan™ sterowania maja postac:1

u* = -RMBjP~A dla  i=1,2,...,N. ®

Podstawiajac () do (4)-(5) otrzymujemy nastepujacy zbiér regularnie zabu-
rzonych zagadniehn dwubrzegowych:

*j = -BjRAB~™ + xi @) = x> 17)

Pi = Qixi - APi - 62  Pj* Pi<T> - Qifxi(D)- E)

3. Aproksymacja sterowan

W pracy [I6] pokazano, ze zmienna sprzezona p~ moze by¢ rozwinieta w
szereg funkcyjny:

Pigx,t;e) = 2 Whehdy - @
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Rézniczkujac (9) wyraz po wyrazie otrzymujemy;

« * 4-r@pik) - Opik)i (10)
pi =2 e ~2[ tx] xj + ot J=
k=0 j=1

Podstawiajac (7) i (O do (10) otrzymujemy;

a0 N a,<k> . ra,Jk>
»i m2 <i"{2 *«j -sj 2 * _ft-3} (11
k=0 j=1 3 k=0

gdzie

Si = BiRIlIBi-

Po podstawieniu () i (1) do (8), a nastepnie poréwnujac wyrazy stojace
przy tej samej potadze parametru £ otrzymujemy:

dla k = 0 macierzowe réwnanie Riccatiego

Pi = “PiAi " AiPi " Qi + PiSiPi" pi (T> = Qif! @

~w ~ + 2 137-CAJ - sipi)xd + (Al - Aipi>" pik) - hlkl @@
=1

plky X,T) =0 Vx

gdzie:
of, ,
-pfr)fi - 2<s~A>'pjkil)xj dla k
J=1
h£k> n (%)
N of fin (k_1) N k_1 Or, (1> (k—l)

- pf-"1*- V N - 2-Ffe sjpi
L =1 1 3 j=1 1=1 3

Tak wiec pokazalismy, ze nieliniowe zagadnienie dwubrzegowe (7)-(8) moze
by¢ rozwigzane poprzez rozwiazanie macierzowego réwnania rézniczkowego RiC”
catiego (12) oraz ciggu guasi-liniowych czastkowych réwna¢ rézniczkowych.
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Zaktadajac, ze czdon sprzegajacy Ff., i = 1,2,—- ,N, jest wielomianem
wzgladem x, +atwo jest zauwazyé, ze ) jest takze wielomianem wzgla-
dem Xx.

Udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1

Jezeli fi(,t) jJest wielomianem wzgladem X, to rozwigzanie pAM) row-
nania (13) dla k = 1,2,... jest takze wielomianem wzgladem x.

Dowod

Wprowadzajac oznaczenie, dla k = 1,2,...

mozemy zapisa¢ (13) nastepujaco;

a5
Tub:

(€D))

Réwnanie (16) mozemy takze zapisa¢ w postaci skalarnej;

an
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odzie:
N
1. n ®4 n , @
4 X*f 2 2 rr 2V ? 2
J™*1 J=i Ht-1 flycc y=i y=i

przy czym a ,p = 1,2, 41
elementem wektora

Wspoétczynniki ai,_ i=1,2,...,W, p= 1,2,...,n galeia od _t i y1/
a wspél—czynniki_ b.', c= 1,2,...,n zaleza od t, yI oraz z"J,jzl,Z,...,K.

Wspétczynniki at sg takie same dla kazdego @ - Réwnania takie nazywane
sg réwnaniami z identyczna czesécia zasadnicza (£2]ID - Stosownie do £zj cal-
kowanie roéwnan (17) jest réwnowazne catkowaniu nastepujacych réwnan charak-

terystycznych :

dt (€15)]

W postaci macierzowej roéwnania charakterystyk maja postac ;
yl =nV
z1 =vl -H"V -7 hV *H"Pzi (20)
Réwnanie (20) jest roéwnaniem liniowym, a biorac pod uwage fakt, ze v
jest wielomianem wzgledem y wiec rozwigzanie réwnania (13) takze moze byc¢
zapisane w formie wielomianu wzgledem vy. [}

W ten spos6b problem rozwigzania roéwnania guasi-liniowego (13) zostat
sprowadzony do znalezienia wspétczynnikéw odpowiedniego wielomianu (£7])-

4. WHasnosci rozwigzania suboptymalnego

Ze wzgledéw praktycznych tylko kilka pierwszych wyrazéw ciggu (13) moze
byé wyznaczonych. Rozwazmy sterowania suboptymalne, czyli: ,

"i=-RIN[piK+2 TMk} 1=1(2....N" @
k=1

gdzie oznacza rzad aproksymacji i-tego podsystemu.
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Przytoczymy teraz trzy twierdzenia (bez dowodéw) charakteryzujace wkas-
nosci sterowari suboptymalnych.
Twierdzenie 2

AN
Jezeli PA jest rozwigzaniem réwnania (12), a p £, k=1,2,.._,
1m1,2,...,N, jest rozwigzaniem réwnania (13), to wskaznik jakosci J*
@ i-tego podsystemu ma nastepujaca forme :

Ji = I XTIOPIMXi(®) + 2 ekj{k)[x<> (22

gdzie te [O,t], a Jjlk* jJest rozwigzaniem réwnania:

03 ® N 0j ® ®
“Et- ¥ 2 xjAi - sipp" a5 - % ()
J=1
przy czym
xiPifi k =1
N  Qjlk-1) k-1 N k-1 N
Vo 1 v =v-tdir. (k1) .V fni_lk—||__w(ﬁ?
-2,f -07- *? 2 Z pi Ejpj +2 Z pj JonT
J=1 3 11 j=i 171 j=1
dla k =2,3,... @

W nastepnym twierdzeniu rozwaza sie rzad aproksymacji wskaznikéw jakosci .

Twierdzenie 3

Jezeli:

Pi =PiXi + 2e kplkl * i - 1,2,...5« [5)
k=1

jest wyznaczone optymalnie az do rzedu w®, te wskaznik jakosci J" jest
optymalny az do rzedu 2wi.
Dowaéd

Niech p~ jest rozwigzaniem réwnania (13) az do rzedu w®, to strategie
Ul tez sg wyznaczone optymalnie az do rzedu w*. Podstawiajac u" do @
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mozna zaobserwowa¢, ze ze wzgledu na wystepowanie kwadratowych form w ()
wskaznik jakosci Ji moze by¢ zapisany w formie :

Ji (5i> = + £2wi+lA i )
gdzie u* oznacza strategie optymalne W =0°), la oznacza reszte
szeregu potegowego. m]

Nastepne twierdzenie méwi o asymptotycznej whasnosci sterowaé subopty-
malnych.

Twierdzenie 4

Sterowanie suboptymalne iii ma nastepujaca wkasnosc

2w, +1
Ji i) = + 2 (£ >e @)

Dowody przytoczonych twierdze¢ sa podobne do dowodéw odpowiednich twier-

dze¢ zamieszczonych w pracy [6".

5. Uwagi koccowe

W pracy przedstawiono aproksymacje optymalnych sterowa¢ nieliniowego
systemu podzielonego na podsystemy. Zatozono, ze podsystemy te sa liniowe,
za$ czdony sprzegajace sa nieliniowe. Warunki konieczne optymalnosci daja
uk¥ad nieliniowych zagadnie¢ dwubrzegowych, ktérych rozwigzania moga by¢
rozwiniete w szeregi potegowe. W rezultacie otrzymano zbidér rézniczkowych
réwna¢ Riccatiego oraz ciag guasi-liniowych rézniczkowych réwna¢ czagstko-
wych .

WHasnosci rozwigza¢ suboptymalnych przedstawiono jako tezy przedstawio-
nych twierdzec.
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KETDA CyEOniHMAJIhHOrO AEUEHTPAJIH3HPOBAHOrO0 yiTPABJIEHH(]
B CHCTEUAI POEOTHKH

Pesame

He.TOHeKHyB uoxejn, poCoTa-MaHHiryjniTopa uojkho paccuarpzBaxB kbk coBoicyn-
bocxb coeAHHeHHhDc noACzcxeu. Kaxnaa noAczcxesia cooiBetcxByex oflHofi cxenezz
obosojh, llpeAnojiaraeu, n o KaJtsaa noAOHCiena oozcaza AHHefiHiat AZ$$epeiilUiaAB
hum ypaBHeHueu = Cbabh MesAy noAczcTewaMz ocymecxBAKioxcH nocpeACTBOM HeAHBefl
hrx ~YHKUHIT cociozhhz. CAeAosaxeabho , AOSy» NOACHCxeuy mossho paccMaxpzBaib
Kat. AHHeHHyio b NPzcyXxcxBzz HeAZHetaoft peryAapHoii nepxypSazBz. Hxosh HaHxz
cyfioniHMaABHoe ynpaBAeHHe HcnoAB30BaHa xeopzs. uaAoro napasjexpa. £aa kas-—
Sofi noACHCieuH BtrczcAeHO pa3AozeHHe b $yHKmioHaAbHuii p«A nepeueaHoit conpa-
<iffloii «k coctom hb. B peayABxaxe noAyzeza czcxeua ypaBHezzii PzKicaTero h
TOCAeAOBaxeABHOCTB peKypeHIHKDC KBa3H-AKHeliHUX ypaBHeHHIS &8 aaClHUX npOH3BOA-
hsoc, PemeHzz, axzx KBa3H-AHHeftHioc ypaszeHzfi abazbxca MHOrozAezazz, ecAz
X0Aito conparamAze ZAezH noAczcxeM xose uzorozAezH. B pafioxe AOKa3az psA

leopez.

A METHOD OF SUBOPTIMAL DECENTRALIZED CONTROL IN ROBOTIC SYSTEMS

Summary

A nonlinear model of a robot-manipulator can be considered as a set of
interconnected subsystems. Each subsystem is associated with one degree of
freedom. It iIs assumed that the model of each subsystem is a linear diffe—e
rential equation while interconnections are nonlinear function of the sys-
te» state.
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Each subsystem is understood as a-linear system with nonlinear regular
perturbation. The theory of perturbation has been applied to find subopti-
mal control. The costate of each subsystem has been expanded in a conver-
gent power series. The approach allows us to obtain a set of Riccati diffe-
rential equations and series of coupled quasi-linear partial differential
equations. It has been shown that the solution of these partial differential
equations has a form of a polynomial provided that the perturbation terms
are polynomials in the state. Several theorem have been included.
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