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WPŁYW PARAMETRÓW KINEMATYCZNYCH I KONSTRUKCYJNYCH 
MECHANIZMU NA JEGO PRZEŁOŻENIE DYNAMICZNE

Streszczenie. W pracy przedstawiono iteracyjną metodę wyznaczania 
przełożenia dynamicznego mechanizmu dźwigniowego o sztywnych ogniwach 
przy uwzględnieniu tarcia w węzłach, mas ogniw mechanizmu oraz sił 
zewnętrznych działających na ogniwa. Przełożenie dynamiczne takiego 
modelu mechanizmu porównano z podanym w literaturze przełożeniem dy
namicznym mechanizmu o ogniwach bezmasowych przy siłach zewnętrznych 
działających tylko na ogniwa wyjściowe mechanizmu. Pracę zilustrowano 
przykładem zastosowania tej metody do mechanizmu korbowo-suwowego i 
dla tego mechanizmu zbadano wpływ wielkości mas ogniw wewnętrznych, 
wpływ wielkości siły napędowej i wpływ prędkości kątowej korby na 
przełożenie dynamiczne.

1. Wstęp

Wprowadzenie przełożenia dynamicznego 'X. jako wielkości opisującej - 
obok przełożenia kinematycznego - własności dynamiczne mechanizmu, ułatwia 
analizę złożonych układów napędowych zawierających mechanizmy o zmiennym 
Przełożeniu.

W pracy [ij podano metodę analizy dynamicznej takich układów, przy czym 
w modelu mechanizmu uwzględniono dowolny rodzaj tarcia.

Jako założenia upraszczające przyjęto w tym modelu:

ogniwa są sztywne i nie posiadają mas, 
w węzłach nie występują luzy,
siły zewnętrzne działają jedynie na ogniwa wyjściowe.

Masy ogniw zewnętrznych mogą byó w tej metodzie uwzględnione przez wyłą- 
c-enie tych mas z mechanizmu w sposób zilustrowany na rys. 1, przy czym
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rozkład mas ogniw wyjściowych musi spełniać dodatkowe warunki: środki mas 
ogniw obrotowych muszą leżeć na osi obrotu tych ogniw, środki mas ogniw po
stępowych muszą leżeć na linii działania siły zewnętrznej działającej na to 
ogniwo.

Własności dynamiczne mechanizmu bezmasowego z rys. 1 są opisane przez:
- przełożenie kinematyczne

1 = 2T' ?! ( 1 )

- przełożenie dynamiczne

58 = signi+ ( 2 )

adzie:

V i  = M1 - Ji^r

signi

J 2 ? 2 '

sign i )' gdy i(<f»,) t 0

sign iU^ + £<<>.,) gdy ii«?,)

£ - dowolnie mała liczba
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x)M 1' Mn “ siły zewnętrzne działające na ogniwa wyjściowe 1 oraz n w 
kierunku ruchu tych ogniw.

W [1] podano metodą opisu matematycznego oraz metodę i programy rozwią
zywania równań ruchu złożonych układów napędowych, zawierających mechanizmy 
o zmiennym przełożeniu. Błędy analizy dynamicznej wynikające z pominięcia 
mas ogniw wewnętrznych są w sposób oczywisty zależne od wartości pominię
tych mas ogniw i sił działających na ogniwa. Jednak w [i] nie podano sposg- 
bu oceny wielkości tych błędów, a zarazem granic,w których można przeprowa
dzić analizę dynamiczną tego rodzaju układów napędowych przy użyciu tak 
uproszczonego modelu mechanizmu o zmiennym przełożeniu.

Jako cel niniejszej pracy przyjęto:

1) przedstawienie metody wyznaczania przełożenia dynamicznego 96 mecha
nizmu o zmienriym przełożeniu przy uwzględnieniu zarówno nas wszystkich og
niw (przy dowolnym rozkładzie tych mas), jak i sił zewnętrznych działających 
na dowolne ogniwa,

2) analizę wpływu wielkości mas ogniw mechanizmu i sił przenoszonych 
przez mechanizm oraz prędkości ruchu mechanizmu na jego przełożenie dyna
miczne .

2. Metodyka obliczania przełożenia dynamicznego

Do wyznaczenia przełożenia dynamicznego mechanizmu bezmasowego posłużono 
się w [1] i [2 ] metodą kół tarcia pozwalającą przy założonym tam modelu me
chanizmu stosunkowo prosto wyznaczać zależności analityczne określające 
przełożenie dynamiczne 96 . Przy rezygnacji z założenia co do braku mas og
niw metoda ta staje się mało efektywna.

W niniejszej pracy przełożenie dynamiczne wyznaczone zostanie z warunków 
równowagi kinetostatycznej .

Dla ogniwa o numerze "j"(rys. 2)połączonego węzłami obrotowymi z ogniwa
mi o numerach q, a węzłami postępowymi z ogniwami o numerach p ,. można - 
przyjmując model suwaka o reakcjach skupionych w narożach - napisać warunki 
równowagi kinetostatycznej w postaci:

Termin "siła” jest tu rozumiany jako siła lub moment sił.
X)
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Rys. 2

gdzie:
mj, Jj ~ masa i. masowy moment bezwładności ogniwa j,
Pj, - wypadkowa siła i wypadkowy moment sił zew

nętrznych łącznie z siłami ciężkości zredu
kowane do środka masy, ogniwa j ,

Fgj - całkowita reakcja w weźle obrotowym qj,
Fpj - całkowita reakcja w weśle postępowym pj,
Tpj - siła tarcia w weźle postępowym pj,
Mg (Fqj>' Mp (Fpj> < “p ^ p j 1 - momenty sił Fqj' Fp j' Fpj wzglądem środka

masy ogniwa j,
- kąt miedzy kierunkiem prowadnicy wązła pj 
a osią x.
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Indeksy x, y oznaczają składowe powyższych sił odpowiednio w kierunkach
x i y. Przy obliczaniu momentów sił tarcia w węźle postępowym M (T*1.*)
oraz M ( T ) należy uwzględnić zmianę ramion działania sił T ’V  oraz P PD PD
t ( 2 )

Pj w zależności od zwrotu reakcji normalnych F
można określić (rys. 2) jako:

( 1 )
Pj. oraz Fpj*‘ Ramie to

r . = .PD PD 6 .c PD (4)

gdzie:

sPj = sign Fpj;
Składowe przyspieszeń łatwo wyznaczyć wykorzystując funkcje przenosze

nia [3]:

Xj = aj, . ? + rj1 . <f>

y. = sj2 . <p - rj2 . <p (5)

cj>. = sj3 • <e+ rj3 • *

Warunki równowagi kinetostatycznej dla całego mechanizmu łącznie z ogni
wem napędowym w liczbie 3n równań - gdzie n jest liczbą ogniw - można 
zapisać w postaci jednego równania macierzowego:

B = W  . F + p + .r (6)

gdzie: '
B - wektor sił bezwładności,
W - macierz współczynników reakcji,
F - wektor reakcji w węzłach zawierający również moment (siłę) napędowy, 

F = col[M1,H2,..'.,Mk ,...,M3N],

P - wektor sił zewnętrznych, 
r - wektor sił tarcia.

Z równania (6) można wyznaczyć wektor reakcji F :

w  = b - p - r <7)

Jeżeli przyjąć jako daną siłę zewnętrzną działającą na ogniwo wyj
ściowe n, to wchodzi ona w wektor sił zewnętrznych P, a jednym ze skład
ników obliczanego wektora F będzie siła zewnętrzna działająca na og
niwo wyjściowe 1. Siłę tę można obliczyć jako:



gdzie: |w| i |wM l są wyznacznikami określonymi metodą Cramera.
Rozwijając wyznacznik | WM | wzglądem kolumny stanowiącej prawą stroną 

równania (7) otrzymuje sią:

3n 3n 3n
M1 " 2  aimBi " 2  aimPi - 2  aimTi (9>

i=1 i=1 i=1

gdzie.:
m - numer kolumny macierzy odpowiadającej obliczanej sile M1

.  K m l
aim “ |W) ,

|wim| - minor wyznacznika lw| po wykreśleniu i-tego wiersza oraz m-tej 
kolumny.

Przełożenie dynamiczne mechanizmu zdefiniowane jako:

M1 +V = tt- sign i (10)
n

można wiec wyrazić:

* =( 2  aim FT ~ 2  aim FT " 2  aim Fr)Sign i+ (11)
i-1 n i=1 n i=1

Jak wynika z powyższych rozważań,przełożenie dynamiczne określonego me
chanizmu jest zależne nie tylko od parametrów kinematycznych (<f, , ^2),
lecz również od sił zewnętrznych działających na ogniwo mechanizmu.

Dla modelu mechanizmu z założeniami upraszczającymi [l]wektor P posia
da tylko jeden niezerowy składnik Mn, a'- zerowe masy ogniw implikują
B s 0.

Wtedy przełożenie dynamiczne :

3n ^

X o  * (-aim “ 2 aim FTlsi9n i+- (121'
i-1 n
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co pozwala - przy założeniu tarcia Coulcmbowskiego,uzależnić przełożenie 
dynamiczne tylko od położenia mechanizmu określonego współrzędną ip“
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Z powyższych rozważań wynika, że wartość przełożenia dynamicznego z
uwzględnieniem mas ogniw różni się od wyznaczonej w modelu uproszczonym f11 

B .

składnikami aim Przy odpowiednio dużych obciążeniach mechanizmu (duże 
n

siły przenoszenia przez mechanizm) i małych siłach bezwładności (mechanizmy
Biwolnobieżnej wartość składników a^m jj— może być pomijalnie małe. Podobny
n

wpływ mają siły zewnętrzne P^.
Obliczenie przełożenia dynamicznego przeprowadzono iteracyjnie ze wzglę

du na nieliniowe związki pomiędzy składowymi reakcji^ a momentami tarcia. 
Dla '■tanu mechanizmu określonego przez , <p, ¿p, P^ wyznaczono wektor re
akcji przyjmując wartość sił tarcia z poprzedniego kroku:

F  = W- 1 (B -  P -  r i _ 1) , To s  0.

Na podstawie wektora F^ wyznacza się składowe wektora I\, a następnie 
przyjmując i = i + 1 wstawia ponownie do równania (13) . Postępowanie ite- 
racyjne prowadzi się do czasu, gdy spełniony będzie warunek:

I M  - K . Ja a-l k
ir&Tii-----

gdzie e określa wymaganą dokładność iteracji.

3. Przykład liczbowy

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla mechanizmu korbowo-suwowego 
przedstawionego na rys. 3, dla którego odpowiednie funkcje przenoszenia £3 ] 
tają postać:

S11 = s12 = ijcosfy s!3 = 1'

dg>2 d(f>2
s21 - -1 ̂ sincp1 + h2 J y -  sinf2; s22 = 1 ,0 0 8 ^  - h2 g^- cos<p2,

d(p2 
S23 " d fl'

<P2 . = 3T -arcsin (A-sinĉ  ) ;



lii__________   K. Maczyfîski, St. Suwaj

Rys. 3

df2
S31 = -l1sinfl + 12 ' slncP2; s22 = s23 = °' (14)

icosfi; r12 = -hisinfi; r13 = °>

j , 2 ,2d <f2 d <(J2
r21 = + h2(g—  ) cos<jJ2 + h2 — j- sin<(L,

ri ^

a<p2 2 à2<e
r22 = -ll8in^ * h2 (d^> sin?2 - h2 cos^2,
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d2-f2 _ X<X2 - Dsin^

d<f1 / 2 2-\/( 1 - Arsin^ ) J

d if2 d2<p,
r 31 = - l 1c o s ‘Pl + *2 d ^  COBCP2 + X 2 d ^ ~  Sin,t2'

r32 = r33 = ° -'

Was iki równowagi kinetostatycznej tworzą układ równań:

F1 - F2 = m1<s11 ' + r11 • *?>

F1 " P2 = m1(s12?1 + r12^> + m1g

M + F̂ h.jSincpj - F ĥ̂ cosip̂  + (1̂  - h^F^sin^ - (11 - h^F^cosc^

ł1* + M01 + M21 

F 2 ~ F 3 = m 2 (S21?1 + r 2lf?>

F 2 ~ F 3 ~ m 2 (S22?1 + r 22^1 > + m 2*

-h2sin<f2 . F2 + h2coscp2 . F^ - d 2 - h2)sin<f2 . F* +

♦ d 2 - h ^ c o s ^ F ^  = J2 <s23 • <Pl + r23<?1) " M21 + M23

(15)



Układ równań (15) rozwiązano analitycznie otrzymując składowe reakcji:
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F 1 = d1 + d4 + d6

F3 = d6

F 2 = d4 + d6

= [-d7 - h2sin̂ >2(d4 + dg) + h2cos<^ . dg + (l2-h2) śin<f̂  . dg]/ 

/ (-l2cos<p2)

F 2 ^ d5 + F3

M = d2 — . sin^ . F* + h.jCOScp̂  . F^ - (11-h1) sin^F^ +

+ (l1~h1) . F^

■!1) = (-d„ +(-dQ + b, . dB - b, . Fi)/(b. + b,)

f<2> . d8 - Ą  - F<1>

gdzie:

di = mi(sn*i + rn^i>'

d2 = V s12*i + r i2<Pi + g)‘

d3 = j, . - m }2,

d4 = m2 (S21*1 + r21*1ł' 

d5 = m 2 (s22<f, -i r22^  * g),

-P - T*1) - T<2) + m3 (s31^  + r31 . <f>2),

d? « -m^2 * M^3 ♦ J2 (s23<f1 * r23<p2),
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<i8 = m3g ,

d9 = M23 ~ T41> • ° • “ t ]2) . c . signi^2) .

Na podstawie składowych reakcji wyznacza się siły i momenty tarcia w węz 
łach:

Mo1 = " V (Fi > + (F̂ )2 • • ^ 1  • signi^,

M?2 - " V (F2>2 +  • T- * fi 2 • sign ((1 - 823)^) ,

M23 " - V (F3>.2
. ♦  (Fy,,&;. p . .

P-3 ■ sign(s23<f̂) ,

t H) . •/x4 • signls^,),

m (2)
4 K I  •fJ-4 • sign(s31 - *1>

Postępowanie iteracyjne pozwala wyznaczyć moment .
Przełożenie dynamiczne je wyznaczono z zależności (10) wyrażonej tu jakoj:

M36 = p - sign s31.

Obliczenia przeprowadzono na mikrokomputerze ZX SPECTROM dla następują
cych danych liczbowych:

1^ = 0,06 m; 12 = 0,3 mj

d^ « 0,04 m; dj' = 0,03 m;

b^ = 0,02 m; b2 = 0,03 m;

= 0; = 0.

Badano wpływ siły przyłożonej do suwaka, masy łącznika oraz prędkości 
kątowej na wartości i przebieg przełożenia dynamicznego. Masę korby i suwa
ka pominięto, aby wyniki liczbowe odnieść do bezmasowego modelu przedsta
wionego w pracy [i].

W stosunku do przełożenia dynamicznego mechanizmu bezmasowego, uwzględ
nienie masy łącznika powoduje powiększenie przełożenia dynamicznego je o

h, * 0; h2 = 0,15) m: 

d3 = 0,03 m; 

c = 0,04 m; ^  = 0;
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iczłony a^m p— . W tym przykładzie (dla tp̂  = 0) człon dodatkowy d okreś
la wyrażenie:

m2(r21^1)' I2 (r23 <Pl>J

a zakładając pryzmatyczny przekrój łącznika przy stałej jego długości,czyli 
J2 = k . m2 otrzymuje sie:

Wyrażenie w nawiasie jest tylko funkcją położenia . Wartość członu do
datkowego d jest wiec - dla danego położenia - proporcjonalna do masy 
łącznika oraz kwadratu prędkości kątowej korby, a odwrotnie proporcjonalna 1 
do siły P. W rozumowaniu powyższym pominięto dla uproszczenia siły tar
cia, które oczywiście zmienią w niewielkim stopniu te zależności.



m2̂ 1Na rys. 4 przedstawiono wpływ wyrażenia ~g— !- na wartości i przebieg 
przełożenia dynamicznego 2f . Z wykresu wynika, że dla analizowanego mecha
nizmu korbowo-suwowego wpływ ten jest pomijalny.

4. Uwagi końcowe

Przedstawiona w pracy metoda wyznaczania przełożenia dynamicznego oraz 
przeprowadzona analiza numeryczna pozwalają wysunąć następujące wnioski:

1) Wpływ mas ogniw wewnętrznych mechanizmu na wartość przełożenia dyna
micznego maleje dla rosnących wartości sił przenoszonych przez mechanizm, 
malejących wartości prędkości mechanizmu i malejących mas ogniw wewnętrz
nych.

2) Zaproponowana metoda wyznaczania przełożenia dynamicznego pozwala 
uwzględnić masy ogniw wewnętrznych i może być wykorzystana do analizy zło
żonych układów dynamicznych według algorytmów podanych w [ij.

3) Czas obliczania jednej wartości przełożenia dynamicznego na mikrokom
puterze ZX SPECTRUM nie przekracza kilku sekund,a liczba iteracji 245,przy 
czym czas ten może być znacznie zmniejszony przy zastosowaniu komputera 
wyższej klasy.
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BJMHHHE KHHEHAIHHECKHX H KOHCTPyKUHOHHHX HAPAMETPOB MEXAHH3MA 
HA ETO iHHAMHHECKOE HEPĘHATOHHOE OTHOIEEHHE

P e 3  a  m  e

B pafioTe npeAOiaBjieH mepaijHOBHKil MeTOA on p efleaeH aa SHHauHHecKoro otho-  

meHHa pOTaxHoro uexaiDi3Ma o IxeoiKKMH 3BeHŁJłMH npa y a S ie  xpeHHH b  y 3 x a x , uaoc 
3BGKŁSB MeXaHH3Ma, a  Tanxe BHeCHHX CH JI | aeHCTByiOIHKX Ha 3B6HBH* IlepeflaTOHHOe 

oTHomeHHe xaKoii HOAejia wexaHH3Ma cpasHeHO c XHiepaxypHtiMH saHHHUH no n e -  
peflaTOHHHM OTHOmeHHHM MexaHH3M0B O HSBeCOMHMH 3B6HBHMH HpH BH6QHHX CHJlaX,
fleiioiBy»HHX to jib k o  na HcxoAHoe 3BeH0 mhx&hh3Ma• PaGoxa HXJimcxpHpyexcH n p a - 
MepOM IXpHMeHeHHH MeXOAa B  KpHB0IIIHIIH0-n0X3yRH0M M6xaHH3M6 H AJIH. laK O ro ue- 
XaHH3Ma HCCXeAOBaHO BXHHHHe BeXHHHHH Maoc BHyipeHHHX 3B6HB0B , BeXHHHHU 
npHBOAHOfi CHxa h bxbhhhb y rxo B o fi OKopooxa KpaBonnna Ha AHHaMaaeoKoe n e p e -  

AaiOHHoe oxHomeHHe.

THE INFLUENCE OF CONSTRUCTIONAL AND KINEMATIC PARAMETERS 
OF THE MECHANISM UPON ITS DYNAMIC TRANSMISSION RATIO

S u m m a r y

In the paper the iterative method of calculating the dynamic transmis
sion ratio of link mechanisms with rigid links, friction in pair bearings, 
mechanism links mosses and external forces influencing the links have been 
presented. The dynamic transmission ratio of such a mechanism model has 
been compared with the published in literature dynamic transmission ratio 
of the massless links mechanism with the external forces influencing only 
the exit links of the mechanism. The paper has been illustrated with an 
example of application of the method to the slider-crank mechanism and the 
influence of internal links masses, driving force and angular velocity of 
the crank upon the dynamic transmission ratio has been examined.
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