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OKRESOWY RUCH MANIPULATORA Z UWZGLEDNIENIEM TARCIA SUCHEGO

Streszczenie. Szerokie zastosowanie robotéw przemystowych wymaga
doktadnego okreslenia_ich pozycjonowania oraz kontrolowanie sit w ca-
+ym cyklu pracy. Nieliniowo$¢ rownan ruchu manipulatora wynika z
dwéch zasadniczych przyczyn. Pierwsza z tych przyczyn jest ztozony
+ancuch kinematyczny, ktory przedstawia sobg nieliniowos¢ typu geome-
trycznego. Druga przyczyna nieliniowosci réwnan ruchu sg sity tarcia.
W pracy przedstawiono metoda analizy réwnan ruchu manipulatoréw z
uwzgladnieniem wpdywu sit tarcia Coulomba, ktéra przybliza sie funk-
cja ciaggta Rooney, Deravi j (1982). Uwzglednia sie takze wystepowanie
chwilowych obszaréw zahamowarn. Model fizyczny manipulatora sprowadza-
my do ukdadu elementdédw skonczonych i bryd nieodksztatcalnych. W pra-
cy przedstawiono takze analize ruchu manipulatora z zastosowaniem za-
sady Gaussa. Model fizyczny jest przedstawiony jako #ancuch bryt
sztywnych potaczonych parami kinematycznymi pigtej klasy.

1. Wprowadzenie

Wspodczesne roboty przemystowe stawiajg przed konstruktorami duze wyma-
gania w zakresie dokfadnosci ich pozycjonowania. Drugim istotnym problemem
jest kontrolowanie wielkosci sit+ w catym cyklu pracy. Dynamiczny model ma-
nipulatora opisuja nieliniowe réwnania rézniczkowe, ktérych nieliniowosé¢
wynika z dwéch zasadniczych powodéw. Pierwszg przyczyng nieliniowosci tych
réwnan jest zdtozony H4ancuch kinematyczny,a wiec jest to nieliniowo$¢ typu
geometrycznego. Druga przyczyng nieliniowosci réwnan ruchu sg sity tarcia.
Wspomniane przyczyny wystepuja jednoczesnie, co stwarza duze trudnosci w
rozwigzywaniu zagadnienia. Naturalna konsekwencja tych trudnosci jest uzy-
cie techniki komputerowej do analizy tych zagadnien.

W pracy przedstawiono metode analizy réwnan ruchu manipulatoréw z uwzgled-
nieniem wptywu sit tarcia Coulomba. Uwzgledniono przy tym wystepowanie chwi-
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lowych obszaréw zahamowan. Trudnosci,jakie pojawiaja sie w tym przypadku,by-
4y przedmiotem badan Den Hartoga (1931) oraz opisane sg w pracy Marui i
Kato (1984). Przyjmujac podane wyzej zatozenia dokonano analizy ukdadu w ni-
skim zakresie czestosci drgan. Model fizyczny manipulatora sprowadzamy do
uktadu elementédw skonczonych i bryt
nieodksztatcalnych. Prosty przyktad
modelowania ukd#adu rzeczywistego ele-
mentami skonczonymi i sztywnymi bry-
+ami przedstawiono na rys. 1.
Koto zebate przektadni i1 wirn :i
silnikéw elektrycznych modelujemy
nieodksztatcalnymi brytami, waty .i
ramie manipulatora - elementami skon-
czonymi. Tarcie Coulomba wystepuje
w Hdozyskach silnikéw i przektadni
a takze w przegubach manipulatora.
W modelu fizycznym ukdadu uwzgled-
niono wystepowanie luzéw miedzyzeb-
nych w przektadniach a takze w sprze-
gtach. /-
Momenty napedowe silnikéw elek-
trycznych sg ograniczone z uwagi na
natezenie pradu.
Sity tarcia suchego (Coulomba) opisu-
jemy przyblizong funkcja ciagta
(Rooney, Deravi ,=1982):

F = -8 IN| tanh(bx), (1)

gdzie:
p- - wspodczynnik tarcia,
N - sida normalna w ptaszczyznie kontaktu,
b - wspétczynnikmpisujacy szerokos¢ pasma, w[ktérym sida tarcia jest za-
lezna od predkosci .

2. Roéwnania ruchu manipulatora robota
Réwnania ruchu ukdadu sa tworzone weddug ogélnie przyjetych zasad. w pierw-
szym etapie okreslamy macierze poszczeg6lnych elementéw: [nJ - bezwtadnosci,

- thumienia, [ke3 - sztywnosci,oraz [f! - wektor sit uogdlnionych. Réw-
nania ruchu manipulatora przyjmujg postac :

M1 a ¢ [CI[a]l * [Kjgl « [F] - [fJ. @)
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gdzie:
[} - wektor wspédrzednych uogdélnionych,
£k3 - macierz globalna sztywnosci ukdadu,
[c] - macierz globalna tdumienia ukdadu,
[nJ - macierz globalna bezwkadnosci uk#adu,
Fr1 " wektor sit tarcia opisany zaleznoscig (Dw uktadzie globalnym.

Inny sposéb analizy ruchu mani-
pulatora robota podali Popow, Vere-
schagin 1 Zienkiewicz (1978). Mo-
del. fizyczny manipulatora przed-
stawiony jest jako #ancuch nieod-
ksztatcalnych bryt potaczonych mie-
dzy soba parami kinematycznymi .

Z kazdym dowolnym i-tym ciatem
sztywnym zwigzany jest lokalny,
kartezjanski uktad wspétrzednych
Cixiyizi" ktéry opisany jest w glo-
balnym kartezjariskim uktadzie wspok-
rzednych Oxyz macierza transfor-
macji [TxH4x4, o postaci:

= [Tirl < PiocJ"
gdzie:
~3x3 RiI"3x1

[Tir] = S
X3 -1

jest macierza przesuniecia lokalnego ukdadu wspédrzednych wzgladem global-
nego ukdadu wspétrzednych. . Wektor przyjmuje postac:

. €Y}

Sktadowe tego wektora okreslaja potozenie poczatku lokalnego ukdadu
wspodrzednych wzgladem ukdadu globalnego. Macierz [Tig.] przyjmuje postac:

[Ci]33 [013x1
(€9)

WIx3
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Jest to macierz obrotu lokalnego uktadu wspé4rzednych wzgledem ukdadu glo-
balnego, przy czym;

00S0C] cos@j COScCj
[c/] = cos(Bl cos~2 COSpijj (€0))
cosy, cosy2 cosy3

gdzie Trf\, (1i=1,3) sa katami pomiedzy osiami lokalnego i global-
nego uktadéw wspédrzednych.

Przyjmujac, ze ciata sztywne (cztony) potaczone sa ze sobg parami kinema-
tycznymi klasy piatej, réwnanie sprzezenia przyjmuje postad:

Jeoee|N
gdzie:
N - liczba cztonéw w modelu fizycznym manipulatora,
- macierz, ktéra okresla potozenie i-tego czionu w uktadzie
lokalnym (i-D-tego cztonu,
- okresla przemieszczenie wzgledne cztonéw w i-tej parze ki-
nematycznej .
®
gdzie:

[ci3x3 - macierz’ cosinusow kierunkowych osi ukdadu wspétrzednych i-tego
cztonu wzgledem uktadu wspétrzednych (i-D-tego czionu,

[a]l3x1 - wektor podozenia poczatku uktadu wspétrzednych (i-D-tego czio-
nu.

Elementy manipulatora traktujemy jako zbiér punktéw materialnych, ktére w
dowolnej chwili opisuja wspotrzedne jednorodne:

6
w = Crxn® ryn® r (®)
gdzie:
rxn, rzn - sa''rzutami promienia wodzgacego punktu n "na osie ukta-
du wspodrzednych Oxyz.
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Na kazdy z tych punktéw moga dziatac sity zewnetrzne, ktoére takze przedsta-
wiono w postaci wektora o czterech skdadowych:

CFnl =CFxn' Fyn' Ftn' <>

gdzie:

Fxn®" Fyn® Fzn " sg rzutami si4V Fn na osie uktadu wspotrzednych Oxyz.
Dla kazdego punktu materialnego i-tego ciata sztywnego, mozemy obliczy¢ wek-
tor przyspieszen tego punktu w globalnym uktadzie wspédrzednych. Korzystamy

z zaleznonhci:

cfi,n] = C*i] ~i,n3" ®

gdzie:
[Ti] - druga pochodna wzgledem czasu macierzy transforma-
cji i-tego ciata sztywnego,
[9i anrJchn"yn’\zn'l]-r ~ wsPc54rzsdne jednorodne n-tego punktu materialnego
wzgledem lokalnego i-tego ukdadu wspédrzednych
ciata sztywnego.

Do rozwigzania postawionego wyzej zagadnienia wykorzystano zasade przymusu
Gaussa. Dla okreslonej konfiguracji i predkosci ukdadu obliczamy przyspie-
szenia korzystajac z minimalizacji miary przymusu uwzgledniajac warunki na-
+ozone przez wiezy uktadu. Catkujac obliczone w ten sposéb przyspieszenie
otrzymujemy nowe predkosci i konfiguracje uktadu w danej chwili czasu. Po-
wtarzajac obliczenia dla kolejnych przedziatéw czasu mozemy okresli¢ ruch
manipulatora. Na tej podstawie zbudowano algorytm programu komputerowego,
ktéry przedstawiono na rys. 3.

Rys. 3
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Miare przymusu ukdadu punktédw materialnych i-tego ciata sztywnego okresla

zwigzek:
7.=1 'Sl <I'r * (f FI,nN.
i -4 s, ija YhndT qf 5 me" . O
gdzie:
mn - masa n-tego punktu materialnego.

[F~ n] - wektor sit dziatajacych na n-ty punkt materialny,
[ri n] - wektor przyspieszen n-tego punktu materialnego w globalnym ukta-

dzie wspétrzednych.
Iloczyn skalarny macierzy,Jctére wystepujg w zwigzku (9)(przedstawiono w po-
staci $Sladu macierzy kwadratowej. Jest ona iloczynem tych macierzy. Odrzu-
cajac te sktadniki wyrazenia, ktére sa niezalezne od przyspieszen, otrzymu-

jemy nastepujacy zapis miary przymusu Gaussa:

ZF:E 2 mntrﬂﬁ!:f'r,na_ m (ll:fi',nj_ m i~

n

"5 tr{ 2 @ '>i,nJ[Fi.JT} " tr{2tFi,J[?i.,n]JT} + eee Qo)

Podstawiajgc do zwiazku (10) wyrazenie (8 otrzymano zalezno$¢ na miare

przymusu dla catego ukdadu : <

zZ = 2 | (2 mi,n [i»i,n] U i,nf> W }
i=1 n
- (11

gdzie 1 - liczba ciat sztywnych.
Sity dziatajace na i-te ciato sztywne przedstawia nastepujaca macierz kwad-

ratowa :
2n Fxin?xin gf

[Sil - 2[Fi,J[ei(]T = 2 Fyirs?xin Zf
ngianin 2f

1€2)
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Masowy moment bezwkadnosci i-tego ciata sztywnego opisuje zwigzek
lTI][PiJﬂ [i>i,n3" ktéry nastgpnie przedstawiamy w postaci macierzy kwa-

dratowej :
XX1 Ixyi ix21 er
- | B I _. S .
yxi yyi yzi
i>J =2 mi,nAi,Jdridc" yi @3)
zxi  wzyi  *zzi Sz
X1 Syi' SZI' Mg
gdzie:
M2 :g?j Mmen - masa i-tego ciata sztywnego czionu,
S(X>< a0 My nﬁ%ﬁng - masowy moment statyczny wzgledem ptaszczyzny
prostopadtej do osi xf, cC={x,y,z],
loci =R i nfPocind 2 - masowy moment bezwtadnosci wzgledem osi x*,
o =jJ%X,Y,Z J,

IC|31=2 mi,nCpcs;in] i-?@iI~ masowy moment dewiacyjny wzgledem ptaszczyzn
prostopadtych do osi xa. oraz x®, cE=|x,Yy,zJ,
p>- {*,y,z}.

W tym przypadku miare przymusu Gaussa dla uktadu ciat sztywnych przedsta-
wiono w postaci:

Z=2 1 tr([¥i][Aj[tI7 - tr [SII[T.1TJI + as
i-1

gdzie: 1 - liczba ciat sztywnych.

Przez pojecie:sit aktywnych, ktére przedstawione sg w postaci macierzy [$&J
nalezy rozumie¢ zaréwno sity zewnetrzne,np. sity ciezkosci, sity wyporu,
jezeli manipulator pracuje pod woda itp., jak"ijsity wewnetrzne, powstajace
w"parach kinematycznych,np. sity napedowe, sidy tarcia. Dalej rozpatrzono
tylko takie sity w parach kinematycznych, ktére spedniaja warunek:

w G - - (15)
gdzies
[$ 16 - macierz sit dziatajacych na i-ty czton opisane w globalnym
uktadzie wspoétrzednych,
[ Ni_-]-1IG ~ macierz sit dziatajacych na (i-1)-ty czton opisane w global-

nym uktadzie wspédrzednych.

Sity dziatajace na i-ty czton opisane w globalnym uktadzie wspétrzednych

mozna przedstawi¢ w postaci:
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[£i]1G = [2i][Ti]T. (16)

Korzystajac z warunku (14) mozna Wykaza¢, ze do miary przymusu Gaussa na

lezy dodac¢ sume;

gdzie:
p

N g
X
o
.

<17

[
1]

- oznacza liczbe par kinematycznych VI klasy wystepujacych w ukkadzie
opisanych wzglednym katem obrotu w parze kinematycznej,

- odpowiada momentom rozwijanym na wale silnika lub wale cztonu poka
czonym w j-tej parze kinematycznej Ml klasy (z uwzglednieniem momen
tu pochodzacego od sity tarcia)

- oznacza przyspieszenie wzgledne w j-tej parze kinematycznej V! klasy
miedzy czdonami, ktdérych wzgledne przemieszczenie opisane jest ka-
tem obrotu gz.

W przypadku gdy bardziej przydatnje okaza sie inne wspétrzedne uogélnione

(p-

Iub

to do

gdzie:
m
q

zwigzane z pierwotnym uktadem wspétrzednych réwnaniem

< = fi(al,....qm,  §=1,2,....p, @8
“ 2 gf* il + eee” @
i=1
miary przymusu-Gaussa nalezy zamiast sumy (17) doda¢ wyrazenie:
m P Qf m
20
2< MJ gai> \ "2QA' 0
=1 j=1 1 1=1

- liczba par kinematycznych w ukkadzie,
- sidy uogélnione odniesione do wspodrzednych uogdlnionych

R6zniczkujac dwukrotnie wzgledem czasu rownanie sprzezenia (4) otrzymamy
zwigzki liniowe wzgledem przyspieszen :

(21)
[¥i.j3 -[Sa-n.Jk,]+ ¥ tcj]-
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gdzie:

- | ]
E§j\]1 =T jj] d q »

tcjl = 2[i(i-D,i] s Nl 2 qj
n - liczba cztonéw wystepujacych w mechanizmie,
m - liczba kinematycznych par w uktadzie. s

Na kazdy czton moga dziata¢ sity zewnetrzne opisane macierzami , A |
oraz sity dziatajace w kazdej parze kinematycznej, ktére odnosimy do wspo4-
rzednych uogé6lnionych gn,...,qm (weddhug zwigzku (20)), otrzymujac wéwczas
sity uogoélnione Q.,’-..,Q dziatajace w kazdej parze kinematycznej. W roz-
patrywanej chwili czasu wszystkie sidy, predkosci i konfiguracje mechanizmu’
traktujemy jako zadane i wéwczas miare przymusu okresla zwigzek;

Z= 2 tr{? [TEI[HI1[T.,1T -[FFI[TATI- ~ Qj3j." @
1=1 j=1

gdzie:
n - liczba cztonéw w uktadzie,
m - liczba par kinematycznych w uk#tadzie.

4. Uwagi koncowe

Rozwigzanie powyzszego problemu ze wzgledu na g”,...,gm wydaje sie
niewystarczajace, poniewaz w macierzy [tJ znajduje sie dwanascie parame-
trow, okreslajacych przyspieszenie i-tego ciata sztywnego w globalnym ukta-
dzie kartezjanskim.._.Przyspieszenia ciata sztywnego okreslone sa tylko 6 pa-
rametrami. Konsekwencja tego jest ifakt,\ze elementy macierzy T. sa od siebie; .
zalezne, ale zwiazki miedzy nimi nie sg okreslone warunkami sprzezenia @4).
Jednak w szczeg6lnych przypadkach rozwigza¢ nie wymaga sie tak dokdtadnych
okreslen przyspieszen ciata sztywnego. Dotyczy to mechanizméw, dla ktérych
wartosci przyspieszen okreslaja przyspieszenia ciat sztywnych
[¥J , i=1,...,n. W tym przypadku miara przymusu Z w ostatecznym wyniku
zalezy tylko od przyspieszen wspétrzednych uogélnionych.

LITERATURA

[iJ DEN HARTOG, J.P. 1931. Forced vibrations with combined Coulomb and
viscous friction. Trans. ASME, APM-53-9, 107-115.



260 W. Ostachowicz, J. Szwedowicz

[2T1 MARUI, E. and S. KATO 1984. Forced vibration of a base-excited signale-
-degree”-of-freedom system with Coulomb friction. Trans, of ASME, vol,
106, Dec. 1984, 280-285.

£33 ROONEY)G.T. and P. DERAVX 1982. Coulomb friction in mechanism sliding
joints. Mechanism and Machine Theory, vol. 17, 3, 207-211.

£47] POPOV, E.P., A.F. VERESCHAGIN and S.L. ZIENKIEWICZ 1978. "Manipulatory
robotéw” . Nauka, Moskwa.

9MEKT [IPEHHH KYJIOMEA B HEPHOUHHECKOi i ABHKEHHH

Pes» me

B aaaxHse npHHaiia bo BHauaaae, Buciynanimie b uoabjisx npoMmuieHHUX podo-
tob, oujiht ipeHHH. KyaoMOa. YyVHTUBaeTCs. Tanxe BttoiynaHHe npocipaHCTB 3anep-
xaHHir ABExeHHA. MoAeab podoia npexciaBiiEeTca. KOHERHHMH aaeaeH TaaH a xeciKE-
MH teaaiia. Cbjih ipeHHH npHHHTii comaoBO c paCoiofl PoHea (1982). Bo Biopoft
aaoiBH pafioiH Hcnojib3yeioa. npaanan Payoca ajih paccuaTpaBaHHH aexaHH3Ma,
oocTosgero «3 coBOKynHooza xSotkhx zea, oOpa3y»nax uex”™y oo6ofi a spyrHMH
HenoABHXHHMH lexaua KHHeuaTHRecKHe napu.

THE EFFECT OF COULOMB FRICTION IN PERIODIC MOTION
OF INDUSTRIAL ROBOTS

Summary

In the paper the forced vibrations of manipulators are considered in-
cluding the influence of Coulomb friction. The analysis is based on the new
simple idea of stopping region. Using this technique, the behaviour of the
system in the low frequency range is examined.- The real system is modeled
by finite elements and rigid bodies. To obtain a noniterative method of so-
lution the first step is to formulate the friction velocity relationship in
a continuous form. The equations of a motion of the system are formed in
compliance with the generally accepted principle®s. In the second part of
the paper another method is showed. The solution of the equations of a mo-
tion is based on Gauss principle. A manipulator is modeled as chain of
rigid bodies, which are joined by kinematic pairs.
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