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Streszczenie. W pracy przedstawiono pewien sposób analizy kinema­
tycznej mechanizmów płaskich o dowolnej strukturze. Oparty jest on 
na równaniach opisujących zależności pomiędzy współrzędnymi określa­
jącymi położenie ogniw mechanizmów dla pary kinematycznej obrotowej 
i postępowej. Równania te po wprowadzeniu pewnych funkcji pozwalają 
na rozwiązanie zagadnienia położeń, prędkości i przyspieszeń przy 
wykorzystaniu zwykłych procedur rozwiązywania równań liniowych o 
stałych współczynnikach. Macierze układu równań obliczane są na dro­
dze iteracyjnej. W pracy przedstawiono algorytm zagadnienia oraz 
prosty przykład obliczeniowy wykonany programem bazującym na przed­
stawionej metodzie. Uzyskano zbieżność wyników obliczeń do wyników 
uzyskanych na drodze analitycznej.

W pracy £l3 przedstawiono pewne sposoby analizy dynamiki układów pła­
skich o zmiennej konfiguracji. Wśród tych układów istotne miejsce zajmują 
mechanizmy płaskie o dowolnej strukturze. Metody przedstawione w [l3 pozwa­
lają na analizę dynamiki mechanizmów płaskich o odkształcalnych ogniwach. 
Wśród metod tam omówionych jest metoda wymagająca znajomości przemieszczeń, 
prędkości i przyspieszeń dowolnego ogniwa mechanizmu traktowanego jako me­
chanizm o nieodkształcalnych ogniwach.

W celu wykorzystania praktycznego wyżej wspomnianego sposobu analizy dy­
namiki mechanizmów pojawiła się konieczność opracowania algorytmu i progra­
mu analizy kinematyki tych mechanizmów w przypadku, gdy ich ogniwa trakto­
wane są jako nieodkształcalne ciała połączone ze sobą w idealnych węzłach 
kinematycznych. Zadanie rozwiązania kinematyki tych mechanizmów sprowadza 
się do wyznaczenia przemieszczeń, prędkości i przyspieszeń dowolnego punk­
tu każdego nieodkształcalnego ogniwa mechanizmu.

Nieodkształcalne ogniwo swobodne mechanizmu w układzie płaskim ma trzy 
stopnie swobody, które mogą być Opisane przez trzy współrzędne: x^, y^ -
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przemieszczenia dowolnego wybranego punktu ogniwa w kierunku osi x i y 
nieruchomego układu odniesienia oraz - kąt ustawienia danego ogniwa
mierzony wzglądem osi x. Każde dwa ogniwa łączą sią ze sobą za pomocą 
węzłów kinematycznych,tworząc parą kinematyczną. Dla układu płaskiego są 
to pary kinematyczne obrotowe lub postępowe |̂ 2j.

Znając przemieszczenia x ^  , wybranego punktu ogniwa o numerze i 
oraz jego kąt obrotu można wyznaczyć przemieszczenia dowolnego punktu
tego ogniwa. Podobnie sprawa się przedstawia w przypadku prędkości i przy­
spieszeń dowolnego punktu ogniwa.

Para kinematyczna obrotowa 
(rys. 1) może być opisana 
wielkościami x ^  y^, x^,
yj . Między tymi wielkościa­
mi zachodzą zależności

x^ + a^ cos<(| = Xj + â  cos^., (1)

yi + ai sin<fi = yj + aj s in lPj-

Dla pary kinematycznej po­
stępowej (rys. 2) zależności 
pomiędzy współrzędnymi opisu­
jącymi jej położenie są nastę­
pujące:Rys. 1

Rys. 2

xi + xwj • 0 0 5 + hj sinfl'
(3)

yj - słn<fł “ hj 003‘fi'
(4)

Podczas ruchu mechanizmu wiel­
kość h.3 jest stała, natomiast

wjzmienna jest wielkość 
oznaczająca przemieszczenie 
względne ogniwa i względem j. 
Po wyrugowaniu wielkości xwj 
ze wzorów (3) i (4) otrzymują 
one postać:

*i sintfł * xj sin<Pi + yA cosyż - y cosf. = h^.

W ten sposób uzyskano po dwa równania opisujące położenie ogniw mechanizmów 
płaskich. Mają one dla pary kinematycznej obrotowej postać:
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(7)

y i  " Y j  +  at sinf± -a.. sin<¡z = O ( 8 )

a dla ] pary kinematycznej postępowej v-ostać -następującą:

-xi sinia ł sinift + y i  c o s - y^ cos^ = hj' (9)

y>i - const. ( 1 0 )

W każdym mechanizmie występują również ogniwa bedące ostoją. W tym przypad­
ku równania je opisujące mają postać:

x.̂  = const,

= const.

W przypadku, gdy mechanizm płaski składa sie z n ogniw nieodkształcal- 
nych, liczba współrzędnych opisujących położenie mechanizmu jest równa 
w = 3 . n. Liczba równań opisujących zależności pomiędzy tymi współrzędny­
mi jest równa:

r = 2(n^ + n2) + 3 . n^ (12)

natomiast liczba stopni swobody mechanizmu jest równa: 

s - w - r = 3 n - n^ - 2 n^ + n2<

gdzie:
n.j - liczba par obrotowych mechanizmu,
n2 - liczba par postępowych mechanizmu,.
n^ - liczba ogniw stałych ostoi.

Równania (7-11), które można przedstawić w postaci:

tworzą układ równań algebraicznych nieliniowych. W celu rozwiązywania rów­
nań nieliniowych (14) wprowadzono następujące funkcje:

yi = const ( 1 1 )

fk = fk( (xi'yi* ■' 'fi) ~ 0; i=1, • •. ,n; k=1 (14)

(15)
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Wówczas równania (7r1Ó) przyjmują postać ;

xi “ xj + ai ' cl<4 ) * ^i " aj • c('fj> '_¥j = 0

yA - yj + a± . sl^ł . aj . sf^) . ^  = 0

(16)
-sin . x± + sint^ . ■+ c o s ^  .. yi - cosipz . y.. - Ik = 0

^ i " ?j ~ % = 0

W takim przypadku nieliniowy układ równań (14) można przedstawić w po­
staci macierzowej:

F - macierz o wymiarach r x w,
x - macierz kolumnowa zawierająca wszystkie współrzędne opisujące poło­

żenie ogniw mechanizmu,

x = col(xi, yx, tpi) , i=1,... ,n.

Macierz F jest macierzą prostokątną zawierającą elementy bądź zerowe,bądź 
równe +1 lub -1, bądź jedną z funkcji cl^), sfift), bądź też funkcją sinyi 
lub cosi^. Wynika to z postaci równań ¡(16).

Dokonując podziału wektora x na

Wektor xn współrzędnych niezależnych w przypadku mechanizmów ma wymiar 
równy liczbie stopni swobody s, który pokrywa się z ilością ogniw napędza­
jących. Ruch tych ogniw jest zawsze znany, w związku z tym znany jest rów­
nież wektor:

F . x = 0, (17)

gdzie:

(18)

gdzie:
xn - wektor współrzędnych niezaJeżnych,
x2 - wektor współrzędnych zależnych mechanizmu,

układ równań (17) uzyskuje postać:

(19)

x_ = x (t) . n n
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Macierze A i B występujące w (19) uzyskuje się poprzez odpowiednie przed­
stawienie kolumn macierzy F.
Równanie (19) przekształca się do postaci:

Obliczenia wektora xz dokonuje się znając wartości elementów macierzy A 
i B. Dokonuje się tego w sposób iteracyjny. Wektor xz dla czasu tk obli­
cza się na podstawie znajomości elementów macierzy dla czasu t 1 popra­
wionych poprzez zależności kinematyczne. Równanie (20) pozwala więc na obli­
czenie wektora współrzędnych xz przy wykorzystaniu procedury rozwiązywa­
nia układu algebraicznych równań liniowych.

Różniczkując (20) względem czasu uzyskujemy układ równań:

A . ¿2 = -B . xn - -B . X - A . xz, (21)

w którym kropki oznaczają pochodne względem czasu.
Z układu równań (21) można wyznaczyć wektor xz prędkości współrzędnych 
zależnych ogniw mechanizmu dla czasu t^ na drodze rozwiązywania układów 
algebraicznych równań liniowych.

Różniczkując względem czasu równanie (21) otrzymujemy"J

A . xz = -B . 5fn - 2 . B . - B . xn - 2 . A . xz - A . Xz, (22)

z którego można wyznaczyć przyspieszenia x*z współrzędnych zależnych dla 
czasu t^, również na drodze rozwiązywania układu algebraicznych równań 
liniowych.

Obliczenia powyższe można przeprowadzić krok po kroku w następujących 
po sobie chwilach czasu,uzyskując dzięki temu przemieszczenia, prędkości 
i przyspieszenia wszystkich ogniw mechanizmu.

Na podstawie wyżej podanego algorytmu opracowano program obliczeń kine­
matyki niektórych mechanizmów płaskich. Ogólny schemat programu przedsta­
wiony jest na rys. 3.

Na podstawie opracowanego programu obliczeń przeprowadzono testy dla 
kilku mechanizmów płaskich. Wyniki uzyskane są pozytywne. Jako przykład 
ilustrujący podany algorytm i program obliczeń przedstawiono poniżej obliczenia 
przemieszczeń prędkości i przyspieszeń ogniw mechanizmu jarzmowego (rys. 4).. 
Dane mechanizmu wziętego do obliczeń:

r = 1 m/ 11 = 4 m, 12 = 2 m, a = 2, b = 5 m.

Obliczenia przeprowadzono dla dwóch przypadków zmiany kąta = ^^ •
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Rys. 3
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Współrzędna jest współrzędną niezależną, natomiast pozostałe współ­
rzędne są od niej zależne.
Wyniki obliczeń przedstawiono w postaci wydruku z komputera na rys. 5. 

Wyniki porównano z wynikami analitycznymi dokładnymi. Uzyskano ich zgodność.

LITERATURA

[i] WITTBRODT E.; Dynamika układów o zmiennej w czasie konfiguracji z zasto­
sowaniem metody elementów skończonych, Zeszyty Naukowe PG, Gdańsk 1983, 
Nr 364, Zeszyt XLVI, Mechanika.

[2 3 PARSZEWSKI z.: Teoria Maszyn i Mechanizmów, WNT, Warszawa 1974.
[3] SAWIAK S., WITTBRODT E.: Analiza numeryczna kinematyki mechanizmów pła­

skich, Materiały Sesji Naukowej PG, Gdańsk 1985.



Rys. 5a

288 
S. 

Sawiak, 
E. 

Wittbrodt



ílturtui rr t*A'irir1 s '* rY sa 2 (1 />  ™ 2 * j ti js v  A f1 2 .* l* .1 7
é» ;rri-r î;y »op.; jtt*tnrd«;!-op-s.viaic* o» rzc*1H *t i j .î* :.? ; vsi.-c
PlCUfTuT S”aY5»?

Ill ?



290 S. Sawiak, E. WittbrodC

BOMEHKtECKHM AHAJIH3 KHHEMAIHKH MEXAHH3M0B 

B MATPHHHOM HOflXOfiE

P e 3 » m  e

B pafioTe npe&CTaBjisK Mesos KHHeMSTH^eoKoro aHiuiH3a naocxiix MexaHHauos 
npoH3Bo,HHofi oipyKTypn. Meiofl onapaeT cs Ha ynpaBxeHHax cbsbh KoopflHHas no- 
xoxeHHfi 3B6HBGB flaffi BpanaiexBHoS h nooTynareaiHofi KHHeisaiH'tecKHX n a p . 
IIpeaoTaBaeB axxropaiM  KounBSDiepHofi nporpanMH h pacagTHKfi npauep pemeHHfi 
peaxBHoro MexaHH3Ma. Hiora komhbbtepnnx pemeEH& oorxacaa c aHaxKiKHeoKBMH.

NUMERICAL ANALYSIS OF KYNEMATICS OF MECHANISMUS BY MEANS 
OF MATRIX FORMULA

S u m m a r y

There is shown some way of the kinematic analysis of planar mechanisms 
in this paper. The analysis is based on equations describing dependences 
between coordinates of links for the rotating and sliding kinematic pairs. 
The algorithm of the method is given, and the simple numerical example is 
calculated. The obtained results show a good accuracy in comparing with 
the analytical ones.
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