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ZASTOSOWANIE FUNKCJI PRZENOSZENIA B& ANALIZY DYNAMICZNEJ
MECHANIZMOW Z UWZGLEDNIENIEM TARCIA W WEZLACH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode analizy ruchu mecha-
nizméw o jednym stopniu swobody pod wptywem sit zewnetrznych z uwzgled-
nieniem tarcia w weztach. Ruch mechanizmu opisano jednym nieliniowym
réwnaniem rézniczkowym o parametrach zredukowanych, w ktérym czdon
dysypacyjny opisuje moc tracong na tarcie. Parametry zredukowane i
obcigzenia zredukowane wyznaczono wykorzystujac funkcje przenoszenia.
Sity tarcia wyznaczono iteracyjnie z warunkéw réwnowagi kinetosta-
tycznej. Podano przyktad liczbowy ilustrujacy zastosowanie metody do
analizy mechanizmu korbowo-suwowego.

1. Wstep

Zagadnienie analizy ruchu mechanizméw pod wptywem sit zewnetrznych z
uwzglednieniem tarcia w wezdach ma bogata literature [i], [2]. Wiekszos¢
przedstawionych metod analizy rozpatruje warunki réwnowagi dynamicznej po-
szczeg6lnych ogniw z uwzglednieniem wiezéw geometrycznych, co prowadzi do
koniecznosci rozwigzywania uktadéw roéwnan rézniczkowych, przy czym sity
tarcia wyznaczone sa iteracyjnie w kazdym kroku catkowania réwnan ruchu.

W niniejszej pracy przedstawiono sposob analizy ruchu mechanizméw piaskich
o jednym stopniu swobody pod wpitywem sit zewnetrznych przy uwzglednieniu
oporéow tarcia suchego w weztach. Ruch mechanizmu opisany jest jednym nie-
liniowym réwnaniem rézniczkowym o parametrach zredukowanych, a tarcie
uwzglednia sie przez odejmowanie w kazdym kroku catkowania czdtonu dysypa—
cyjnego. Moc tracong na tarcie wyznacza sie analizujac warunki réwnowagi
kinetostatycznej mechanizmu w kazdym kroku catkowania, a sity tarcia wy-
znacza sie iteracyjnie. Do wyznaczenia parametréow zredukowanych,jak i re-
dukcji sit tacznie z sitami tarcia wykorzystano funkcje przenoszenia.
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2. Réwnanie ruchu

Dokonujac bilansu pracy sit dziatajacych na mechanizm oraz wyznaczajac
pochodng energii kinetycznej wzgladem czasu [3J otrzymuje s>ig zaleznos¢:

-NS1NG+ N -V (1>
gdzie:
0 - energia kinetyczna mechanizmu.
Ng — moc sit napedowych.
Nb - moc sit ciezkosci,

Ny - moc oporéw uzytecznych.
Nt - moc rozpraszana przez sidy tarcia..

Traktujac moc rozwijana przez sity napedowe, sity ciezkosci, sity oporéw
uzytecznych jako moc sit zewnetrznych
staci:

f = Nz - Nt. (&)

Zaktadajac, ze mechanizm posiada jeden stopien swobody, mozna analizowac
jego ruch pod wptywem sit zewnetrznych jako ruch jednego ogniwa posiadaja-
cego mase zredukowang Bz, redukujac do tego ogniwa wszystkie sidty zewngtrz-
ne oraz sity tarcia:

BZA2 +1 6t (> =MZ“V ®

gdzie:
~ - wspoétrzedna okreslajgca potozenie ogniwa napedowego,
B,, - zredukowana masa mechanizmu.
Mz - zredukowane sity zewnetrzne,
- zredukowane sity tarcia.

Oczywiscie parametry zredukowane nalezy rozumie¢ w sensie uogélnionym, za-
leznie od tego,czy ogniwo redukcji wykonuje ruch postepowy czy obrotowy.
Stosujac do okreslania parametréw zredukowanych metoda pokazanag przez Dran-
ga i Manolescu [5” mozna napisac:

B, = ST MS,

A=2S8Thn, @

Mz = ST t?2,
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gdzie:
S - wektor funkcji przenoszenia | rodzaju,
R - wektor funkcji przenoszenia 11 rodzaju,
M - macierz mas,
P - wektor sit ze:metrznych Htacznie z sitami ciezkosci dziatajacych na
poszczegbélne ogniwa zredukowany do $rodkéw mas ogniw,
przy czymij
col juq1- sT2" s13- s SnL- shoe wn3j-
a =col guggr r12 izt ez rni® rn2* rn3]"
= diag Jm1, © gy m2 ... ., mn, mn® Jnl-
® =col g>n e v BY A Mn A
n - liczba ogniw ruchomych mechanizmu.
Moc tracong na tarcie wyznacza sie jako sume mocy traconych w wezdach

obrotowych i postepowych. Moc tracony na tarcie w wezle obrotowym "k 4g-
czacym ogniwa "i" oraz "j” wyznacza sie z zaleznosci:

Nk = Mik mFKk” % 1“6 - WjI=Fk~ ~ 1Si3 ~ —j3l«l" (G
gdzie:
Fk - reakcja w wezle obrotowym nr “k",
T

- moment tarcia w wazle “k”,
- wzgledna predkos¢ katowa ogniw potgczonych wezdem 7k*,

dft - Srednica czopa w wazle “K".
W przypadku gdy ogniwo redukcji porusza sieruchem postepowym ), nalezy
zastgpi¢ przez V1, a funkcje przenoszenia s”3 i s™3 maja inne dymen-
sje.
Wazet postepowy zamodelowano umieszczajac sktadowe reakcji w narozach suwa-
ka, co zilustrowano na rysunku 1. Kierunki reakcji Fql~ * Fqg2~ pozwala-
jJjace ustalié naroza suwaka, w ktérych dziataja sity tarcia, mozna okreslic
z warunkéw roéwnowagi kinetostatycznej [[BJ lub stosujac funkcje sterujace
[*2J. Wartos¢ predkosci wzglednej ogniw i oraz J wyznacza sie wykorzy-
stujac funkcje przenoszenia dla punktow A~ i A™ pokrywajacych sie w da-
nej chwili z sobg. Moc tracong w wezle postepowym okresla zaleznos¢:

= <K 17| + |[Fg2)P> ~q|VSil + Si2 -V Sj! + ~2 1| (6)
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Rys. 1.

Catkowita moc tracona na tarcie bedzie réwna sumie mocy traconej w wezdach

postepowych i obrotowych=

k=r q=p
»T = 2 »z & 2
k=1 g=1
gdzie:
r - liczba weztdéwobrotowychmechanizmu,
p - liczba weztdéwpostepowych w mechanizmie.

Wyrazenie okreslajace zredukowane sity tarcia MT () otrzymuje sie dzie-
lIac moc tarcia NT (2) przez predkos¢ ogniwa redukcji:

k=r q=p
«T - 2 * 2 AV *i, «*«
k=1 g=1
p2 2
V SJT + Sjn
Reakcje , Fa nalezy wyznacza¢ w kazdym kroku catkowania.

3. Wyznaczanie reakcji w wezdach

Reakcje w wezdach wyznacza sie z warunkéw roéwnowagi kinetostatycznej
poszczegblnych ogniw. Do okresSlenia sktadowych przyspieszenia wykorzystuje
sie funkcje przenoszenia. Dla kazdego z ogniw z wyjatkiem ogniwa redukcji



Zastosowanie funkcji przenoszenia. 295

uktada sie trzy warunki réwnowagi w kierunku osi x, y oraz warunek row-
nowagi momentéw. Dla ogniwa redukcji uktada sie dwa warunki réwnowagi,
spednienie trzeciego zapewnia réwnanie roézniczkowe (3).

Uwzgledniajac, ze sidty wzajemnego oddziatywania ogniw sg réwne i przeciwnie
skierowane,mozna warunki réwnowagi Kinetostatycznej | zapisadé w postaci macie-
rzowej :

WF =B + P + T, (©)]

gdzie:

=
1

macierz wspotczynnikéw skdadowych reakcji,
- wektor niewiadomych reakcji,

wektor sit bezwkadnosci,

- wektor sit zewnetrznych,

= T O p
1

- wektor sit tarcia.

Réwnanie (9) mozna rozwiagza¢ tylko iteracyjnie, bowiem sity tarcia zaleza
od wektora reakcji F. Reakcje w weztach obrotowych wyznacza sie majac
sktadowe wektora F:

Fk - V<Fk>2 + <pk> = <io>

Sity tarcia o @ i momenty tarcia T wyznacza sie analogicznie
jak we wzorach (5), (6), (7). Wspédczynniki tarcia moga by¢ funkcja pred-
kosci wzglednie innych parametréw ruchu. W wiekszosci prostych mechanizméw
réwnanie (9) da sie rozwik#adé analitycznie,co znacznie skraca czas obliczen
numerycznych.

4. Rozwigzanie roéwnan ruchu

Rozwigzanie réwnania (3) wymaga wyznaczenia w kazdym kroku catkowania
cz#onu dysypacyjnego MT. Przyjeto nastepujacy schemat postepowania itera-
cyjnego:

d2tf. . dB d«i 2
BZ ~2~ + 2 d°T “dt” = MZ( h ' 21> " MT(i-1)* <11)
Na podstawie tft, & , wyznacza sie”
a nastepnie z rownania (7), ktérg to wartos¢ wstawia sie do réwnania

(11) i powtarza obliczenia.
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Proces iteracji prowadzi sie az do spednienia warunku

5. Przyktad obliczeniowy

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla mechanizmu korbowo-suwowego

przedstawionego na rysunku 2. Mechanizm napedzany jest momentem M
i obcigzony sita: P = P(t) =P . sign(s31 .tf) .

Paiyn(S3<-¢>)

Rys. 2

Odpowiednie funkcje przenoszenia wyrazajg sie wzorami:

hl sin™; sl12 = cos” ;

42 = arcsin VT_:_AZETH Td*B, - = Xsi-n’\i _____
vi - Azsin2
die 2 d ip.

S21 1 sinYi * h2@aj") <* cos<B + h2 din~ sin2*

= Kq -

ay
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&&ft 2 d2<p?
322 = _l1sIntf] + h2 e sin”2 " h2 TT" cos<ft-
n df

dA2 A2 - Dsin”

23 dVv n @ - A2 sin2n,3"2°"

a2
§32 = -118in® + X2 d” Sin% ; s32 =0; s33 = °°

ril = "b” 03" ri2 =

2 2 d2n2
r21 = -licos“1 + h2@[T) cosvz +h2 T - Sinft’

e~ 2 ,d cf2
r22 = "h-,31"?-, + h2(d”*) Sini® " h2 cos(ch®
d2cf2
d(?2 2 d "2
r3i = -ii003™ + 12(d'|r'i') cosf2 * x2 — 2~ sin(t2-

Parametry zredukowane mechanizmu zgodnie ze wzorem (4) okreslaja zaleznosci:

BZr = mlI<sll + s?2> + m2<S21 + s22> + m3S32 + J1S13 + J2S23 + m3S31l-

dBzr
=mi@il rii + S12 r12} + m2*"
dBZr
d™r- =ml(rll S11 + rl12 S12* + m2(r2l s21 r22 S22+

+ m3 s31 r31 + J2 ri13 s23,

$Tp = MSN G1S12 ™ G2S22 4 P S 31-
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Warunki réwnowagi kinetostatycznej mechanizmu z rys. 3 maja postac:

- F2 "Vv Ssi1 ri1inz)’

F1 - F2 =m1(sl2”™ +rl1242) +ml g~

F2 - F3 =m2(s21? +r2172)*

F2 " F3 em2(S227~4Vv22~) +m2 g*

-F~hj sin(f2 + F2h2 cos<2 ” h2"F3 sin®® + *F2 ~ h2*F3 cos<R2 =

*J2(S237+ r23n> + M21 ¢ M32°

F* = m3(s31? + r3in2) - t ‘- t "2>,

F3 + Fil) + F42” =m39°

-F<1)b, ¢ F"2)b2 = M*2- t"11signF*1l - T<2) signF*2”.

Powyzszy uktad réwnan +atwo rozwigza¢ analitycznie i wyznaczy¢ sktadowe
reakcji. Reakcje w weztach wynosza:

/ 2 2

F1 = VtFD t <F9)
/ 2 2

2% vEe + FD
2 2

F3 = Y<Fp + F3

Sity tarcia i momenty tarcia okreslaja zaleznosci:

T41) =~ Fill sign(s31¥); t{2) =74f “21 Sign(S3iyp)

*01 = F1d1/2~ sign(P
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~32 A3 ~A3/7273 ANiejn ( 1

a funkcja dysypacji ma postad:

D1 -
T 21 1 o 231+ (<140 12,0 U g~

Obliczenia numeryczne przeprowadzono na mikrokomputerze [1BM PC dla df

L1 = 0,1 m L2 = 0,4 m hl = 0,02 m h2 = 0,2 m
11 = 0,04 kgm 12 = 0,05 kgm bl = 0,05 m b2 = 0,03 m
ml =5 kg ml = 2 kg m3 = 1,5 kg ds = 0,05 m
Mo = 100 Nm P =500 N h = 0,001 s eps = 0,01
dl $ 0,06 m d2 = 0,04 m d3 = 0,03 m c =0,03m

Réwnania roézniczkowe (3) catkowano metoda Rungego-Kutty. Na podstawie te-
stowania programu(ktérego czesciowe wyniki przedstawiono w tabeli 1,usta-

Rys. 3
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+ono krok catkowania h = 0,001 s. Przebieg predkosci katowej w czasie dla

réznych wspoétczynnikédw tarcia przedstawiono na rys. 3, a wartosci reakcji
F w wezdach w ruchu ustalonym obrazuje rys. 4.

Krok catkowania

h [s] t=0,5s t=1,0s
0,01 139,1663 140,7359
0,001 153,0763 129,5863

0,0001 153,0582 129,5782
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6. Uwagi i wnioski korncowe

Przedstawiona metoda pozwala na 4atwag analize, dynamicznag mechanizméw
ptaskich z uwzglednieniem tarcia w wezdach oraz wyznaczanie wartosci reak-
cji w wezktach w trakcie ruchu przy dowolnym obcigzeniu mechanizmu
P =P(® > ©) i dowolnych sitach napedowych MgN = v " co Czv~
ni ja szczegdlnie przydatng dla konstruktoréw. Czas analizy numerycznej
ruchu mechanizmu do chwili t = 3s wynosi 5 min. Warunek zbieznosci dla
£ = 0,01 wymagat Srednio 2 krokéw iteracji.
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HPHMEHEHHE syHKimw EEPEHOCA B JHHAUFFIECKOM AHAJDJ3E MEXAHH3MOB
C y“ErOM TPEHHH B Y3UX

Pe3bue

B padote npenciaBjieH ueioA aHajiH3a fIBHseHHa MexaHB3MOB C oaho8 oieneHtB1
cboOoah non BjiHHHHeM BHenmax cun h ¢ yRdTOM ipeHHA b yaaax. ~BuSeBBe wexa-
HH3Ma omicaHO npa noMogn oahoto HejtHHeiiHoro AH$<})epeHJinajii>Horo ypaBHesHa
penynapoBaHHtix napaMeipoB, b kotopom AHCcunagHOHHirit meh npenoiaBasei Mom-
hoctb, 3aiparHBaeMyxi Ha iperae,

llpHBeneHHue napaMeTpu h Harpy3KH onpeAeneHH npn Hcnoab30BgHBH <I>yHKRKH |,
nepeHoca. Chjih TpeHBH onpenejieHH HTepaimoHHMM cnocoOOM H3 ycnoBBil KHHeua-
THHeCKOrO paBHOBeCHH. IIpHBOAHTCH, HHCAeHHHfi HpHMep, HAXBCTpHpyX>«1li8 npHM6He-<
HHe AaHHoro ueiona ata aHajiH3a KpnBom2nHO-noji3yHHoro MexaHH3Ma,
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THE APPLICATION OF THE TRANSMISSION FUNCTIONS TO THE
DYNAMIC ANALYSIS OF MECHANISMS WITH FRICTION IN PAIR BEARINGS

Summary

The method of analysis of one degree of motion mechanisms under the in-
fluence of the external forces with friction in pair bearings has been pre-
sented in this paper. The movement of the mechanism has been described by
a nonlinear differential equation with reduced parameters. The dissipatio-
nal term of the equation circumscribes the power lost due to friction.

Reduced parameters and reduced loads have been defined by the applica-
tion of the transmission functions. The friction forces have been calcula-
ted interatively out of the conditions of the dynamic equilibrium. A nume-
rical example which illustrates the application of the method to the analy-
sis of the slidercrank mechanism has also been presented.
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