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Streszczenie. W pracy podano i rozwigzano sprzezone roéwnania réz-
niczkowe drgan gietnych watu z utwierdzonymi centrycznie waskimi tar-
czami kotowymi, obracajacego sie ze stalg predkosciag katowg.

W réwnaniach pominieto wptyw odksztakcen postaciowych jako nie-
znacznych dla przekrojow kotowych watu; wpiyw momentéw giroskopowych

uwzgledniono tylko od tarcz, ktére sa traktowane jako sztywne

kretne .

i dys-

W koncowej czesci pracy wyprowadzono wzory dla drgan gietnych wy-

muszonych sidami poprzecznymi skupionymi i rozdozonymi w sposéb cia-

gty

przy uzyciu dystrybucji Diraca.

Referat stanowi streszczenie, w ktérym pominieto przykdad

2agadnienie rozwigzano za pomocag przeksztatcen catkowych Laplace®a

liczbowy

oraz szereg przeksztakcen i wyprowadzen. Jednakze uwazny Czytelnik na
podstawie podanego algorytmu obliczania czestosci drgan wkasnych oraz

wzoréw moze przeprowadzic¢ obliczenia.

1. Réwnania roézniczkowe drgan gietnych whasnych

Rozwazmy drgania gietne waktu jednoprzestowego o statej sztywnosci

utwierdzonymi centrycznie - prostopadle do osi watu - cienkimi tarczami

kotowymi, rys. 1.

Réwnania rézniczkowe drgan gietnych watu, przy uwzglednieniu momentéw
giroskopowych tarcz oraz pominieciu wpdywu odksztakcen postaciowych - jako

nieznacznych, maja postac:

- iy U i; + Joigjz"G@i ;9] - (x-anj

0
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itk - masa i-tej tarczy, - moment bezwhkadnosci i-tej tarczy wzgledem
gtoéwnej osi centralnej prostopadtej do osi watu, JQi - moment bezwkadnosci
i-tej tarczy wzgledem osi watu, Fg = const - jednostkowa masa watu - biezaca
EJ = const - sztywnos$¢ zginania watu, oj - const - predkos¢ katowa watu

B2V -0 - Mg"(x:the EIZIVOGE) |prz(it) + A —jmz (@ -t) <S(x-al) +

Liz'{a;t) - JOjajy(ai ;O] 6j(x-aDj- = 0

gdzie:
SM = gI]'Oo “ dystrybucja Diraca, zgaszone dla
ij ®-d 1f _ dystrybucja Diraca 1 rzedu ujemnych argumentow

dx

Ze wzgledu na symetrie osiowg, drga¢ whkasnych bedziemy poszukiwali w
postaci:

y(x;t) = fX) cos pt

dla drgan wspo6tbieznych

z(x;t) = f(X) sin pt

oraz w postaci:

y(x;t) = f(X) cos pt
dla drgan przeciwbieznych
z(x;) = -f(x) sin pt
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Dla obracajacego sie ze stala predkoscig katowg u) watu, w ktérym tar-
cze sa osadzone centrycznie i prostopadle do jego osi, jest oczywiste, ze-
powstate na skutek zachwiania stanu réwnowagi wygiecie jest linig ptaska
(moment skrecajacy od sit bezwkadnosci nie istnieje) i pozostaje w ptasz-
czyznie wirujacej wzgledem osi x-6w ze stakg predkoscig katowg ’p" bedaca

predkosciag precesji tarcz osadzonych sztywno na wale. Predkos¢ precesji 'p"

jest zarazem czestosciag drgan gietnych watu, swobodnych.

Jezeli kierunek wirowania ugietej osi watu jest zgodny z kierunkiem
obrotu watu,to drgania takie bedziemy nazywali drganiami gietnymi wspod-
bieznymi. Jezeli natomiast nie bedzie zgodnosci kierunkéw obrotéw, drgania-
mi g etnymi przeciwbieznymi.

W szczegélnym przypadku,gdy predkos¢ katowa watu t jest zgodnie skie-

i jej réowna, ruch drgajacy watu staje sie

rowana z predkosciag precesji 'p
aperiodyczny i ugiecie watu rosnie na skutek rezonansu (nhie rozpatrywanego
w pracy), jaki zachodzi wtedy miedzy dostarczang energia od ruchu obrotowego
watu na jego zginanie” a.czestoscig zginania w ruchu swobodnym; taki kry-
tyczny ruch bywa nazywany kotowym.

Dysypacja energii, ktérg w pracy pominieto, przy "obrotach krytycznych"
@lir » p) jest bardzo mata, wzrasta natomiast nieco, gdy iloraz ~ maleje.
Silniejszy wzrost dysypacji wystepuje przy drganiach przeciwbieznych,gdyz
na skutek tego, ze ruch obrotowy ugietej osi watu odbywa sie w przeciwng
strone niz jego obrét, wzajemne przemieszczanie sie czasteczek watu jest
znacznie intensywniejsze niz przy drganiach wspétbieznych. Jest to powdd,
dla ktérego drgania gietne przeciwbiezne bez udziatu powstrzymujacych ten
rodzaj ruchu, okresowych sit zewnetrznych nie zachodza.

Dwa réwnania czastkowe redukuja sie zatem do jednego zwyczajnego (po
rozdzieleniu zmiennych):

£ + 2[mif<ai)S(x-ai) -(CJI ~ HHFf*~) s, U-a,)]} =0,
(1)
gdzie znak minus przy “jednomianie JQ~ odnosi sie do drgan wspoétbiez-
nych, natomiast plus do drgan przeciwbieznych (* > 0).
Stosujac przeksztatcenie Laplace™a w dziedzinie zmiennej zespolonej,
mamy dalej”

2
s4f(s) - s3F) - s2F Q) - sE©) - PO - |J{FpF(s) +2&!Vif<ai> +

“@rToiMNi -1 -
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W dziedzinie zmiennej zespolonej funkcja ugiecia ma zatem postac;

s3f(0) + s2F@Q) + sF©) + f'©) +cfi2 [F@)-B2(T uf" (@ s]Ajle
fe = 4— 4-

gdzie oznaczono:

*  —i2# ; » .- -p oraz * o= =

A R 5 (cheCX + cosocx) = Sferx),
S -

- (shcex + sincex) :—lT(ocx),

")
N
8
i
o
B

C 1 1
-1-—— 7 0— O0— k (choex. - coscex) = —" Uicrx) ,
s4 - dA 2 o2
A A “=nhs -J— (shcex - sinef) = FP Vfcex)
s - 2eC F

po przejsciu do dziedziny zmiennej rzeczywistej| mamy:

f(xX) = S@) + D2T(cx) + D3U(erx) + D4VFax) +

+ 2 1 G6(=x;@) V[ax(x-ai)l + H(cC;p;ai> U [cc(x-a-.)] j

gdzie dla ujemnych argumentéw funkcje sa gaszone.
State catkowania oznaczono:

D f(ot; D2 = ~ » ; D?/;\: i201 oraz Uug =i i
2

ac

przy tym oznaczono :
G(cC;ai) = cCAilf(ai> oraz H(cC;™a..) ="AjJBjI3 @ - A £)F (at)

Korzystajac z funkcji (2), dla wielkos$ci GicCja®) oraz H(cf;~;a") mozemy
r»a>is?.w wzory rekurencyjne:
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y=h=1
x
2 {G<tfFay> v [«<ai-ay0 " Ht*ipfay) ufcC”-a~] 1
L J=1 J
D1S(ocai ) + DjTtcckj™) + D3U(«ai) + D4V tea.”™] oCA+l
(©)
rv=i-1
2  {GzcC;av) u[cC(ai-ay)] - H(<*;£;av) T~a”ay)] 1
V=1

- PIV(emi) ¢ DjStcea” + D3Tfcea.) + DAUTera™I”~ A A 1 3(|-y «

gdzie dla i = 1, mamy oczywisciei

G(oC;al) =[DIS(cCal) + DjTlera™ + DjUteca™ + D”bra, )JcrA,+

oraz
Hte.-"sa” = [d,V (&) + DMIcCa.,) ¢ DjTtaa”™ +
+D4uU(cCal)]ar3A, B, 13 (J7y, )
gdzie ~ Ji p dla drgan wspotbieznych; -jt dla drgan przeciwbieznych

(zawsze " > °) e
Rozpatrzmy najczesciej spotykany przypadek, a mianowicie swobodne pod-
parcie koncéw watu,dla ktérego state:

D, =D3 = 0, gdyz F(©O) = £'()

Rozwigzujac uktad réwnan () dwukrotnie przy D2 = 1; D4 = 0 oraz
D2 = 0; D4 = 1 przedstawimy jego pierwiastki w postaci:

G(oC;a.) = DG*(cC;a ) + D.G"cna )

H(CD;“;ai) _ * D4H(OC;f;a-)

Podstawiajac powyzsze wyrazenia w funkcja (2), mozemy jg zapisa¢ w po-
staci:
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fX) » D2{t Ecx) + vfeflx-anrJ - 2 HlcF;~%ai)u[cc(x-ai)l j +
i
- D4{v(ex) +2 Grofai) Y[cC(x-ai)] - 2 a=) u[cF(x-aj J1j

Z warunkéw swobodnego podparcia prawego konca watu, a zatem F() = F'()2
= 0, otrzymuje sie ukdad dwéch liniowych jednorodnych réwnan wzgledem sta-
+ych catkowania D2 i :

£(1) = D2{t(cc)) + 2 GV;azx) v[cC(l-a.)J.- 2 H spra.) Ufcf{l—a",Jl +

+ DIV(icL) +2G*(iai) VAd-ad - 2 f-ai> co

oraz
J2 () s D2Jv(ocl) + 2 G*-rai> T[ee(l-ai)] - 2 Hfec;Mai)s [iC(I-ai0}+

+ D4[t(ocl) + 2 Gto;a.)T[c(l-ai)] - "Hterlsfrfd-a.)]} =0

Przyréwnujac do zera wyznacznik charakterystyczny powyzszego ukdtadu
otrzymuje sie, dla danego stosunku nastepujace réwnanie czestosci drgan
gietnych:

Aticd) ¢ 2¢ G (~ab vice(-a ¥ - 2 H*~ 5. ai> ULcf(I-a.
De(cCL) + 2 A (Mai) TAd-a)] - 2 HY Frai) s[eC (l-a. )] +
-] W@ + 2 GCai) TC«*1-31¥] ~ 2 M :f;ai> S[efd-a.)]]-

miv(ocl) * 2 @ :ai> ViEoCd-a,)] - 2 »"ef;ai> ufifd-a.)] 1=0.
* i i

@
gdzie G~ toa”; avy; H* (aC™a”) oraz H™NC; jj;a”™ okresla uktad
réwnan (@Q)-

Czestos¢ drgan wyraza sie wzorem p = (CD2 /— j - przy czym M =
- masa watu bez tarcz. M1

Znajac parametry watu i jego predkos$¢ katowa ul , czesto$¢ drgan p nmozb3
wyliczy¢ metoda kolejnych préb, gdyz oc szukamy z réwnania (@) dla nieznane-
go ilorazu |j.
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Obliczenia numeryczne wartosci wkasnych t~1 przeprowadza sie dla wa-
runkéw podparcia D1 « D3 = 0 weddug nastepujacego algorytmu:

Dla zadanego stosunku ~ z ukdadu réwnari rekurencyjnych @) przy sta-
4ych catkowania D1 =D3 =D4 =0 i D2 =1 wyznacza sie wielkosci
(GMola.) oraz H* (echNja™) dla przewidywanej wartosci C1l. Nastepnie roéw-
niez z ukfadu réwnari rekurencyjnych (3) przy statych catkowania D1 = D2 =
=D3 =0 i D4 =1 wyznacza sie wielkosci G”eCfa®) oraz ITEC))
réwniez dla tej samej przewidywanej wartosci oCl. Wyznaczone i zatozone war]
tosci wstawiamy w roéwnanie czestosci drgari gietnych (4). Powyzszy sposob
powtarza minikomputer dotad, az poszukiwana wielkos¢ cel, metoda przeszuki-
wania i bisekcji, spedni réwnanie (@4).

2. Drgania gietne wymuszone

Zaktadajac wymuszenie w postaci sit poprzecznych skupionych PA(t) przy-
+ozonych w punktach odlegtych od lewej podpory o "b™' oraz obciazenia
ciggtego q(x;t), roéwnania roézniczkowe drgari wymuszonych mozna przedstawic
w postaci (przy pominieciu dysypacji energii):

EJyIV(CGE) + £5y0GH) + 2 {miV S(x-ai) -
©)
- Fjiyfai;t) + 3 (artQSx(x-ai)] = 2 Piy(® ((x-bi>+qy (x;
oraz
EJzIV(XE) + Poz(t) + 2 @i;Hs (x-ai) -
(6)
- [JiZ7@ ;) - Joioy(ai;bj ¢l (x-ai)] = 2 piz (© S(x-bi>*qz (x; ©

Catek szczegblnych powyzszego ukdadu réwnari poszukiwaé bedziemy w posta-

00 Q°t
y(x;t) = 2 fn*x" e ~Apn* oraz 2 "t> = 2 fn*x* hn*f~
n=1 n=1

gdzie Tn () jest funkcjg whkasng spedniajacg roéwnanie roézniczkowe zwyczajne
(@ rozpisane dla n-tej czestosci.

Podstawiajac szeregi (7)) w réwnaniu () przy wykorzystaniu réwnania (@),
rozpisanego dla np-tej czestosci, mamy:
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2 {[gn® + p=gn®] [Fpfn () ¢ 2 mifn(al)iC*-al) -
n=1

-2 Jrtaru-a.y)1* [hne@ |
= 2 Piy(t)B(x-bi) + qy (X;t) @)

Ortogonaiizujac réwnanie (B) z funkcjg Tk () na catej dtugosci watu,

mamy ;

(e 0]
2 fon<tk - pngn ®]1>? \]1 fn GO Tk (Qdx + 2 '*ifntai>jV)<\X‘éi>dx+
n=1 0 1 0
1-
- 2 v h lai)l fkx) M x-ai)dx] -
1 o

"Chn(® T pngn(®] "2 Joifn (ai> k)™ (x-a.)dx J-=
1 0

=2 piy® J Ffk(xX)S(x-bl)dx + J qy (x;t)fk (x)dx ©
i n n

Uwzgledniajac, ze cakki
Y Tk )i5 (x-ai)dx F N"(»¢1l oraz ; Tk () sz <x-at)dx = -fk (ai>
0 0
réownanie (9) przybiera-postac:
1.

2 {~"n@® + pngn(0 [F? J fn (x>Fk Ix)dx +2 rai fn (ai>tk (al>
n=1 0

+ 2 JifA ilfk<ai)] +7n(t) + pngn(t)> 2 Joifnh ,ai>fk (@i>} ="

I
N

1
+ \] qy (x;t)fk (x)dx Q@c
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Postepujac analogicznie z réwnaniem (6), otrzymujemy!

1
2{[hn(> * Pnhn (C,]JCFa/ £En ()Fk (X)dx ¢ 2 *>ifn (@i>fk (ai» +
n=1 0 1

.¢ 2V » < ai>tk<ai>J -Ccgn@® i Pnhn ()]« N JOIF;(ai)fk (al1)} -

= 2 piz(OTk<bi) +J '3z (x;)TK (X)dx (¢ND)
i n

W réwnaniach (10) i (11) goérne znaki odnosza sie do drgan wspétbieznych,
natomiast dolne do przeciwbieznych.

Réwnania (10) i (11) ze wzgledu na warunek ortogonalnoéci przybieraja
postacll:

Sk<t) +Pk<l " falt) +V k" CFyk(t) £

2 Piytt"k”i) +J qy (x;t)fk(x)dx
1 0

Fe J Fk (x)dx
K

5 e 2" ifk(i> + 2 p if] lai)

(12)

- gk(MEKY t K ® |, ey » - Fzk(t>

1

2 piz(t)fk (bi) +J0 qz (x; )k (x)dx

1 -
2/ fkOede + 2 m-fra,) * 2 Ji<2ni>
0

gdzie

2 doifk2(ai»
Fe /f2(x)dx * 2 ~(aj & 2 ~~rn )

Dla n=k otrzymuje sie nieskoriczony ukdad jednorodnych réwnan rézniczkowych sprzezonych
parami, ktore sa spelnione przez drgania whasne. Warunek ortogonalnosci funkcji wdas-

F?2/ £n<)fk ()adx A Joifh @i)fk<al) - O-

dla nik.
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Przechodzac, przy jednorodHycK warunkach poczatkowych, z uktadem réwnan
(12) do dziedziny zmiennej zespol(gnej mamy :

<s2 + A)gk(®) + £2shk () = Fyk() @3)
oraz

-Sk«sgk () + (s2 + A)hk (5) = Fzk<s>

gdzie A = p% + £JjO)pk , znak™ + odnosi sie do drgan przeciwbieznych. Stad
rozwigzujac uktad réwnan (13), mamy:

"KST = Rk s*is areRaD) A% T ZKST stisZ (anreRaP) +A2

a»
fknS
KAS™ = "R ™ Sh4s? aargRaf )+a2 t TEKTS T 54hs? oareRaf)y+a

Ostatecznie zgédnie z réwnaniami (14) drgania wymuszone przy jednorodnych
warunkach poczatkowych, wyrazaja sie nastepujacymi splotami funkcji:

Tt
y(x;t) ,, § - / siiA[(JiO,5£k £) («OjF~telcosCo,™ f- (tHW] +
W Pk 0

- FAtClsin [0,56k &~ @Y. dT

Oo fo(X) »
*xES 2 N/ s* Pk[< 09 £> (t-r)j{F (Dsin[0,5£k g (t-n]
k=i Pk(~ 'k K,)Jy

+ Fzk (©)03s[0,5dk » dt

Przy wyrazach z dwoma znakami znak minus odnosi sie do drgan wspodtbiez-
nych .

Przy drganiach przeciwbieznych czestosci drgan pk sa czestosciami drgan
swobodnych przeciwbieznych,czego we wzorach (15) nie wyrézniono z braku ozna-

czen.
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Ze wzorow (15) wynika, ze oprocz predkosci krytycznych N * Pk *
chwilag wystgpienia sit zewnetrznych "*(mogg to by¢ sity ciezkosci dla watu
o osi poziomej) pojawiajg sie nowe predkosci krytyczne ui .o» 1,

kr.,k S.5 £j
jednak sa one tak duze, ze przekraczaja stosowane predkosci katowe wakéw.

3. Uwagi korncowe

Przedstawione rozwazania przeprowadzono przy zatozeniu, ze rozpatrywany
wat (0 statej sztywnosci i podparty na koncach) jest wykonany z duzg do-
ktaa jscig - co jest zwykle speknione przy tego typu konstrukcjach (np.
waty wielowirnikowe pomp, turbin, przek#adni transmisyjnych). Drugim zato-
zeniem jest pominiecie dysypacji energii zaréwno w samym wale,jak i1 jego
konstrukcji wsporczej.

Uproszczenie to moze mie¢ ujemny wphyw na uzytecznosé¢ wyprowadzonych wzo-
réw dla drgan wymuszonych przeciwbieznych.

Przy bardziej doktadnej analizie moze zachodzi¢ réwniez, ze wzgledu na
przenoszenie sie drgan, koniecznos¢ uwzglednienia sprzezenia sprezystego
miedzy podporami +ozysk.
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H3rHEHHE KOJEBEAHHB BAIJIA C y3KHMH jmCKAJffl

Be 3bme

B padoie npiiBeaeHhi h pernean conpsatSHHue AH$<i>epeHaHajibHHe ypaBHeHaa. B3-
rHOHUx KOJieOaHHit Bajia, ¢ aecikKO ueHipagao 3aRpenaeHHnua yskHMH AHCKasta,
BpamajDaeroca ¢ nocioHHHoit yrjioBofi CKopocito.

B ypaBHeHHax He yaieHO BauHHHe Aei{>o0pMai(HH CABHra xax He3HagHiejiBHoro
Alim KpHBtDc ceaenafi Baaaj bjihhhhoe srapockonHHx uoMeHTOB YaieHO tojilxo j.b
sHckos, KOTOpue TpaKTyDTCH KaK aeCIKHe H AHCKpeiHne.

B aaKluogHiejibHoB aacia padoin BHBeAean $opuyjib! aji+ KOlieOGaHHft, BUSBaHHttx
nonepeaHHMH cocpeAOToaeHHmMtH h jmHe&HO pacnpeAeli*HBUUH cajtaaa.
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llpofijieVa penesia npa domohh HHierpajilLHHx npeoSpasosairaa Jlaanaca c Hcnojn>-
30BaHHeM o0SoCSmaHHUx $yHKiinfi AnpaKa

B saoroanjeM H3jiO3xeHjjH He npHBOFIHToa HHOjieBHHFfi npsmep u pim npeoOpasoBaHHS
h BHBofioB. Oahbko BHitKaiejiLHHIt iHialejib sa ooHOBaHHH npeAeraBJlieHHO.ro ajiro-
pHTMa bhhhcjieHHIL gacior ooficrBeHHHX KOJiefiaHHii, a laKxe cpopMya Moxer npoBo-

AHTb pacgeiH.
/

BENDING VIBRATIONS OF A SHAFT WITH THIN CIRCULAR DISCS

Summary

The paper presents derivation and solution of coupled differential
equations describing bending vibrations of the shaft with centrically-
mounted thin circular discs, rotating with constant angular velocity.

The influence of shear strains in the equations is neglected, because
the strains are small in a circular section of the shaft. The influence
of gyroscope moment from the discs only is taken into consideration; the
discs are assumed to be rigid and discrete.

At ,the end of the paper the relations are derived for bending vibrations
forced by transverse concentrated and uniformly distributed forces.

The report is an abstract where numerical example and some transforma-
tions and derivations are omitted, although an attentive reader may per-
form the calculations based on the presented algorithm of self-vibrations

calculations, and relations.
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