
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: MECHANIKA z. 85 Nr kol. 1010

  198 7

XI OGÓLNOPOLSKA KONFERENCJA TEORII MASZYN 
I MECHANIZMÓW 

Illh  POLISH CONFERENCE ON THE THEORY OF MACHINES 
AND MECHANISMS 

27—30. 04. 1087 ZAKOPANE

Józef WOJNAROWSKI
Instytut Mechaniki i PKM 
Politechnika Śląska Gliwice

Stanisław WOJCIECH, Jerzy PŁOSA, Witold PŁOSKI
Instytut Mechaniczno-Konstrukcyjny 
Politechnika Łódzka Filia w Bielsku-Białej

WYZNACZANIE REAKCJI DYNAMICZNYCH W WĘZŁACH WOZU WIERTNICZEGO 
PRZY UWZGLĘDNIENIU PODATNOŚCI OGNIW

Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę wyznaczania wartości 
reakcji w węzłach mechanizmów dźwigniowych o podatnych ogniwach po­
łączonych sprężyście, na przykładzie wozu wiertniczego. Sformułowany 
model metodą sztywnych elementów skończonych umożliwia uwzględnienie 
drgań giętnych i wzdłużnych odpowiednich podukładów. Przyjęto wymu­
szenie siłowe. Ułożono równania ruchu oraz przedstawiono metodę i al­
gorytm rozwiązania numerycznego. Sf przykładach obliczeniowych, przy 
założeniu liniowości geometrycznej i fizycznej, wyznaczono reakcje 
dynamiczne w wybranych węzłach. Tak przyjęty model pozwala na mało 
czasochłonną analizę komputerową drgań swobodnych i wymuszonych. Za­
mieszczone w pracy modele, podukładów i metody są opracowane w aspek­
cie zastosowania do opisu dowolnych płaskich mechanizmów, w szczegól­
ności manipulatorów.

1 . Wstęp

W. pracy przedstawiono’.modele umożliwające wyznaczanie reakcji w węzłach 
mechanizmów dźwigniowych o podatnych ogniwach. Jako obiekt analizy przyję­
to wóz wiertniczy zamodelowany w postaci mechanizmu tworzącego płaski kine­
matycznie zmienny układ prętowy, (rys. 1). Do dyskretyzacji podukładów za­
stosowano metodę sztywnych elementów skończonych [ij, £2J. Ze względów 
praktycznych przy tworzeniu modelu obliczeniowego istotne jest rozdzielenie 
węzłów łączących podukłady na dwa typy: obrotowe tł^ - i postępowe
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(P11 (P2)W i W . Takie ujecie pozwala na łatwe numeryczne analizowanie wpływu 
połączeń podukładćw na zjawiska dynamiczne ¡̂ 3̂  •

Okład podzielono na sześć podukładćw. Siłowniki oznaczone jako podukłady 
2 i 5 mają podatność wzdłużną, natomiast podukłady 3, 4, 6 mają podatność 

giątną z uwzględnieniem ścinania. Podwozie zamodelowano jako płaze podatnie 
połączoną z ostoją.

Rys. 1

Większość oznaczeń stosowanych w tekście i rysunkach jest zgodna-z opra­
cowaniem [4j. Ponadto założono, że dopuszczalne jest przyjęcie liniowości 
fizycznej i geometrycznej, tłumienia ruchu są pomijalnie małe, a obciążenie 
zewnętrzne można zredukować do siły P i pary sił o momencie M działają­
cych na wysięgnik w płaszczyźnie ruchu.

2. Energia kinetyczna układu

Energia kinetyczna układu określona jest wzorem: 
k=6

T = 2  T (k> , (1)
k=1 
(k)gdzi*- T' energia kinetyczna podukładu k.
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1 2  3 4

O -S*k) sin«^ m*k)cosĉ c (k) — .nt cosir^ co Set.

ESW

Rys. 2

Energia kinetyczna podukładów o podatności wzdłużnej (rys. 2) określona 
jest zależnością:

gdzie:

T
2k = '^i^ "  ”  '̂ hk'-3 ‘ wektor współrzędnych uogólnionych
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i _P rk -  masa p o d u k ła d u  ( k ) , 

nk

s(k) = y m!k) L.(k),
i=0

j (k )  -- 1  ¡ > l k) <Ll k ) >2 + J i k!] '

Rys. 3

Energie kinetyczną podukładów o podatności giątnej (rys. 3) można zapisać:

W! P 2 ) d o  podukł .4

SESi
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gdzie:

1 J k>m (k) (k) .-m1 r, sin^ (k) -m̂  sin^ 0 (k) , ... -m, 0 (k) .... sintfk 0

2 (k) (k) (k) ra imj r̂  coso^ (k)COSi<v 0 (k)... 'cosark 0 ... m ^ c o ^ 0

3 0 0 0 0 0 0

4 J k>®2 0 0 0 0 0

M<k> = ,<k)
2 0 0 0 0

2i m<k>m.i 0 0 0

2+i J(k)i 0 0

sym. »‘i?nk 0

2V 1
,00
nk

a = Tx. v tf(k) 77<k) 1?(k) t f (k) T7(k) ^ k ) f3k  L ^ c 'y k '^1  'Y1 ' ■ ‘ • ' ‘i  ,c4  'Tn k  J '

"k
m(k> = 2  » lW - 

i=1

Energie kinetyczną podukładu pierwszego można wyznaczyć ze wzoru (3) wsta­
wiając n^ = 1 (podwozie potraktowano jako jeden sztywny element skończo­
ny) .

3. Energia potencjalna układu

Energia potencjalna określona jest wzorem:

k=6 i=8 j = 2 k=6
v  -  2  v ‘k) ♦ 2  v i ł  + 2  w  ł  2  v g k ) '  (4

k=2 i=1 j=1 k=1

gdzie:
V^k* - energia odkształcenia sprężystego podukładu k.
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V ... - energia odkształcenia sprężystego węzłów obrotowych, 
w

vw (Pj) “ energia odkształcenia sprężystego węzłów postępowych.
,<k) - energia potencjalna sił ciężkości podukładów.

Dla podukładów o podatności wzdłużnej energia odkształcenia sprężystego wy­
raża sie wzorem:

,(k)
1  2k “''kSk * 2k k = 2,5 (5)

gdzie:
qk - określone jak we wzorze (3),

1 2 3 
0 0 0 

0 0 

0

4 
0 

0 

0

r,<k) (k)
-1

sym.

(k)

i+2 i+3 i+4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

„(k) (k) (k) (k)
i '"i i+1 -̂i+1

V 2 V 3

0

r(k)
nk

0

r(k)
nk

i+3

V 3

.<k) _ -C<k>[r<k> + l<k>] + Cf>[r<k> + d<k>] 

_c (k)r (k) (k)-i (k)r (k) , (k)-.
Ci Lri + di-lJ + Ci+lLri+1 + di J
(k)r (k) (k) -l
nk L nk + dnk-1-J

1

2

3
4

i + 3

n k +3

(k)We wzorze (5) przez oznaczono współczynnik sztywności translacyjnej
(rozciągania) podukładu k.
Dla podukładów o podatności gietnej energie odkształcenia sprężystego ujęto 
w postaci formy kwadratowej:
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,(k)
2 2k Kk2k' 3,4,6,

gdzie:

2k

k
(k)
i
(k)
i

- określone we wzorze (3),
- macierz sztywności podukładu,
- współczynnik sztywności t.ranslacyjnej,
-  współczynnik sztywności rotacyjnej,

( 6 )

h m

1 2  3 21 -21+1 21+2 21+3 ** 2nk*1
1 o o  o 0 0 0 0 0 0.
2 0 . 0 0 0 0 0 0 0

3 ... .. 0 0 . 0 0 0 0

21
c „(k) <k) 

. 1 ri 
^(kKOc)

~(k) pOOik)
1rl+1 . .  0 0

~(k) ,<k) 
1̂*1 ai

r (k) (k) , (k) 
ci+1rl+1ai . .  0 0

21+1 v(k)*1+1 ;

sym.

r(k)
nk

_(k) 0c) 
nk nk

♦1s *

Rys. 4
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R y s .  5

Na rys. 4 i rys. 5 pokazano przykładowo węzeł jako połączenie
podukładów 2 i 3. Energie odkształcenia sprężystego węzła W*5* opisano 
wyrażeniem:

[ >  ■ i  c5{&'5-2’ - - l5'3j 2 * C v ‘5'21 - y'5’3’] 2}.

które po przekształceniach przyjmuje postać macierzową:

1 r T T-,
f w(5, = ^ CS2 'S3]

* 3 2 *

tri
. iv (15)T „ (5) 

ł  1 2 2 2  -

gdzie:
q2 - określone we wzorze (2) dla k=2, 
q ,  - określone we wzorze (3) dla k=3,

'— i  le i- sztywność węzła K ,

T (5) T (5) 
32 1 + S3&2

Wyznaczając energię odkształcenia sprężystego węzłów obrotowych V (i) po­
dzielono je na dwa typy, tj. węzły łączące podukłady o podatności giętnej 
(W^ dla i-1,3,4,8) oraz węzły łączące podukład o podatności wzdłużnej 
z podukładem o podatności giętnej (W*** dla i=2,5,S,7).
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1 2 3 4 n2+2 n2+3
1 0 -l2sina^ 0 ... 0 cos cc2

1 l2coscf2 0 i.. 0 sintf2

A 0 ... 0 0

0 . . .  0 0

0 0

sym. 1

„(5)
12

0 - 1 0  

ljSintC, - l 2coSi<^ 0

0 0 0

0 0 0

_-cosc<2 - s i n ^  0

2 ^ -1

0 ćinc^

-costfj

2n3+t

35'

r35COS<%3
0 - l 2 c o s  ( a ^ - a ^ l  l 2 r 3 5 c o s  (<?5 3 ~ a ^ )  

0  0 0

0 0 0

0 sintej-aj) r35sln(<i53"a2)

1

2

3 ,

4

2n2+2

21^+3

v(5) , c 22 5

2 3

0 0

1

s y m .

2n3~1 2n 3

-s incC j

cosoc,

2n 3 + 1

-r35Sin£53

r35COS£53

r35COS 3̂5
2

r35

2n 3 - 1

2n ,

2n3+1
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S1<5> = C5

' A5 1 “A5

B5 2 "B5
12 (-AjSinzCj+BgCOSa^) 3 h ‘5) = CJ*v2 0

0 4 (
I 0
0 n2 + 2 0 A5sinef3-B5CO£fcC3

A5coszC2 + B 5sinoC2 n2+3 r35 lAssin% 3*®5coa“i,~

1

2

3
»

4

2n,

2n3+1

V  dn2)cos<i2 ' Ln3)coS£i3 ~ r35COSf53 >

B, = d (2*s 5 n2
(3)incC, - Ln3 sincC3 - r35sin£S3 .

Energię oskształcenia sprężystego węzłów postępowych V (p.) pokazano na
( P 1 ) ( P 1 ) w  ^przykładzie węzła W . Jeśli przyjąć, że węzeł W ' ' leży na SES P31 pod-

układu 3 i P41 podukładu 4, to energię potencjalną odkształcenia spręży­
stego węzła określa wzór:

gdzie:

y ' = ^P31 + rP31Slnłp31 + ̂ P31 rP31003 ̂ P31 i

(P41) (4) (4)
y  = ̂ P41 + r p41S in 3t41 + <Pp41r p41COSit41 •

' (9)

(10)

W postaci macierzowej można napisać:

1 f T Tl 
VW(P1) " 2

„(PD „(PD 
K11 12

X (P1) „(P1)
. 1 2  ji.2

*;f i r ( n i

gdzie: g3>q4 - określone jak w (3) dla k=3,4 ,
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P31
O

,<P1)
*11 "P1

2P31+1

rP31COS)p31

rP31COS yP31

2n3 + 1

sym.

, (PT) 
12 P1

2 , , - 2  P41 2P41_1 . . .2 n 4-1

. . .  O 1

- r P 4 i c o s y P 4i

_ rp 3 i c o s yp3 i -  r P 3 i r P 4 i c o s r p 3 i c o s yp4 i 

O O

P31
1

W 1

2n3 + 1

2P41*2 2P41_1 2n4-1

,(P1)
*2 2 P I r P41c o s yP 41

r p 4 i c o s  y P 4i

o

. .  O

sym.

0 1 0 1

-*P1
~̂ piIp3icosyP3i

^31 
^31+1' S2P1,=Sl

^1

p̂irp41C0Syp41

^ r 2 
W 1 *

0 2^+1 0 2n4-1
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AP1 = rP41sin?P41 " rP31Sin?P31 ‘

We wzorze (9) ^przyjęto oznaczenia stosowane w pracy Energia poten­
cjalna sił ciężkości podukładu k jest określona:

f - l i w ,  (12)
i=0

gdzie: ~ współrzędna środka masy i-tego SES podukładu k.

4. Równania równowagi dynamicznej

Równania ruchu układu wyprowadzono z rćwnari Lagrange'a II rodzaju. Wyko­
rzystując dokonany wcześniej zapis macierzowy wyrażerf na energie kinetycz­
ną i potencjalną odkształcenia sprężystego podukładów oraz energią odkształ­
cenia wązłów, po uwzględnieniu, że macierze mas i sztywności są macierzami 
o stałych współczynnikach, uzyskano następującą postać równać ruchu:

t*| * Kq « H '+ G + Q (13)

gdzie:
g = cółigjJ, i=3,2,...,6,
M = diag i=1, 2 , . . . , 6 ,

K  =

K 11 K 12

22

sym.

H = col-fik},

£ -  coli£i}'
Q = col{0,0,. • . ,01 Q .

K. - 0 G G13
K23 0 G 0

*33 K34 K35 K36
*44 K45 K46

K55 K56

K66

i=1 ,6,
i—1
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Założono, że-ruch wywołany jest siłą P i. parą sił o momencie 8 działa­
jącymi w punkcie A (SES k podukładii 6) wysięgnika {rys. 11. Wektor sił 
uogólnionych ma postać;

Se

p^cosrfg - PySincCg

Px sln<r6 + Py coscC6

-r6k|pic-ina'6k " Pvcios?6k* + M
2k
2k+1
2k+2

2ng*1

Analiza układu równań (13) upraszcza się,jeżeli można przyjąć, że obciąże­
nie zewnętrzne zawiera składowe stałe i harmoniczne o równej częstońci(czy­
li: .

Px “ Ax + axsin(kt) '
Py = A'y + a^sin(kt) ,
M “ Ajj + aMs i n ( k t )  ,

(14)

tak jak to przyjęto w prezentowanych dalej przykładach liczbowych. Elementy 
macierzy sztywności K leżące poza główną przekątną określone są wyłącznie 
przez sztywności węzłów i geometrię układu, natomiast elementy na głównej 
przekątnej zawierają dodatkowo wyrażenia pochodzące od energii odkształce­
nia sprężystego elementów belkowych i siłowników.

Przy założeniach (14) wektor sił uogólnionych Q można przedstawić w 
postaci:

SA + 2asin(kt)- (15)

Uwzględniając zależności (14) i'(15) we wzorze (13) otrzymano: 

+ K,3 = £s + OgSin(kt), (16)

gdzie:

Q = H + G + Q. . iis ~ — ~A (17)
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Jeśli oznaczyć przez rozwiązanie zagadnienia statycznego:

K Ss=J8s' <18>

to przy założeniu, że

3. = 3s + 3d (19)

z równania (16) do wyznaczenia składowej dynamicznej wektora przemieszczeń
otrzymuje się wyrażenie:

H  3d + K 3d = OaSinikt). . (20)

5. Reakcje dynamiczne w węzłach

Wartości reakcji w węzłach, wyznaczono ze wzoru:

RW<i) = C i V [ x ( i 'k ) - + [y*1'*» - y  (if 2 , ( 2 1 )

gdzie:
- sztywność węzła o numerze i 

x (i,k)^ ^(i,k) ̂ x (i,f) f y(i,f) _ WSp(5irzedne WgZła numer "i" jako ele­
mentu podukładów "k" lub "f".

Na rys. 6 i rys. 7 podano uzyskane w wyniku obliczeń (wg podanych wyżej wy­
kresów) wykresy reackji w węzłach W^8* i W^P2  ̂ dla danych testowych.
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Rys. 7

6. Uwagi końcowe

Podział mechanizmu na podukłady pozwala uzyskać proste wyrażenia/Okre- 
ślające macierze mas i sztywności układu. Przyjęcie modelu węzłów podat­
nych powoduje pojawienie sie pozadiagonalnych podmacierzy w macierzy sztyw­
ności układu.

Aktualnie prowadzone są prace umożliwiające wykorzystanie przedstawio­
nych modeli przy analizie dynamicznej mechanizmów dźwigniowych uwzględnia­
jącej duże ruchy unoszenia, jak to ma miejsce w manipulatorach.
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OHPĘHEJIEHHE iHSAMHHECKSDC PEAKUHg B y3J14X EJTOBOM TEJTEMH 

EPE ygiEHHH nOMTJHBOCTH 3BEHbEB

P e 3 ® a e

B c ia T Ł e ,  Ha npaaepe dypoBo ił lejieaaca, npeAcsaBjteH  M ero#  onpe,a,ejieHH.a 

a sa n e sK ii pearapafi b  y3 jiax  pOTasHKx uexaHH3M0B c noflarjiHBiiMH 3BeHBKKH, c o e -  

flZHeHHHMH y n p y ro .  M o a b s ł,  n o c ipoeH H aa  M e io^oM  E e c iK H X  KOHenamc saeueH xoB , 

H03B0HHeT yHeCTB H3rH6HH0 H npOSOHBHHe KOJiefiaHHH COOTBeTOTBeHHHX nOJSCHCleM, 

IlpHHjŁro czaoB oe  B0 3Łiyt{eHHe K oredam ifi. CocTaBjieHu ypaBH eH zs flBusteHHH, a  r a x -  

s e  n p e s c ia s z e H  MeTOfi h a juiropKTM  RKCjieHHoro pemeHHfl, B HHexeHHHX npHMepax, 

npH npeAnoxozeHHH reone ipH H ecKofi u  $K3HHecKofi ju raeSuocTeil, HaitneHu AHHaMii- 

HecKae peaKHHH b HarndH ux so H K a x , Saw npH H a iaa  u o z e j it , no3BojiaeT np o B ec iH  

KOłiHŁSOTCpHŁIlł aSaHH3 CBOfioflHŁCC H BŁMyKAeHBŁD: KOJieSaHHił B OHeHb KOpolKHe 

CpOKH.

IIpeiiciaBiieHHiie b  oiaiBe Mosejta noflOHcieM a  u e t o a h  paspaOoiaKH c tohkh ape- 
hhh; npHiteHeKHH ajih onHoaHas EpoH3BoaLHEoc nxooKHx MęxaH23M0B, ocoGckho M a- 

HKcyassopoB.

THE METHOD OF EVALUATING THE DYNAMIC REACTIONS IN KINEMATIC PAIRS 
ON THE EASIS OF A DRILL TRUCK WITH THE FLEXIBLE LINKS

S u m m a r y

The method of evaluating.the dynamic reactions in kinematic pairs of 
linkage mechanisms with the flexible links and pairs on the basis of a 
drill truck has been considered in this paper. A model built by means of 
the finite rigid elements enables the transverse and longitudinal vibra­
tions of subsystems taking into consideration. The equations of movement 
have been arranged and the numerical solution method has been presented. 
Dynamic reactions of the pairs have been considered and computed with geo­
metrical and physical linearity. The free and forsed vibrations have been 
evaluated in this model. The models of subsystems and the methods presen­
ted in this paper could be applied into optional plane linkage mechanisms 
and manipulators.
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