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UPROSZCZONA METODA ROZWIĄZYWANIA DWUWYMIAROWYCH 
ODWROTNYCH ZADAŚ PRZEWODZENIA CIEPŁA

Streszczenie. W pracy przedstawiono analityczną i numeryczną me
todę rozwiązywania dwuwymiarowych odwrotnych zadań przewodzenia 
ciepła. Metoda ta wykorzystuje iloczynową postać rozwiązania i może 
być zastosowana w pewnych przypadkach, gdy znane są niektóre warun
ki brzegowe. Pozwala ona na zmniejszenie niezbędnej liczby punktów 
porai arowych.

1. WSTęP

Numeryczne rozwiązywanie wielowymiarowych odwrotnych zadań przewodze
nia ciepła metodą szeregów pochodnych [l,2] jest utrudnione m.in. wskutek 
niezbędności informacji o przebiegu temperatury w wielu punktach ciała. 
Przy nieznanym warunku początkowym liczba tych punktów powinna być zgodna 
z liczbą elementów różnicowych, kontaktujących się z powierzchnią zewnęt
rzną ciała. ¥ praktyce oznaczałoby to konieczność dokonywania znacznej 
liczby pomiarów, a w przypadku umieszczania punktów pomiarowych wewnątrz 
ciała, mogłoby to doprowadzić do zaburzeń pola temperatury. Oczywiście 
istnieje możliwość aproksymacji danych pomiarowych dla mniejszej liczby 
punktów i na tej podstawie oszacowanie przebiegu temperatury w pozosta
łych punktach. Takie postępowanie może jednak wprowadzać istotne niedo
kładności danych, które w przypadku zadań źle uwarunkowanych (a takimi są 
zadania odwrotne) mogą prowadzić do znacznych błędów wyników.

Istnieje inna możliwość ograniczenia liczby punktów pomiarowych, 
wspomniana już w [ 1 ]. Możliwość taka występuje wtedy, gdy na pewnych po
wierzchniach zewnętrznych ciała znany jest warunek brzegowy. V takim przy
padku rozwiązanie często może być przedstawione w postaci iloczynowej. 
Zastosowanie metod numerycznych znacznie poszerza zakres zagadnień, które 
mogą być w ten sposób rozwiązywane.

^Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.1 8 , kierunek 2, zadanie 2.2.1.1
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2. ANALITYCZNE UPROSZCZONE r o z w i ą z a n i e  
DWUWYMIAROWEGO ZADANIA ODWROTNEGO

Rozwiązanie kLasyczne.^o zagadnienia począ tkowo-brzegowego może bvć 
przedstawione w postaci iloczynowej w przypadku, gdy wszystkie warunki 
brzegowe są Jednorodne [3].

Niech zatem:

t ( x , y , i o >  =  r x ( x , r o )  t y ( y , f o ) ,  ( 1 )

g d  z i  e ;

X ,Y - bezwymiarowe współrzędne,
Fo - liczba iourierp. (be .wymiarowy czas),

Postać (i) jest dopuszczalna dla przykładowego zbioru warunków brzego
wych:

= O dla X = O; łZ ♦ Biv T = O dla X a 1, (2 )
ffA  O A  A

= 0 dla Ï = C; |I + Biy T O dla Y = H, (3)

gdzie Bi^ i Biy oznaczają liczby Biota dla odpowiednich powierzchni. 
Warunki (2 ) - (3) dotyczą symetrycznej płyty o wymiarach zredukowanych 
lxB, z warunkami brzegowymi III ''odzc.ju.

Rozwiązanie w postaci (1 ) może byó wykorzystane w zagadnieniach od
wrotnych, jeżeli znane są warunki brzegowe dla Jednej ze zraionnych, tzn.
(2) lub (3).

funkcja T^(NfFo) dana jest wzorem

- v>*Fo
T (X,Fo) = 1  ---i, ( f T (X,0)w dX)e 1

t .\  K T  l  X
« 0

gdzie funkcje wiosnę w^ i .wartości własne \? ̂  wynikają z równań

vi = cos v>A X, tff = Bix . (5)

- ^ 1 * 0
ty(y,fo) = 2  ,— 1 5  (  J  TY(Y'0) VidY)e

i=1 ll'i'1 O
(6 )

gdzie
v t = cos /a i y, ja^ te M ±  B  =  BiY’ (7)
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Symbol || m |i 2 oznacza kwadrat normy funkcji własnych.
Niech znany Jest początkowy rozkład temperatury dla X v, 
brzegowe na powierzchniach Y = O i Y = fl, Wtedy

T (Y,0) = T(X ,Y,0), («)fl
gdzie

T * T x ( x l t o )  ( 9 ;

jest nieznaną liczbą.
Równanie (6) można teraz przedstawić w postaci:

T (Y,Fo) = 1 ^  ■— ( i T(X,,Y,0) v dY)( /"1
i-1 !|v'" -

Fo

im'
= ^ Fy (Y,Fo ).

Gdyby funkcja Ty(Y,Fo) była znana, tc problem sprowadziłby się do 
rozwiązania jednowymiarowego zadania odwrotnego. Z uwagi na to, że rozpa
trywane pole jest polem symetrycznym, wystax'czalaby informacja o przebie
gu funkcji Tx (x,Fo) dla jednego dowolnie wybranego punktu o współrzęd
nych X^Y^, Ogólna postać tego rozwiązania przedstawia się następująco
[ 1]=

Tx(X,Fo) = ^  Jik(X,X1) T ^ )(X1,Fo), (1 1)
k=0

gdzie 0k(x,X1) są znanymi funkcjami zależnymi od współrzędnych geome
trycznych, a *F°) stanowi tzw. termiczną odpowiedź układu, tj.
funkcję przedstawiającą przebieg temperatury T (x,Fc) w punkcie o współ-

( k )rzędnej X = X*. Symbol (.) oznacza różniczkowanie według czasu.
Termiczna odpowiedź układu wynika z równania

T(X,,Y ,Fo) x T(X.,Y ,Fo)
TAX^X 1,io  ̂ “ Ty( Y 1 ,Fo) = Fy( Yi , Fo) = % V X1»ło)- ^l2'

Podstawiając (12) do (11) otrzymujo się
C D

Tx(X,Fo) = y  \iX.X,) F^k)(xitFo) = F'x(X,Fo), (1 3)
k=0

a podstawiając (lO), (1 3 ) do (i) otrzymuje się

T(X,Y,Fo) r. Tx(X,Fo) Ty(Y,Fo) = Fy(Y,Fo) Fx(X,Fo). ( 1*0
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¥ rozwiązaniu (l4) uprościła się nieznana liczba % .
Rozwiązanie to wymaga zatem informacji o początkowym rozkładzie tempera
tury wzdłuż dowolnie przyjętej współrzędnej X = X ̂ (tzn. funkcji 
T(X1fY,0)), o jednorodnych warunkach brzegowych dla Y = O i Y = B 
oraz informacji o przebiegu temperatury dla punktu o współrzędnych X 1>Ŷ  
(tzn, funkcji T(X1,Y^,Fo)). Na podstawie tych informacji wyznacza się 
funkcję Fy(Y,Fo) (równanie (l0)), a następnie Fx(X^,Fo) (równanie (13)) 
i wreszcie temperaturę T(X, Y,Fo ) , określoną równaniem ( 11*).

Ton sposób rozwiązywania zagadnień dwuwymiarowych był prezentowany w 
[1] i dlatego nie będzie przedmiotem dalszych rozważań w niniejszej pracy,

3. NUMERYCZNE ROZWIĄZYWANIE DWUWYMIAROWYCH 
ZAGADNIEŃ ODWROTNYCH

Ta sama technika rozwiązywania zadań odwrotnych może byó zastosowana 
do zagadnień sformułowańyoh numerycznie, W tym przypadku możliwości jej

wykorzystania są większe niż dla zadań 
sformułowanych analitycznie.

Wykorzystanie iloczynowej postaoi 
rozwiązania zilustrowano prostym przy
kładem płyty symetrycznej. Do sformuło
wania równań różnicowych użyto metody 
bilansów elementarnych.

Równanie bilansu energii dla dowolne
go elementu różnicowego o indeksie (i.j). 
otrzymanego w wyniku dyskr#tyzaoji 
płyty dwuwymiarowej (rys. t) przedsta
wia równanie

dTi 1
° u  i  u  a N  4 r i  ■

- +  1 1—

i-'A,

%

A. V;

Lłłl J 4

T>
4

Rys. l. Podział różnioowy pły
ty dwuwymiarowej

Fig. 1. Net of mesh for a two- 
dimensional plate AT, -  j  — T, . 

a A  y ,   +
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V równaniu tym ^ij* ^"ij oznaczają odpowiednio pojemność cieplną
właściwą, gęstość i współczynnik przewodzenia ciepła dla materiału wypeł
niającego element różnicowy (i,j).

Rozpatrzmy teraz dwa problemy jednowymiarowe. Elementy różnioowe dla
tych problemów są warstwami o szerokościach odpowiednio A x. i Ay. (por.

\  ̂rys. 2). Równanie bilansu energii dla elementów A  ma postać:

dT,
3I 9 I A x1 Zf- =

a dla elementów AyjS

°J 9J A y j
dT,
dt

T1 - 1
■ T l  , Ti+i - Ti

A X i-i A * ± A x i+ 1 A x i

lH
<<Oi * A Z 2 A I+, 2Aj.

t j- i
" T j  , TJ+ 1 - TJ

A y J A y j+ 1 , A y j
2 ̂  j-i 2 * J 2 A J+ 1 2 A J

i______
> 1

( 16 )

(17)

Rys. 2. Zadania jednowymiarowe odpowiadające problemowi dwuwymiarowemu 
Fig. 2. One—dimensional problems referring to the two-dimensional

Łatwo zauważyć, że temperaturę T. , można przedstawić w postaci ilo- 
ozynu

Ti,j - TI TJ » ( 1 8 )

jeśli tylko

° I 9I " CJ ’ J " °i,j ii.j (19)

oraz stale są wartości współczynnika prowadzenia oiepla.
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Rozwiązanie to natomiast nie wymaga Jednorodności warunków brzegowych.
Je Ze1i liczbę podziałów różnicowych w kierunku osi X oznaczymy przez n, 
a w kierunku osi Y przez m, to klasyczne ujęcie metody szeregów po
chodnych wymagałoby informacji o przebiegu temperatury w m + n punktach, 
Znajomość warunku brzegowego na jednej z powierzchni (np. Y = B) ogra
nicza liczbę niezbędnych danych do informaoji o temperaturze w chwili 
początkowej w m punktach, a następnie o przebiegu temperatury tylko 
w Jednym punkcie. JeZeli istnieje możliwość dalszej obserwacji tempera
tury w (m - 1) punktach, to informacja ta moZe zostać wykorzystana do 
poprawy dokładności wyników, np. za pomocą raohunku wyrównawczego (por.
[1]), Algorytm postępowania mógłby przebiegać następująco;
- wyznaoza się przebieg temperatury Tj (J = 1,...,m) przez rozwiązanie 

układu równań różnioowyoh (17) przy znanej temperaturze w chwili począt
kowej w m punktach, odpowiadających kolejnym warstwom A y^,

- wyznacza się termiczną odpowiedź układu dla warstwy I z równa
nia

TXI = Ti , j / V ( 20 )

- rozwiązuje się Jednowymiarowy problem odwrotny, opisany układem równań 
(16) na podstawie informaoji o przebiegu temperatury w warstwie I 
(postać tego rozwiązania Jest zbllZona do równania (11) (por. [2])),
wyznaozając temperaturę T-j. (i = 1 ,...,n),

- ostatecznie oblicza się temperaturę 
— 1, . .. ,nj J = 1,...,m).

z równania (1 8) (dla i

Znacznym ograniozeniem dla możliwości stosowania tej metody wydaje się 
być Żądanie Jednorodności materiałowej olała. Okazuje się Jednak, Ze me
toda moZe być z powodzeniem stosowana w tym przypadku, chooiaZ ze wzros
tem złoZonośoi struktury materiałowej maleje efektywność metody. Możli

wości te zostaną zilustrowane prostym 
przykładem płyty, zbudowanej z dwóch 
materiałów o pojedynczej granicy mię
dzy materiałami (por. rys. 3 ).

Przy takiej strukturze materiało
wej Żadnych trudności nie przedsta
wia wyznaozenie temperatury Tj (i s 
= 1,...,n), gdyby tylko znana była 
odpowiedź temperaturowa Określe
nie odpowiedzi temperaturowej możliwe 
Jest natomiast dopiero po obliozeniu 
temperatury Tj (j = 1,...,m). Z uwa-

Rya. 3. Płyta dwuwymiarowa zbudo- gl na układ warstw materiałowyoh 
wana z dwóch materiałów ... . »trudno jest spełnić warunki (1 9;,Fig. 3 . Two-dimensional plate 

oonslsted of two materials
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zdefiniować 9 Jt oJt J\,j i zbudować układ równań (i?). Można jednak 
postąpić w sposób następujący!
- wyznacza się dwukrotnie temperatury TJt tzn. zarówno dla danych A 

CA' 9A otraynuJ«° T j a  (j = oraz dla Ag, Cg, ? otrzyrau-
Jąo T'jg (d a 1 ,. . . ,ra ) ,

- dwukrotnie te* wyznaoza się odpowiedź temperaturową, tzn.

TXIA = Ti,j /TJAł TXXB = Ti,j/TJB »

- wyznaoza się dwukrotnie temperaturę T^, tzn. dla odpowiedzi tempera
turowych Tx i a 1 Ty t b >

- temperaturę Ti tj =-1,..«,nj j a 1,. . . , m ) wyznaoza się odpowiednio 
ze wzorów
Ti}j = Ti a Tj a  dla tych elementów różnicowych, dla których
A = & K , Ç a 9 a , o a cA , oraz

j = Ttr dla pozostałych elementów.
W ten sposób zostaje zachowany warunek (19). Liozba możliwych kombi

nacji wzrasta ze wzrostem stopnia złożoności struktury materiałowej, 
a tym samym maleje efektywność metody z uwagi na wzrost niezbędnej liczby 
obliczeń. Tym niemniej metoda ta może być stosowana także przy bardziej 
skomplikowanym układzie warstw materiałowych.

h. WYNIKI PRZYKŁADOWYCH OBLICZEŃ I WNIOSKI

Celem sprawdzenia efektywności metody przeprowadzono obliczenia oparte 
na tzw. eksperymencie numeryoznym. W niniejszej pracy zamieszczono frag
ment tych obliczeń dla płyty o strukturze materiałowej Jak na rys, 3. Na 
podstawie danych o warunkach brzegowych na powierzchniach Y a O i Y = B 
oraz danych o warunku początkowym na powierzchni X = 1 wyznaczano prze
bieg temperatury w środku płyty (punkt S na rys. 3). Wszystkie dane zabu
rzano losowo błędem pomiarowym o wartości maksymalnej è = 0 ,0 0 5.
Przyjęto następujące warunki brzegowe:
- na powierzchniaoh X = 0 i Y = 0 - warunek izolacji cieplnej,
- na po wierz o liniach X a 1 i Y a B - warunek brzegowy III rodzaju przy 

liozbie Biota Bi a 0,5.
Obliozenia prowadzono dla kroku ozasu zdefiniowanego w postaoi bezwy

miarowej
A. A tA  Fo a -------- —  = 0,1 (21 )
°A « A L0

gdzie Lq a 1, przy czym obserwaoję rozpoozęto od Fo = 0,U.
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V tablicy 1 przedstawiono wyniki obliczeń temperatury w punkcie B 
w przypadku, gdy:
— _A. = A jj/ A a = 1 * 2 5 1

-  c =  =  ° » 7 5 »
- granica warstw materiałowych przebiega dla X = 0,25.

W tablicy 2 przedstawiono z kolei wyniki obliozeń dla punktu B w 
przypadku, gdy granioa warstw materiałowych przebiega dla X = 0,75.

Tablica 1

Wyniki obliczeń dwuwymiarowego problemu odwrotnego dla XA = 0 , 2 5

Temperatura
zadana 0,737 0,661* 0,597 0,536 0 ,1*82

Temperatura
obliczona 0,739 0 , 6 6 6 0,591* 0,532 0,1*80

Temperatura
zadana 0,1*33 0,389 0,350 0 , 3 1 0 0 , 2 8 1

Temperatura
obliczona 0,1*25 0,381 0,339 0,307 0 , 2 7 8

Tablica 2

Wyniki obliczeń dwuwymiarowego problemu odwrotnego dla XA a 0,75

Temperatura
zadana 0,791* 0,728 0 , 6 6 8 0 , 6 1 1 0,559

Temperatura
obliozona 0,782 0,715 0 , 6 5 0 0,598 0,544

Temperatura
zadana 0 , 5 1 0 0,1*58 0,421 0 , 3 8 2 0,350

Temperatura
obliczona 0,1*89 0,41*9 0,409 0,376 0,344
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Z tablic tych wynika dobra zgodność uzyskanych wyników z zadanymi prze
biegami temperatury. Obliczenia te wykazały Jednak istnienie innych ogra
niczeń w stosowaniu metody. Dotyczą one umiarkowanych wartości stosunków
A  i  c .

Z teorii metod różnicowych wiadomo, że różnicowe liczby Fouriera (21) 
powinny przyjmować wartości takie, które zapewniają pożądaną dokładność 
obliczeń (w szczególnych przypadkach stabilność). Ze stosunku 
AFoa/ AFob = A / C  wynika odpowiednio krok czasowy, np. A F o fi dla usta
lonego A Fo^. Istnieje zatem możliwość odpowiedniego doboru A Fo^ i 
A FOjj. w zagadnioniaoh odwrotnych występuje dodatkowo ograniczenie 
kroku czasu od dołu, tzn. występuje wartość (A Fo)min. Może się zatem 
okazać, że odpowiedni dobór kroku ozaau spełniający obydwa te wymagania 
jest niemożliwy. Z orientacyjnych obliczeń wynika, że stosunek A  /C nie 
powinien przekraczać wartośoi 3 - 5 .

Zaletą metody Jest natomiast możliwość wystąpienia nadmiaru danyoh, 
jeżeli kontynuowana byłaby obserwacja temperatury w punktach, w  których 
dany jest warunek początkowy. Nadmiar danych umożliwia znaczną poprawę 
jakościową uzyskiwanych rezultatów.
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SIMPLIFIED METHOD FOR SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL 
INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEMS

S u m m a r y

An analytical and numerioal method for solution of two-dimensional 
inverse heat conduction problems is presented. The method employs a pro
duo t form of the solution of direct problems and can be applied to oases 
when some boundary conditions are known. It enables decreasing of the 
number of points at whioh temperature histories should be recorded.


