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ODWROTNYCH ZADAS PRZEWODZENIA CIEPLA

Streszczenie. W pracy przedstawiono analityczng i numeryczng me-
tode rozwigzywania dwuwymiarowych odwrotnych zadan przewodzenia
ciepta. Metoda ta wykorzystuje iloczynowg posta¢ rozwigzania i moze
by¢é zastosowana w pewnych przypadkach, gdy znane sa niektére warun-
ki brzegowe. Pozwala ona na zmniejszenie niezbednej liczby punktéw
poraiarowych.

1. WSTeP

Numeryczne rozwigzywanie wielowymiarowych odwrotnych zadan przewodze-
nia ciepta metoda szeregéw pochodnych [1,2] jest utrudnione m.in. wskutek
niezbednosci informacji o przebiegu temperatury w wielu punktach ciata.
Przy nieznanym warunku poczatkowym liczba tych punktéw powinna by¢ zgodna
z liczbg elementéw réznicowych, kontaktujacych sie z powierzchnig zewnet-
rznag ciata. ¥ praktyce oznaczatoby to koniecznos¢ dokonywania znacznej
liczby pomiaréw, a w przypadku umieszczania punktédw pomiarowych wewngtrz
ciata, mogtoby to doprowadzi¢ do zaburzen pola temperatury. Oczywiscie
istnieje mozliwos¢ aproksymacji danych pomiarowych dla mniejszej liczby
punktéw i na tej podstawie oszacowanie przebiegu temperatury w pozosta-
+ych punktach. Takie postepowanie moze jednak wprowadza¢ istotne niedo-
k#adnosci danych, ktére w przypadku zadan zle uwarunkowanych (a takimi sg
zadania odwrotne) moga prowadzi¢ do znacznych bdedéw wynikow.

Istnieje inna mozliwos¢ ograniczenia liczby punktéw pomiarowych,
wspomniana juz w [1]- Mozliwo$s¢ taka wystepuje wtedy, gdy na pewnych po-
wierzchniach zewnetrznych ciata znany jest warunek brzegowy. V takim przy-
padku rozwigzanie czesto moze by¢ przedstawione w postaci iloczynowej.
Zastosowanie metod numerycznych znacznie poszerza zakres zagadnien, ktoére
moga by¢ w ten sposdb rozwigzywane.

~Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.18, kierunek 2, zadanie 2.2.1.1
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2. ANALITYCZNE UPROSZCZONE rozwigzanie
DWUWYMIAROWEGO ZADANIA ODWROTNEGO

Rozwigzanie klLasyczne.”o zagadnienia poczgtkowo-brzegowego moze bvé
przedstawione w postaci iloczynowej w przypadku, gdy wszystkie warunki
brzegowe sa Jednorodne [3]-

Niech zatem:

t(x,y,io> = rx(x,ro) ty(y,fo), (L

gdzie;
X,Y - bezwymiarowe wspotrzedne,
Fo - liczba iourierp. (be .wymiarowy czas),

Posta¢ (i) jest dopuszczalna dla przyktadowego zbioru warunkéw brzego-
wych:

= 0 dla X = 0; +Z ¢ Biv T= O dla X a 1, @)
ffA OA A
= 0 dla T =C; |l + Biy T 0 dla Y = H, A)

gdzie Bi”™ i1 Biy oznaczajg liczby Biota dla odpowiednich powierzchni.
Warunki (2) - (3) dotycza symetrycznej pdyty o wymiarach zredukowanych
IxB, z warunkami brzegowymi 11l "“odzc._ju.

Rozwigzanie w postaci (1) moze bydé wykorzystane w zagadnieniach od-
wrotnych, jezeli znane sg warunki brzegowe dla Jednej ze zraionnych, tzn.
(2 lub ).

funkcja T~(NfFo) dana jest wzorem

- v>*Fo
T (X,Fo) = 1 -—i, ( f T (X,0)w dX)e 1 «0
t\ KT I X

gdzie funkcje wiosne w™ i .wartosci whkasne N~ wynikaja z roéwnan
Vi = cos vA X, f = Bix. o)
A1 *Q0
ty(y,fo) = ~ 15 (.  TY(Y"0) VidY)e (6)

gdzie
vt = cos Al Yy, jar te w: s - Biy . (@)
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Symbol |JIm§2 oznacza kwadrat normy funkcji wkasnych.
Niech znany Jest poczatkowy rozkdtad temperatury dla X v,

brzegowe na powierzchniach Y =0 i Y = fl, Wtedy

T (Y,0) = _'T(X ,Y,0), )
gdzie
T * T x(xIlto) (9;

jest nieznang liczba.
Réwnanie (6) mozna teraz przedstawi¢ w postaci:

Fo
- i T,,Y,0) v dY)( /"1
i-1 I -

1
[Ey
>

T (Y,Fo)

=" Fy(Y,Fo).

Gdyby funkcja Ty(Y,Fo) byka znana, tc problem sprowadzitby sie do
rozwigzania jednowymiarowego zadania odwrotnego. Z uwagi na to, ze rozpa-
trywane pole jest polem symetrycznym, wystax®"czalaby informacja o przebie-
gu Ffunkcji Tx(x,Fo) dla jednego dowolnie wybranego punktu o wspétrzed-
nych X~Y~, 0g6lna posta¢ tego rozwigzania przedstawia sie nastepujaco

[1F

TX(X,Fo) = ~  Jk(X,X1) T~ )(X1,Fo), 1)
k=0

gdzie Ok(x,X1) sa znanymi funkcjami zaleznymi od wspodrzednych geome-

trycznych, a *F°) stanowi tzw. termiczng odpowiedz ukdtadu, tj.

funkcje przedstawiajaca przebieg temperatury T (X,Fc) w punkcie o wspot-

rzednej X = X*. Symbol (.)(k) oznacza ro6zniczkowanie weddug czasu.
Termiczna odpowiedz ukdadu wynika z réwnania

T(X,,Y ,Fo) x T(X.,Y ,Fo)
TAXAX1,i0” “ Ty(Y1,Fo) = Fy(Yi,Fo) =%V X1»ko)- ~p2t

Podstawiajac (12) do (11) otrzymujo sie
cD
Tx(X,Fo) =y \iX.X,) F*k)(xitFo) = Fx (X,Fo), (13)
k=0
a podstawiajac (10), (13) do (i) otrzymuje sie

T(X,Y,Fo) r. Tx(X,Fo) Ty(Y,Fo) = Fy(Y,Fo) Fx(X,Fo). (1*0
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¥ rozwigzaniu (14) uproscita sie nieznana liczba % .
Rozwiazanie to wymaga zatem informacji o poczatkowym rozktadzie tempera-
tury wzdduz dowolnie przyjetej wspétrzednej X = X~ (tzn. funkcji
T(X1fY,0)), o jednorodnych warunkach brzegowych dla Y =0 i Y =B
oraz informacji o przebiegu temperatury dla punktu o wspétrzednych X1i>y»
(tzn, funkcji T(X1,Y~,Fo)). Na podstawie tych informacji wyznacza sie
funkcje Fy(Y,Fo) (réwnanie (10)), a nastepnie Fx(X",Fo) (réwnanie (13))
i wreszcie temperature T(X,Y,Fo), okreslong réwnaniem (11%.

Ton spos6b rozwigzywania zagadnien dwuwymiarowych byt prezentowany w
[1] i dlatego nie bedzie przedmiotem dalszych rozwazan w niniejszej pracy,

3. NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE DWUWYMIAROWYCH
ZAGADNIEN ODWROTNYCH

Ta sama technika rozwigzywania zadan odwrotnych moze by6 zastosowana
do zagadnien sformutowanyoh numerycznie, W tym przypadku mozliwosci jej
wykorzystania sg wieksze niz dla zadan
sformutowanych analitycznie.

- 1 1- S - -

’ Wykorzystanie iloczynowej postaoi
rozwigzania zilustrowano prostym przy-
ktadem ptyty symetrycznej. Do sformuto-
wania réwnan réznicowych uzyto metody
bilanséw elementarnych.

A TR A .
Réwnanie bilansu energii dla dowolne-
go elementu réznicowego o indeksie (i.j)-
% S otrzymanego w wyniku dyskr#tyzaoji
4 ptyty dwuwymiarowej (rys. t) przedsta-
wia réwnanie
AV;
- e = Ti 1
Rys. 1. Podziat réznioowy pty- °u i u aN 4 ri ari -
ty dwuwymiarowej
Fig. 1. Net of mesh for a two-
dimensional plate AT, i =T, -

aAy, 7 +
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V réwnaniu tym ~Nij* ~'ij oznaczaja odpowiednio pojemnos¢ cieplnag
wkasciwg, gestos¢ i wspéiczynnik przewodzenia ciepta dla materiatu wyped-
niajacego element réznicowy (i,j)-

Rozpatrzmy teraz dwa problemy jednowymiarowe. Elementy réznioowe dla
tych probleméw sg warstwami o szerokosciach odpowiednio A x. i ijA (por.

rys. 2). Rownanie bilansu energii dla elementéw A ma postac:
dT, T - _
3ol Axt zf- = 1. , - (16)
- A*+ - -
AXi-1 Axi+l AX i
QR *AZ 2A 1+,  2Aj-

a dla elementéw AyjS

ar. ti-i TI+1 - TJ an
°J 9J Ay j dt ’
AyJd Ayj+l , Ayj
2N j-i 2*]J 2 AJ+1 2AJ
> 1

Rys. 2. Zadania jednowymiarowe odpowiadajace problemowi dwuwymiarowemu
Fig. 2. One—dimensional problems referring to the two-dimensional

tatwo zauwazy¢, ze temperature T. , mozna przedstawi¢ w postaci ilo-
ozynu

Ti,j - TI TJ » (18)

tylko

[
@
73
-

i 19

°191 " CJ 3 " °i,j}

-
-

oraz stale sa wartosci wspoédczynnika prowadzenia oiepla.
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Rozwigzanie to natomiast nie wymaga Jednorodnosci warunkéw brzegowych.
JeZeli liczbe podziatéw réznicowych w kierunku osi X oznaczymy przez n,
a w kierunku osi Y przez m, to klasyczne ujecie metody szeregbw po-
chodnych wymagatoby informacji o przebiegu temperatury w m + n punktach,
Znajomos¢ warunku brzegowego na jednej z powierzchni (np. Y = B) ogra-
nicza liczbe niezbednych danych do informaoji o temperaturze w chwili
poczatkowej w m punktach, a nastepnie o przebiegu temperatury tylko

w Jednym punkcie. JeZeli istnieje mozliwos¢ dalszej obserwacji tempera-
tury w (m - 1) punktach, to informacja ta moZe zosta¢ wykorzystana do
poprawy doktadnosci wynikéw, np. za pomoca raohunku wyréwnawczego (por.
[11), Algorytm postepowania mégdby przebiega¢ nastepujaco;

- wyznaoza sie przebieg temperatury Tj (J = 1,...,m) przez rozwigzanie
uktadu roéwnan roéznioowyoh (17) przy znanej temperaturze w chwili poczat-
kowej w m punktach, odpowiadajacych kolejnym warstwom A y”,

- wyznacza sie termiczng odpowiedz uk#adu dla warstwy I 2z réwna-
nia

TXI = Ti, j/V (20)

- rozwigzuje sie Jednowymiarowy problem odwrotny, opisany uktadem réwnan
(16) na podstawie informaoji o przebiegu temperatury w warstwie |
(posta¢ tego rozwigzania Jest zbllZona do réwnania (11) (por. [2D).
wyznaozajac temperature H. (i = 1,...,n),

- ostatecznie oblicza sie temperature z réwnania (18) (dla i
- 1,...,n) J=1,...,m.

Znacznym ograniozeniem dla mozliwosci stosowania tej metody wydaje sie
byé¢ Zadanie Jednorodnosci materiatowej olaka. Okazuje sie Jednak, Ze me-
toda moZe by¢ z powodzeniem stosowana w tym przypadku, chooiaZ ze wzros-
tem z4oZonosoi struktury materiatowej maleje efektywno$¢ metody. Mozli-

wosci te zostang zilustrowane prostym
przyktadem ptyty, zbudowanej z dwéch
materiatdéw o pojedynczej granicy mie-
dzy materiatami (por. rys. 3).

Przy takiej strukturze materiato-
wej Zadnych trudnoséci nie przedsta-
wia wyznaozenie temperatury Tj (i s
= 1,...,n), gdyby tylko znana byta
odpowiedz temperaturowa Okresle-
nie odpowiedzi temperaturowej mozliwe
Jest natomiast dopiero po obliozeniu
temperatury Tj (g = 1,...,m). Z uwa-

Rya. 3. P#yta dwuwymiarowa zbudo- gl na uktad warstw materiatowyoh

wana z dwéch materiatow . oo R
trudno jest spe¥ni¢ warunki (19?,

Fig. 3. Two-dimensional plate
oonslsted of two materials
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zdefiniowa¢ 9Jt oJt J\,j 1 zbudowa¢ uktad roéwnan (i?). Mozna jednak

postgpi¢ w sposdb nastepujacy!

- wyznacza sie dwukrotnie temperatury TJt tzn. zaréwno dla danych A
CA"™ 9A otraynuld«® Tja ( = oraz dlaAg, Cg, ? otrzyrau-
Jgo T'jg(d a 1,...,@),

- dwukrotnie te* wyznaoza sie odpowiedz temperaturowg, tzn.

TXIA = Ti,j /TIAL TXXB = Ti,j/TIB »

- wyznaoza sie dwukrotnie temperature T2, tzn. dla odpowiedzi tempera-
turowych Txia 1 Tytb>

- temperature Titj =1,..«,nj j a 1,...,m) wyznaoza sie odpowiednio
ze wzoroéw

Ti}j = Tia Tja dlatych elementéw réznicowych, dlaktérych
A=&K, Ca 9a, o0 acA, oraz
J =Ttr dla pozostatych elementoéw.

W ten spos6b zostaje zachowany warunek (19). Liozba mozliwych kombi-
nacji wzrasta ze wzrostem stopnia ztozonosci struktury materiatowej,
a tym samym maleje efektywnos¢ metody z uwagi na wzrost niezbednej liczby
obliczen. Tym niemniej metoda ta moze by¢ stosowana takze przy bardziej
skomplikowanym uktadzie warstw materiatowych.

h.  WYNIKI PRZYKLADOWYCH OBLICZEN 1 WNIOSKI

Celem sprawdzenia efektywnosci metody przeprowadzono obliczenia oparte
na tzw. eksperymencie numeryoznym. W niniejszej pracy zamieszczono frag-
ment tych obliczen dla ptyty o strukturze materiatowej Jak na rys, 3. Na
podstawie danych o warunkach brzegowych na powierzchniach Y a O i1 Y =B
oraz danych o warunku poczatkowym na powierzchni X = 1 wyznaczano prze-
bieg temperatury w Srodku ptyty (punkt S na rys. 3). Wszystkie dane zabu-
rzano losowo btedem pomiarowym o wartosci maksymalnej € = 0,005.

Przyjeto nastepujace warunki brzegowe:

- na powierzchniaoh X = 0 i Y = 0 - warunek izolacji cieplnej,

- na powierzoliniach X a 1 i Y a B - warunek brzegowy 111 rodzaju przy
liozbie Biota Bi a 0,5.

Obliozenia prowadzono dla kroku ozasu zdefiniowanego w postaoi bezwy-
miarowej

A. At
A Fo a ——————— - =0,1 @)

°A «A LO
gdzie Lq a 1, przy czym obserwaoje rozpoozeto od Fo = 0,U.
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V tablicy 1 przedstawiono wyniki obliczehn temperatury w punkcie B

w przypadku, gdy:

- A= Ajj/Aa = 1*251

- ¢ = = °»75»
- granica warstw materiatowych przebiega dla X = 0,25.

W tablicy 2 przedstawiono z kolei wyniki obliozen dla punktu B w
przypadku, gdy granioa warstw materiatowych przebiega dla X = 0,75.

Tablica 1
Wyniki obliczeh dwuwymiarowego problemu odwrotnego dla XA = 0,25

Temperatura

zadana 0,737 0,661* 0,597 0,536 0,182
Eﬁ“ﬂ?‘éiiﬁ:ra 0,739 0,666 0,591* 0,532 0,1*80
;gggﬁgatura 0,1*33 0,389 0,350 0,310 0,281
Temperatura
obl?czona 0,125 0,381 0,339 0,307 0,278
Tablica 2

Wyniki obliczen dwuwymiarowego problemu odwrotnego dla XA a 0,75

Temperatura

zadana 0,791* 0,728 0,668 0,611 0,559
Temperatura

obliozona 0,782 0,715 0,650 0,598 0,544
Temperatura -

zadana 0,510 0,158 0,421 0,382 0,350
T t

bliczona 0,1*89 0,41*9 0,409 0,376 0,344

obliczona
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Z tablic tych wynika dobra zgodnos$¢ uzyskanych wynikéw z zadanymi prze-
biegami temperatury. Obliczenia te wykazaty Jednak istnienie innych ogra-
niczen w stosowaniu metody. Dotycza one umiarkowanych wartosci stosunkoéw
Al C.

Z teorii metod réznicowych wiadomo, ze réznicowe liczby Fouriera (21)
powinny przyjmowaé¢ wartosci takie, ktére zapewniajg pozadang doktadnosé
obliczen (w szczeg6lnych przypadkach stabilno$¢). Ze stosunku
AFoa/ AFob = A/C wynika odpowiednio krok czasowy, np. AFofi dla usta-
lonego A Fo”. Istnieje zatem mozliwosS¢ odpowiedniego doboru A Fo™ i
A FOjj. w zagadnioniaoh odwrotnych wystepuje dodatkowo ograniczenie
kroku czasu od dotu, tzn. wystepuje wartos¢ (A Fo)min. Moze sie zatem
okazac¢, ze odpowiedni dobdér kroku ozaau spedniajacy obydwa te wymagania
jest niemozliwy. Z orientacyjnych obliczen wynika, ze stosunek A /C nie
powinien przekracza¢ wartosoi 3-5.

Zaletg metody Jest natomiast mozliwos¢ wystgpienia nadmiaru danyoh,
jezeli kontynuowana bytaby obserwacja temperatury w punktach, w ktérych
dany jest warunek poczatkowy. Nadmiar danych umozliwia znaczna poprawe
Jjakosciowg uzyskiwanych rezultatéw.
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SIMPLIFIED METHOD FOR SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL
INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEMS

Summary

An analytical and numerioal method for solution of two-dimensional
inverse heat conduction problems is presented. The method employs a pro-

duot form of the solution of direct problems and can be applied to oases

when some boundary conditions are known. It enables decreasing of the

number of points at whioh temperature histories should be recorded.



