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Streszczenie. W artykule przedstawiono zaloZenia nowej konoepcji
sformutowania metody bilanséw elementarnych.

W proponowanym ujeciu mozliwe Jest w stosunkowo prosty sposéb
stosowanie elementéw réznicowych o dowolnych ksztaltaoh. Przedsta-
wiono przykdtad obliczeniowy.

1. WPROWADZENIE

Do najczesciej stosowanyoh dyskretnych metod rozwigzywania zagadnien
brzegowych przewodzenia ciepta zalicza sie metode réznicowg (Finite
Difference Method FDM) oraz metode elementu skoniczonego (Finite Element
Method FEM). Teoria tych metod jest obecnie szczeg6towo poznana i opisana
w licznych monografiach.

Mimo wielu zalet metody te nie majg przejrzystej interpretacji fizy-
kalnej, co znacznie komplikuje ich stosowanie w problemach z#oZonej wy-
miany ciepta.

Metoda bilanséw elementarnych MBE (Control Volume Method) jest uniwer-
salng metoda dyskretng tworzenia réwnan réznicowych na podstawie bilansu
energii elementédw réznioowych. Dzieki jasnej interpretacji fizykalnej
moze by6é #*atwo uzywana do rozwigzywania zadan, w ktérych wystepuja rézno-
rodne struktury materiatowe, przemiany fazowe, promieniowane, reakcje
chemiczne itp. Zaleta MBE Jest réwniez jej prostota matematyczna.

Wada metody Jest ograniozenie zastosowan jedynie do obszaréw dajacych
sie podzieli¢ na regularne elementy réznicowe (np. prostokaty, prosto-
paddosciany itp.), co by¢ moze jest przyczynag niezbyt duzej popularnosci
metody pomimo wielu istotnych zalet.

W dalszej czes$oi przedstawiono koncepcje uogdlnienia MBE na siatki
réznicowe o nieregularnym ksztakcie (np. tréjkatne).

Praca wykonana w ramach CPBP nr 02.18, kierunek 2, zadanie 2.2,1,1
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA METODY BILANSOW ELEMENTARNYCH

W metodzie bilanséw elementarnych réwnania réznicowe pola temperatury
wynikajg z roéwnan bilansu energii elementéw réznicowych.
umieszcza sie zazwyozaj w Srodkaoh ciezkosci elementdéw. Zasadniczym poje-
ciem metody jest opor przewodzenia R”~j pomiedzy wezdami 1i,j Ql1], [2]
(rysunek 1):

Wezty elementéw

. r-M (@))
iJ A-ij ij

1, - odlegtos¢ pomiedzy weztami 1,3,
AAj - wspoétczynnik przewodzenia oiepta,

Sj - pole powierzchni przeptywu ciepta prostopadtej do odcinka

Rys. 1. Elementy réznicowe
Fig. 1. Differenoe elements

Zaktada sie przy tym, ze powierzchnie al b (rysunek 1) sga adiabatyoz-

co jest réwnoznaczne z przyjeciem jednowymiarowego przeptywu ciepta
wzdduz kierunku J-j¥ Strumien oiepta ptynacego od wezta i do
wezda J przez powierzohnie S*j okresla wzor:

ne,

gdzie;

T, Tj - temperatury w wezdach elementéw.

Zgodnie z teorig MBE [i], [21], [3] przyjmuje sie, ze elementy roéznico-
we moga mie¢ ksztatty regularne w sensie przyjetego uktadu wspétrzednych
(prostokaty, pierscienie cylindryczne itp.).
z zatozeniami przyjetymi

Teoretyoznie

Elementy te sa bowiem zgodne
przy definiowaniu oporu przewodzenia oiepta Rjj*

istnieje mozliwo$s¢ wyznaozenia oporu pomiedzy elementami
o dowolnym keztatoie ze wzoru [1], [2];
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R- =/ A rn - @)

gdzie:
S(I) - pole przekroju prostopadtego w kierunku 1.

Praktycznie obliozenie cakki wystepujacej we wzorze (3) jest jednak
moZliwe jedynie dla elementow geometryoznie regularnych.

3. UOGOLNIONA KONCEPCJA METODY BILANSOW ELEMENTARNYCH

Z rozwatad przedstawionych w rozdziale 2 wynika, Ze zasadniczag prze-
szkoda stosowania MBE dla elementéw nieregularnych Jest spos6b wyznacza-
nia strumieni ciepta ”~ j na podstawie definicji oporu danej wzorem (3).
Proponowana konoepcja uogélnienia MBE polega na wyznaczaniu wprost
ze znanego wzoru okreslajacego strumien ciepta przeptywajacego przez do-
wolng powierzchnie S:

Qs = 7/ as , ()
S

gdzie:
gé¥p - pochodna normalna temperatury na powierzchni S.

Metode wykorzystania wzoru (U) do obliczenia strumienia ciepta pomie-
dzy wezdami i,J przedstawiono na przyktadzie dwéch elementéw tréjkat-
nych (rysunek 2).

Gestos¢ strumienia ciepta przeptywajgcego od wezta i1 do J
zaleZy tylko od potozenia wezdow i raoZe by¢ obliczona z przyblizonej

zaleZnoscii

~ji~ A - (©)]

Tak jak i poprzednio przyjmuje sie,
Ze w kierunku 1 prostej +g0zaoej wezty
i,Jj ma miejsce jednowymiarowy przeptyw

Rys. 2. Tréjkatne elementy ciepta wewngtrz "wstegi* ograniczonej

roznioowe _ ) _ I
Fig. 2. Triangular difference adiabatycznymi powierzchniami a,b.
elements Szerokos¢ "wstegi™ Sn okresla rzut S

na ptaszczyzne normalng do 1.
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Z przyjetych zatozen oraz ze moru (5) wynika, ze strumien ciepta Qj°
pomiedzy elementami +,j zaleZy od wielkosci I oraz S?, nie zaleZy
natomiast od wielkosci S (rysunek 3).

Rys. 3. Strumienie ciepta pomiedzy elementami
Fig. 3. Heat flures between the elements

Wartos¢ strumienia ciepta Qj~ wynika wiec z nastepujgcego wzoru:

T - Ti
Ji n (6)
Rij
gdzie:
- rzut powierzchni styku elementéw S na ptaszczyzne normalng
do prostej 1 przechodzacej przez wezty 1i,J.

Wartos¢ Sn oblicza sie ze wzoru (rysunek 2)i

sn o= S cosoel (@)

Wartos¢ oporu Rjj wynika z og6lnej zaleznosci:

A =const

Jezeli element styka sie z zewnetrzng powierzchnig ciata F, to poto-
zenie wezta brzegowego wynika z przeciecia sie prostej prostopadtej do
powierzohni F wychodzacej z wezta elementu z powierzchnig F (rysunek 4).

Rys. 4. Brzegowy element rdéznicowy
Fig. 4. Boundary differenoe element
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4. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Przedstawiono wyniki obliczen nieustalonego pola temperatury w dwuwy-
miarowej ptycie symetrycznej z warunkami brzegowymi 3 rodzaju. Pi#yte po-
dzielono na elementy kwadratowe i trdjkatne.

Przyjeto liczbe Biota Bi=1, temperature ptynu réwng 1, a temperatu-
re poczatkowg réwng 0. W tablicy 1 podano wyniki obliczen temperatury
w punkcie x=0, y=0,5 wraz z rozwigzaniem dok#adnym (btedy wzletae od-
niesione sg do rozwigzania doktadnego).

Uzyskane wyniki dowodzg, Ze zastosowanie siatki elementéw tréjkatnych
daje zadowalajace rezultaty. Biedy wzgledne sa mniejsze anizeli w przy-
padku stosowania siatki kwadratowej, co wynika zapewne z faktu, ze w przy-
padku podziatu tréjkatnego zastosowano wiekszg liczbe elementéw réznico-
wych. Z tej tez przyczyny przedstawionych wynikéw nie nalezy poréwnywad
w sposob ilosciowy a jakosciowy. Dowodzg one, ze zastosowanie elementéw
tréjkatnych nie wprowadza dodatkowych biedoéw do metody.

Inne przeprowadzone obliozenia potwierdzaja rowniez prawdziwos¢ tej

tezy.
Rys. 5. Podziat réznicowy ptyty
Fig, 5. Net of mesh for a plate
Tablica 1
Przebieg temperatury w ptyoie
Czas Rozwiazanie Siatka kwadratowa Siatka trdéjkatna
Fo dok¥adne temp. btad % temp. btad %
0.1 0.091*5 0.1008 6.667 0.095"*  0.952
0.3 0.3353 0.331"* 1.163 0.3320 0.98**
0.5 0.5063 0.5010 1.047 0.5068 0.098
0.7 0.6329 0,6269 0.632 0.6355 0.411

0.9 0.7270 0.7210 0.550 0.7307 0.510
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5. WNIOSKI

Uogo6lniona wersja MBE umozliwia obliczanie p6l temperatury w ciatach
o dowolnych ksztattach. Przeprowadzona obliozenia wykazuja, ze metoda
daje zadowalajace rezultaty. V praktyoe elementy nieregularne np. tréj-
katne wystarczy stosowa¢ tylko dla wypednienia krzywoliniowych obszaréw
w sasiedztwie brzegu ciata.

Przy podziale obszaru rozwigzania nalezy réwniez unikaé¢ sytuaoji,

w ktérej linia dtaczaca wezty sasiadujacych elementéw przebiegatyby poza
powlerzohnig styku tych elementéw. V takim bowiem przypadku nalezy sie
liczy¢ z mozliwoscia wystgpienia istotnych btedéw przy obliczaniu stru-
mienia ciepta przeptywajacego pomiedzy elementami.

Jezeli w rozpatrywanym obszarze wystepuja materiaty o réznych wkasci-
wosciach termofizyoznych, celowy jest taki podziat na slementy, w ktérym
ptaszczyzny styku elementéw pokrywajg sie z granicami materiatowymi.
Uwaga ta dotyczy roéwniez obszaréow, w ktérych wystepujg liniowe badz po-
wierzchniowe zroéd+a ciepta.
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GENERAL CONTROL VOLUME APPROACH TO SOLUTION
OF BOUNDARY PROBLEMS OF HEAT TRANSFER

Summary

In a classical formulation of Control Volume Method the energy balance
can be worked out only for elements of regular shape.

New formula of calculation of heat flux between difference elements
has been evaluated. Tills way the elements of any shape e.g. the most
common triangular can be taken into consideration that enables dealing
with boundary problems within bodies of complex geometry.



