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Streszczenie. Przedstawiono podstawowe rozwiązania równania 
przewodnictwa cieplnego i równania Helmholtza. Na tej podstawie 
moZna uzyskać ścisłe lub przybliżone rozwiązanie zagadnień odwrot
nych przewodzenia ciepła. W pracy rozpatrywano przybliżone rozwią
zanie zagadnień odwrotnych cechujących się symetrią względem osi.

1. WSTĘP

Jedną z metod stosowanych przy rozwiązywaniu prostych i odwrotnych za
gadnień przewodnictwa cieplnego jest metoda potenjeałów cieplnych (por. 
np. [1,2,3]). Pozwala ona zbudować dla rozważanego zagadnienia równanie 
całkowe, w którym funkcją poszukiwaną jest tzw. gęstość potencjału. Wy
znaczając tę funkcję, moZna następnie za jej pomocą opisać pole tempera
tury lub gęstość strumienia ciepła w rozważanym obszarze, a także na jego 
brzegu, co przy tzw. granicznych zagadnieniach odwrotnych [3 ] Jest naj
częściej celem rozważań. Główną rolę przy budowaniu wspomnianego równania 
całkowego odgrywa funkcja, nazywana rozwiązaniem podstawowym równania 
przewodnictwa cieplnego. Dla zagadnienia rozważanego w m-wymiarowej 
przestrzeni kartezJańskiej (gdzie m = 1,2,3) w prostokątnym układzie 
współrzędnych jest ona znana} jej postać będzie podana w dalszej ozęści 
pracy. Gdy zagadnienie rozważane jest w układzie współrzędnych bieguno
wym, walcowym czy sferycznym, postaci rozwiązania podstawowego otrzymuje 
się przez dokonanie stosunkowo nieskomplikowanych operacji} przytoczymy 
je także w tej pracy.

Otrzymane za pomocą potencjałów cieplnych równania całkowe mają tę 
wadę, Ze nawet w przypadkach jednowymiarowych trudno Jest na ioh podsta

*Vraca wykonana w ramach CPBP nr 02.18, kierunek 2, zadanie 2.2.1.2
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wie dokonać obliczeń na komputerze. Szczególnie w przypadku zagadnień 
odwrotnych jest to złożony probiera z uwagi na ich niestabilność w sensie 
Hadamarda [ U].

V związku z trudnościami w rozwiązywaniu zagadnień odwrotnych w ścisły 
sposób stosowano wiele różnych metod przybliżonych. Jedna z nich, polega
jąca na zdyakretyzowaniu zagadnienia po czasie już na etapie równania 
różniczkowego, prowadziła do zastąpienia równania przewodnictwa oieplnego 
przez układ równań Helmholtza. Zastosowanie metod teorii potenojałów po
nownie prowadziło w tym przypadku do równań całkowych [5], które - w od
różnieniu od równań oałkowych uzyskanyoh dla równania przewodnictwa 
oieplnego - w wielu przypadkach jednowymiarowych można rozwiązywać ana
litycznie [6]. ¥ pewnym dwuwymiarowym przypadku pozwoliły one otrzymać
rozwiązanie numerycznie [7], i to przy zastosowaniu nieskomplikowanego 
programu.

Oczywiśoie przy budowaniu równań całkowych dla zagadnień odwrotnych 
przewodnictwa oieplnego, rozwiązywanych tą metodą, najistotniejsza jest 
znajomość rozwiązania podstawowego równania Helmholtza w różnych układaoh 
współrzędnych.

V pracy tej opróoz związków pomiędzy rozwiązaniami podstawowymi równa
nia przewodnictwa cieplnego i równania Helmholtza przedstawione zostaną 
rozważania dotyczące przybliżonego rozwiązywania zagadnień odwrotnych 
cechujących się symetrią względem osi. Przypadek ten zasługuje na uwagę
ze względu na trudności w uzyskaniu zamkniętej postaci rozwiązania podsta
wowego dla równania Helmholtza.

2. REPREZENTACJE CAŁKOWE

Gdy rozważane Jest równanie przewodnictwa cieplnego o postaoi

(V2 - j If) T (x, t) = F(x,t), (1)

gdzie a Jest współczynnikiem dyfuzyjnośei temperaturowej, T - tempera
turą, F - funkcją iródła ciepła [3 ], X - punktem w obszarze 2  , zajmo
wanym przez oiało przewodząoe ciepło, t - chwilą czasu), wówozas - nie
zależnie od tego, czy zadane są warunki na brzegu obszaru i? , czy też 
na pewnej powierzchni wewnątrz tego obszaru - rozważane zagadnienie można 
sformułować w postaoi równania całkowego. Gdy Jest np. rozważana zagadnie
nie odwrotne, w którym na powierzchni dQ* obszaru Q* zawartego w Q  
zadana Jest temperatura T*(x*, t), (x*, t)e dS2* *(0,tK ), wówozas za
miast równania (1) z warunkiem zadanym na powierzchni d Q  i z warunkiem 
początkowym postaoi
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T(x, 0) = Tc(x), x € Q  (2)

można rozważać równanie całkowe o postaci [3]i

/  G ( x * - £ , t ) *  h(Ś, t) dS(£) = T*(x*, t) +
d Q  (3)
+ J G(x* - y, t) * F(y,t)dV(y) - ^ i G(x* - y,t)TQ(y) dV(y),
«  Q

gdzie symbol * oznacza splot, a G(x- t) jest rozwiązaniem podstawo
wym równania (i). W równaniu całkowym (3) funkoją poszukiwaną jest h(£,t), 

& a Q  x(0, tK ), nazywana gęstością potencjału cieplnego warstwy 
pojedynczej. Gdy funkcja ta jest znaleziona, wówczas temperaturę w obsza
rze Q  i na Jego brzegu wyznaoza się ze związku

- J

T(x,t) = j  G(x-|_,t)* h(g.,t) dS(£) -
3 ii (k)

G(x - y,t) * F(y,t)dV(2 ) + ^ f G(x - y,t) T0(g) dV(y).
Q

Równanie (3) jest bardzo trudne do rozwiązania nawet w przypadkach 
Jednowymiarowych; pewne uwagi dotyczące jego rozwiązań podane są w opra
cowaniu [8],

Przy rozwiązywaniu przybliżonym zagadnień odwrotnych z wykorzystaniem 
równania Helmholtza równanie (i) zastępuje się układem równań Helmholtza 
postaci

( v 2  -  p 2 )  9  k ( x )  = ( 5 )

™ 1 /2przy ozym p = (a At} , gdzie At jest krokiem czasowym, a prawa
strona równania (5 ) ma postać:

‘Icfe) = " p2® k - 1 ^  + a T  f  F(x,t)dt. (6)
łk-1

Tutaj tfc = kit, k = 1,... . ,K oraz 0 k(x) » T(x,tk ) [5 ].
Przy rozwiązywaniu zagadnienia odwrotnego, w którym na powierzchni d Q* 

zadana jest temperatura T*(x*,t), w miejsoe równania (5 ) rozważa się 
w chwili tfc równanie całkowe o postaci [5 ]»

j  GH (x* - £ ep) hHk(|.) dS(|_) = T*(x*,tk ) +

/ H (7)
* J  G { £ *  ~ J»p ) f k (^  dvC£). k  =

gdzls 0H (x - p) Jest rozwiązaniem podstawowym równania (5 ).
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V równaniu (7) funkcją poszukiwaną jest h^(#,t), (Ś,t)«raS x(0,tK ). Gdy 
funkcja ta jest znaleziona, wówczas funkcję opisującą w sposób
przybliżony temperaturę w obszarze S  w funkcji t^ wyznacza się ze 
związku

t(x) = j GH(x - I, p) h£(|_) dS(|_) -
S£? ( 8 ) 

- j GH (x - y, p) f k(y) dv(£ )
Q

Równanie (7) można w wielu jednowymiarowych przypadkach rozwiązać.
Przykłady takich rozwiązali wraz z analizą ich stabilności w zależności od
wielkości kroku czasowego oraz wielkości obszaru S* i jego położenia
wewnątrz i! podano w pracy [6],

Porównując równania (f) i (5 ) natychmiast można zauważyć, że jeśli 2położy się p =s/a, gdzie s - parametr transformacji Laplace’a, to 
lewa strona równania (5 ) staje się transformatą Laplace’a lewej strony 
równania (1). Wynika stąd następujący związek pomiędzy rozwiązaniami 
podstawowymi równali (1) i (5 ):

G(x - 1, a) = GH (x - fe, { I  ), (9 )

gdzie nadkreólenie oznacza transformatę Lapalcs9a.

3. ROZWIĄZANIA PODSTAWOWE

Rozwiązanie podstawowe równania (i) w przestrzeni trójwymiarowej ma 
postać [1]:

o3(*-*,r-ff.-fc.t> - ----2— - exP [- 1 . (10)
J (4a7rt)3/2 L ffat j

Scałkowanie tego równanfea po £ w przedziale od - oo do + <» przy z = 0 
prowadzi do postaci tej funkcji na płaszczyźnie:

G2(x-£,y-7,t) = — —  exp [- M .y-*?) I (n )
* i*0ft L ffat J

Ponowne scałkowanie, tym razem po ę od - oo do + oo przy y = 0 pozwala 
wyznaczyć rozwiązanie podstawowe w przestrzeni jednowymiarowej:

G (x -t.t) = J  - i -  exp [- (x ~^)2 ] (12)
V L iłat J
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¥ walcowym układzie współrzędnych r, , z , rozwiązanie podstawowe można 
przedstawić następującym wzorem:

i. ,.\ a f  r2+ę2-2ręcos(ip~V^ + (z- . ^ ) 2 ]dv ( r , l p ,z,<?,%?,(,-, t) = —  - r y j  e x p ----- 5------------- "
(4a7t t) ' L 4at J

(13)

wynikającym bezpośrednio z (1 0). Dla przypadku symetrii osiowej postać 
rozwiązania podstawowego wyznacza się wykorzystując wzór

Ot

f  ek ooa<f a < f . 3tl0 (k), (14)
0

(por, [9], s.2 8 1, wzór 175 ), gdzie lv( * ) Jest zmodyfikowaną funkcją 
Bessela pierwszego rodzaju rzędu v> , Postaó tego rozwiązania jest nastę
pująca:

■ — L r  ■„ i S  »  [• 2% d j ! ] <«>
4t i a J t t

Rozwiązania podstawowe w układzie biegunowym otrzymuje się bezpośrednio 
ze wzoru (1 1):

Gb(r,f,9,ir,t) = - L -  exp [- — i~ “ f " — <’6 >

Całkując wzór (1 6) po iż" od - Tf do TC przy if = Q lub całkując wzór 
(1 5) po fe od - 00 do + co przy z = 0 otrzymuje się rozwiązanie podsta
wowe na płaszczyźnie przy symetrii względem punktu:

Gba(r'?’t) = &  *0 exp [~ 9 lłaź'r' ] (17)

Przejdziemy teraz do odpowiednich wzorów dla równania ( 5 ) • Do wyzna
czenia rozwiązań podstawowyoh wykorzystamy tu tn.in. związek (9), co poz
woli jako efekt uboczny otrzymać pewne wzory całkowe. I tak - wykorzystu
jąc wzór

oC £ t~3//Z exp (- (s) = ~ ~  ezp (- b y s ) , (18)

(por. 10 , tabl. B2, wzór 102), gdzie dC oznacza operator transforma
cji Laplace»a, znajdujemy - po przetransformowaniu wżeru (1 0) - rozwią
zanie podstawowe równania (5 ) w przestrzeni trójwymiarowej:
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H ®xp [ - ^(*-£)2 + (y- i )z * (z-S)2 ]
G3(x-i»y-'?»*-fe.p) = -------- :----  . (19)

kx  V ( x - £ ) 2 + (y-n)2 * ( z - * ) 2

Podobna operacja wykonana na związku (1 1) i wykorzystanie wzoru ( [i 1] , 
wzór 9.191)

cC [  *  1 ® * P  ( -  ( ® )  =  2  K c  ( V  a ® ) i ( 20 )

(gdzie •) jest zmodyfikowaną funkcją Besseia drugiego rodzaju
rzędu \P ) prowadzi do wzoru

G j ( z - 4 , y - i 7 , p )  =  — 3—  K  (p /"i■*2 u- ■ (*-£) + (y-ę) ). (2 1)2 vt

Ponieważ scałkowanie wzoru (1 9) po 5 od - co do + cc przy z a O powin
no takZe doprowadzić do wzoru (21), więc stąd otrzymujemy wzór całkowy 
na funkcję K (•):

Kc (pb)
2 2 b + z

V b2 +
dz (2 2)

Wykonanie transformacji Laplace’a na wzorze (1 2) i wykorzystanie wzoru 
9 . 1 9 0 z monografii £11] prowadzi do następującego przedstawienia funkcji 
G** w przestrzeni jednowymiarowej)

g“ (z -g , p) = ±  exp (- p [ x - £  (2 3)
TJW walcowym układzie współrzędnych r,lp, z funkcję G moZna przedsta

wić następującym wzorem, wynikającym z (l9)i

H v « P  [ - P V r 2+ę2+(z-G)2 - 2ręcos(vf-<p) ]Gw (r,f,z,9,-^,i,p) = -----  ■ , -  ■ , . — ---- . (2/»)
4 w r ^ ę ^ + T z - s T 2--~2r9Cos(i^^'

Podobnie rozwiązanie w układzie biegunowym otrzymuje się bezpośrednio ze 
wzoru (2 1):

Gjj(r,<ptę,iy,p) a — i—  K0 (p V  r2 + 9 2 - 2ręoos((^-ii) (25)

Wykonując transformację Laplace ’a na wzorze (l7) i wykorzystując wzór 
9.351 z monografii [i 1] , otrzymuje się rozwiązanie podstawowe na płasz
czyźnie przy symetrii względem punktu:



G“a(r,? ,p) = 9 K0 (pę)l0 (pr)>2(ę-r) +■ rK0 (pr)l0 (pę) ¡2 (r-ę), (2 6)

gdzie i} (•) Jest funkcją Heaviside’a.
PoniewaZ scałkowanie wzoru (2 5 ) po -ii od ~ TC do TC przy <f> = 0  po

winno takZe prowadzić do wzoru (2 6), więc stąd otrzymujemy następujący 
związek:
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/  V p  + — 2r ę costi ) d ’'̂”=
° (27)
= ^  L?K0 (P?)I0 (Pr) 9 (9 “r) + rK0 (pr)lo(pę) ̂  (r-9)]

Naszym celem będzie teraz znalezienie rozwiązania podstawowego równania 
Helmholtza w układzie walcowym przy symetrii osiowej, tzn. w układzie

4. POSTACIE CAŁKOWE FUNKCJI G^a

J JJedną z postaci całkowych funkcji Gvs moZna bez trudu uzyskać, cał
kując wzór (24) po li od - 7t do TT przy <p = 0. Otrzymujemy

TC,, , C ezp [- p \l r2+ę2+(z-i:)2- 2rocosT>]
G«s(r,z,ę,$,p) = -i-  K , ,V--------- i ------ ?■■■ .J dV  (28)

2 tc J 2 2 I T5
0 lir +^> + (z - ̂  ) - 2ręcosii

Całki tego typu nie ma w dostępnych tablicach całek (por. np. [12]). 
Rozwiązanie podstawowe w tej postaci nadaje się do obliczeń numerycznych 
przy konkretnych wartościach zmiennych r, z, ę i £ .

Inną postać całkową funkcji Gws moZna wyznaczyć przekształcając 
wzór (15). Przedstawimy go najpierw w postaci

- Ł  . i!. ( & ) « .  [- ] < W >

Wykorzystamy teraz dwa wzory na transfomaty Łapalace’a: wzór 9.75 z mono-
graf ii [11] :

oC [*^r ] (s) = ■][¥ (30)

oraz wzór 9.351 z tejże monografii:



56 K. Grysa, H. Kamiński

oC [■i exp(- (■) = 2Ko ( V As + V Bs )lc (V As' - V Bs ), (31)

gdzie A i B przyjmiemy w postaci!

A = T(ę+r)2 + (z-t)2]

B = [(ę-r)2 + (z-£)*]
(32)

Ponieważ transformata iloczynu dwóch funkcji jest równa splotowi transfor
mat tych funkoji ( [1 3]> s. 1 6 3) , więc otrzymujemy!

Parametr o jest wspólną odciętą zbieżności [13] dla obu transformowa
nych funkoji (wzory ( 3 0 ) i (31)) I Jest to liczba rzeozywista większa od 
zera.

Całkowanie przeprowadza się po konturze przedstawionym na rys. 1. Po
nieważ wewnątrz tego konturu funkcja podcałkowa nie ma osobliwości, więc

oC [GWB(r,z,9 ,e,t)] (s) =
C+io.

(33)

S

gdzie

c c

o m
flC = I [ Va + t/b’] » (3 = £[ J T  - V F ]

(35)

Oznacza to, że

ABoIJ COuGH EF BCl/HI DEuFG
(36)
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Całki po lukach AB i IJ dą*ą do zera, 
gdy R - . »  | podobnie do zera dąZą 
całki po lukach CD, GH i EF, gdy r -»■ G 
Pozostają zatem do obliczenia całki po 
odcinkach BC, HI, DE i FG.

Najpierw obliczymy całki po odcin
kach BC i HI. Na odcinku BC mamy 
q = r'exp(iTt) = - r’ , a na odcinku 
HI q = r 1exp(-i 7T) = - r', gdzie 
r'e(r, r ) . Ponadto dq > ■ dr' oraz 
na DC będzie

i 71
ko (oc Vq) = K 0 U  J P *  5 ) = - i  TT i {jo (cdVP ) - i Yo(ocV77 ) } ,

i 2T <37)
I 0 (/3Vq) = 1 0 ((3 -T P a  2 ) = J0 (jł “f P )  ,

a na HI
— i —

Ko(<< Vq) = Kc (oC e 2) = ^ TT i { Jo (cC - f P ) + i YQ (cC V P ) J  ,
- i 5

I0(/lV"7) = Ic(/i W e  ) = Jo (p T T 7),
(38)

gdzie J ę ( * ) i  Y y (•) są to funkcje Bessela I i II rodzaju rzędu , 
[9], Obliczając wspomniane całki, otrzymujemy

R
j  ... * f  ... = - TT i I J0U J T ) J 0 (ę>Tfr)

dr
BC HI J ~ Z  ?V p + r r

R -» oo 
0

CO

------   - Ti i / J (oc/7) J (fi V ^ )  .  L,
R  —*• <30 J °  °  1 2 I
Z n  O V p <i + r

(39)

Podobnie oblioza się całki po odoinkach DE i FG. Na odcinku DE q = r' , 
a na odcinku FG q = r' exp( 2 lf i) = r ‘ , gdzie r 1 £ (r, p2 - r). Na od- 
cinku FG mamy ponadto

Tti _
Ko(0C Vq) = Ko(ocVF e ) = - i TT Io(cCVP) + KQ( o C V D ,

I0(f /q) = I0((3 \/? ).
(.1*0)
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Stąd
P2-r

y " . . .  + i . . .  =  V  i  J  I o (ocVr7’ ) Xo ( j 5 / r 7’)  —

DE FG r
P2

— -ori f  i o ( 0c J 7 :' ) i o ( i } J 7 r )
r— ► O -U

dr
p2 - r ' T - + 0

r - 2P - r

Ostatecznie więc wzór (3 6) przyjmie następującą postać:

O ^ . ę . s . p )  = 2

p
- f Io(0C x)lo(p x)

<30

/  J0(=Cx)Jo(p x) x dx
t/”"2 21v p + x

x dx

gdzie wielkości oc i |J określone są wzorami (34) i (3 2).

(4l)

<*»a)

5. FUNKCJA Gws NA OSI SYMETRII
OUzyskane postacie oałkows funkcji Gw(j nie mają zbyt duZej wartości 

praktycznej. Funkcję tę można także wyznaczać bezpośrednio z równania 
różniczkowego (5 ) ł przyjmuje ono wtedy postać

a 2 1 a a 2
r r * T * nor x dr oz »*1 (-*) ,j T* (43)

Stosując transformację Hankela względem zmiennej r i transformację 
Fouriera względem zmiennej z f otrzymuje się przetransformowane równa
nie w postaci:

(r2 + w  2  + P * ) # 0  [ V ( a ® , ) ]  (ro ,W , ę , ^ , p )  =  — -^===r ^ 0(ro 9 ), (44)

gdzie wspomniane transformacje określone aą wzorami:

#  o [«(»)] (ro) = j r u (r) ^ 0(r rQ)dr = ^(r,,),

^["»■(ż) J M  a -===^ /  ▼(z)e"ŁJZ dz £ Yr (cj)f
y  27c '

a transformacje odwrotne wzorami:

(45)

(46)
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+ co

7 -t [ vF( <J ) ] (z) = — ~  J  vK(w) a1£" * 4 U  5 v(z), (48)
* — <2C>

(por. [i 1 , 14]). Rozwiązani© równania (****) ma postać:
't / -iw 5

#  o [ ^ Gws>l (r„,«.9.S.P) = — j==; -°- - - 6---- - . <*9)
° L w sJ ° V W  r 2 + w 2 + aO

Próba odwrócenia transformaty danej wzorem (49) prowadzi do kolejnego
Hcałkowego przedstawienia funkcji Gw(J. Wykorzystuje się przy tym wzór 

6.541 z tablic [12], Tutaj rozważymy pewien przypadek szozególny, a mia
nowicie gdy 9 = 0 .  Wówczas w miejsc© wzoru (49) mamy

^ o l / O ]  ( x v “ ,°.5,p) = - p = r  T \ - o j l - - - p r -  (50)

Odwracamy najpierw transformatę Hankela przy wykorzyataniu wzoru (por. 
[9], s .287, wzór 232) 

oo

j  Ko(Ar)Jo (ror)rdr = j , A2 ¡i - r2 (515
O A + ro

Ze wzoru tego wynika, że

^ [ ‘s is  ] (r *“ .0 *5 *») *  Kp(r  Vch2 + p2) e-ŁW  5 (52)

Wykorzystując następnie wzór 7• 59 z monografii [11] r z którego wynika«» że

/ 2---- 2 \  1 ( • * * [ - *  ^ 2' + *2 3 “iŁJa , ,K ( r v W  + p ) + I ------     e dz, (53)
2 J  r r * + 2

otrzymujemy

TT ®2Cp A'*» -r \ ~ * J .
O“.(r.z.O.S.p) =   . (54)

t - p V r 2 + (z - 5 )2 ]
ws

Przy okazji warto zaznaozyć, że wzór całkowy (22) Jest szczególnym 
przypadkiem wzoru (53)* Wzór (54) można także otrzymać bezpośrednio z (28), 
kładąc w tym ostatnim ę = O.
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6. PRZYBLIZONŁ ROZWIĄZYWANIE ZAGADNIEŃ ODWROTNYCH 
W UKŁADZIE WSPÓŁRZĘDNYCH r , z

Rozwiązując równanie (7 ) w układzie r, z, nie możemy wykorzystać go 
w postaci opisanej tym równaniem, gdyż funkcja G^s znana jest tylko dla 
przypadku, gdy ę = O.

W równaniu (7 ) zapisanym w układzie r, z, będzie x = (r,z), £  =
= (?>^)» 2  = (r » z ' )• Jeśli wprowadzimy nowe zmienne, a mianowicie

£ .
(55)

wówczas równanie (7 ) przyjmie postać:

J GH (u,p)h^(x* - u)dS(x* - u) = T*(x*,tk) +
j GH(v,p) - v) dN (x* - v) , k = 1,... ,K,

t>S (56)

przy czym zarówno powierzchnia d £ ?  , jak i obszar Q  muszą zostać opisane 
w nowych zmiennych« Zaletą tej postaci równania (7 ) jest tof że mofcnauw niej wykorzystać funkcję Gws i to nawet dla £ = 0> wadą jest konie
czność opisania d£> i 2  w nowych zmiennych. Dla przykładu - jeśli £? 
jest walcem kołowym o długości 2 zQ i promieniu R, to równanie (7 ) 
można wówczas zapisać w następującej postaci:

Z
7T R

/-Z^

exp p ̂ u 2 + (z - § )‘

V”u2 + (z* - 5) 21

z  r

■ »  J° /
-Z_ r*-]

exp + (z* -z' )2 j

-R

\ ( r  - u, )d £= T*(r*,z*,tk) ♦

(57)

k(r*- v, z')(r* - v )dvdz1
( z  -  Z 1 )

' 12' !/ ‘

gdzie u = r* - R. Związek (8) przyjmuje postać zbliżoną do (5 7 ), 
a mianowicie

- 7r

t(r,z) = TTR /  i z t

Z „  r r

/

:2 + (z-£)2

-ZQ V u 2 + (z - fc )2
h^ (r-u,%)d *5

- P ♦ (z~z')2 ]
(58)

-Z r-R V v 2 + (z - z' ):
r-v,z ')(r-v)dvdz
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7. UWAGI KOŃCOWE

Przedstawione rozwiązania podstawowe równania przewodnictwa cieplnego 
1 równania Helmholtza stanowią bazę do budowania równań całkowych, na 
podstawie których można wyznaczyć numerycznie czy analitycznie ścisłe 
i przybliżone rozwiązania zagadnień odwrotnych przewodnictwa cieplnego. 
Trudności związane z wyznaczeniem jednego z takich rozwiązań podstawowych 
posłużyły tu jako ilustraoja metod, jakimi można próbować takie rozwiąza
nia wyznaczać.
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P  f t  3  n  n  &
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n p a 6 j i a x e H H o e  p e n e u a a  l e x  oCpaiHhix 3ajnav, KoiopHe o u r a a a J O T O H  ooesoft 
aauuarpaeJi.

ON FUNDAMENTAL SOLUTIONS OF HEAT TRANSFER EQUATION 
AND HELMHOLTZ EQUATION AND THEIR MEANING FOR SOLVING 
DIRECT AND INVERSE PROBLEMS OF HEAT TRANSFER

S u m m a r y
Fundamental solutions of heat transfer and Helmoltz equations are 

presented. Exaot and approximated solutions for inverse heat transfer 
problems may be found on their bases. Approximated solutions for the 
inverse problems symmetric with respect to their axes.


