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METODA ELIMINACJI WĘZŁÓW BRZEGOWYCH W MODELACH 
RÓŻNICOWYCH PROBLEMÓW PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono pewien sposób różnicowej 
aproksymacj i warunków brzegowych w zagadnieniach przewodnictwa
cieplnego, szczególnie dogodny w realizacji obllczeó numerycznych na 
maszynie cyfrowej.

1. WSTĘP

Rozwiązanie numeryczne zagadnienia przewodnictwa cieplnego w jednorod­
nym obszarze a , , którego parametry termofizyczne wynoszą odpowiednio 9, « 
■ Jk(T), c ■ c(t), p ■ p (t) , gdzie jest współczynnikiem przewodzenia
ciepła, c - właściwa pojemnością cieplne, p - gęstością masy. zaś T - 
temperaturę, sprowadza się do konstrukcji pewnych algorytmów przybliżone­
go wyznaczania zmiennego w czasie i przestrzeni pola temperatury, spełnia­
jącego w obszarze ii równanie różniczkowe

c(T)p(T) — * div^(T)grad T(X,t), (l)

zaś na brzegu F warunki w postaci:

A(X , t ) ♦ B(X,t)T(X,t) - C(X.t) (2)0 n

Dany Jeat równie2 warunek poczętkowy zadania

T(X,0) v To(X) (3)

W równaniach (i), (2), (3) przez X,t oznaczono współrzędne przestrzenne
1 czas, n Jest wersoren normalnym do brzegu T  obszaru il w punkcie 
p(x)sr ,  A,B,C - funkcje zadane na brzegu rozpatrywanego obszaru.

W zagadnieniach praktycznych warunek (2) sprowadza się do trzech szcze­
gólnych przypadków

P ( x ) e  A T j ł  A( X t )  ■ O;  T ( X , t )  « < p ( X , t ) (4 )
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P(X)6Arn ; B(X,t) = O; - g -* '* * - 1|»<X ,t ) - - 9 ^  * (5)

P(x)e A T i n ; - % -Of[T(x.t) - Tptj (6)

Warunek brzegowy typu (4) nazywany Jest warunkiem brzegowym I rodzaju, 
zaś funkcja ę>(x,t) jest zadanym rozkładem temperatury na wycinku Afj kon­
turu P * A  Fj U A  fjj U A  Tjjj. Znajomość pochodnej normalnej funkcji T(x,t) 
na APjj Jest równoznaczna z określeniem warunku brzegowego dotyczącego 
jednostkowego strumienia ciepła q w otoczeniu P(x)e^riI> doprowadzane­
go lub odprowadzanego z obszaru i i  .

Warunek brzegowy III rodzaju opisany równaniem (6) wynika z postulatu 
cięgłości strumienia ciepła między obszarem a otoczeniem, przy czym ct 

jest współczynnikiem wnikania, zaś Tot - temperaturę płynu omywajęcego ob­
szar .

Jeżeli rozpatrywany obszar nie Jest jednorodny i stanowi złożenie np. 
dwóch podobszarów S i  ^ U i i z - to na wspólnym brzegu zadany jest warunek ty­
pu

0T (X,t) T (X.t) - T_(X,t) ST (X,t)
P ( X )  e r ! 2 > - 7 *  Ł - - f t ( x . t ) ----------------------------------* 2  - - S t T - -  ( 7 )

gdzie R(X,t) jest oporem cieplnym styku.
Ola kontaktu idealnego R(X,t) « 0, czyli

p(x) er12

0T ( X , t )  0T ( X , t )

 Zn  “ ~%2  ETT“

T ^ . t )  - T2(X,t)
( 8 )

W zadaniach z dziedziny teorii cieplnej procesów odlewniczych warunku
(7) występuje m.In. na wewnętrznej powierzchni wlewnicy po wygenerowaniu 
się szczeliny gazowej, zaś warunki (8) między podobszarami niejednorodnej 
formy piaskowej.

2. APROKSYMACJA RÓŻNICOWA RÓWNANIA PRZEWODNICTWA

Przedstawiony niżej pewien sposób konstrukcji operatorów różnicowych w
węzłach siatki przesfrżenno-czasowej stanowi próbę takiego wykorzystania
znanych z literatury metod, aby równania końcowe posiadały określonę in­
terpretację fizycznę (analogicznie jak w metodzie bilansów elementarnych
Wanlczewa) oraz, aby sposób modelowania warunków brzegowych zadania nie
odbiegał od schematu obliczeń dla wnętrza obezaru a  . W prezentowanej me-



Metoda eliminacji węzłów brzegowych. 45

todzie rozwijanej w pracach Grzymkowsklego [l] , Zabawy [2] i autora ni­
niejszej publikacji, a ściślej w równaniach końcowych opisujących czaso­
przestrzenny rozkład temperatury w węzłach siatki różnicowej można zna­
leźć potwierdzenie matematycznej poprawności algorytmów opisanych przez
0. Szarguta w pracy [3], stanowiącej podsumowanie dorobku autora i Jego 
współpracowników w zakresie zastosowania metody bilansów elementarnych w 
obliczeniach cieplnych procesów przemysłowych.

Dla prostoty dalszych rozważań rozpatrywane będzie zagadnienie jedno­
wymiarowe dla obszaru zorientowanego w układzie współrzędnych prostokąt­
nych, przy czyś otrzymane równania można bezpośrednio uogólnić na większą 
liczbę wymiarów oraz na inny niż prostokątny układ współrzędnych.

Przyjmijmy, ża we wnętrzu obszaru S I  wyróżniono trzy węzły» Pi# P^ ̂ , 
P1_1 (rys. 1), którym w układzie współrzędnych związanym z węzłem central­
nym P^ odpowiadają wskaźniki 0,1,2.

SI
« 5  P °  P '0 .5  P1 X

P P-
i - 1  n

Rys. 1. Węzły wewnętrzne podziału siatkowego
V1

Równanie energii (l) dla zadania Jednowymiarowego przyjmuje postać:

C(T)?(T) ^  *(T) aT(5j—
i

Do rozważań wprowadza się dwa pomocnicze węzły P_Q 5> PłQ 5 w odleg­
łości 0,5 h1 od węzła centralnego.

Wyrażenie w węzłach P_Q 5> P+Q 5 przybliżamy ilorazami róż­
nicowymi centralnymi

T‘ "  k ^  - T2 (10)^ ^ 0 , 5  '""Kr~s * (T)Tx *“ ̂  -0,5 ° h.
p P“.n e - n c+0,5 -0,5

Wskaźnik k wyróżnia chwilę tk wynikającą z dyskretnego ! podziału
o 1 2 kczasu te<0,“ ) punktami 0 « t <  t < t  ..., przy czym interwał At <■

m tk+1 - tk jest krokiem czasoprzestrzennej siatki różnicowej w kierunku
osi t.
Aproksymacja operatora ^  >,(T) w  węźle PQ za pomocą różnicy cen­
tralnej prowadzi do wyrażenia
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Niech

co oznacza, że wartości współczynników przewodzenia w węzłach pomocni­
czych przyjęto jako średnie harmoniczne współczynników w węzłach sęsied- 
nich.
Wówczas

8  ̂(t  \ ©T
W T )  © 7

T S  -  T o  T 2  •  T o

p ••- t k - *  *1 * ( 13)
Po R1 2

gdzie $2 “ K~ na2yw8ne będę współczynnikami kształtu siatki różni­
cowej, zaś , R* sę oporami cieplnymi między węzłami wewnętrznymi i wy­
noszę odpowiednio

k 0,5 h 0,5 h 0.5 h 0,5 hR* - — -r-±- +  r-ii R; »  r-Ł +  r± Cl4)
1 *5 Ą  2 9,k ■ <

Rozpatrujęc prostokętnę M-wymiarowę siatkę różnicowę dochodzi się do za­
leżności

2M_, Tk _ Tk
dlva(T)grad T(X,t)~^> -J- ~k 0 , (1 5)

J-l RJ

przy czym wskaźniki j • 1,2,... sę numerami węzłów sęsiadujęcych z węz­
łem centralnym P , zaś współczynniki kształtu sę odwrotnościami kroku 
siatki różnicowej w kierunku j. Ola siatek krzywoliniowych (np. walco­
wych, sferycznych itp.) funkcje kształtu sę bardziej złożone.

Oeżell pochodnę T^(x,t) przybliżyć ilorazem różnicowym przednim, to 
równanie (l) w węźle PQ sprowadza się do postaci

Tk+1 Tk 2M Tk Tk
„k.k o * o X -1 1 o .
Co<?o  At------7  . -Ł—  *j* (lfa)

J-l J

gdzie ej - C(T^), p^-f(T^).
Ostatecznie
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przy czym wartości T° oraz T° wynikaj# z warunku początkowego (3).0aw- 
ny schemat (17) Je9t stabilny, jeśli

A 2M
At Z (18)

czyli krok siatki w kierunku zmiennej t należy dobrać w ten sposób, aby

gdzie

3. WARUNKI BRZEGOWE

3.1. Warunki brzegowe I rodzalu
Przyjmijmy, że dla układu jak na rysunku 1 węzeł P^ jest węzłem brze­

gowym z zadanę temperaturę c p ( X . t). Operator różnicowy ^  X ^  w punkcie 
PQ przyjmuje wówczae postać

J - l

(21 )

czyli

przy czym ê  ■ 1 w kierunkach do wnętrza obszaru oraz 
runków do brzegu z warunkiem I rodzaju, zaś opór cieplny

e, » O dla kie-
J IrRj wynosiwynosi

. 0.5 h 0,5 h
Ri  * -----C“ 3- ♦ ~ r  — T T

3 * )J
(23)
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3.2. Warunki brzegowa II rodzalu

Załóżmy, że węzeł centralny P zlokalizowano w odległości 0,5 h^ od 
brzegu, przy czym wektor normalny do konturu T Jest równoległy do osi x 
(rys. 2).

W praktyce konstrukcja siatki różnico­
wej spełniającej powyższe postulaty Jest 
prawie zawsze możliwa , chociaż czasami dla 
zadaó dwu- lub trójwymiarowych więżę się 
to z potrzebę przenoszenia warunków brze­
gowych z brzegu rzeczywistego na kontur 
wynikajęcy z podziału siatkowego lub wpro­
wadzenia lokalnych siatek różnicowych do­
stosowanych do kształtu rozpatrywanego ob­
szaru il . Ola układu węzłów. Jak na rysun­
ku , mamy

Rys. 2. Podział siatkowy w 
pobliżu brzegu obszaru

fc(T)T' ~fc(T)if><P+0j5,tk) . -q; %(T)T^
+0.5

p ’ -0,5 
-0,5

Tk - Tk o __2 (24)

przy czym pierwsze z powyższych równań wynika bezpośrednio z warunku brze­
gowego (5).
Tak więc

C> o  ( T )  0 T0x M  ' © X 0,5
1 ~ Too 2
— Fn—

Tk - Tk
* 1  ♦ (25)

Dla M-wymiaroweJ siatki prostokętnaj otrzymuje się

dlv*(T)gred T(X,t)
2M ,,k Tk w  „ 2M

%  j -» j - i

przy czym a. ■ 0 w kierunkach do brzegu oraz a, » 1 dla pozostałych 
J W + 1J

I. 4 Aui T u, u»e 4  1 D IM 1 4 a aa»- .wr» a i .kierunków. Temperatura w węźle P_ w chwili tO

2M

To+1 * To + AJ(T3 - To)eJ * At X  {27)
J - l

wynosi:

2M

i - t  ^  9 o
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3.3. Warunki brzegowe XII rodzaju

Rozpatrywać będziemy układ węzłów jak na rysunku 2. Na brzegu (tzn. w 
punkcie P+Q g) zadany jest warunek (6). W takim przypadku

U T ) r
P+0,5 

Wynika stęd, Ze

Tk - Tkk o T2
-0.5 

f-0.5.
(28)

7)
7Z X(T) 9»

c)T Tk - Tk
r+0,5 - Tot>*l ♦ “S r 2 V (29)

Zapisujęc warunek brzegowy III rodzaju w postaci różnicowej, otrzyau- 
jemy

Tk - Tk k +0,5 O- K  + U . b  O _ ~ / t k  t  )
+0,5 o|5 hŁ +0,5 ot *

bMożna stęd wyznaczyć temperaturę T+Q

(30)

+0,5

w 0,5 h,<#
To ♦ T tH -  T#t

♦ 0.5
6 ,s V < * — •

1 +
ł+0,5

(31)

Przyjmujęc X kQ 5 - X k i podstawiajęc (31) do równania (29) dostajemy

Ł  *(T) f?
Tot -Wk w X

p 1 ) 0-5 I-i ł ‘ *
o 55 nr

T2 “ To (32)

Wyrażenie
1 0 ' 5 " i  .  *k♦ ■ 1 ■ ■! 11 — ■ .
*  T T  1

(33)

jeat zastępczym oporem przenikania ciepła od węzła P„ do otoczenia tzn.
1 +sumę oporów wnikania — oraz oporu przewodzenia ciepła od węzła PQ do 

brzegu r .
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Ostatecznie

2M 2M
Tk+1 _ k ^  A (Tk _ Tk )e + i ^ A t  (T -1) (34)
o O J 3 0 3 aT,- c— f o t  o 3

J - l  J - l Rj Co ? o

3.4. Warunki brzegowe IV rodza/lu

Na rysunku pokazano zbiór węzłów, w którym punkty PQ 1 P2 należę do 
obszaru 112 . zaś węzeł Pj do obszaru fij. Linia' rozgraniczs3ęca podob-

szary 3est prostopadła do kierunku x i od­
legła o 0,5 hj od węzła centralnego.

Postępu3ęc analogicznie 3ak w przypadkach 
opisanych poprzednio dochodzi się do zależ­
ności: x

i
5  R jg  ę  '

S i ,

i

Rys. 3. Obszar niejedno- 
rodny

2M 2M
(.

At
Tk+i _ Tk A t ‘y ’ A (t * - T^)e A. ■ (T^-T^Ce -l)

o i 3 ° i Z l j  c j j p k  i ° 3 (35)

Lprzy czym R* jest oporem zastępczym przewodzenia ciepła w kierunku do 
węzłów leżęcych w podobszarze SL̂ i wynosi

a . 0,5 h 0,5 h
R « i “ ♦ R ♦  i , (36)
3 <Vo < v T

Gdzie [R jest oporem cieplnym styku podobazarów ft 2.
Przedstawiony wyżej sposób modelowania warunków brzegowych posiada pro- 

stę Interpretację fizycznę (jednostkowy strumień ciepła przepływajęcy mię­
dzy węzłem centralnym a sęsiednimi lub otoczeniem jest wprost proporcjo­
nalny do różnicy temperatury, a odwrotnie do oporu cieplnego).

Równocześnie unifikacja równań różnicowych dla wszystkich węzłów prze­
strzennej siatki różnicowej bardzo istotnie upraszcza algorytm obliczań 
numerycznych i Jego realizację na maszynie cyfrowej. Zaproponowana w ty­
tule pracy nazwa takiego sposobu modelowania procesów cieplnych wynika z 
faktu, że wpływ warunków brzegowych na przebieg procesu uwzględnia się 
przez dołęczenie do oporów cieplnych przewodzenia dodatkowych oporów, wy­
nikających z określonego warunku w pobliżu węzła PQ, zaś nie tworzy się 
oddzielnych równań stanowięcych aproksymację różnlcowę warunku brzegowego 
w węzłach granicznych obszaru Si .
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METOJl HCKJIIHEHHH KPAEBHX y3H0B B M f r B E F R H T T H A J T K f f t J Y  

M0HEJ1HX UPOBilEM TEMOttPOBOAHOCTH

P e 3 S M 6
B paóoie npe^cTaBzeH HesoTopaS cnocoO XH$$epeHqBaii>H08 annpoKOHuauHH 

c p a e B u z  ycaoBHfi s npoózeuaz TeaaonpoBO^HOcTH ocoóeaao Baro^Hai! npa ocymeo- 
TBJzesHB ayxepzaecsax paczeioB Ha ZH$poBo9-BOTHCXHTe.ai>Ho2 aatazne.

THE METHOD OF ELIMINATION OF BOUNDARY KNOTS IN DIFFERENTIAL MODELS 
OF HEAT CONDUCTION PROBLEMS

S u a a a r y
The paper presents a certain way of differential approximation of boun­

dary conditions in heat conduction problems, peculiarly convenient in per­
forming computer numerical calculations.


