ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1960

Seria: MECHANIKA z. 69 Nr kol. 672

Bohdan MOCHNACKI

METODA ELIMINACJI WEZLOW BRZEGOWYCH W MODELACH
ROZNICOWYCH PROBLEMOW PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono pewien sposéb roznicowej
aproksymacj i warunkow brzegowych w zagadnieniachprzewodnictwa
cieplnego, szczegélnie dogodny w realizacji obllczedé numerycznych na
maszynie cyfrowej.

1. WSTEP

Rozwigzanie numeryczne zagadnienia przewodnictwa cieplnego w jednorod-
nym obszarze a,, ktérego parametry termofizyczne wynosza odpowiednio 9 «
m Jk(M, cm c(t), p =mp (D, gdzie jestwspotczynnikiem przewodzenia
ciepta, c - whasciwa pojemnoscig cieplne, p - gestoscig masy. zas T -
temperature, sprowadza sie do konstrukcji pewnych algorytméw przyblizone-
go wyznaczania zmiennego w czasie i przestrzeni pola temperatury, spednia-
jJacego w obszarze ii rdéwnanie rozniczkowe

c(Mp(M - * divdy(T)grad T(X, 1), m

za$ na brzegu F warunki w postaci:

ACX 1) *+ BLODTX, 1) - CX.1) @)

on

Dany Jeat réwnie2 warunek poczetkowy zadania

T(X,0) v To(X) (©)
W réwnaniach (i), (@), (3) przez X,toznaczono wspétrzedne przestrzenne
1 czas, n Jest wersoren normalnym do brzegu T obszaru il w punkcie

p(x)sr, A,B,C - funkcje zadane na brzegu rozpatrywanego obszaru.
W zagadnieniach praktycznych warunek (2) sprowadza sie do trzech szcze-
gélnych przypadkéw

P(x)e ATjt AX t) m0; T(X,t) «<p(X,1) (4)
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P(X)BArn ; B(X,t) =0; -g*™*_1pX,t) - - 9~ * ®)

PCOe ATin; -% -Of[T(x-t) - Tptj ®)

Warunek brzegowy typu (4) nazywany Jest warunkiem brzegowym 1 rodzaju,
za$s funkcja e>(x,t) jest zadanym rozkdtadem temperatury na wycinku Afj kon
turu P *A Fj UA fjJUA Tjjj- Znajomos$¢ pochodnej normalnej funkcji T(x,t)
na APjj Jest réwnoznaczna z okresleniem warunku brzegowego dotyczacego
jJjednostkowego strumienia ciepta g w otoczeniu P(x)e”ril> doprowadzane
go lub odprowadzanego z obszaru i .

Warunek brzegowy 111 rodzaju opisany réwnaniem (6) wynika z postulatu
ciegtosci strumienia ciepta miedzy obszarem a otoczeniem, przy czym ct
jest wspodczynnikiem wnikania, za$ Tot - temperature pdynu omywajecego ob-
szar .

Jezeli rozpatrywany obszar nie Jest jednorodny i stanowi zdozenie np.
dwoch podobszaréw si ~ U iiz - to na wspélnym brzegu zadany jest warunek ty-
pu

oT (X,£) T (X.©) - T_(X.1) ST (X,1)

P(X) ert2> -7 * L-- f ot (x L T * 2 s tT - - (7))

gdzie R(X,t) jest oporem cieplnym styku.
Ola kontaktu idealnego R(X,t) « 0, czyli

OT (x.1) OT (x.0)
Zn “ o ETT
p(x) eri2 (8)
TA.t) - T2¢X,10)

W zadaniach z dziedziny teorii cieplnej proceséw odlewniczych warunku
(7)) wystepuje m.In. na wewnetrznej powierzchni wlewnicy po wygenerowaniu
sie szczeliny gazowej, za$ warunki (8) miedzy podobszarami niejednorodnej
formy piaskowej .

2. APROKSYMACJA ROZNICOWA ROWNANIA PRZEWODNICTWA

Przedstawiony nizej pewien sposéb konstrukcji operatoréw réznicowych w
wezdach siatki przesfrzenno-czasowej stanowi probe takiego wykorzystania
znanych z literatury metod, aby réwnania koncowe posiadaty okreslone in-
terpretacje fizyczne (analogicznie jak w metodzie bilanséw elementarnych
Wanlczewa) oraz, aby sposéb modelowania warunkéw brzegowych zadania nie
odbiegat od schematu obliczeh dla wnetrza obezaru a . W prezentowanej me-
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todzie rozwijanej w pracach Grzymkowsklego [I] , Zabawy [2] i autora ni-
niejszej publikacji, a Scislej w réwnaniach koncowych opisujacych czaso-
przestrzenny rozkdtad temperatury w wezdach siatki rdéznicowej mozna zna-
lez¢ potwierdzenie matematycznej poprawnosci algorytméw opisanych przez
0. Szarguta w pracy [3], stanowigcej podsumowanie dorobku autora i Jego
wspodpracownikéw w zakresie zastosowania metody bilansow elementarnych w
obliczeniach cieplnych proceséw przemystowych.

Dla prostoty dalszych rozwazan rozpatrywane bedzie zagadnienie jedno-
wymiarowe dla obszaru zorientowanego w ukdadzie wspédrzednych prostokgt-
nych, przy czy$ otrzymane roéwnania mozna bezposrednio uogdélni¢ na wieksza
liczbe wymiaréw oraz na inny niz prostokatny ukdad wspétrzednych.

Przyjmijmy, za we wnetrzu obszaru si wyrézniono trzy wezty» Pi# P
P11 (rys. 1), ktérym w ukdadzie wspétrzednych zwigzanym z wezdem central-
nym P~ odpowiadajg wskazniki 0,1,2.

Si

«5 P° P05 PL X

Rys. 1. Wezdy wewnetrzne podziatu siatkowego
1 \Y
Réwnanie energii (1) dla zadania Jednowymiarowego przyjmuje postac:

cm?(M ~oE(M aTGi-
i
Do rozwazan wprowadza sie dwa pomocnicze wezdky P_Q 5 P¥Q 5 w odleg-
+osci 0,5 hl od wezda centralnego.
Wyrazenie w weztach P_Q5> P+Q 5 przyblizamy ilorazami réz-
nicowymi centralnymi

‘ " N -
N0, 5 T""KI’~S * (T)Tx *"‘KO,S ° h.T2 (10)

P.9.6 P-0.8

Wskaznik k wyréznia chwile tk wynikajaca 2z dyskretnego !podziatu
czasu te<0,“ ) punktami O « < t <t .., przy czym interwat At =
m tk+l - tk jest krokiem czasoprzestrzennej siatki réznicowej w kierunku
osi t
Aproksymacja operatora ~ >,(1 w wezle PQ za pomocg réznicy cen-
tralnej prowadzi do wyrazenia
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Niech

co oznacza, ze wartosci wspédczynnikéw przewodzenia w wezkach pomocni-
czych przyjeto jako Srednie harmoniczne wspédczynnikéw w wezdach sesied-
nich.

Wéwczas
8 "t\ ©r TS - To T2 . To
wT) e7 B ee-tk-* * * (13)
o] R1 2
gdzie $2 “ K~ reamae bede wspédtczynnikami ksztattu siatki rézni-
cowej, zas , R* se oporami cieplnymi miedzy wezdami wewnetrznymi 1 wy-
nosze odpowiednio
k 0,5h 0,5 h 0.5 h 0,5 h
R* - — —r—= + r-ii R; » r-r + r+ Cl14)
1 *5 A 2 9,k ] <

Rozpatrujec prostoketne M-wymiarowe siatke réznicowe dochodzi sie do za-
leznosci

M, Tk _ Tk
dlva(T)grad T(X,t)~"> -J3-~k 0 , @5)
J-1 RJ
przy czym wskazniki Jj <« 1,2,... se numerami wezdéw sesiadujecych z wez-
+em centralnym P , zas$ wspodczynniki ksztaktu se odwrotnosciami kroku

siatki réznicowej w kierunku j. Ola siatek krzywoliniowych (np. walco-
wych, sferycznych itp.) funkcje ksztattu se bardziej ztozone.

Oezell pochodne TA(x,t) przyblizy¢ ilorazem réznicowym przednim, to
réwnanie (1) w wezle PQ sprowadza sie do postaci

Tk+1 Tk 2M Tk Tk
KK o * o X1 1 o .
Co<o At-————- 7 . -+~ *j* ()

J-1 J

gdzie ej - C(MT), p~r-F(TNM).

Ostatecznie
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przy czym wartosci T° oraz T° wynikaj# z warunku poczatkowego (3).0aw-
ny schemat (17) Je9t stabilny, jesli

A,
At Z 18

czyli krok siatki w kierunku zmiennej t nalezy dobra¢ w ten sposéb, aby

gdzie

3. WARUNKI BRZEGOWE

3.1. Warunki brzegowe 1 rodzalu

Przyjmijmy, ze dla ukd#adu jak na rysunku 1 wezet P jest wezdem brze-
gowym z zadane temperature cp(X.t). Operator réznicowy ~ X ~ w punkcie
PQ przyjmuje wéwczae postac

(21)

czyli

przy czym e m 1 w kierunkach do wnetrza obszaru oraz e Ir» 0 dla kie-
runkéw do brzegu z warunkiem | rodzaju, za$ opér cieplny %j wynosi

. 0.5h 0,5 h
Ri *—C3e¢~r — TT @
3 *
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3.2. Warunki brzegowa 11 rodzalu

Zatozmy, ze wezet centralny P zlokalizowano w odlegtosci 0,5 h™ od
brzegu, przy czym wektor normalny do konturu T Jest roéwnolegdy do osi x
(rys. 2).

W praktyce konstrukcja siatki réznico-
wej spedniajacej powyzsze postulaty Jest
prawie zawsze mozliwa , chociaz czasami dla
zadaé dwu- lub tréjwymiarowych wieze sie
to z potrzebe przenoszenia warunkéw brze-
gowych z brzegu rzeczywistego na kontur
wynikajecy z podziatu siatkowego lub wpro-
wadzenia lokalnych siatek réznicowych do-
stosowanych do ksztaltu rozpatrywanego ob-
szaru il . Ola uk¥adu weztéw. Jak na rysun-
ku , mamy

Rys. 2. Podziat siatkowy w
poblizu brzegu obszaru

Ts - T8

fo (T Sfoit=Pr0j5,tk) . -q;  ®(DT* | . 55 — @5
+0.5 -0,5

przy czym pierwsze z powyzszych réwnan wynika bezposrednio z warunku brze-

gowego (5)-
Tak wiec
1o ~ To Tk - Tk
C o (T) O
Oox M T'©>T< 0,5 — F— 1 4 €

Dla M-wymiaroweJ siatki prostoketnaj otrzymuje sie
v L,k Tkw M
div*(T)gred T(X,t)
% j-» j'i
przy czym a. m 0 w kierunkach do brzegu oraz a, » 1 dla pozostatych
kierunkéw. Temperatura w wezle Po Mchwir ¢ YOS <
2M 2M
To+l * To + AJ(T3 - To)ed * At)i( .
J-1 -

{27)

~ 90
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3.3. Warunki brzegowe XIlI rodzaju

Rozpatrywa¢ bedziemy ukdad wezddéw jak na rysunku 2. Na brzegu (tzn. w
punkcie P+Q g) zadany jest warunek (6). W takim przypadku

TK -
K 5- 15
UuT)r S5 ©8)
P+0,5 £-0.5.
Wynika sted, Ze
Tk - Tk
or
%)ZX(T) & 0,5 - Tot>*1 « “S r 2 V @9

Zapisujec warunek brzegowy 111 rodzaju w postaci roéznicowej, otrzyau-
Jemy

Tk, _ - T
-K +0.5 5 -~ Itk t)
+0,5 ojs ht ~ 40,5 ot * G0

b
Mozna sted wyznaczy¢ temperature T+Q

w 0,5 h,<#
To ¢ THH - T#t
¢0.5
+0,5 6,sV<*— o G
1+
+0,5

Przyjmujec XkQ 5 -Xk i podstawiajec (31) do réwnania (29) dostajemy

L *(T) 2 Tk - w ) X‘ T2 “ To 32)
: 05 I-i +* *
pO é;) nr
Wyrazenie
1o Rimdim "k @33)

T T 1

jeat zastepczym oporem przenikania ciepta od wezda P,, do otoczenia tzn.
sume oporéw wnikania = oraz oporu+przewodzenia ciepta od wezta PQ do
brzegu r .
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Ostatecznie
2M M
Tk+l _ k n A (Tk _ Tk)e + irAt T -1 (3%
o) 0 J 3 0 3 al- c— f ot o 3
J-1 J-1R Co?o0

3.4. Warunki brzegowe 1V rodza/lu

Na rysunku pokazano zbiér weztéw, w ktérym punkty PQ 1 P2 naleze do
obszaru 112 . zas wezet Pj do obszaru fij. Linia" rozgraniczs3eca podob-
szary 3est prostopadda do kierunku x 1 od-

. si legla o0 0,5 hj od wezta centralnego.
s omgoe ! Postepu3ec analogicznie 3ak w przypadkach
' opisanych poprzednio dochodzi sie do zalez-
nosci: X
Rys. 3. Obszar niejedno-
rodny
(-
2M 2M At
Tk+i _ Tk Aty A _(@* - TV)e. A m (TA-T~Ce -D)
0 i 3 1 ZlIj cjjpk i ° 3 (35)

przy czym R’% jest oporem zastepczym przewodzenia ciepda w Kkierunku do
wezdow lezecych w podobszarze 2 i wynosi

a. 0,5h 0,5 h
R « i“ ¢R ¢ i, (36)
3 <Vo <vT

Gdzie [R jest oporem cieplnym styku podobazaréw ft2.

Przedstawiony wyzej sposéb modelowania warunkéw brzegowych posiada pro-
ste Interpretacje fizyczne (jJednostkowy strumien ciepta przeptywajecy mie-
dzy wezdem centralnym a sesiednimi lub otoczeniem jest wprost proporcjo-
nalny do réznicy temperatury, a odwrotnie do oporu cieplnego).

Réwnoczesnie unifikacja réwnan réznicowych dla wszystkich wezdéw prze-
strzennej siatki roéznicowej bardzo istotnie upraszcza algorytm obliczan
numerycznych i Jego realizacje na maszynie cyfrowej. Zaproponowana w ty-
tule pracy nazwa takiego sposobu modelowania proceséw cieplnych wynika z
faktu, ze wptyw warunkéw brzegowych na przebieg procesu uwzglednia sie
przez doteczenie do oporéw cieplnych przewodzenia dodatkowych oporéw, wy-
nikajacych z okreslonego warunku w poblizu wezka PQ, za$ nie tworzy sie
oddzielnych réwnan stanowiecych aproksymacje réznlcowe warunku brzegowego
w wezdach granicznych obszaru Si .
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METOJI HCKJIIHEHHH KPAEBHX y3HOB B M fre8 EFRH TTHAITKfUY
MOHEJ1HX UPOBilEM TEMOttPOBOAHOCTH

Pe3SME6

B padoie npe~cTaBzeH HesoTopaS cnoco0  XH$$epeHqBaii>HO8 annpoKOHuauHH
cpaeB uz ycaoBHFfi S npodzeuaz TeaaonpoBO~HOcTH ocodeaao Baro™Hai! npa ocymeo-
TBJzesHB ayxepzaecsax paczeioB Ha ZH$poBo9-BOTHCXHTe.ai>Ho2 aatazne.

THE METHOD OF ELIMINATION OF BOUNDARY KNOTS IN DIFFERENTIAL MODELS
OF HEAT CONDUCTION PROBLEMS

Suaaary

The paper presents a certain way of differential approximation of boun-
dary conditions in heat conduction problems, peculiarly convenient in per-
forming computer numerical calculations.



