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R y s z a r d  ZABAWA

MODEL MATEMATYCZNY ZASTĘPCZEO P03EMN0ŚCI CIEPLNED STOPU F e - C  

W INTERWALE TEMPERATUR KRZEPNIĘCIA

S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  o p i s  m a t e m a t y c z n y  i  d o ś w i a d 
c z a l n e  w e r y f i k a c j a  m o d e l u  z a s t ę p c z e j  p o j e m n o ś c i  c i e p l n e j  f a z y  p r z e j 
ś c i o w e j  s t o p u  F e - C .

1 .  WSTĘP

O b l i c z e n i a  c i e p l n e  d l a  u k ł a d u  o d l e w - f o r m a - o t o c z e n i e  s t a n o w i ę c e  p o d s t a 

wę d l a  p r o j e k t o w a n i a  t e c h n o l o g i i  w y t w a r z a n i a  o d l e w ó w ,  s p r o w a d z a j ę  s i ę  do  

r o z w i ę z y w a n l a  a n i e j  l u b  b a r d z i e j  z ł o l o n y c h  m o d e l i  m a t e m a t y c z n y c h  a p r o k e y -  

a u j ę c y c h  p r o c e s  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w o b j ę t o ś c i  r o z w a l a n e g o  u k ł a d u .

A n a l i z a  z a i e n n o ś c i  p o l a  t e m p e r a t u r y  i  k i n e t y k i  k r z e p n i ę c i a  w o b s z a r z e  

o d l e w u  n a  p o d s t a w i e  z n a n y c h  z  l i t e r a t u r y  r o z w i ę z a ó  S t e f a n a  1 S c h w a r z a ,  

c z y  t e ż  a a t o d  b a z u j ę c y c h  n a  k o n c e p c j i  p r z e d s t a w i o n e j  p r z e z  W i e j n i k a  wyma

g a  p r z y j ę c i a  l i c z n y c h  u p r o s z c z e ń  i d e a l i z u j ę c y c h  k s z t a ł t  r o z w a l a n e g o  o b i e k 

t u ,  w ł a ś c i w o ś c i  m a t e r i a ł u  o d l e w u  i  f o r m y  o r a z  w a r u n k i  b r z e g o w e  p r o c e s u .  W 

s z c z e g ó l n o ś c i  w i ę k s z o ś ć  z  c y t o w a n y c h  w l i t e r a t u r z e  r o z w i ę z a ń  d o t y c z y  k l a -  

a y c z n e g o  m o d e l u  S t e f a n a ,  w k t ó r y m  c i e p ł o  p r z e m i a n y  f a z o w e j  w y d z i e l a  s i ę  w 

t e m p e r a t u r z e  o d p o w i a d a j ę c e j  i z o t e r m i e  g r a n i c z n e j  c i e c z  -  c i a ł o  s t a ł e ,  z a ś  

d l a  o d le w ó w  r z e c z y w i s t y c h  p r o c e s  k r z e p n i ę c i e  z a c h o d z i  n a j c z ę ś c i e j  w i n 

t e r w a l e  t e m p e r a t u r y ,  c o  p o w o d u j e ,  l e  w r o z w a l a n y m  o b i e k c i e ,  o b o k  p o d o b -  

e z a r u  c i a ł a  s t a ł e g o  i  c i e c z y ,  g e n e r u j e  s i ę  p o d o b s z a r  f a z y  p r z e j ś c i o w e j .

M o d e l  m a t e m a t y c z n y  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w f a z i e  p r z e j ś c i o w e j  k r z e p n ę c e g o  

m e t a l u  s p r o w a d z a  s i ę  d o  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e g o  F o u r i e r a - K l r c h o f f a

c ( T ) ę ( T ) T ^ ( X , t  ) = v [ x V T ( X , t ) ]  ♦ q v ( X . t ) .  ( i )

g d z i e :

c , p , %  -  w ł a ś c i w a  p o j e m n o ś ć  c i e p l n a ,  g ę s t o ś ć  m a s y  i  w s p ó ł c z y n n i k  p r z e 

w o d z e n i a  c i e p ł a ,
^  -  w y d a j n o ś ć  o b j ę t o ś c i o w y c h  ź r ó d e ł  c i e p ł a  w f a z i e  p r z e j ś c i o w e j ,

T , X , t  -  t e m p e r a t u r a ,  w s p ó ł r z ę d n e  p r z e s t r z e n n a , c z a s ,

V -  o p e r a t o r  H a m i l t o n a .

W p r a c y  [ i ]  p o k a z a n o ,  l e  r ó w n a n i e  p r z e w o d n i c t w a  ( i )  d l a  o b s z a r u  f a z y

p r z e j ś c i o w e j  e p r o w a d z a  e i ę  d o  p o s t a c i :
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C ( T ) p ( T ) T ^ ( X , t )  = v [ ? , V T ( X . t ) ]  , ( 2 )

g d z i e  C ( t ) -  z a s t ę p c z a  p o j e m n o ś ć  c i e p l n a  f a z y  p r z e j ś c i o w e j .

P a r a m e t r  n a z y w a n y  z a s t ę p c z ę  p o j e a n o ś c i ę  c i e p l n ę  f a z y  p r z e j ś c i o w e j  wy

r a ż a  s i ę  z a l e ż n o ś c i ę :

C(T.)  -  c ( T )  -  q d S j T l .  ( 3 )

W r ó w n a n i u  ( 3 )  q j e s t  c i e p ł e m  p r z e m i a n y  f a z o w e j ,  S -  f u n k c j ę  o k r e ś l a j ę -

c ę  o b j ę t o ś c i o w y  u d z i a ł  c i a ł a  s t a ł e g o  w o t o c z e n i u  p u n k t u  P ( x )  p o d o b s z a r u  
f a z y  p r z e j ś c i o w e j .

W l i t e r a t u r z e  m o żn a  z n a l e ź ć  k i l k a  h i p o t e z  d o t y c z ę c y c h  k o n s t r u k c j i  f u n k 

c j i  C ( T ) ,  z  k t ó r y c h  n a j b a r d z i e j  z n a n e  s ę  w z o r y  p o d a n e  p r z e z  W i e j n i k a ,  S a -  

m o j ł o w i c z a  i  B o r i s o w a .  P r o b l e m y  t e  o m ó w io n o  s z c z e g ó ł o w o  w p r a ę y  [ 2 ] .

P r e z e n t o w a n y  w n i n i e j s z y m  a r t y k u l e  s p o s ó b  m o d e l o w a n i a  z a s t ę p c z e j  p o 

j e m n o ś c i  c i e p l n e j  b a z u j e  n a  n a s t ę p u j ę c y c h  z a ł o ż e n i a c h :

1 °  F u n k c j e  C ( t ) o k r e ś l o n e  i  c i ę g ł a  w i n t e r w a l e  t e m p e r a t u r  k r z e p n i ę c i a  

T 6 [ Ts ’T l ]  w P ° b l i ż u  I z o t e r m y  g r a n i c z n e j  c i a ł o  s t a ł e  -  f a z a  p r z e j ś 
c i o w a  z w i e r z a  d o  w a r t o ś c i  c g , z a ś  w p o b l i ż u  i z o t e r m y  c i e c z  f a z a

p r z e j ś c i o w a  d o  w a r t o ś c i  c ^ ,  g d z i e  c 9 , o ^  a ę  w ł a ś c i w y m i  p o j e m n o ś c i a m i  
c i e p l n y m i  c i a ł a  s t a ł e g o ,  c i e c z y  w t y c h  t e m p e r a t u r a c h .

o  7*1
2  E f e k t  c i e p l n y  o k r e ś l o n y  c a ł k ę  I C ( T ) d T  , - J e s t  r ó w n y  z m i a n i e  e n t a l p i i

\
j e d n o s t k i  m a s y  f a z y  p r z e j ś c i o w e j  p r z y  k r z e p n i ę c i u  i  s t y g n i ę c i u ,  a  w i ę c  

m u s i  w y n o s i ć  ¿(Tj^  -  T ) ♦ q ,  g d z i e  6  J e s t  ś r e d n i m  c i e p ł e m  w ł a ś c i 

wym r o z w a ż a n e g o  p o d o b s z a r u .

3 °  M a k s y m a l n e  w a r t o ś c i  f u n k c j i  C ( T )  l o k a l i z u j e  s i ę  w p o b l i ż u  i z o t e r m y  

T ^ ,  c o  z n a j d u j e  p o t w i e r d z e n i e  w l i c z n y c h  b a d a n i a c h  c y t o w a n y c h  w l i t e 

r a t u r z e  d o t y c z ę c e j  o m a w i a n y c h  p r o b l e m ó w .

H i p o t e t y c z n y  p r z e b i e g  f u n k c j i  C ( T )  

p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s u n k u  1 .

2 .  KONSTRUKCJA FUNKCJI C ( T )

W y z n a c z e n i e  n i e  u s t a l o n y c h  p ó l  t e m 

p e r a t u r y  i  k i n e t y k i  k r z e p n i ę c i a  w 

z ł o ż o n y c h  g e o m e t r y c z n i e  u k ł a d a c h  o d 

l e w  -  f o r m a  J e s t  p r a k t y c z n i e  m o ż l i w e  

j e d y n i e  n a  b a z i e  m e t o d  n u m e r y c z n y c h .  

O p i s  m a t e m a t y c z n y  p r o c e s u  s p r o w a d z a  

s i ę  d o  p e w n e g o  a l g o r y t m u  ( n a j c z ę ś 
c i e j  u k ł a d u  r ó w n a ń  l i n i o w y c h ) ,  p r z y

CtV

R y s .  1 .  P r z e b i e g  z m i e n n o ś c i  f u n k 
c j i  C ( T )
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c z y »  s y m u l a c j ę  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  w u k ł a d z i e  r e a l i z u j e  s i ę  n a  m a s z y n a c h  
c y f r o w y c h .  P o n i e w a ż  i s t o t ę  m e t o d  n u m e r y c z n y c h  J e s t  w o g ó l n y »  p r z y p a d k u  d y -  

s k r e t y z a c j a  p r z e s t r z e n i  i  c z a s u ,  w i ę c  a l g o r y t m  o b l i c z a ń  n i e  b ę d z i e  a n i e j  

d o k ł a d n y ,  j e ż e l i  w m i e j s c e  p o s t u l o w a n e j  we w s t ę p i e  f u n k c j i  w p r o w a d z i  s i ę  

z a l e ż n o ś ć  t y p u

C ( T )  -  c 9 + a ( T  -  Ts ) p ¡ p >  O. ( 4 )

Przebieg takiej funkcji p o k a z s n o  l i n i ę  p r z e r y w a n ę  n e  r y s u n k u  i .  Z z a ł o ż e 

n i a  2 °  o t r z y m u j e  s i ę

J l
i  [ o .  + a ( T  -  T8 )Pj d T  -  a ( T x -  Tg ) ♦ ( 5 )

Można o b l i c z y ć  s t ę d  p a r a m e t r  a

( p + 1  ^ ® + c 8 P _ c a J 

<T1 -  Ts )P
( 6 )

g d z i e  c 8p  ■ q / ( T ^  -  T # ) j e s t  s p e k t r a l n y m  c i e p ł e m  k r z e p n i ę c i a , W y n i k a  a t ę d  

w z ó r  n a  z a s t ę p c z e  c i e p ł o  w ł a ś c i w e  w p o s t a c i :

%
IP

c ( t )  » c 8 + (p  * 1 ) ( é  + c a p  -  c s ) T - Te 1' ( 7 )

P o d s t a w i e n i e  p r z y j ę t e j  z a l e ż n o ś c i  d o  r ó w n a n i a  ( 3 )  p r o w a d z i  d o  z w i ę z k u

^  3 T  “  ° 8  + ^P + *  ° 8 p “  9 s )

T -  T
(8 )

O t r z y m a n e  w t e n  s p o s ó b  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z k o w e  w p o s t a c i

dS§Y  + /b s  * jV -  b ( t  -  T 8 ) s (9)

g d z i e :

a C1 " C8
P -  5— i  8

( p ^ l ) ( ś * c 8D- c a )
(10)

z  w a r u n k i e m  S ( T a ) » 1 ,  c o  w y n i k a  z  d e f i n i c j i  f u n k c j i  S ( T ) ,  a u a i  p r o w a 

d z i ć  d o  f u n k c j i  s ( T) ,  s p e ł n i a j ę c e j  p o s t u l a t  n o r m a l i z a c j i  do  p r z e d z i a ł u  

[ o , l J  i  a  p u n k c i e  T ■ p r z y j a u j ę c e j  w a r t o ś ć  S ( T j )  *  °*
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W r ó w n a n i u  ( 8 )  w m i e j s c e  p o j e m n o ś c i  c i e p l n e j  c ( T )  p r z y j ę t o  ś r e d n i ę  w a -  

ż o n ę  c i e p ł a  w ł a ś c i w e g o  c i e c z y  i  c i a ł a  s t a ł e g o  z  w agę 1 - S  o r a z  S

c ( T )  -  c 8 S ( T ) ♦ c x [ l  -  S ( T ) J  ( l l )

R o z w i ę z a n i e  r ó w n a n i a  ( 9 )  n o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i :

S ^ ^ i - D p 7 .  ( 1 2 )
i* i = p + l

Oak p o k a z a n o  w [ 3J  , u w z g l ę d n i a n i e  t y l k o  p i e r w s z e g o  w y r a z u  r o z w i n i ę c i a  (12)  

d a j e  n i e z n a c z n y  d e f e k t  w a r t o ś c i  f u n k c j i  S w p o b l i ż u  i z o t e r m y  T = T ^ ,  c o  

ś w i a d c z y  o p o p r a w n o ś c i  h i p o t e z y  ( 7 ) .

3 .  DOBOR PARAMETRU p

*

¿230/

2'

Aby w y z n a c z y ć  n a j b a r d z i e j  k o r z y s t n e  w a r t o ś c i  p a r a m e t r u  p we w z o r z e  

( 7 )  d l a  s y m u l a c j i  n u m e r y c z n e j  p r o c e s u  s t y g n i ę c i a  i  k r z e p n i ę c i a  o d l e w u  s t a 

l i w n e g o  w f o r m i e  p i a s k o w e j , o p r a c o w a n o  n a  b a z i e  m e to d  r ó ż n i c o w y c h  m o d e l

s t y g n i ę c i a  p r ó b y  s c h o d k o w e j  p o k a 

z a n e j  n a  r y s u n k u  2 .  W y n i k i  o b l i 

c z e ń  n u m e r y c z n y c h  ( a  ś c i ś l e j  o -  

t r z y m a n e  z  m o d e l u  k r z y w e  s t y g n i ę 

c i a  w w y b r a n y c h  J e g o  p u n k t a c h ) b y 

ł y  p o r ó w n y w a n e  z  k r z y w y m i  z m i e r z o 

n y m i  n a  o d l e w i e  r z e c z y w i s t y m .  Ba

d a n i a  d o ś w i a d c z a l n e  w y k o n a n o  n s  

o d l e w i e  p r z e d s t a w i o n y m  n a  r y s .  2 .  

T e r m o p a r y  P t  1 0  R h - P t  u m i e s z c z o 

n o  w p u n k t a c h  I  i  I I  w o d l e g ł o ś c i  

o k o ł o  1 cm o d  g ó r n e j  p o w i e r z c h n i  

w n ę k i  f o r m y .  D l a  d o k o n a n i a  p o m i a 
ró w  z a i n s t a l o w a n o  u k ł a d ,  w s k ł a d  

k t ó r e g o  w c h o d z i ł y :
—. / I " /

-  t e r m o p a r y  P t ,  R h - P t  o ś r e d n i c y  0 , 5  mm w o s ł o n k a c h  a l u n d o w y c h ,

-  r e j ę s t r a t o r  w i e l o k a n a ł o w y  o z a p i s i e  c i ę g ł y m ,

-  t e r m o s t a t  e l e k t r o n i c z n y  u t r z y m u j ę c y  SEM z i m n y c h  k o ń c ó w  n a  s t a ł y m  p o z i o 

m i e  o d p o w i a d a j ę c y m  t e m p e r a t u r z e  5 0  C z  d o k ł a d n o ś c i ę  - 0 , 2  K,

-  p r z e w o d y  k o m p e n s a c y j n e  o s i l e  t e r m o e l e k t r y c z n e j  0 , 0 0 6 4  mV/K,

-  p r z e w o d y  z a s i l a j ę c e .

S c h e m a t  u k ł a d u  p r z e d s t a w i a  r y s u n e k  3 .

2 5 0 2 5 0 1 5 0

R y s .  2 .  O d le w  p r ó b y  s c h o d k o w e j
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R y s .  3 .  U k ł a d  d o  p o m i a r u  k r z y w y c h  s t y g n i ę c i a

1 -  t e r m o e l e m e n t y  P t  1 0  R h - P t , 2  -  p r z e w o d y  k o m p e n s a c y j n e ,  3 -  t e r m o s t a t .
4  -  p r z e w o d y  m i e d z i a n e ,  5 -  r e j e s t r a t o r ,  6  -  a u t o t r a n s f o r m a t o r

B ł ę d  p o m i a r u  t e r m o p a r ę  P t  1 0  R h - P t  J e s t  d l a  p r z e d z i a ł u  1 3 7 3 - 1 7 7 3  K r z ę 

du  1 K, n a t o m i a s t  p o w y ż e j  1 7 7 3  K r z ę d u  5  K, e  t e m p e r a t u r o w y  w s p ó ł c z y n n i k  

SEM ( c z u ł o ś ć  t e r m o e l e m e n t u ) w y n o s i  1 0 - 1 2  V /K .  W y m i e n i o n e  p a r a m e t r y  o r a z  

d o b r a  s t a b i l n o ś ć  p o w o d u j e ,  ż e  t e r m o p a r a  t e g o  t y p u  j e s t  n a j d o k ł a d n i e j s z a  

d l a  m i e r z o n e g o  z a k r e s u  t e m p e r a t u r .

P e w n ę  t r u d n o ś ć  s t a n o w i ł a  c i ę g ł a  r e g u l a c j a  z a k r e s u  p o m i a r o w e g o  s t o s o w a 

n a  w w y k o r z y s t a n y m  u r z ę d z e n i u .  P o w o d o w a ło  t o  k o j n i e c z n o ś ć  k a ż d o r a z o w e g o  

c e c h o w a n i a  u k ł a d u  z a  p o m o c ę  d z i e l n i k a  n a p i ę c i a  i  m o s t k a  p o m i a r o w e g o .
Z a s t o s o w a n e  m e t o d y  p o m i a r o w e  z a p e w n i ł y  d o s t a t e c z n i e  d u ż ę  d o k ł a d n o ś ć  wy

n i k ó w .

P o m i a r y  p r z e p r o w a d z o n o  d l a  d w óch  r o d z a j ó w  m a s y  f o r m i e r s k i e j

-  m a s y  k w a r c o w e j  n a  s z k l e  w odnym ,

-  m a s y  k w a r c o w e j  z e  s p o iw e m  b e n t o n i t o w y m .

P o z w o l i ł o  t o  z a o b s e r w o w a ć  z m i a n ę  p r z e b i e g u  k r z y w y c h  s t y g n i ę c i a  d l a  r ó ż 

n y c h  s z y b k o ś c i  o d p r o w a d z a n i a  c i e p ł a .  F o rm y  z a l a n o  s t a l i w e m  ś r e d n i o w ę g l o -  

wym z  k a d z i  z s t y c z k o w e j .  Na r y s u n k u  4  p o k a z a n o  k r z y w e  s t y g n i ę c i a  w m a s i e  

z e  s p o iw e m  b e n t o n i t o w y m .  Na tym  samym r y s u n k u  n a n i e s i o n o  k r z y w e  u z y s k a n e  

na  p o d s t a w i e  r o z w i ę z a n i a  n u m e r y c z n e g o ,  w k t ó r y m  r o z p a t r y w a n o  p r z e k r ó j  p o 

d ł u ż n y  p r ó b y  s c h o d k o w e j  p ł a s z c z y z n ę  a d l a b a t y c z n ę .  K r z y w e  t e  c h a r a k t e r y z u 

j e  b a r d z o  d o b r a  z g o d n o ś ć  z  d o ś w i a d c z e n i e m .  U z y s k a n o  j e  d l e  n a s t ę p u j ę c y e h  
d a n y c h :

q » 2 7 0  0 0 0  O / k g ,  c  -  7 5 0  O / k g K ,  c 8 » 6 0 0  O A g * .  T j  -  1 7 8 8  K,

T # « 1 7 4 3  K ,  p -  8 .

M asę  f o r m i e r s k ę  c h a r a k t e r y z u j e  w s p ó ł c z y n n i k  w y r ó w n y w a n i a  t e m p e r a t u r y

a  -  6 6 7  1 0 “ 9 .

P r z y k ł a d  w y d r u k u  p o l a  t e m p e r a t u r y  w m o d e lo w a n y m  u k ł a d z i e  p o  c z a s i e

t  ■ 6 0 0  s  p o k a z a n o  n a  r y s u n k u  5 .  S z c z e g ó ł o w a  a n a l i z a  r o z w i ę z a n i a  nume

r y c z n e g o  w s k a z u j e ,  ż e  z a r ó w n o  w p r z y p a d k u  d a n y c h  s z y b k o ś c i  o d p r o w a d z a n i a  

c i e p ł a  ( m a s a  n a  s z k l e  w o d n y m ) ,  j a k  i  d l a  m a ł y c h  s z y b k o ś c i  s t y g n i ę c i a
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Rys. 4 .  Weryfikacja rzeczywistych krzywych stygnięcia z modelem numerycz
ny» .

P R O B R  S C H O D K O W R  N R Î .

»
POLE TEMPERRTURV PO CZRSIE 10 MIN.

1514 1517 1514 \
1514 1517 1514 -
1514 1517 1514
1514 1517 1514
1514 1517 1514
1514 1517 1514 1493 148S 1488 1488 1487 1476 1361 1304
1514 1517 1515 1505 1502 1501 1501 1500 1490 1365 1308
1514 1517 1515 1513 1513 1513 1511 1511 1506 1363 1305
1514 1516 1515 1514 1514 1514 1504 15Ô0 1493
1514 1516 1515 1514 1514 1514 1492 148 7 1480
1514 1516 1515 1513 1513 1511
1514 1515 1515 1505 1501 1494
1514 1515 1514 1493 I486 1479
1513 1514 1514
1589 1513 1510
1498 1498 1491
1472 1483 1474

Rye. 5. Przytcłed wydruku pole temperatury w przekroju odlewu

etrrycuje się ćuię dokłednećć rozwiązani* numerycznego dla wertcéci perc
es tru p rzędu pe [ > ,sj «



Model matematyczny zestępozej pojemności.. 31

LITERATURA

fil Mochnacki B . , Zabawa R.: Rozkład wewnętrznych źródeł ciepła w fazie 
przejściowej stopu Fe-C i Jego realizacja w modelu numerycznym proce
su krzepnięcia. XVIII Symp. Modelowanie w Mechanice, PTMTS,Wisła 1979, 
Mat.

r2! Zabawa R.: Sprawozdanie z pracy NB 20.04.07. Międzyresortowy Problem 
Badań Podstawowych nr 20. Inst. Odl. Pol. śl. Gliwice 1979.

[3] Mochnacki B. . Zabawa f̂. : The volumetric heat sources in translstory 
zone of the Fe-C'alloy ... Metal Science, London (złożono do druku).

JUÏEMAIHHECKÂH MOJtEJIb 3 KBH-BAJIEHTH0 Ë TEIUIOEMKOCTH CÏÏJIABA Fe-C 
B HHIEPBAJIE TEMIIEPAiyp 3 ATBEPAEBAHZ3

p e a b  m  e

B paóoie npeAOTaBzeHH MaieuaTH^ecKoe onacaHze ■ npoBepsa Ha ochobb odh- 
iob MOAezH szBHBazeHTHOtt lenzoeuKOciH nepexoAHofl $a3 H cnxaBa Fe-C.

THE MATHEMATICAL MODEL OF THE Fe-C ALLOY SUBSTITUTE HEAT CAPACITY 
IN THE INTERVAL OF SOLIDIFICATION TEMPERATURES

S u m m e r y

The paper presents a mathematical description and experimental verifi
cation of the model of the Fe-C alloy substitute heat capacity (in the 
interval of solidification temperatures).


