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MODEL MATEMATYCZNY ZASTEPCZEO PO3EMNOSCI CIEPLNED STOPU Fe-C
W INTERWALE TEMPERATUR KRZEPNIECIA

Streszczenie. Wopracy przedstawiono opis matematyczny i do$wiad-
czalne weryfikacja modelu zastepczej pojemnos$ci cieplnej fazy przej-
§ciowej stopu Fe-C.

1. WSTEP

Obliczenia cieplne dla uktadu odlew-forma-otoczenie stanowigece podsta-
we dla projektowania technologii wytwarzania odlewéw, sprowadzaje sie do
rozwiezywanla aniej lub bardziej ztolonych modeli matematycznych aprokey-
aujecych proces przeptywu ciepta w objetos$ci rozwalanego uktadu.

Analiza zaiennos$ci pola temperatury i kinetyki krzepniecia w obszarze
odlewu na podstawie znanych z literatury rozwiezaé Stefana 1 Schwarza,
czy tez aatod bazujecych na koncepcji przedstawionej przez Wiejnika wyma-
ga przyjecia licznych uproszczen idealizujecych ksztatt rozwalanego obiek-
tu, wtasciwoséci materiatu odlewu i formy oraz warunki brzegowe procesu. W
szczeg6lnos$ci wiekszo$¢ z cytowanych w literaturze rozwiezan dotyczy kla-
aycznego modelu Stefana, w ktérym ciepto przemiany fazowej wydziela sie w
temperaturze odpowiadajecej izotermie granicznej ciecz - ciato state, za$
dla odlew6éw rzeczywistych proces krzepniecie zachodzi najcze$ciej w in-
terwale temperatury, co powoduje, le w rozwalanym obiekcie, obok podob-
ezaru ciata statego i cieczy, generuje sie podobszar fazy przejsciowej.

Model matematyczny przeptywu ciepta w fazie przejsciowej krzepnecego
metalu sprowadza sie do réwnania rézniczkowego Fouriera-Klrchoffa

c(T)e(T)TA(X,t) =v[xVT(X,t)] ¢ qv(X.t). (i)
gdzie:
c,p,% - wtasciwa pojemnos$¢é cieplna, gesto$¢ masy i wspdiczynnik prze-
wodzenia ciepta,
N - wydajno$¢ objetosciowychzrodet ciepta w fazieprzejSciowej,
T,X,t - temperatura, wspoirzedneprzestrzenna, czas,
\Y - operator Hamiltona.

W pracy [i] pokazano, le réwnanie przewodnictwa (i) dla obszarufazy
przejSciowej eprowadza eie do postaci:
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C(M)p(T)TA(X,t) =v[?2,VT(X.1)], (2)
gdzie C(t) - zastepcza pojemnos$¢ cieplna fazy przejSciowej.

Parametr nazywany zastepcze pojeanos$cie cieplne fazy przejsSciowej wy-
raza sie zaleznoS$cie:

C(T.) -c(T) - q dSjTI. (3)
W réwnaniu (3) qjestcieptemprzemiany fazowej, S - funkcje okre$laje-
ce objetosciowy udziat ciata statego w otoczeniu punktu P(x) podobszaru
fazy przejsciowej.

W literaturze mozna znalez¢ kilka hipotez dotyczecych konstrukcji funk-
cji C(T), z ktérych najbardziej znane se¢ wzory podane przez Wiejnika, Sa-
mojtowicza i Borisowa. Problemy te omoéwiono szczeg6towo w praey [2].

Prezentowany w niniejszym artykule sposéb modelowania zastepczej po-

jemnosci cieplnej bazuje na nastepujecych zatozeniach:
1° Funkcje C(t) okres$lone i ciegta w interwale temperatur krzepniecia
T6 [Ts 'TI] wP°blizulzotermy granicznej ciato state - faza przejs-
ciowa zwierzadowartos$ci cg, za$ w poblizu izotermy ciecz faza
przejSciowa do wartos$ci c”~, gdzie c9, o ae wtasciwymi pojemnosciami
cieplnymi ciata statego, cieczy w tych temperaturach.
0 i ) ?'*1 ) S .
2  Efekt cieplny okres$lony catke C(T)dT ,-Jest réwny zmianie entalpii
jednostki masy fazy przejSciowej przy krzepnieciu i stygnieciu, a wiec
musi wynosi¢ ¢((Tj®» - T ) ¢ g, gdzie 6 Jest Srednim cieptem wtasci-
wym rozwazanego podobszaru.
3° Maksymalne wartos$ci funkcji C(T) lokalizuje sie w poblizu izotermy
T~, co znajduje potwierdzenie w licznych badaniach cytowanych w lite-
raturze dotyczecej omawianych problemoéw.
ctv Hipotetyczny przebieg funkcji C(T)
przedstawiono na rysunku 1.
2. KONSTRUKCJA FUNKCIJI C(T)
Wyznaczenie nie ustalonych pél tem-
peratury i kinetyki krzepniecia w
ztozonych geometrycznie uktadach od-
lew - forma Jest praktycznie mozliwe
jedynie na bazie metod numerycznych.
Opis matematyczny procesu sprowadza
Rys. 1. Przebieg zmiennoséci funk- sie do pewnego algorytmu (najczes-
cji C(T) ciej uktadu réwnan liniowych), przy
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czy» symulacje przeptywu ciepta w uktadzie realizuje sie na maszynach
cyfrowych. Poniewaz istote metod numerycznych Jest w ogdlny» przypadku dy-
skretyzacja przestrzeni i czasu, wiec algorytm obliczan nie bedzie aniej
doktadny, jezeli w miejsce postulowanej we wstepie funkcji wprowadzi sie
zalezno$¢ typu

C(T) - ¢c9 + a(T - Ts)pi p > O. (4)

Przebieg takiej funkcji pokazsno linie przerywane ne rysunku i. Z zatoze-
nia 2° otrzymuje sie

i [o. + a(T - T8)RAT - a(Tx - Tg) (5)

Mozna obliczy¢ sted parametr a

(p+1 "®+c8P_cal
(6)
<TL - Ts)P

gdzie c8p m q/(T"N - T#) jest spektralnym cieptem krzepniecia,Wynika ated

wzér na zastepcze ciepto wtasciwe w postaci:
%

T- Te iE

c(t) » ¢c8 + (p * 1)(é + cap - ¢s) (7)

Podstawienie przyjetej zalezno$ci do réwnania (3) prowadzi do zwiezku

A 3T “ °8 + ~P + * °8p “ 9s) (8)

Otrzymane w ten spos6b réwnanie rézniczkowe w postaci

8% + /bs * jV- b(t - T8)s ©)
gdzie:
" (p™I)($§*c8D-ca)
g _Cl. & (10)
z warunkiem S(Ta) »1, co wynika z definicji funkcji S(T), auai prowa-
dzi¢ do funkcji S(T), spetniajecej postulat normalizacji do przedziatu

[o,1J i a punkcie T = przyjaujecej warto$¢ S(Tj) =* °=*
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W réwnaniu (8) w miejsce pojemnos$ci cieplnej c(T) przyjeto $rednie wa-

zone ciepta wtasciwego cieczy i ciata statego z wage 1-S oraz S

c(T) - c8 S(T) ¢ cx[l - S(T)J (1)

Rozwiezanie réwnania (9) nozna przedstawi¢ w postaci:

s~ ~ i - D p7 . (12)

i* i=p+l1
Oak pokazano w [3), uwzglednianie tylko pierwszego wyrazu rozwiniecia (12)

daje nieznaczny defekt wartosci funkcji S w poblizu izotermy T = T", co

S§wiadczy o poprawnoéci hipotezy (7).

3. DOBOR PARAMETRU p

Aby wyznaczy¢ najbardziej korzystne warto$ci parametru p we wzorze

(7) dla symulacji numerycznej procesu stygniecia i krzepniecia odlewu sta
liwnego w formie piaskowej, opracowano na bazie metod ré6znicowych model
stygniecia préoby schodkowej poka-
zanej na rysunku 2. Wyniki obli-
czen numerycznych (a $cislej 0-
trzymane z modelu krzywe stygnie-
cia w wybranych Jego punktach)by-
ty poréwnywane z krzywymi zmierzo

230/ nymi na odlewie rzeczywistym. Ba-

, dania dosSwiadczalne wykonano ns

2 odlewie przedstawionym na rys. 2.

* Termopary Pt 10 Rh-Pt umieszczo-

no w punktach 1 i Il w odlegtos$ci

250 250 150 okoto 1 cm od gérnej powierzchni

wneki formy. Dla dokonania pomia-

Rys. 2. Odlew préby schodkowej row zainstalowano uktad, w sktad
— " / ktérego wchodzity:

- termopary Pt, Rh-Pt o $rednicy 0,5 mm w ostonkach alundowych,

- rejestrator wielokanatowy o zapisie cigeggtym,

- termostat elektroniczny utrzymujecy SEM zimnych koncéw na statym pozio-
mie odpowiadajecym temperaturze 50 C z doktadnos$cie -0,2 K,

- przewody kompensacyjne o sile termoelektrycznej 0,0064 mV/K,

- przewody zasilajece.

Schemat uktadu przedstawia rysunek 3.
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Rys. 3. Uktad do pomiaru krzywych stygniegcia

1 - termoelementy Pt 10 Rh-Pt, 2 - przewody kompensacyjne, 3 - termostat.
4 - przewody miedziane, 5 - rejestrator, 6 - autotransformator

Bted pomiaru termopare Pt 10 Rh-Pt Jest dla przedziatu 1373-1773 K rze-
du 1 K, natomiast powyzej 1773 K rzedu 5 K, e temperaturowy wspoétczynnik
SEM (czuto$¢ termoelementu) wynosi 10-12 V/K. Wymienione parametry oraz
dobra stabilno$¢ powoduje, ze termopara tego typu jest najdoktadniejsza
dla mierzonego zakresu temperatur.

Pewne trudno$¢ stanowita ciegta regulacja zakresu pomiarowego stosowa-
na w wykorzystanym urzedzeniu. Powodowato to kojniecznos¢ kazdorazowego
cechowania uktadu za pomoce dzielnika napiecia i mostka pomiarowego.

Zastosowane metody pomiarowe zapewnity dostatecznie duze doktadno$¢ wy-
nikow.

Pomiary przeprowadzono dla dwdch rodzajéw masy formierskiej
- masy kwarcowej na szkle wodnym,

- masy kwarcowej ze spoiwem bentonitowym.

Pozwolito to zaobserwowa¢ zmiane przebiegu krzywych stygniecia dla réz-
nych szybko$ci odprowadzania ciepta. Formy zalano staliwem $rednioweglo-
wym z kadzi zstyczkowej. Na rysunku 4 pokazano krzywe stygniecia w masie
ze spoiwem bentonitowym. Na tym samym rysunku naniesiono krzywe uzyskane
na podstawie rozwiezania numerycznego, w ktéorym rozpatrywano przekréj po-
dtuzny préby schodkowej ptaszczyzne adlabatyczne. Krzywe te charakteryzu-
je bardzo dobra zgodno$¢ z doswiadczeniem. Uzyskano je dle nastepujecyeh
danych:

q » 270 000 O/kg, ¢ - 750 O/kgK, c8 » 600 OAg*. Tj - 1788 K,
T# « 1743 K, p - 8.

Mase formierske charakteryzuje wspoétczynnik wyrédwnywania temperatury

a - 667 10“9.

Przyktad wydruku pola temperatury wmodelowanym uktadzie po czasie
t m 600 s pokazano na rysunku 5. Szczegdtowa analiza rozwiezania nume-

rycznego wskazuje, ze zaréwno w przypadku danych szybko$ci odprowadzania
ciepta (masa na szkle wodnym), jak i dla matych szybko$ci stygniecia
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Rys. 4. Weryfikacja rzeczywistych krzywych stygniecia z modelem numerycz-
ny» -

P R O B R S C H O D K O W R N R T

»
POLE TEMPERRTURV PO CZRSIE 10 MIN.

1514 1517 1514 \

1514 1517 1514 -

1514 1517 1514

1514 1517 1514

1514 1517 1514

1514 1517 1514 1493 148S 1488 1488 1487 1476 1361 1304
1514 1517 1515 1505 1502 1501 1501 1500 1490 1365 1308
1514 1517 1515 1513 1513 1513 1511 1511 1506 1363 1305
1514 1516 1515 1514 1514 1514 1504 1500 1493

1514 1516 1515 1514 1514 1514 1492 1487 1480

1514 1516 1515 1513 1513 1511

1514 1515 1515 1505 1501 1494

1514 1515 1514 1493 1486 1479

1513 1514 1514

1589 1513 1510

1498 1498 1491

1472 1483 1474

Rye. 5. Przytcted wydruku pole temperatury w przekroju odlewu

etrrycuje sie Cuie doktedneé¢é¢ rozwigzani* numerycznego dla wertcéci perc-
estru p rzedu pe [>.,5j«
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JUTEMAITHHECKAH MOJtEJIb 3KBH-BAJIEHTHOE TEIUIOEMKOCTH CITJIABA Fe-C
B HHIEPBAJIE TEMIIEPAiyp 3ATBEPAEBAHZ3

peabne

B padoie npeAOTaBzeHH MaieuaTH”ecKoe onacaHze = npoBepsa Ha ochobb odh-

iob MOAezH szBHBazeHTHOtt lenzoeuKOciH nepexoAHofl $a3H cnxaBa Fe-C.

THE MATHEMATICAL MODEL OF THE Fe-C ALLOY SUBSTITUTE HEAT CAPACITY
IN THE INTERVAL OF SOLIDIFICATION TEMPERATURES

Summery

The paper presents a mathematical description and experimental verifi-
cation of the model of the Fe-C alloy substitute heat capacity (in  the
interval of solidification temperatures).



