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Wykaz podstawowych oznaczen

Uwagi ogdlne

Zastosowano konwencje sumacyjng Einsteina dla powtarzajacych sie indeksow.
Pochodna zmiennej wzgledem czasu oznaczono za pomocg kropki powyzej zmiennej,
np. dui/dr = h,; liczba kropek oznacza rzad pochodnej.

Pochodng zmiennej wzgledem wspdtrzednej punktu oznaczono za pomocg przecinka
poprzedzajacego indeks wsp6trzednej, np. dui/dxj — uhJ; pochodng zmiennej
wzgledem odlegtosci r oznaczono za pomoca przecinka poprzedzajacego indeks r,
np. d\/dr = x,r- liczba indekséw r oznacza rzad pochodnej.

Transformate catkowg zmiennej lub wielko$¢ zalezng od niej oznaczono za pomoca
kreski powyzej zmiennej, np. tly.

Catke zmiennej wzgledem czasu lub wielko$¢ zalezna od niej oznaczono za pomoca
tyldy powyzej zmiennej, np. tly.

Macierze jednowymiarowe oznaczono matymi pogrubionymi literami, np. u, a ma-
cierze dwuwymiarowe duzymi pogrubionymi literami, np. H.

Symbole tacinskie

a
an
A

TmoooQRQ°we

— =
=}

[ O L

- zmienna charakteryzujgca dtugo$é pekniecia,

- macierz zawierajgca sktadowe przyspieszen w kroku czasowym n.

- macierz wspoétczynnikéw przy niewiadomych, utworzona z macierzy G, H.
po uwzglednieniu warunkéw brzegowych,

- cze$C¢ rzeczywista parametru Laplace’a,

- macierz utworzona z macierzy G, H po uwzglednieniu warunkéw' brzegowych,

- predkos$¢ wzrostu pekniecia,

- predkos¢ propagacji fali podtuznej,

- predkos¢ propagacji fali poprzecznej,

- stata zalezna od potozenia punktu kolokacji,

- stata stosowana do aproksymacji przyspieszen,

- macierz ttumienia uktadu,

- modut Younga,

- funkcja wspo6trzednych punktu stosowana do aproksymacji przyspieszen,

- macierz wyrazéw wolnych,

- macierz zawierajgca sktadowe sit w kroku czasowym n.

- transformata catkowm Fouriera,

- macierz funkcji interpolujacych,

- wspobtczynnik predkosci uwalniania energii,

- macierz zalezna od catek rozwigzah podstawowych t/y, t/*y, funkcji ksztattu
i jakobianow,
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T
Ty, Tkij
Uj
ul
ny

u
Ua, U
v
W
X\, x2
x\, x%

- macierz zalezna od catek rozwigzan podstawowych Ty, TklJ, funkcji ksztattu
i jakobianow,
- catka hiperosobliwego rozwigzania podstawowego,
- cze$¢ urojona liczby zespolonej,
- catka niezalezna od konturu catkowania,
- jakobian przeksztatcenia z globalnego do lokalnego uktadu wspétrzednych,
- zmodyfikowane funkcje Bessela drugiego rzedu zerowego i pierwszego stop-
nia,
- wspoétczynnik intensywnos$ci naprezen uzywany jako wspdétczynnik normali-
zacyjny,
- wspotczynniki intensywnos$ci naprezen,
- macierz sztywnosci uktadu,
- dtugosé elementu brzegowego,
- transformata catkowa Laplace’a,
- liczba elementéw brzegowych,
- czasowa funkcja ksztattu,
- macierz bezwtadnos$ci uktadu,
- sktadowa wektora jednostkowego, zewnetrznego i prostopadtego do brzegu,
- liczba krokéw czasowych; liczba funkcji interpolujacych,
- przestrzenna funkcja ksztattu,
- liczba weztéw w elemencie brzegowym,
- liczba punktoéw interpolacji w kroku czasowym,
- odlegto$¢ miedzy punktem kolokacji i catkowania,
- odlegto$¢ od krawedzi pekniecia,
- cze$¢ rzeczywista liczby zespolonej,
- parametr transformacji Laplace'a,
- biezgca chwila czasu,
- sktadowa sity brzegowej,
- zadana wartos$¢ sktadowej sity brzegowej,
- sktadowa szczeg6lnej sity brzegowej zalezna od funkcji interpolacyjnej,
- macierz zawierajgca sktadowe sit w weztach,
- macierz zawierajgca sktadowe szczegélnych sit w weztach,
- whasciwa energia kinetyczna,
- rozwigzania podstawowe,
- sktadowa przemieszczenia,
- zadana warto$¢ sktadowej przemieszczenia brzegowego,
- sktadowa szczegblnego przemieszczenia brzegowego zalezna od funkcji inter-
polacyjnej,
- macierz zawierajgca sktadowe przemieszczen weztdw,
- macierz zawierajaca sktadowe szczegdlnych przemieszczeh weztow,
- macierz zawierajgca sktadowe przemieszczenn w kroku czasowym n,
- rozwigzania podstawowe,
- macierz zawierajgca sktadowe predkosci w kroku czasowym n.
- wilasciwa energia sprezysta,
- wspo6trzedne w globalnym uktadzie wspétrzednych,
- wspobtrzedne w uktadzie wspdtrzednych zwigzanym z peknieciem,

10



punkt catkowania (brzegowy),

punkt kolokacji (brzegowy albo wewnetrzny),

punkt nalezacy do pekniecia, pokrywajacy sie z punktem kolokacji,
pokrywajace sie punkty, nalezgce do obu powierzchni pekniecia,
punkt definiujgcy stosowany do aproksymacji przyspieszen,

macierz zawierajaca nieznane przemieszczenia i sity brzegowe,
parametr transformowanych rozwigzan podstawowych elastodynamiki,
macierz zawierajgca zadane przemieszczenia i sity brzegowe.

Symbole greckie

a?

a

r

rc
r+, r~
re

ra

ro

ru

Ti

r+, r-
rf

0

oij

Auj

Titj

ft
eic
Qe

wspotczynniki zalezne od czasu, uzywane do aproksymacji przyspieszen,
macierz zawierajgca wspotczynniki a",

brzeg ciata,

kontur otaczajgcy wnerzchotek pekniecia,

czesci powierzchni pekniecia, nalezace do konturu otaczajgcego wnerzchotek,
brzeg zewnetrzny ciata,

nowy brzeg ciata, utworzony w wyniku wzrostu pekniecia,

poczatkowy brzeg ciata,

cze$¢ brzegu, na ktorym zadane sg przemieszczenia,

cze$¢ brzegu, na ktorym zadane sg sity,

przeciwlegte powierzchnie pekniecia,

kontur otaczajacy wrerzchotek pekniecia w nieskoriczenie matej odlegtosci,
odlegtos¢ od punktu kolokacji w lokalnym uktadzie wspoétrzednych,
symbol Kroneckera,

roznica sktadowych przemieszczen na przeciwnegtych pownerzchniach pek-
niecia,

dtugosé kroku czasowego,

liczba okreslajgca lokalne wspotrzedne weztow,

wspoétrzedna w biegunowym uktadzie wspotrzednych,

stata Lamego,

modut Kirchhoffa,

wspoétczynnik Poissona,

wspoétrzedne w lokalnym uktadzie wspétrzednych,

wspoétrzedna wezta w lokalnym uktadzie wspdtrzednych,

gestos¢ materiatu,

sktadowa tensora stanu naprezenia,

maksymalna warto$¢ obcigzenia na brzegu,

naprezenie obwodowe,

suma sktadowych sit na przeciwlegtych powierzchniach pekniecia,

czas,

parametr transformacji Fouriera,

obszar zajmowany przez ciato,

obszar wokot wnerzchotka pekniecia ograniczony konturem rc,

obszar znajdujacy sie nieskonczenie blisko wierzchotka pekniecia,
ograniczony konturem TE.
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List of basic symbols

General remarks

Einstein summation convention for repeated indices is applied.

The derivative of variable with respect to time is denoted by a dot above the variable,
for example dui/dr —v,i; the number of dots denotes the order of derivative.

The derivative with respect to the coordinate of a point is denoted by a comma,
which precedes the index of the coordinate, for example dui/dxj = Uij; the deriva-
tive with respect to the distance r is denoted by an index r preceded by a comma,
for example dx/dr = the number of indices r denotes the order of derivative.
The integral transform of a variable, or the variable which depends on it, is denoted
by a bar above the variable, for example UV

The integral of a variable with respect to time, or a variable which depends on it,
is denoted by a tilde above the variable, for example [/¢¢.

One-dimensional matrices are denoted by small bold letters, for example u; two-
dimensional matrices are denoted by capital bold letters, for example H.

Latin symbols

a
an
A

— —_
STImMoo

O 6O T4

- variable, which characterizes the length of a crack,

- matrix, which contains the components of accelerations at the time step n,

- matrix of coefficients of unknowns, created from the matrices H and G,accor-
ding to boundary conditions,

- real part of the Laplace parameter,

- matrix created from the matrices H and G according to boundaryconditions,

- velocity of crack growth,

- velocity of longitudinal wave,

- velocity of shear wave,

- constant which depends on the position of the collocation point,

- constant used to approximate accelerations,

- damping matrix of the system.

- Young’s modulus,

- function of the coordinate of a point, used to approximateacceleration,

- matrix of free terms,

- matrix, which contains forces at the time step n,

- Fourier integral transform,

- matrix of interpolating functions,

- energy release rate,

- matrix, which depends on integrals of fundamental solutions t/y, UKkij, shape
functions and jacobians,

12



AT,
Ko
K,, A';

u

Uij s ~kij

vn

1

30, X2
x\

matrix, which depends on integrals of fundamental solutions Tij, Tkij, shape
functions and jacobians,

integral of hipersingular fundamental solution,

imaginary part of the complex number,

path independent integral,

Jacobian of the transformation from the global to the local coordinate sys-
tem,

modified Bessel functions of the second kind of orders zero and one,
stress intensity factor, used as a normalizing factor,

stress intensity factors,

stiffness matrix of the system,

length of the boundary element,

Laplace integral transform,

number of boundary elements,

temporal shape function,

mass matrix of the system,

component of the unit outward normal vector,

number of time steps; number of interpolating functions,

space shape function,

number of nodes in the boundary element,

number of interpolating points during the time step.

distance between the collocation and the integration point,

distance from the crack front,

real part of the complex number,

Laplace transform parameter,

current time,

component of boundary traction,

prescribed component of boundary traction,

component of particular boundary traction, which depends on the interpo-
lating function.

matrix, which contains components of boundary tractions,

matrix, which contains components of particular tractions,

kinetic energy density,

fundamental solutions,

component of displacement,

prescribed boundary component of displacement,

component of particular boundary displacement, which depends on inter-
polating function,

matrix, which contains the components of nodal displacements,

matrix, which contains components of particular displacements,

matrix, which contains components of displacements at the time step n,
fundamental solutions,

matrix, which contains components of velocities at the time step n,
strain energy density,

coordinates in the global coordinate system,

coordinates in the crack coordinate system.

13



X - integration point (boundary point),

X' - collocation point (boundary or internal point).

x" - crack point, which is coincident with the collocation point,

X+, X~ - coincident points on both crack surfaces,

xX* - defining point, used to approximate accelerations,

y - matrix, which contains unknown displacements and tractions,

Zi, z2 - parameter of transformed fundamental solutions of elastodynamics,
z - matrix, which contains prescribed displacements and tractions.

Greek symbols

o - time-dependent coefficients used to approximate accelerations,
a - matrix, which contains coefficients a",
r - boundary of the body,
re - path which surrounds the crack tip,
r+,r- - parts of crack surfaces, which belong to the path surrounding the crack tip.
re - external boundary of the body,
r5 - new boundary created by the growing crack,
ro - initial boundary of the body,
ru - part of the boundary, where the displacements are prescribed,
r, - part of the boundary, where the tractions are prescribed,
r+, r- - opposite crack surfaces,
r£ - path, surrounding the crack tip in an infinite small distance,
5 - distance from the collocation point in the local coordinate system,
Sij - Kronecker symbol,
A Uj - difference of components of displacements on opposite crack surfaces,
At - time step,
£ - number, which characterizes the local coordinates of nodes,
e - coordinate in the polar coordinate system,
A - Lamé constant,
P - KirchhofFs modulus,
Y - Poisson’s coefficient,
¢, ci,6 - coordinates in the local coordinate system,
- nodal coordinate in the local coordinate system,
p - mass density,
°ij - component of stress tensor,
0o - maximum value of boundary stress,
&8B - circumferencial stress.
J2tj - sum of components of tractions on opposite crack surfaces,
T - time,
w - Fourier transform parameter,
n - domain occupied by the body,
- domain at the crack tip surrounded by the path rec,
a - domain in the infinite small distance from the crack tip, surrounded by the
path r£.
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Rozdziat 1

Wstep

1.1. W prowadzenie

Mechanika pekaniajest naukg interdyscyplinarng zajmujaca sie analizg peknie¢ iich wzro-
stu pod wptywem obcigzenia i oddziatywania srodowiska.

Podstawy mechaniki pekania zostaty przedstawione w literaturze krajowej przez Wnuka
[166]. Kocande [90], Gotaskiego i Pilcera [71], Gotaskiego [70]. Neimitza [108], a w litera-
turze zagranicznej przez Hellana [74], Ewaldsa i Wanhilla [39], Kanninena i Popelara (84],
Broeka [18], Smitha [139], Gdoutosa [69] i innych. Zagadnienia inicjacji i wzrostu peknie¢
oraz kumulacji uszkodzen w ztozonych stanach obcigzen omdéwiono w pracy Seweryna
[130],

Pekniecia stanowia nieciggtosci materiatu powstate w czasie wytwarzania materiatu
lub konstrukcji, np. poprzez spawanie (Rykaluk [128]), oraz podczas eksploatacji, np. na
skutek zmeczenia materiatu (Kocanda [90], Kocanda i Szala [91]) lub korozyjnego oddzia-
tywania $rodowiska. Pekniecia mozna podzieli¢ na kruche, ciggliwe i mieszane (Neimitz
[108]). Kruche pekanie, w odréznieniu od pekania ciagliwego, charakteryzuje sie matymi
odksztatceniami plastycznymi, powoduje matg strate energii i pekniecie wzrasta z duzymi
predkosciami. Wiele przypadkoéw kruchego pekania nastepowato w niskich temperaturach
i przy naprezeniach mniejszych od granicy plastycznos$ci. Pekniecia wystepowaty w miej-
scach koncentracji naprezen spowodowanej przez otwory, karby, wady materiatowe itp. Na
kruche pekanie szczegélnie podatne sg materiaty o wysokiej wytrzymatosci i jednocze$nie
niskiej odpornosci na pekanie.

Mechanika pekania jest naukg o charakterze teoretycznym i doswiadczalnym. Pod-
stawowym celem mechaniki pekania jest poznanie zjawiska pekania. Metody mechaniki
pekania powinny umozliwi¢ (Neimitz [108], Ewalds i Wanhill [39], Gdoutos [69]) okreSlenie
krytycznej dtugosci pekniecia, przy zadanym obcigzeniu lub krytycznej wartosci obcigze-
nia, przy zadanej dtugosci pekniecia. Wyznaczenie tych wielkosci pozwala na okre$lenie
wytrzymatos$ci konstrukcji w zaleznos$ci od diugosci pekniecia. Bada sie takze, jak zalezy
dtugos$¢ pekniecia od czasu. Znajac te zalezno$é¢, mozna wyznaczyé¢, jak dtugo trwa wzrost
pekniecia od dtugosci poczatkowej, wykrywalnej stosowanymi metodami, do dtugosci kry-
tycznej. Na podstawie tego okresu mozna ustali¢ czas pomiedzy badaniami konstrukcji,
wykonywanymi w celu wyznaczenia biezgcej dtugosci peknieé.

Poznanie zjawiska pekania stanowi podstawe do opracowania metod obliczeh konstruk-
cji z peknieciami. Mimo znacznego rozwoju mechaniki pekania w ostatnich kilkudziesieciu
latach ciggle istnieje niebezpieczenstwo zniszczenia konstrukcji przez pekanie, zwtaszcza
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na skutek stosowania lekkich i wytrzymatych materiatow, ktdre jednocze$nie posiadaja
niska odpornos$¢ na pekanie. Poniewaz unikniecie wad materiatowych jest czesto niemoz-
liwe, dlatego konstrukcje powinny by¢ projektowane w ten sposéb, zeby mogty przenosié
obcigzenie w obecnosci pekniec.

Mozna rozréznié¢ trzy metody projektowania konstrukcji, uwzgledniajgce zjawisko pe-
kania (Smith [139]): metode bezpiecznej eksploatacji (ang. safe-life), metode tolerancji
wady (ang. damage- tolerant) i metode bezpiecznego zniszczenia (ang. fail-safe). Pierw-
szag metoda projektuje sie konstrukcje, zeby mogta by¢ eksploatowana przez okreSlony
czas bez badania. W drugiej metodzie zaktada sig, ze w konstrukcji istniejg pekniecia i
znajduja sie one w miejscach o najwiekszych naprezeniach. Konstruktor, wiedzac, jakie
wielkoSci pekniecia mogg by¢ wykryte stosowanymi metodami, jaka jest krytyczna du-
gos$¢ pekniecia, dla ktorej nastepuje zniszczenie konstrukcji oraz ile czasu potrzeba, zeby
nastgpit wzrost pekniecia o pewng dtugos$¢, moze ustali¢, jak czesto nalezy badac¢ kon-
strukcje. W trzeciej metodzie zaktada sie, ze wystgpi lokalne zniszczenie, ktére jednak
nie powinno spowodowaé zniszczenia catej konstrukcji. Wykryte pekniecia sg nastepnie
zabezpieczane.

Istnieje kilka sposobéw zabezpieczenia konstrukcji przed zniszczeniem na skutek pe-
kania. Pierwszy sposob polega na stosowaniu materiatdw o wysokiej wytrzymatosci na
pekanie oraz elementdw konstrukcyjnych zatrzymujacych rozwoj pekniecia. Drugi sposéb
polega na zastosowaniu jednoczes$nie kilku elementéw przenoszgcych obcigzenie. W przy-
padku pekniecia ktérego$ z elementdw jest on zastepowany przez nowy. Trzeci sposéb
dotyczy okresowego poddawania konstrukcji obcigzeniom wiekszym od eksploatacyjnych.
Sprawdza sie w ten sposdb, czy w konstrukcji sa pekniecia o dtugosci krytycznej odpowia-
dajacej zwiekszonemu obcigzeniu. Przy zwiekszonym obcigzeniu te pekniecia wzrastaja
w sposéb niestabilny. Sporadycznie zwiekszane obcigzenie na og6t powoduje zmniejszenie
predkosci wzrostu pekniecia. Omawiana metoda ma ograniczone zastosowanie. Zwigk-
szenie obcigzenia powinno odbywrm¢ sie w kontrolowanych warunkach, czasami wymaga
demontazu elementow, a przy skomplikowanym obcigzeniu moze by¢ trudne do zrealizo-
wania. Czwarta metoda stosowana jest dla peknie¢ brzegowych na powierzchniach elemen-
tow o duzej grubosci. Metoda polega na mechanicznym usmvaniu warstwy zewmetrznej,
posiadajgcej pekniecia lub na obrdbce plastycznej.

Jednym z podstawowych problemoéw jest ustalenie koniecznego okresu pomiedzy ko-
lejnymi badaniami peknieé¢ w konstrukcji, obrobkg mechaniczng lub plastyczng. Im czest-
szy okres pomiedzy badaniami, tym mniejsze niebezpieczenstwa niekontrolowanego roz-
woju peknie¢. Poniewaz na og6t badania sg bardzo kosztownie, dlatego ich czesto$¢ jest
podyktowana wzgledami ekonomicznymi, a takze mozliwos$ciami przerw7 w7 eksploatacji
konstrukcji. Okres pomiedzy kolejnymi badaniami mozna zmniejszy¢, stosujgc metody
umozliwiajgce wykrycie bardzo matych peknie¢ lub stosujgc materiaty o matej predkosci
wzrostu pekniecia.

Do szczeg6lnie trudnych zadan nalezy analiza zagadnieA dynamicznych mechaniki pe-
kania. Zagadnienia dynamiczne mechaniki pekania przedstawiono w literaturze krajowej
w pracach Neimitza [107] i Krawczuka [94], a w literaturze zagranicznej w7pracach Siha
[131], Williamsa i Knaussa [165], Klepaczki [89], Freunda [63] i innych.

Dynamiczna mechanika pekania jest dziedzing mechaniki pekania, dotyczacg zagad-
nien, w7 ktérych bezwtadno$¢ materiatu odgrywa istotng role oraz wiasnosci materiatu
zaleza od predkosci odksztatcenia (Neimitz [107], Freund [63]). Efekty dynamiczne po-
wstajag pod wptywrem dynamicznego obcigzenia tub szybkiego wzrostu pekniecia. Z tego
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powodu rozréznia sie trzy rodzaje zagadnien dynamicznych: obcigzenie dynamiczne i po-
wolny wzrost pekniecia lub jego brak, obcigzenie statyczne i szybki wzrost pekniecia oraz
obcigzenie dynamiczne i szybki wzrost pekniecia.

Proces kwalifikuje sie jako dynamiczny na podstawie: predkos$ci obcigzenia, predkosci
ruchu wierzchotka pekniecia i predkosci deformacji w strefie zniszczenia przed wierzchot-
kiem pekniecia (Neimitz [107]). Proces uwaza sie za dynamiczny, jezeli: predkos$¢ ob-
cigzenia, wyrazana za pomocg predkosci zmiany dynamicznego wspotczynnika naprezen
K > 104 MPdy/rns-1, predko$¢ wzrostu pekniecia ¢ > 0.Ic/j, gdzie Cr jest predkoscia
propagacji fali Rayleigha lub predkos$¢ odksztatcenia § > Is*“1.

Podstawowym celem obliczen jest ustalenie, czy nastagpi wzrost pekniecia, okreslenie
kierunku i predkosci wzrostu oraz ewentualnego zatrzymania pekania. Jednymi z podsta-
wowych wielkosci, ktore charakteryzuja przebieg tych zjawisk, sg wspotczynniki intensyw-
nosci naprezen. W przypadku prostej geometrii ciata i pekniecia oraz sposobu obcigzenia
konstrukcje mozna analizowa¢ metodami analitycznymi. Warto$ci wspoétczynnikow in-
tensywmosci naprezen dla prostych zagadnien mozna odczytywac z katalogéw (Murakami
[104]). Bardziej ztozone przypadki mozna analizowa¢ np. metodg superpozycji, metoda
spietrzenia naprezen, metodg lokalnego rozktadu naprezen itp. (Aliabadi i Rooke [6]).
Omodwienie metod analitycznych i proste przyktady zastosowania tych metod przedsta-
wiono w pracach Neimitza [107] i Freunda [63]. Ziozone zagadnienia mechaniki pekania
analizowane sg metodami numerycznymi. Do najcze$ciej stosowanych metod numerycz-
nych naleza: metoda réznic skonczonych (MRS), metoda elementéw skonczonych (MES)
(Gawronski i inni [68], Rakowski i Kacprzyk [123], Rusinski [126], Rusinski, Czmochowski
i Smolnicki [127]) i metoda elementéw brzegowych (MEB)(Burczynski [20]). Omdwienie
réznych metod komputerowych stosowanych w mechanice ciata statego przedstawiono w
pracy pod redakcjg Kleibera [88].

Za pomocg MEB mozna rozwigzaé¢ wiele zagadnien w wyniku dyskretyzacji i aproksy-
macji wytgcznie wielkosci brzegowych (Burczynski [20], Dominguez [32]). Dzieki temu roz-
wigzania sg doktadniejsze niz w metodach wymagajacych dyskretyzacji wnetrza ciata, np.
MRS, MES. Jest to szczeg6lnie wazne w przypadku analizy ciat z peknieciami (Aliabadi
i Rooke [6], Aliabadi [4]) ze wzgledu na duze gradienty pola naprezen wokdt wierzchotka
pekniecia. Druga wazng zaleta jest tatwo$¢ modelowania wzrostu peknigcia. Wzrost pek-
niecia modeluje sie¢ poprzez dodawanie nowych elementéw wzdtuz krawedzi pekniecia.
Niepotrzebna jest zmiana istniejgcej siatki elementow.

1.2. Cel pracy

Ciata z peknieciami sg analizowane za pomocg trzech sformutowan MEB: metody podziatu
na podobszary, metody nieciggtosci przemieszczen i metody dualnej. Sposréd wymienio-
nych metod ujecie dualne jest najbardziej uniwersalnym sformutowaniem. Metoda dualna
umozliwia bezposrednie obliczenie nieznanych wielkosci brzegowych w wyniku wytgcznie
dyskretyzacji powierzchni ciata. Przeglad podstawlteoretycznych i zastosowmn tej metody
w réznych dziedzinach mechaniki pekania zostat przedstawiony w pracy Aliabadiego [5].

Metode zastosowali po raz pierwszy Portela, Aliabadi i Rooke [121], [122] w zagadnie-
niach dwuwymiarowych oraz Mi i Aliabadi [100], [101] w zagadnieniach tréjwymiarowych
statyki. Analizowano pekniecia w materiatach jednorodnych, izotropowych i liniowo-
sprezystych. Metode zastosowano takze do analizy wzrostu peknie¢ w tarczy wzmocnio-
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nej zebrami, w tarczy wykonanej z materiatu sprezysto-plastycznego, betonu i materiatu
kompozytowego, przy naprezeniach wywotanych obcigzeniem i przeptywem ciepta.

W 1992 r. autor podjat badania nad sformutowaniem i zastosowaniem ujecia dualnego
MEB do analizy dynamicznej peknieé. W momencie podjecia tej problematyki badawczej
w literaturze przedmiotu brak byto prac z tego zakresu.

Celem niniejszej pracy jest podsumowanie dotychczasowych prac wtasnych zwigzanych
ze sformutowaniem i zastosowaniem ujecia dualnego metody elementéw brzegowych w ana-
lizie dynamicznej elementow konstrukcyjnych z peknieciami.

Metode zastosowano do analizy elementow konstrukcyjnych wykonanych z materiatu
jednorodnego, izotropowego i liniowo-sprezystego. Analizowano elementy posiadajace
pekniecia stacjonarne i wzrastajace.

Wyniki badan prowadzonych od 1992 r. przedstawiono w pracach Fedelinskiego i
wspoétpracownikéw. Rozwigzania zalezne od czasu wyznaczono, stosujac trzy rézne me-
tody analizy zagadnien dynamicznych za pomocg metody elementow brzegowych. W
pracach [52], [53], [54], [55] przedstawiono potgczenie sformutowania dualnego z metoda
podwdjnej zasady wzajemnosci, w [56], [57], [58] - z metoda rozwiagzan w dziedzinie czasu,
w [41], [60] - z metodg transformacji catkowych. Zastosowanie trzech r6znych metod
umozliwito porownanie ich efektywnosci i mozliwych zastosowan, ktore przedstawiono w
pracach [59], [61], [42], [43], [48], [50]. Metode rozwigzan w dziedzinie czasu zastosowano
do analizy dynamicznego wzrostu peknieé [44], [62], a metode transformacji catkowych do
analizy zagadnien trojwymiarowych [45], [46], [47], [49], [51].

Opracowane programy komputerowe obliczajg przemieszczenia, odksztatcenia i napre-
zenia dla konstrukcji o dowolnej postaci geometrycznej, sposobie obcigzenia i podparcia,
posiadajgcych stacjonarne i wzrastajgce pekniecia. Opracowanie tego typu oprogramowa-
nia komputerowego, zaliczanego do metod komputerowego wspomagania projektowania,
ma duze znaczenie w budowie, a nastepnie eksploatacji maszyn.

Opracowane programy komputerowe umozliwiajg okreslenie miejsc, w ktérych moga
wystagpi¢ pekniecia jeszcze w fazie konstruowania maszyn. Dzieki temu poprzez odpo-
wiedni dob6r cech konstrukcyjnych mozna zmniejszyé prawdopodobiefistwo wystgpienia
peknie¢, zapobiec wzrostowi pekniec, jezeli wystapig one w konstrukcji lub zminimalizo-
wac skutki ich wzrostu.

W trakcie eksploatacji maszyn mozna oceni¢, czy przy wystepujacych obcigzeniach
nastapi wzrost pekniecia oraz okres$li¢ kierunek jego wzrostu. Programy komputerowe
moga by¢ takze wykorzystane do identyfikacji peknieé, tzn. okreslenia ich liczby, poto-
zenia i postaci geometrycznej na podstawie zachowania uktadu pod wptywem obcigzenia
dynamicznego.

1.3. Przeglad tres$ci pracy

Tres$¢ pracy ujeto w jedenastu rozdziatach.

Rozdziat 2. poSwiecono zastosowaniu metody elementdw brzegowych w analizie sta-
tycznej ciat z peknigciami. Przedstawiono brzegowe réwnania catkowe przemieszczen i
sit powierzchniowych, ze szczegélnym uwzglednieniem postaci tych réwnan dla pekniecia.
Omowiono sformutowanie, zalety i wady trzech podstawowych metod analizy peknie¢
za pomocag MEB: metody podzialu na podobszary, metody nieciggto$ci przemieszczen i
metody dualnej. Opisano aproksymacje wielkosci brzegowych za pomocg elementéw kwa-
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dratowych. Przedstawiono sformutowanie macierzowych réwnan ruchu i ich modyfikacje
ze wzgledu na warunki brzegowe. Przedstawiono obliczanie catek brzegowych. Szcze-
g6lng uwage poswiecono obliczaniu catek hiperosobliwych, wystepujacych w réwnaniu
catkowym sit brzegowych.

W rozdziale 3. przedstawiono wprowadzenie do analizy dynamicznej peknie¢ za po-
moca MEB. Podano brzegowe rdwnania catkowe dla zagadnienia dynamicznego i przed-
stawiono podobieAstwo metod stosowanych w analizie statycznej i dynamicznej MEB.
Opisano pola sprezyste woko6t wierzchotka pekniecia i wielkos$ci je charakteryzujgce. Po-
dano rdwnania okre$lajgce pola przemieszczen i naprezen wokdt dynamicznie wzrastaja-
cego peknigecia. Omoéwiono sposoby obliczenia dynamicznych wspo6tczynnikdw naprezen
za pomocg catek niezaleznych od konturu catkowania i rozwarcia wierzchotka pekniegcia.
Przedstawiono sposdb okres$lania kierunku wzrostu pekniecia na podstawie maksymalnego
naprezenia obwodowego.

W kolejnych trzech rozdziatach przedstawiono sformutowanie dualne dla zagadnienia
dwuwymiarowego w potgczeniu z trzema ré6znymi metodami analizy stanéw nieustalonych:
w rozdziale 4. - metode transformacji catkowych, w rozdziale 5. - metode rozwigzan w
dziedzinie czasu, a w rozdziale 6. - metode podwojnej zasady wzajemnosci. W kazdym z
rozdziatéw podano odpowiednie brzegowe réwnania catkowe, dyskretyzacje wielkosci brze-
gowych i czasu, macierzowe sformutowanie rownan ruchu oraz przyktady zastosowania.

W rozdziale 7. pordwnano wcze$niej przedstawione sformutowania, biorgc pod uwage
cechy decydujace o ich efektywnos$ci: rozwigzania podstawowe i ich catkowanie, sformu-
towanie macierzowych réwnan ruchu, wymagang pamieé, predkos¢ obliczen, doktadnos¢ i
mozliwe zastosowania.

W rozdziale 8. przedstawiono zastosowanie metody rozwigzan w dziedzinie czasu do
analizy dynamicznego wzrostu pekniecia.

W rozdziale 9. opisano analize zagadnien trojwymiarowych za pomocg metody trans-
formacji catkowych.

W rozdziale 10. zaprezentowano 5 nowych, praktycznych przyktadéw analizy dyna-
micznej elementéw konstrukcyjnych z peknieciami.

W rozdziale 11. podsumowano wyniki zastosowania metody dualnej MEB w analizie
dynamicznej ciat z peknigciami.

W dodatkach przedstawiono rozwigzania podstawowe stosowane w poszczegdlnych
sformutowaniach, definicje catek w sensie wartosci gtdwnej Cauchylego i Hadamarda oraz
metode Durbina numerycznego obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a i metode
Houbolta numerycznego rozwigzywania réwnania ruchu.



Rozdziat 2

Metoda elementow brzegowych
w analizie statycznej pekniec

2.1. W prowadzenie

W pracy przedstawiono trzy r6zne sposoby analizy zagadnien dynamicznych za pomocg
metody elementéw brzegowych: metode transformacji catkowych, metode rozwiazan w
dziedzinie czasu i metode podwdjnej zasady wzajemnosci. Formy brzegowych réwnan
catkowych dla kazdej metody sg inne i zostang przedstawione w nastepnych rozdziatach.
Natomiast sposdb analizy peknie¢, rodzaje réwnan, aproksymacja wielkosci brzegowych,
modyfikacja uktadu rownan zgodnie z warunkami brzegowymi i rodzaj osobliwosci sto-
sowanych rozwigzan podstawowych sa takie same i jednocze$nie identyczne jak dla za-
gadnienia statycznego. Dlatego zeby wyjasni¢ idee modelowania peknie¢, zostanie ona
najpierw przedstawiona dla zagadnienia statycznego, a nastepnie omowiona dla réznych
metod analizy zagadnienia dynamicznego.

W tym rozdziale przedstawiono brzegowe réwnania catkowe przemieszczen i sit. Po-
dano szczeg6lne formy tych rownan dla punktow na powierzchniach peknigecia. Omoéwiono
wiasnosci tych rdwnan w zastosowaniu do analizy peknie¢. Opisano trzy podstawowe me-
tody analizy peknie¢ za pomoca metody elementow brzegowych: metode podziatu na
podobszary, metode nieciggtosci przemieszczen i metode dualng. Przedstawiono sposob
aproksymacji wielkosci brzegowych i twiorzenia macierzowego uktadu rownan. Omoéwiono
sposOb obliczania catek brzegowych, ze szczegdlnym uwzglednieniem catek funkcji hiper-
osobliwych dla zagadnienia dwu- i tréjwymiarowego.

2.2. Brzegowe rownania catkowe

Rozwazmy ciato o dowolnym ksztatcie, zajmujace obszar O i posiadajgce brzeg F
(rys. 2.1). Na czeSci brzegu ciata zadane sg warunki brzegowe w postaci przemieszczen
«¢(x), a na pozostatym brzegu I't obcigzenia t-fc) w nastepujacy sposoéb:

Ui(x) = "¢ (x), dla x Gru, (x) = t*(x), dla x Grt, (2.1)

gdzieruurt= Fir,nrt= 0, x jest punktem nalezagcym do brzegu, «¢(x) jest sktadowga
przemieszczenia, t,(x) jest sktadowg sity brzegowej.
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Na swobodnym brzegu sity sg rowne zeru, natomiast na sztywno utwierdzonym brzegu
przemieszczenia sg réwne zeru. W punktach brzegu, gdzie zadane sg przemieszczenia,
nieznane sg obcigzenia, natomiast na brzegu, gdzie zadane sg obcigzenia, nieznane sg
przemieszczenia.

Rys. 2.1. Warunki brzegowe
Fig. 2.1. Boundary conditions

Rozwazmy ciato, ktérego materiat jest jednorodny, izotropowy i liniowo-sprezysty.
Przemieszczenie dowolnego punktu ciata mozna wyznaczy¢, stosujgc nastepujace brzegowe
réwnanie catkowe przemieszczen, nazywane dalej w skrécie réwnaniem przemieszczen:

cij(x)uj{xl) = J Uij(x.".x)tj(x)dT(x) —j-Tij(x",x)uj{x.)dT(x), (2.2
r r
gdzie x' jest punktem, w ktérym wyznacza sie przemieszczenie (punktem kolokacji), x
punktem brzegowym (punktem catkowania), Cij(x!) jest stata, X),(x',x) i t/ly(x"',x) roz-
wigzaniami podstawowymi elastostatyki (rozwigzaniami Kelvina), j*oznacza catke w sen-
sie wartosci gtéwnej Cauchy’ego, ktérej definicje podano w dodatku G. Warto$¢ statej
Cij(x') zalezy od potozenia punktu:

Cij(x') = 06ij dlapunktu x' nalezgcego do wnetrza ciata,
Cij(x") = \6ij dlapunktu x" nalezagcego do gtadkiego brzegu,
Cij(x) — O dlapunktu x" znajdujgcego sie na zewnatrz ciala,

gdzie Sij jest delta Kroneckera. Gdy punkt x" jest w narozu, wéwczas warto$¢ statej zalezy
od ksztattu brzegu w narozu ijego orientacji wzgledem globalnego uktadu wspotrzednych.
Szczego6towy sposob obliczania statej zostat przedstawiony w pracy Domingueza [32].

Rozwigzania podstawowe Ty (x', x) i t/y (x', x) dla zagadnienia dwu- i tréjwymiarowego
podano odpowiednio w dodatkach A i B. Rozwigzania podstawowe zalezg od dtugosci i
sktadowych wektora tgczgacego punkty x' i x, wiasnosci sprezystych materiatu i wektora
jednostkowego, normalnego do brzegu w punkcie x, skierowanego na zewnatrz ciata.

Zatozmy, ze ciato posiada pekniecie, ktérego powierzchnie pokrywaja sie (rys. 2.2).
Rownanie przemieszczen (2.2) dla punktu x', w ktorym powierzchnia pekniecia jest gtadka,
ma forme:

i<i(x") + AUIX™) = J Uij{x", x)ti(x)dT(x) - 3 Tij(x!.x)uj (x)dT(x), (2.3)
r r
gdzie punkt x" jest punktem nalezagcym do przeciwlegtej powierzchni pekniecia majgcego
takie same wspdtrzedne jak punkt x'.
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Brzegowe rdwnania catkowe (2.3) utozone dla punktéow x' i x" sg identyczne. Gdy
dyskretyzacje przeciwlegtych powierzchni pekniecia przeprowadza sig, stosujac ten sam
podziat na elementy brzegowe, wowczas otrzymuje sie takie same rownania dla pokrywa-
jacych sie weztdbw. W takim przypadku tworzony metodag elementow brzegowych ukitad
réwnan jest osobliwy.

Rys. 2.2. Ciato z peknieciem
Fig. 2.2. Cracked body

Oznaczymy brzeg zewnetrzny ciata przez Te, a pokrywajgce si¢ powierzchnie pekniecia
przez F+ ir~,gdziereUT+UF~ = T (rys. 2.2). Rozwigzania podstawowe elastostatyki
w pokrywajacych sie punktach catkowania x+ i x nalezacych do brzegéw pekniecia F-
i r- majg nastepujace wiasnosci:

By (x',x+) = Uij{x".x~), 7)., (x".x+) = -Ty(x"'x~). (2.4)

Bioragc pod uwage powyzsze witasnosci, rownanie przemieszczen (2.3) dla ciata z pek-
nigciem mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

AUj(X) + AUIx™) = J Uij(x ) ti(x)dr(x) - J-Tij(x". x)uj(x)dT(x)
pe pe

+ J Hij(x" xX)Eij(x)dr(x) - j 7ij(x"x)Awj(x)dr(x), (2.5)
r+ r+

gdzie Sij(x) oznacza sume sit brzegowych, a Auj(x) - réznice przemieszczen w pokrywa-
jacych sie punktach na powierzchniach peknigcia:

Sij(x) = ij(x+) + Auj(x) = Uj(x+) - Uj(x~). (2.6)

Wyznaczenie przemieszczenia wymaga catkowania wzdtuz brzegu zewnetrznego Fe i
jednej z powierzchni pekniecia, np. Ff.jak pokazano w réwnaniu (2.5). Czesto spotyka-
nym przypadkiem jest obcigzenie przeciwlegtych powierzchni pekniecia sitami znajduja-
cymi sie w rownowadze. W takim przypadku Xij(x) = 0 i przemieszczenie jest niezalezne
od obcigzenia powierzchni pekniecia. Ten fakt, ktory jest sprzeczny z rzeczywistoscia,
jest jedng z wad brzegowego réwnania catkowego przemieszczen, stosowanego dla ciata z
peknieciem. Za pomocag réwnania (2.5) nie mozna wyznaczy¢ przemieszczen, gdy zadane
sg obcigzenia na powierzchniach pekniecia, gdyz niewiadomymi sg jednoczes$nie rdznica
przemieszczein Auj(x) iich suma u,(x") -I- Uj(x").
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Dwie wymienione wady brzegowego réwnania catkowego przemieszczen, tzn. iden-
tyczna posta¢ réwnania dla pokrywajacych sie punktow nalezgcych do przeciwlegtych po-
wierzchni pekniecia i niezalezno$é rozwigzania od obcigzenia na powierzchniach pekniecia,
uniemozliwiajg jego bezposrednie zastosowanie w analizie ciat z peknieciami
(Cruse [26]).

Rownanie przemieszczeh okres$la zwiazek miedzy przemieszczeniami i sitami brzego-
wymi. Inny zwigzek miedzy tymi wielkosciami mozna otrzymac, stosujac brzegowe row-
nanie catkowe sit, nazywane dalej w skrécie réwnaniem sit. Rownanie sit brzegowych
dla pekniecia otrzymuje sie, rézniczkujac réwnanie (2.3) wzgledem wspoétrzednej punktu
kolokacji x*, stosujgc uogdlnione prawo Hooke’a i mnozgc otrzymane réwnanie przez wek-
tor jednostkowy normalny do brzegu w punkcie x', skierowany na zewnagtrz ciata. W
rezultacie otrzymujemy:

- N =« (XD - Ukij(x', x)th{x)dT{x)- Tkij(xt,x)uk(x)dr(x)], (2.7)
r r

gdzie Tkij(x'.x) i Ukij(x',x) sa rozwigzaniami podstawowymi elastostatyki, ktdre podano
w dodatkach A i B, “oznacza catke w sensie wartosci gtbwnej Hadamarda, ktdrej definicje
podano w dodatku G, n* oznacza sktadowg wektora jednostkowego normalnego do brzegu
w punkcie x', skierowanego na zewnatrz ciata. Rownania (2.7) utozone dla punktow x'
i X" sg identyczne. Z tych samych powoddw, co w przypadku réwnania przemieszczen,
gdyby stosowac dla obu powierzchni réwnanie sit brzegowych, otrzymalibySmy osobliwy
uktad réwnan.

Rozwigzania Tkij(x',x) i Ukij{x',x) majg takie same wiasnosci, jak rozwigzania wy-
stepujace w réwnaniu przemieszczen:

Ukij{x"',x+) —Ukij{x",x~), Tkij{x"'.x+) = -Tkij(x"',x~). (2.8)

Biorgc pod uwage powyzsze wiasnosci, rownanie sit brzegowych dla ciata z peknieciem
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

j(x") - x") = n,(x)[ ] Ukij{x",x)tk(x)dT{x)- £ Tkij{x', x)uk{x)dT(x)
pe pe
+ j Ukij(x".x)'Etk{x)dr(x)- ~ Tkij(x\x)Auk{x)dT{x)j. (2.9)
r+ r+

W odroznieniu od réwnania przemieszczen rozwigzanie zalezy od obcigzenia powierzchni
pekniecia sitami znajdujacymi sie w rownowadze, poniewaz w rownaniu oprécz sumy sit
Sijt(x), ktéra w tym przypadku jest réwna zeru, wystepuje takze ich roznica tj(x")—tj(x").
Za pomocg réwnania nie mozna wyznaczy¢ sit brzegowych, gdy zadane sg przemiesz-
czenia powierzchni peknie¢, gdyz niewiadomymi sg réwnoczes$nie roznice sit brzegowych
tj(x") —tj(x") iich suma T,tk(x).
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2.3. M etody analizy ciat z peknigciam i

Z powyzszej analizy witasnos$ci brzegowych réwnan catkowych przemieszczen i sit wynika,
ze nie mozna ich bezposrednio zastosowa¢ w analizie peknie¢. Mimo tych trudnosci opra-
cowano kilka metod analizy peknie¢ za pomocg MEB (Cruse [26], [27], [28], Smith [137],
Aliabadi [4]).

Do najczesciej stosowanych nalezg: metoda podziatu na podobszary, metoda niecig-
gtosci przemieszczen i metoda dualna.

RP

r.2
RP — réwnanie przemieszczen
RS — réwnanie sil brzegowych

Rys. 2.3. Metody analizy peknieé za pomocg MEB: a) metoda podziatu na
podobszary, b) metoda nieciggtosci przemieszczeh, ¢) metoda dualna
Fig. 2.3. Methods of crack analysis using the BEM: a) subregion method,
b) displacement discontinuity method, ¢) dual method

Niezalezny uktad réwnan dla pokrywajgcych sie weztow mozna otrzymac, stosujac
metode podziatu na podobszary (ang. subregion method) (Blandford, Ingraffea i Liggett
[16]) wzdtuz przedtuzenia powierzchni pekniecia (rys. 2.3a). W tej metodzie dzieli sie na
elementy brzeg zewnetrzny Te, obie powierzchnie pekniecia T+ i oraz brzeg rozdziela-
jacy podobszary Ea. Rownanie przemieszczen (2.2) stosuje sie dla weztow potozonych na
wszystkich wymienionych brzegach i catkuje wzdtuz brzegu odpowiedniego podobszaru.
Rownania dla pokrywajacych sie punktow sa rézne, poniewaz kazdy z podobszaréw ma
inny brzeg. Podobszary taczy sie, wykorzystujac warunki ciggtosci przemieszczen oraz
réwnowagi sit wzdtuz linii podziatu. Wadg metody jest konieczno$é wprowadzenia sztucz-
nego brzegu rozdzielajgcego podobszary, co powoduje zwiekszenie liczby weztdéw i liczby
elementoéw brzegowycli. Sztuczny brzeg jest szczegdlnie niewygodny w modelowaniu wzro-
stu pekniecia ze wzgledu na konieczno$¢ jego ciagtej zmiany. Dodatkowo, zeby otrzymac
doktadne rozwigzanie, nalezy stosowac specjalne elementy na sztucznym brzegu, ktére
aproksymuja pole naprezen w poblizu krawedzi pekniecia.

W metodzie nieciggtosci przemieszczen (ang. displacement discontinuity method)
dzieli sie na elementy brzegowe tylko brzeg zewnetrzny Ee i jedng z powierzchni pek-
niecia, np. T+ (rys. 2.3b). Réwnanie przemieszczen (2.2) stosuje sie dla punktéw naleza-
cych do brzegu zewnetrznego, a rownanie sit brzegowych (2.9) dla powierzchni pekniegcia.
Metoda nazywa sie metodg nieciggtosci przemieszczen, poniewaz zmiennymi sg rdéznice
przemieszczen powierzchni pekniecia Au/t(x). W metodzie tej stosuje sie najmniejsza
liczbe elementéw' brzegowych sposrdéd trzech wymienionych metod.
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Wada metody jest to, ze mozna bezposrednio wyznaczy¢ tylko réznice przemieszczen
powierzchni pekniecia, natomiast nie mozna wyznaczy¢ sit brzegowych, woéwczas gdy na
powierzchniach pekniecia zadane sg warunki brzegowe w postaci przemieszczen.

W metodzie dualnej (ang. dual method) (Portela, Aliabadi i Rooke [121], [122]) dzieli
sie na elementy brzegowe caty brzeg ciata, tzn. brzeg zewnetrzny Te i obie powierzchnie
pekniecia T+ i F~ (rys. 2.3c). Réwnanie przemieszczen stosuje sie dla brzegu zewnetrz-
nego. Metoda nazywa sie metodg dualng, poniewaz dla weztow na jednej powierzchni
pekniecia stosuje sie réwnanie przemieszczen (2.3), a dla drugiej - réwnanie sit brzego-
wych (2.7). W odrdéznieniu od poprzedniej metody, w metodzie dualnej wyznacza sie
bezposrednio przemieszczenia obu powierzchni pekniecia. Mozna analizowa¢ ciata przy
zadanych przemieszczeniach i obcigzeniach na powierzchniach pekniecia.

Oproécz wymienionych, podstawowych metod stosuje sie takze metode funkcji Greena
(Snyder i Cruse [140]). Przy stosowaniu tej metody dzieli sie na elementy brzegowe tylko
brzeg zewnetrzny. W metodzie nie dyskretyzuje sie powierzchni pekniecia. Do analizy sto-
suje sie rownanie przemieszczen, w ktérym funkcje podcatkowe zaleza od funkcji Greena.
Funkcje Greena sg sumg rozwigzan podstawowych elastostatyki i rozwigzan dodatkowych,
ktore uwzgledniajg istnienie peknigecia w materiale. Metode mozna stosowac dla peknie¢ o
prostej geometrii. Pekniecia o ztozonej geometrii mozna analizowa¢ metodg numerycznej
funkcji Greena (Telles, Castor i Guimaraes [145]). Metoda wymaga dyskretyzacji brzegu
zewnetrznego i pekniecia oraz rozwigzania dwéch zadan. Najpierw wyznacza sie prze-
mieszczenia i naprezenia w o$rodku nieograniczonym zawierajagcym pekniecie, na ktérego
powierzchniach zadaje sie warunki brzegowe zalezne od rozwigzan podstawowych elasto-
statyki. Numeryczne funkcje Greena otrzymuje sie przez dodanie otrzymanych rozwigzan
do rozwigzan podstawowych. Nastepnie analizuje sie ciato bez pekniecia, jak w metodzie
analitycznej funkcji Greena. W metodzie numerycznej funkcji Greena catkuje sie wzdtuz
pekniecia, zeby otrzymac rozwigzania dodatkowe, a nastepnie wzdtuz brzegu zewnetrz-
nego, zeby wyznaczy¢ rozwiazania dla ciata z peknigciem. Gdy pekniecie jest obcigzone,
wowczas nalezy catkowac jednoczes$nie wzdtuz brzegu zewnetrznego i pekniecia. Poniewaz
w tej metodzie dyskretyzacji podlega brzeg zewnetrzny, dla ktérego stosuje sie réwnanie
przemieszczen, oraz jedna z powierzchni pekniecia, dla ktorej stosuje sie réwnanie sit
brzegowych, dlatego metode mozna uwaza¢ za pewien wariant metody nieciggtosci prze-
mieszczeh.

Sposréd przedstawionych trzech sformutowan metoda dualna jest najbardziej uniwer-
salna. Podobnie jak w standardowym zastosowaniu metody elementéw brzegowych dla
ciat bez peknie¢, w metodzie tej dyskretyzacji podlega wytacznie brzeg ciata, zmiennymi
sg przemieszczenia i obcigzenia na brzegu. Mozna takze rozwigzywa¢ zadania dla zada-
nych przemieszczen i obciazen na brzegu.

W dalszej czesci pracy zostanie przedstawione sformutowanie i zastosowanie metody
dualnej.

2.4. Aproksymacja wielkos$ci brzegowych

Rozwigzanie numeryczne za pomocg metody elementéw brzegowych otrzymuje sie w wy-
niku aproksymacji geometrii brzegu oraz zmiennos$ci przemieszczen i sil wzdtuz brzegu.
Brzeg ciata jest dzielony na M elementéw brzegowych. Kazdy element brzegowy posiada
P weztow, ktorych liczba zalezy od przyjetej aproksymaciji.
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Wartosci brzegowe w kazdym elemencie aproksymuje sie za pomocg funkcji ksztattu
N p. Wspotrzedne xt oraz sktadowe przemieszczen Ui i sit brzegowych tt w elemencie m
aproksymuje sie w nastepujacy sposob:

a*= £ Npx”ip, (2.10)
P=1
ut = N pu™p, (2.11)
p=1
U= £ NPt?P, (2.i2)
p=1
gdzie xfip sg wspoOtrzednymi weztéw, a i t™p sktadowymi przemieszczen i sit brzego-

wych w wezle p i elemencie m.

Wystepujace w réwnaniach (2.2), (2.3) i (2.7) catki niewtaSciwe narzucaja okreslony
spos6b modelowania pekniecia. Do dyskretyzacji brzegu zostang zastosowane ciggte i nie-
ciggte elementy brzegowe. W elemencie ciggtym skrajne wezty nalezg do brzegu elementu,
podczas gdy w elemencie nieciggtym skrajne wezty przesuniete sg do wnetrza elementu.
Wystepujaca w réwnaniach catka w sensie wartosci gtownej Cauchy’ego wymaga ciggto-
§ci przemieszczen w punkcie kolokacji. Ten warunek jest spetniony dla wezta nalezacego
zarowno do ciggtego, jak i nieciggtego elementu brzegowego. Catka w sensie wartosci
gtownej Hadamarda wymaga ciggtosci przemieszczen i ich pochodnych w punkcie kolo-
kacji. Z kolei ten warunek jest spetniony dla weztow elementdéw nieciggtych, ktére sg
potozone wewnatrz elementu.

Rys. 2.4. Dyskretyzacja elementami brzegowymi ciata z peknieciem:
a) zagadnienie dwuwymiarowe, b) zagadnienie trojwymiarowe
Fig. 2.4. Discretization of cracked structure using boundary elements:
a) two-dimensional problem, b) three-dimensional problem
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Biorgc pod uwage powyzsze wymagania, w metodzie dualnej zastosowano nastepujacy
sposéb modelowania ciat z peknieciami :

¢ brzeg pekniecia T+ i T- modeluje sie za pomocga nieciggtych elementéw brzego-
wych,

*« brzegciata P w poblizu pekniecia brzegowego modeluje sie za pomoca nieciagtych
elementéow brzegowych,

e« pozostaly brzeg ciata P modeluje sie elementami ciagtymi.

Przyjety sposob modelowania zostat przedstawiony na rys. 2.4. Funkcje ksztattu

kwadratowych elementéw7brzegowych dla zagadnienia dwmwymiarowego majg postac:

N\E) = (2-13)
iV2(0 = (1 + f)(I-f), (2.14)
Ar3(0 = + (215)
a dla zagadnienia tréjwymiarowego sa rowne:
= 1 - ( 2 - 1 6 )
V2(ete2) =-[1-(NA(C1-DI, (2.17)
MN3(€iI€2) =-(1+7X1-7)~ . (2-18)
N*{Sub) = (i+ 7)[i-(f)2fp (2.19)
N5(di,&) =@+ 7 X1+7)", (2-20)
= [1-(7)20+7)8, (2-21)
rfituto) =-(1- 7 X1+7)~" . (222)
Ne(Ei,& =-(1-7)[1-(7)2, (2-23)

- - (nae- AP (2-24)

gdzie: E Ei, £2 sg wspétrzednymi punktu w lokalnym ukfadzie wspdirzednych
(—1 < E< 1);parametr edefiniuje potozenie weztébw7w elemencie. Wspdtrzedne we-
ztow w7/ uktadzielokalnym saréowne: E' = —e, 0, +e; e = 1 dla elementow ciagtych, e <1
dla elementéw nieciggtych.
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Kwadratowe elementy brzegowe ciggte i nieciggte dla zagadnienia dwu- i trojwymia-
rowego przedstawiono na rys. 2.5 i 2.6.

a) b)
1 2 3 12 3
NLF 03 i i" -1C-E° 0° e° F*
X - koniec elementu 0- wezet

Rys. 2.5. Kwadratowe elementy brzegowe dla zagadnienia dwuwymiarowego:
a) element ciagty, b) element nieciggty

Fig. 2.5. Quadratic boundary elements for two-dimensional problems:
a) continuous element, b) discontinuous element

Rys. 2.6. Kwadratowe elementy brzegowe dla zagadnienia tréjwymiarowego:
a) element ciggty, b) element nieciggty

Fig. 2.6. Quadratic boundary elements for three-dimensional problems:
a) continuous element, b) discontinuous element

W celu zmniejszenia liczby weztdw na brzegu zewnetrznym, w poblizu pekniecia brze-
gowego, zamiast elementéw nieciagtych mozna stosowac elementy poétnieciggte. W ele-
mencie potnieciggtym wezly, ktére znajdujg sie na krawedzi pekniecia, przesuniete sg do
wnetrza elementu.

Catke wzdtuz catego brzegu T oblicza sie, catkujgc wzdtuz kazdego elementu, a na-

stepnie sumujac obliczone wartosci.
W wyniku dyskretyzacji i aproksymacji wielko$ci brzegowych rédwnania catkowe dla

zagadnienia dwuwymiarowego przyjmujg forme:
- rébwnanie przemieszczen dla weztéw7nalezacych do brzegu zewmetrznego:
m p 1

W, = [epf
m=1p=1 _X

1
-Ujmp (2.25)
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réwnanie przemieszczen dla weztow nalezgcych do powierzchni pekniecia:

N

m=1p=I
1
- Unmp | TIj(E)N mp(e)dm(e)de], (2.26)
-1

réwnanie sit brzegowych dla weztéw nalezgcych do powierzchni pekniecia:

h;- B.e £ [cp

711=1p=I
1
-ur / , (2.27)
-1
gdzie Jm jest jakobianem. Roéwnania dla zagadnienia tréjwymiarowego majg podobng
forme. Rdznica polega na tym, ze w rownaniach wystepuja catki podwdjne zamiast catek
pojedynczych.
Jakobian dla zagadnienia dwuwymiarowego obliczamy w nastepujacy sposob:

dli $2)2,
jm = '/(de)2+ (de)2’ (2'28)
a dla zagadnienia tréjwymiarowego:
(dx2 dxs dxs3 dx2 dxzdxx dxi1dxs.o ,dxLdxz dx2 dxx”
dE1 dg2) + [dal dE2 daz’ + [ de2 dai dg2) ' (' j

Pochodne wspdétrzednych globalnych wzgledem lokalnych w réwnaniach (2.28) i (2.29)
sg rowne:

(230)

Brzeg ciata w punkcie jest gtadki, gdy pochodne czastkowe wspo6trzednych globalnych
wzgledem lokalnych, okreslone rownaniem (2.30), w tym punkcie sg funkcjami ciggtymi.

2.5. M acierzowy uktad réwnan

W metodzie dualnej brzegowe réwnania catkowe stosuje sie dla weztdbw w nastepujacy
sposob:

e réwnanie przemieszczen (2.25) stosuje sie dla weztdw na brzegu zewnetrznym ciata re,
e rownanie przemieszczen (2.26) stosuje sie dla weztdw na jednym brzegu pekniecia T+,

e réwnanie sit brzegowych (2.27) stosuje sie dla weztow na drugim brzegu pekniecia r _.
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Roéwnania (2.25), (2.26) i (2.27) utozone dla wszystkich weztéw mozna zapisaé w po-
staci macierzowej:

Hu = Gt. (2.31)

gdzie macierze H i G zalezg od catek funkcji ksztattu N mp(E), jakobianéw Jm(E) oraz
odpowiednio rozwigzan podstawowych Tkij{") oraz U”AE) i Ukij(E). Macierze u i
t zawierajg wartosci sktadowych przemieszczen i sit brzegowych we wszystkich weztach.
Na ogot na czesci brzegu zadane sg przemieszczenia u2 i nieznane sg sity brzegowe ty.
a na pozostatej czesci brzegu zadane sg sity brzegowe t2 i nieznane sg przemieszczenia
uy. Indeks y dotyczy nieznanych wielkosci w wezle, a indeks z znanych wielkosci. Uktad
réwnan (2.31) mozna zapisaé wt postaci uwzgledniajgcej podziat zmiennych na nieznane i
zadane wielkos$ci brzegowe:

oo L= -
w oy tuy’ 92 G2y’ z (2.32)
Hzy H2 .Gy, Gyy. .~ |

Réwnanie przegrupowuje sie w nastepujacy sposéb:

I I T e -H oy (2.33)
SHy —Sow ty Gy ~H « . ©
Powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w prostszej postaci:
Ay = Bz. (2.34)

gdzie macierze A i B sg utworzone z elementéw macierzy H i G; macierz y zawiera
nieznane sktadowe przemieszczenia i sity brzegowe, a macierz z zawiera zadane wielko-
§ci brzegowe. W wyniku rozwigzania uktadu réwnan wyznacza sie nieznane wielkosci
brzegowe.

2.6. O bliczanie catek brzegowych

Wystepujace w brzegowych réwnaniach catkowych rozwigzania podstawowe elastostatyki
zalezg od odlegtosci r miedzy punktem kolokacji x' i punktem catkowania x. Rozwigzania
podstawowe sg funkcjami osobliwymi ze wzgledu na odlegto$¢ r, poniewaz dazg do nie-
skonczonosci, gdy ta odlegto$¢ dazy do zera. Punkt kolokacji x' jest punktem osobliwym
rozwigzan podstawowych.

Tabela 2.1 przedstawia zalezno$é rozwigzan podstawowych elastostatyki od odlegtosci
r dla zagadnienia dwu- i tréjwymiarowego i klasyfikacje rzedu osobliwosci. W przypadku
gdy odlegto$é r jest duza w stosunku do rozmiaru elementu brzegowego, do ktorego na-
lezy punkt catkowania, do obliczania catek stosuje sie metode catkowania numerycznego
Gaussa. Gdy punkty kolokacji i catkowania nalezg do tego samego elementu brzegowego,
wowczas, ze wzgledu na osobliwos$¢ funkcji podcatkowych, stosuje sie specjalne metody
catkowania.

Metodom obliczania catek wystepujacych w MEB poswiecono wiele prac. Przeglad
réznych sposobéw catkowania przedstawiono np. w pracy Tanaki. Sladka i Sladka [144],
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Funkcje podcatkowe, ktére sg klasyfikowane jako stabo osobliwe, najczesciej catkuje sie,
stosujgc specjalne kwadratury Gaussa. Catki funkcji, ktore sg silnie osobliwe, najczesciej
oblicza sie, wykorzystujac warunek, ze réwnanie brzegowe powinno by¢ spetnione dla
ciata poruszajgcego sie jak ciato sztywne. Wyzej wymienione catki wystepujg w réwnaniu
przemieszczen, ktére jest powszechnie stosowane w metodzie elementéw brzegowych. Z
tego powodu sposob obliczania tych catek nie bedzie szczegdtowo omawiany w niniejszej
pracy.

Tabela 2.1. Rzedy osobliwosci rozwigzan podstawowych elastostatyki

Rozwigzanie Zagadnienie Zagadnienie Rodzaj

podstawowe dwuwymiarowe tréjwymiarowe osobliwosci
Uij log(r) 1r staba osobliwos¢
Tij r 1r2 silna osobliwo$¢
P kij Ur lr2 silna osobliwo$¢
Tkij Ur2 1r3 hiperosobliwo$¢

W przypadku metody nieciagtosci przemieszczen lub metody dualnej stosuje sie réwna-
nie sit brzegowych, ktére zalezy od hiperosobliwych rozwigzan podstawowych. Obliczanie
tych catek jest jednym z trudniejszych zadan. W dwdch nastepnych podrozdziatach zo-
stanie przedstawiony sposdb obliczania catek hiperosobliwych rozwigzan podstawowych
dla zagadnienia dwu- i trojwymiarowego.

2.6.1. Catki hiperosobliwych rozwigzan podstawowych

dla zagadnienia dwuwymiarowego

Gdy punkt kolokacji o wspotrzednej lokalnej E nalezy do elementu, wzdtuz ktérego wy-
konuje sie catkowanie, wéwczas funkcja podcatkowa w réwnaniu sit brzegowych:

i
I ="Tkij(a",E)N"(E)Im(E)dE, (2.35)
-1

jest hiperosobliws. Funkcje podcatkowy pomnozong przez (e —¢i)2 rozwija sie w sze-
reg Taylora w otoczeniu punktu E, uwzgledniajagc dwa wyrazy w rozwinieciu (Portela,
Aliabadi i Rooke [121], Guiggiani [72]):

W C - 0 2= 9kiM) = 9hM") + $gj(0(e - O, (2-36)

gdzie jest pierwszg pochodng funkcji gkij w punkcie E ze wggledu na zmienng £.
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Rozwiniecie w szereg Taylora odejmuje si¢ i dodaje do funkcji podcatkowej:

& (2.37)

Uwzglednienie w rozwinieciu w szereg Taylora dwoch wyrazdw powoduje, ze pierwsza
catka po prawej stronie rownania jest nieosobliwa i moze byé catkowana numerycznie
metodg Gaussa. Dwie kolejne catki oblicza sie analitycznie w nastepujacy sposob:

(2.38)

(2.39)

Istnienie catki funkcji hiperosobliwej wymaga ciggtosci pierwszej pochodnej funkcji
podcatkowej w punkcie kolokacji. Ten warunek jest spetniony w wezle elementu niecia-
gtego, ktoéry jest potozony wewnatrz elementu.

2.6.2. Catki hiperosobliwych rozwigzan podstawowych
dla zagadnienia tréjwymiarowego

Gdy punkt kolokacji o wspotrzednych lokalnych (£]j, nalezy do elementu, wzdtuz kté-
rego wykonuje sie catkowanie, wowczas funkcja podcatkowa w réwnaniu sit brzegowych:

-0 -
jest hiperosobliwa. Catka jest transformowana do biegunowego uktadu wspotrzednych
(6,9) (Guiggiani, Krishnasamy, Rudolphi i Rizzo [73]) z poczatkiem w punkcie kolokacji
(rys. 2.7). Jakobian tej dodatkowej transformacji jest rowny . Nastepnie funkcja pod-
catkowa jest rozwijana w szereg Laurenta ze wzgledu na odlegto$¢ od punktu kolokacji:

Tkij{6,9)Nmp{6,9)Im(5,6)6 = F{6,6) =

Kazda wielko$¢ w funkcji podcatkowej jest rozwijana w szereg oddzielnie. Rozwiniecie
odlegtosci r jest rowne:

r = 6a(9) + 62b(0) + 0(<53), (2.42)

gdzie:
a(0) = xiil(£i,£2cos0+ xii2£i,£2sin0, a(0) = (a-a)*, (2.43)
bw = (EI'£D cos26 + ef) sin 0cos 0 + ~xi?2i2(N.  sin2e. (2.44)
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Rys. 2.7. Biegunowy uktad wspétrzednych z poczatkiem w punkcie kolokacji
Fig. 2.7. Polar coordinate system with the origin at the collocation point

Rozwiniecie wielkosci 1/r3i r, w rozwigzaniach podstawowych elastostatyki jest rowne:

®=Ptf ~3hV + ’ (24°)
r =2 + (bi. ~ . ai)e + 0 (S2). (2.46)
a a ae
Rozwiniecie funkcji ksztattu ijakobianu wynosi:

Nnr{6,6) = £) + 5[iV™p(£, ¢') cose + ATEP(£, £) sin 0] +0(h 2), (2.47)
= Jm(E[,Q + O[J2(CZ) cose+ JKCQsinO} +0(S2). (2.48)

Rozwiniecie promienia otoczenia punktu kolokacji wynosi:

S= af{e. 0) = i3(6)e + -/(0)e2 + 0(e3), (2.49)
gdzie:

mo=i YO (2.50)

Catka hiperosobliw'a w réwnaniu (2.40) jest przeksztatcana do nieosobliw’ej formy,
ktora moze by¢ catkowana numerycznie:

(251)

gdzie & jest promieniem brzegu elementu (rys. 2.7). Element jest dzielony na cztery
trojkaty, catke oblicza sie dla kazdego elementu oddzielnie, a nastepnie wyniki sumuje sie.
Przedstawiona metoda catkowania moze by¢ stosowana dla elementéw’ o zakrzywionych
powierzchniach i zaburzonym potozeniu weztow’.
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Rozdziat 3

Woprowadzenie do metody elementow
brzegowych w analizie dynamicznej

pekniec

W rozdziale przedstawiono brzegowe réwnania catkowe stosowane w analizie dynamicznej
peknie¢. Wykazano podobiefstwo rownan oraz realizacji numerycznej metod stosowanych
w analizie dynamicznej i statycznej. Przedstawiono réwnania okreslajace pola przemiesz-
czen i naprezen w otoczeniu wzrastajgcego dynamicznie pekniecia. Wymienione pola
sg funkcjami dynamicznych wspoétczynnikoéw intensywnos$ci naprezen (DWIN) i predkosci
wzrostu pekniecia. Od wartosci tych wspotczynnikow zalezy, czy nastapi wzrost pekniecia
lub jego zatrzymanie oraz kierunek propagacji pekniecia. Podano réwnania okre$lajgce
catki niezalezne od konturu catkowania. Opisano metody numeryczne obliczania DWIN na
podstawie rozwarcia wierzchotka pekniecia oraz catki niezaleznej od konturu catkowania.
Przyjeto, ze o kierunku wzrostu pekniecia decyduje maksymalne naprezenie obwodowe.
Omowiono zalezno$¢ tego naprezenia od DWIN i predkosci wzrostu pekniecia.

3.1. M etoda elementéw brzegowych w analizie
dynamicznej pekniegé
Rozwazmy ciato o dowolnym ksztatcie zajmujgce obszar Q i posiadajgce brzeg P, przed-
stawione na rys. 2.1. Na czesci brzegu ciata Tu zadane sg warunki brzegowe w postaci
przemieszczeh u-(x, i), a na pozostatym brzegu Pt obcigzenia tb(x, t) w nastepujacy spo-
sob:
iili(x, t) = u-(x,i), dla x 6 ru, ti(x,t) —i-(x,i), dla xeFt. 3.1)
W zagadnieniu dynamicznym zadane warunki brzegowe sg funkcjami potozenia punktu
X iczasu t. W catym obszarze Q zajmowanym przez ciato zadane sg warunki poczatkowe
w chwilit —0. Poczatkowe przemieszczenia u“(x) i poczatkowe predkosci v°(x) okreslone
sg w nastepujacy sposéb:
Ui(x, 0) = u°(x), u,(x,0) = u°kx), dla x £ fl, t=0. 3.2)

Dla ciata znajdujacego sie w spoczynku w chwili poczatkowej m“(x) —0 i v°(x) = 0.
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Rozwazmy ciato, ktérego materiat jest jednorodny, izotropowy i liniowo-sprezysty.
Rozpatrzymy przypadek, gdy w chwili poczatkowej ciato znajduje sie w spoczynku i nie
jest obcigzone sitami objetosciowymi. Przemieszczenie dowolnego punktu ciata mozna
wyznaczy¢, stosujac nastepujace brzegow? rownanie catkow?® przemieszczen:

Cij(x")uj(x',1) —JUij{x!,x,t) *i(x.0)dT(x) —j- Tij{x!,x,t) * Uj(x.t)dY(x),  (3.3)
r r

gdzie Uij(x',x,t) i Tij(x',x,t) sg rozwigzaniami podstawowymi elastodynamiki. Symbol
* oznacza splot wizgledem czasu, ktory dla dwoch dowolnych tensoréw7gy (x.t) i hj(x,t)
jest zdefiniowany nastepujgco:

t
gij(x,t) *hj(x,t) —J gij(x,t —T)hj(x,T)dr, dla x e fi, t£< 0,+00). (3.4)
0

W odréznieniu od zagadnienia statycznego rozwigzania podstawowe elastodynamiki
Uij(x',x, t) i Tij(x",x, t) oraz przemieszczenia Uj(x, t) i sity brzegowe t,(x, t) sag funkcjami
czasu. Pozostate zmienne w7/ réwmaniu (3.3) maja takie samo znaczenie jak zmienne w/
réwmaniu (2.2) dla zagadnienia statycznego.

Rozpatrzmy ciato posiadajgce pekniecie, ktérego powierzchnie pokrywajg sie. Réwma-
nia przemieszczen i sit brzegowych dla punktu x', w/ktérym powierzchnia pekniecia jest
gtadka, maja forme:

Ne(xi)+ N (xME) = J Uij(xf,x,t) Mt (x,t)dT(x)-~"Tij(x",x,i)*Uj(x,i)dr(x), (3.5)
r r

X - ) = nax) [ UK %, 1) * tkix, HdT(x)
r

- AT foj-(x",x,i) *Ufc(x,i)dr(x)]. (3.6)
r

Oznaczenia zmiennych sg takie same jak dla zagadnienia statycznego. Przedstawione
réwnania przemieszczen i sit brzegowych (3.3), (3.5) i (3.6) majg podobne formy jak
réwmania (2.2), (2.3) i (2.7). RoOznica polega na tym, ze wystepujace w/ nich wielkos$ci
sg funkcjami czasu. Roéwmania wymagaja catkowania nie tylko wzdtuz brzegu ciala, ale
takze wzgledem czasu w/celu obliczenia splotéw7czasowych.

Metoda elementow7brzegowych pozwala na rozwigzywanie zagadnied dynamicznych za
pomoca metody transformacji catkowych, metody rozwigzan w/dziedzinie czasu i metody
podwdjnej zasady wzajemnosci (Manolis i Beskos [96], Dominguez [32]). Przeglad prac do-
tyczacych zastosowania metody elementéw7brzegowych w dynamice zostat przedstawiony
przez Beskosa [14], [15],

Przedstawione powyzej réwmania stosowane sg w/ metodzie rozwigzan wf dziedzinie
czasu, ktdra jest szerzej omawiana w rozdziale 5. Brzegowre réwmania catkowe stosowmne
w/metodzie transformacji catkow2j, przedstawionej w/rozdziale 4, i w metodzie podwajnej
zasady wzajemnos$ci, omawianej w/rozdziale 6. majg takze podobne formy jak wf/zagad-
nieniu statycznym.
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Omawiane w rozdziale 2.2 wtasnosci brzegowych réwnan catkowych stosowanych dla
pekniecia dotycza takze zagadnien dynamicznych. Z tego powodu w analizie dynamicznej
peknie¢ za pomocg MEB stosuje sie takie same metody jak dla zagadnienia statycznego:
metode podziatu na podobszary, metode nieciggtosci przemieszczen i metode dualng. Sto-
sowana jest takze metoda numerycznej funkcji Greena. Geometrie brzegu, zmiennos$é
przemieszczen i obcigzen wzdtuz brzegu mozna aproksymowac funkcjami ksztattu przed-
stawionymi w rozdziale 2.4.

Macierzowe uktady rownan dla zagadnienia dynamicznego mozna przegrupowywacé
zgodnie z warunkami brzegowymi, tak jak dla zagadnienia statycznego, opisanego w roz-
dziale 2.5.

Mozna wykazaé, ze sploty czasowe oraz transformaty catkowe rozwigzah podstawo-
wych elastodynamiki maja ten sam rzad osobliwosci, ze wzgledu na odlegto$¢ pomiedzy
punktem kolokacji i catkowania, co odpowiednie rozwigzania podstawowe elastostatyki.
Dlatego do catkowania rozwigzan hiperosobliwych, wystepujacych w réwnaniu sit brze-
gowych, mozna zastosowaé metode odjecia rozwigzan podstawowych elastodynamiki i
elastostatyki. Otrzymana réznica jest nieosobliwa i moze by¢ catkowana metodg nume-
ryczng Gaussa. Do tej réznicy dodaje sie rozwigzania podstawowe elastostatyki, ktdre
mozna catkowa¢ metodami opisanymi w rozdziale 2.6.1 i 2.6.2. Transformaty catkowe
rozwigzan podstawowych elastodynamiki daza do rozwigzan podstawowych elastostatyki,
gdy gesto$¢ materiatu lub czesto$¢ dazy do zera. Catki wzgledem czasu rozwigzan pod-
stawowych elastodynamiki dgaza do rozwigzan podstawowych elastostatyki. gdy gestos$¢
materiatu dazy do zera lub krok czasowy dazy do nieskorniczono$ci. Wykorzystujgc te
wiasnosci rozwigzan podstawowych oraz podobienstwo brzegowych réwnan catkowych,
mozna otrzymac rozwigzania statyczne, stosujgc programy komputerowe dla zagadnienia
dynamicznego.

3.2. Przemieszczenia i naprezenia w otoczeniu

dynamicznie wzrastajgcego wierzchotka pekniecia

Zaktada sie, ze pekniecie wzrasta z predkoscig c(r), ktora jest funkcjg czasu i wprowa-
dza lokalny uktad wspétrzednych (rrjka;!;), zwigzany z poruszajgcym sie wierzchotkiem
pekniecia. O$ x\ ma kierunek styczny do krawedzi pekniecia w wierzchotku (rys. 3.1).

Rys. 3.1. Skiadowe stanu naprezenia w poblizu wierzchotka pekniecia
w uktadzie wspétrzednych pekniecia

Fig. 3.1. Stress components near the crack tip in the crack co-ordinate
system (xjyx!;)
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Przemieszczenia w uktadzie zwigzanym z peknieciem mozna wyrazi¢ w funkcji dyna-
micznych wspdétczynnikdéw intensywnosci naprezen i chwilowej predkos$ci wzrostu pekniecia

w nastepujacy sposob (Nishioka i Atluri [114]):

KiBr [2f 1, 26t/?22 /TT 171,
u = — ICOS(2 I}~ UTW vy {2 2\ +

|KgBn /2 SilEM )/ Asin (M)] o+ L,

K,B,
@ y/- [- [BiVIRI sin (-<?i) + sin (- 62)] +

KnBn .
+ /f1 "~ c¢co s ™ -ii”™~"c¢cos"™A

W podobny spos6b mozna wyrazi¢ sktadowe stanu naprezenia:

,0%2  *23C0S(50l) COS(502)1
ail - A ~ (i+z™i) v% 'J+
, *2\ (2 , 4A-52 COS"Jt,

=ts 1~ ( A)Y* v r d+ ® i

, A'jISjlroa cos(iO) (1 + /322cos(46'2)1

+7N n 23N ir e 2A—  yirJ+ -
gdzie:
A=y. A=WV1-(-)>,
n, - —A B, =", C=4AA-(1 + A22.

A =iy 1—(—)2sin20. tandi = /? tan

(3.7)

(3.8)

(3-n)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

gdzie Ki i A'/l sa dynamicznymi wspétczynnikami intensywnosci naprezen, ktére odpo-
wiadajg rozcigganiu i scinaniu wzdtuznemu pekniecia; i jest modutem sprezystosci po-
przecznej; ci i c2to predkosci propagacji fali podtuznej i poprzecznej; R oznacza odlegtos$é

od wierzchotka pekniecia, a 9 jest katem przedstawionym na rys. 3.1.
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3.3. C atki niezalezne od konturu catkowania

Caltki niezalezne od konturu catkowania moga by¢ zastosowane do wyznaczenia wspoét-
czynnikow? intensywnosci naprezen. Wartosci catek zaleza od wielkosci wyznaczanych
wzdtuz konturu, ktéry moze znajdowac sie w duzej odlegtosci od wierzchotka pekniegcia.
Zt. iowodu wyniki otrzymywane tag metodg sg doktadne, naw#t przy zastosowaniu ma-
fej iiczby elementéw7do dyskretyzacji pekniecia. W przypadku zagadnien dynamicznych
catki niezalezne od konturu catkowania zalezg dodatkowo od catki po obszarze ograniczo-
nym konturem.

Zaktada sig, ze wzrastajgce pekniecie nie zmienia gwattownie kierunku i predkosci.
Pekniecie wikaz z konturem catkowania, ktéry nie zmienia swojego potozenia w przestrzeni,
przedstawiono na rys. 3.2.

Rys. 3.2. Kontur otaczajacy wierzchotek pekniecia
Fig. 3.2. Contour surrounding crack tip

Globalny uktad wspotrzednych oznaczono przez (rei,2), a lokalny, zwigzany z wierz-
chotkiem pekniecia, przez (a”rr!;)- Na rys. 3.2 Tcjest konturem otaczajacym wierzchotek,
T+ i T- to fragmenty konturu nalezgce do gornej i dolnej powierzchni pekniecia, 1A ozna-
cza kontur otaczajacy wierzchotek w nieskonczenie matej odlegtosci, fic jest obszarem
ograniczonym konturem Pc, a obszarem ograniczonym konturem PE Zatozono, ze
kontur Tc jest niezmienny w/przestrzeni oraz ze powierzchnie peknigcia sg nieobcigzone.
W analizie dynamicznej peknie¢ stosowanych jest kilka catek niezaleznych od konturu
catkowania. Szczegdtowgq analize réznych catek stosowanych w/mechanice pekania przed-
stawiono w/pracy At.luriego (10]. Do najczesciej stosowanych nalezg catki podane przez
Nishioke i Atturiego [114], [115]:

(3.15)

przez At.luriego [9]:

(3.16)
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I przez Kishinoto, Aokl | Sakate [89):

Jk= limJ [Wnk- UuirdY =
Tc

lim \]Wn-k - tiVi,k\dT + J pUiUijcdO., (3.17)
Pc iTc—

gdzie p jest gesto$cig materiatu; n/t jest sktadowg wektora jednostkowego, normalnego do
konturu i zwréconego na zewnatrz; W jest wihasciwag energig sprezysta; T jest wiasciwg
energig kinetyczna; kropka powyzej zmiennej oznacza pochodng wzgledem czasu, np.
dui/dr —iii; liczba kropek oznacza rzad pochodnej; indeks poprzedzony przecinkiem

oznacza pochodng zmiennej wzgledem wspotrzednej punktu, np. dui/dxk — Ui
Na podstawie catek niezaleznych od konturu catkowania mozna wyznaczy¢ predkosé

uwalniania energii sprezystej G w nastepujacy sposéb:
G ——Jk= —@Jk+ fTnkdT) = A" (Jk+ 2/ TnkdT), (3.18)
© ok © e

gdzie c/t jest sktadowg predkosci wzrostu pekniecia w globalnym uktadzie wspétrzednych.

Dla pekniecia stacjonarnego energia kinetyczna jest nieosobliwa, wiec catka / TnkdY
T,

dazy do zera. W tym przypadku catki Jk, -k i Jk sg sobie réwne. Dla wzrastajgcego

pekniecia catki maja rézne wartosci, poniewaz wyrazenie / TnkdT jest rozne od zera.
r.
Oprocz catek o konturze nie zmieniajacym swego potozenia w przestrzeni, stosowane

sg takze catki wzdtuz konturu przemieszczajgcego sie razem z wierzchotkiem pekniegcia.
Jedng z takich catek jest catka podana przez Bui [19]:

(= J[{W - T)ni - Uui,i- cpuilipnildT + J puiliAdQ. (3.19)
rc nc
Zalezno$¢ miedzy catkami niezaleznymi od konturu catkowania a wspétczynnikami
intensywnosci naprezen dla peknie¢ stacjonarnych i dynamicznie wzrastajgcych podano
w pracy Nishioki i Atluriego [114].
Jeden ze sposobow wyznaczania DWIN na podstawie catki niezaleznej od konturu
catkowania zostanie przedstawiony w rozdziale 3.4.2.



3.4. M etody numeryczne okres$lania dynamicznych
wspotczynnikdéw intensywnosé$ci naprezen

i kierunku wzrostu pekniecia

3.4.1. Obliczanie DW IN na podstawie rozwarcia wierzchotka
pekniecia

Dynamiczne wspétczynniki intensywnos$ci naprezen obliczono, poréwnujac wartosci nume-
ryczne przemieszczeh powierzchni pekniecia ze znanymi wyrazeniami okre$lajgcymi prze-
mieszczenia w otoczeniu wierzchotka pekniecia (poréwnaj rownania (3.7) (3.8)). DWIN
okre$lone tg metodg sg réwne:

) T 4ffi32- (L + Pi f
Ki = (3.20)
2R 4N (1-4#)
K =o2n,™ 4™ 2~ U+ Pif a bc R
11 MV2R  4/32(1 —,3|) 1 « ~
gdzie Aufc i Aufc sa réznicami przemieszczen punktéw B i C na przeciwlegtych po-
wierzchniach pekniecia w kierunku stycznym i prostopadtym do pekniecia; R jest odle-
gtoscig punktow B i C od wierzchotka pekniecia.
Gdy predkos$¢ wzrostu ¢ dgzy do 0, wowczas wyrazenia w rownaniach (3.20) i (3.21)
sg réwne:

0102 ~ (i + fff)2 y

oo 4r(1- B3] ER=#1 (322)
4/1/72 ~ (1 + Pi)2 _ J_
iAo 432(1 - 5) - le+l’

gdzie k = 3—4v dla ptaskiego stanu odksztatcenia i k — (3—v)/(I+v) dla ptaskiego stanu
naprezenia. W tym przypadku réownania (3.20) i (3.21) majg posta¢ rownan stosowanych
w analizie peknie¢ stacjonarnych:

K.: 2lr pr.Bc @4>

K" =iT n /5 A**° 323>
DWIN mozna obliczyé bezposrednio na podstawie wzglednych przemieszczen
powierzchni pekniecia modelowanego standardowymi elementami nieciggtymi. Znacz-
nie doktadniejsze rozwigzania mozna otrzymac, zmieniajagc w okreslony sposéb potozenie
weztéw elementu prostoliniowego w poblizu wierzchotka pekniecia (rys. 3.3). Nowe od-
legtosci par weztéw: B-C, D-E i F-G od wierzchotka A sg réowne: (1 —sfl/4, 1/41 i
(1 +sfl/4, gdzie | jestdtugosciag elementu brzegowego. Wspo6trzedne weztdw w  uktadzie
lokalnym sg takie same jak innych elementéw nieciggtych, tzn.£' = 0, e. Taki
element o zmienionym potozeniu weztdw nazywa sie cwiartkowym (ang. guarter-point-
element), gdyz odlegto$¢ srodkowej pary weztow od wierzchotka peknigcia jest rowna 1/4
dtugosci elementu.
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Dla elementu ¢wiartkowego wspotrzedna lokalna Ejest funkcjg pierwiastkowa odlegto-
§ci R mierzonej od wierzchotka pekniecia:

R . , .
£=+1 —2y vy, dla wierzchotka o wspdtrzednej e = + 1, (3.26)

iy
E= —1+ 2w —, dla wierzchotka o wspo6trzednej E= —1. (3.27)

Rys. 3.3. Nieciggty element ¢wiartkowy
Fig. 3.3. Discontinuous guarter-point element

Po tej modyfikacji przemieszczenia dla elementow éwiartkowych sg aproksymowane
przez funkcje:

u=a\+ a2\/R + (3R, (3.28)

gdzie Oi, 02 (Bsg wspotczynnikami, ktére zalezg od przemieszczen weztow elementu. Ten
rodzaj funkcji lepiej aproksymuje pole przemieszczen w poblizu wierzchotka pekniecia niz
funkcje standardowego elementu kwadratowego. Opisana modyfikacja jest podobna do
tej, ktora jest stosowana dla ciggtych ¢wiartkowych elementéw' brzegowych (Blanford,
Ingraffea i Ligget [16], Martinez i Dominguez [97], Smith [138]).

3.4.2. Obliczanie DW IN na podstawie catek niezaleznych

od konturu catkowania

Do obliczenia DWIN dla pekniecia stacjonarnego zastosowano J\ -catke. W celu otrzyma-
nia wspotczynnikéw intensywnosci naprezen dla mieszanego rodzaju obcigzenia pekniecia
J\ -catke rozktada sie w nastepujgcy sposéb:

A=J[+J", (3.29)
gdzie:

jf = J{W 3ni - ifu&JdT + | flufurdA, 0 =1, II, (3.30)
rc nc

gdzie indeks j3 oznacza rodzaj obcigzenia pekniecia.
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Przemieszczenia rozktada sie na sktadniki symetryczne i antysymetryczne w nastepu-
jacy sposob:

" ul —
ul + u\ u (3.31)
uz - uz ol U2+ U2
a naprezenia:
ron Cli + cii Z’ﬂ Cli - o011
22 02 + 02 % 022 - 02 (3.32)
CEPR! 012 123 T, 012 + 012

gdzie Ui, Oij, u[ i a'j sg przemieszczeniami i naprezeniami w punktach P(x\, x2) i P'(x\, —x2)
symetrycznie potozonymi wzgledem pekniegcia.

Odksztatcenia i pochodne przemieszczen wzgledem wspdtrzednych rozktada sie w ten
sam sposob jak naprezenia, a sity brzegowe i przyspieszenia rozktada sie jak przemiesz-
czenia. Znajac Jf -catke mozemy wyznaczy¢ wspotczynniki intensywnos$ci naprezen w
nastepujacy sposéb:

K,= Ku = a (3.33)

K+r‘]i"' Vet 1

Znaki Ki i Ku okresla sie na podstawie wzglednych przemieszczen powierzchni pek-
niecia. Przyjeto, ze konturem jest wielokat foremny, ktérego $rodek znajduje sie w wierz-
chotku pekniecia. Pierwszym i ostatnim punktem konturu sg wezty na powierzchniach
pekniecia. Obszar ograniczony przez kontur dzieli sie na trojkaty (rys. 3.4).

Rys.3.4. Kontur otaczajacy wierzchotek pekniecia stosowany w obliczeniach
numerycznych
Fig.3.4. Contour surrounding crack tip applied in numerical computations

Naroza tréjkatow sg usytuowane symetrycznie wzgledem pekniecia. Wielkosci po-
trzebne do okre$lenia J|-catki: pochodne przemieszczen, odksztatcenia, naprezenia i sity
brzegowe wyznacza sie z odpowiednich brzegowych réwnan catkowych. Przyspieszenia
mozna wyznaczy¢ na podstawie przemieszczen wyznaczonych w roéznych chwilach cza-
sowych i metody réznic skofnczonych lub bardziej doktadnie, na podstawie pochodnych
naprezen i rownania ruchu (Fedelinski [55]). Przemieszczenia w pierwszej metodzie i po-
chodne naprezen w drugiej metodzie wyznacza sig, stosujac brzegowe réwnania catkowe.
Catka wzdtuz konturu w rownaniu (3.30) wyznaczana jest metodg trapezéw, a catka po
obszarze ograniczonym konturem metodg Gaussa.
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3.4.3. O kreslanie kierunku wzrostu pekniecia

Kierunek wzrostu pekniecia zalezy od predkosci wzrostu i DWIN. W zastosowanej meto-
dzie przyjeto, ze pekniecie wzrasta w kierunku prostopadtym do kierunku maksymalnego
naprezenia obwodowego ago, pokazanego na rys. 3.5.

Rys. 3.5. Skladowe stanu naprezenia w poblizu wierzchotka pekniecia w biegunowym
uktadzie wspoétrzednych (R,0)
Fig. 3.5. Stress components near the crack tip in the polar co-ordinate system (R.0)

Takie samo kryterium zostato zastosowane w pracy Swensona i Ingraffea [141], Seeliga
i Grossa [129] do okreslenia kierunku wzrostu. Naprezenie obwodowe jest réwne:

o« = 0-ii Sin29 + t22c0s29 - 2an sin 9cos 6. (3.34)

Zmiennos$¢ znormalizowanych naprezen obwodowych 000 (Ki + Kn)V2nR, jako funk-
cje znormalizowanych DWIN Ki/(Ki + Ku) i kata 9, pokazano na rys. 3.6 i rys. 3.7 dla
wspoétczynnika Poissona v = 0.3 i przyktadowo, dla dwéch znormalizowanych predkosci
wzrostu pekniecia c/c2= 0.1 ic/c2= 0.8.

Wykresy dlal i |l rodzaju obcigzenia przedstawiono w pracy Freunda [63]. Naprezenia
pokazano tylko dla dodatnich Kn. Na podstawie rys. 3.6 mozna stwierdzi¢, ze dla
matych predkosci naprezenie obwodowe ma jedno maksimum dla okreslonego Kr i Klr.
Dla wiekszych predkosci naprezenie obwodowe ma dwa maksima (rys. 3.7). Na rys. 3.8
i rys. 3.9 pokazano kat, dla ktérego naprezenie obwodowe jest maksymalne, oraz warto$é
tego maksimum jako funkcje znormalizowanego DWIN i predkosci wzrostu pekniecia. Dla
predkosci wzrostu dazacej do zera kat maksymalnego naprezenia obwodowego jest rowny
dla | rodzaju obcigzenia 9 —0° a dla Il rodzaju 9 = —70.5°. Te wyniki sg zgodne z
wynikami dla statycznych pol naprezen (Erdogan i Sih [38]).

Kat wzrostu pekniecia dla / rodzaju obcigzenia jest rowny 9 = 0° dla predkosci mniej-
szych od okoto c/c2= 0.6, natomiast dla wiekszych jest ujemny. Jak pokazano na rys.3.7,
w tym przypadku mozliwe sg dwa maksima o tych samych warto$ciach. Z powodu syme-
trii pola naprezeh wzgledem osi pekniecia x\ dla | rodzaju i antysymetrii dla Il rodzaju,
katy odpowiadajgce maksymalnym naprezeniom obwedowwm dla ujemnych wartosci Ku
maja przeciwne wartosci. Wartosci maksymalnych naprezen obwiodowrch wzrastajg z
predkoscia.

Przedstawione kryterium maksymalnego naprezenia obwodowego jest jednym z kryte-
riow stosowanych w mechanice pekania. W pracach Mroza i Seweryna [102], [103] wartosci
krytycznych obcigzen i kierunki wzrostu pekniecia okreslono na podstawie nielokalnego
naprezeniowego kryterium kruchego pekania.
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Znormalizowany DWIN
KMKr +Kn)

Rys. 3.6. Znormalizowane naprezenie obwodowe aee/{Ki + Kn)\Z2nR dla c/c2= 0.1
Fig. 3.6. Normalized circumferential stress agg/(Ki + K11)\j2nR for c/c2= 0.1

ym1 O
=

Znormalizowany DWIN
KjliKj+ Kn)

Rys. 3.7. Znormalizowane naprezenie obwodowe <Jee/(Ki + Kii)y/2nR dla c/c2= 0.8
Fig. 3.7. Normalized circumferential stress agg/(Ki + Kh)\/2uR for c/c2= 0.8
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Rys. 3.8. Kat maksymalnego naprezenia obwodowego O(aggmax)
Fig. 3.8. Angle of maximum circumferential stress O(aegmax)
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Rys. 3.9.

Znormalizowane maksymalne naprezenie obwodowe 6 (aggmax)
Fig. 3.9.

Normalized maximum circumferential stress 9(aggmax)
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Rozdziat 4
Metoda transformagi caltkonw/ch

Metode transformacji catkowych (MTC) (ang. integral transform method) Laplace’a i
Fouriera w potgczeniu z metodg podziatu na podobszary i metoda nieciggtosci przemiesz-
czen w analizie dynamicznej peknie¢ przedstawiono w wielu pracach.

Fan i Hahn [40] analizowali za pomocg brzegowego rownania catkowego przemieszczen
tarcze prostokatne z peknieciem brzegowym o réznych wymiarach. Do dyskretyzacji za-
stosowano elementy state, a DWIN wyznaczono na podstawie przemieszczenr w poblizu
wierzchotka pekniecia. Sladek i Sladek [133] analizowali zagadnienia symetryczne: tarcze
prostokatng z peknieciem brzegowym poddang réznym obcigzeniom i rure gruboscienng
z peknieciem skierowanym wzdtuz promienia, na powierzchni zewnetrznej i wewnetrznej,
obcigzong ci$nieniem wewnetrznym. Do dyskretyzacji brzegu zastosowano kwadratowe
elementy brzegowe, a DWIN wyznaczono na podstawie wzglednych przemieszczen pek-
niecia. Ze wzgledu na symetrie tarczy i warunkow brzegowwch modelowano tylko czes¢
tarczy. Podobng metode stosowali Yin i Ji [167] do analizy tarczy prostokatnej z pek-
nieciem wewnetrznym. Badano wptyw réznych diugosci pekniecia i r6znej zmiennosci
obcigzenia w czasie na DWIN. DWIN wyznaczono na podstawie przemieszczen peknie-
cia modelowanego elementami C¢wiartkowymi. Tanaka, Nakamura, Aoki i Mat.sumoto
[142], [143] stosowali podobng metode do analizy pekniecia w tarczy prostokatnej. Ba-
dano wptyw liczby elementdw brzegowych i liczby parametréw metody Durbina i Hosono
wyznaczania odwrotnej transformaty Laplace’a na doktadno$¢ rozwigzania. Polyzos, Sta-
mos i Beskos [119] analizowali tarcze prostokatng wykonang z materiatu lepkosprezystego
z peknieciem wewnetrznym i brzegowym. Zagadnienia z mieszanym rodzajem obcigzenia
pekniecia rozwigzano, stosujgc metode podziatu na podobszary.

Wen, Aliabadi i Rooke [148] zastosowali metode posrednig do analizy pekniecia w
obszarze nieograniczonym i tarczy prostokatnej. W pracy [149] przedstawiono metode
przyblizonej analizy zjawiska kontaktu powierzchni pekniecia. Metode zastosowano dla
pekniecia wewnetrznego w tarczy prostokatnej i dla pekniecia w obszarze nieograniczo-
nym. Dla przedstawionych przyktadow uwzglednienie zjawiska kontaktu miato niewielki
wplyw na otrzymane rozwigzania. W pracy [152] zastosowano metode funkcji wazonych i
funkcji Greena do wyznaczenia DWIN dla pekniecia wewnetrznego i brzegowego w tarczy
prostokatnej i réznego sposobu obcigzenia. W pracy [153] przedstawiono analize pek-
niecia w o$rodku nieograniczonym, obcigzonego sitami réwnomiernie roztozonymi, sitami
skupionymi, obcigzeniem o zmieniajgcym sie w czasie rozkladzie, a takze oddziatywanie
dwdch peknie¢. Omowiono wptyw propagacji fal na zmiennos¢ DWIN. W pracy [158]
zastosowano catke niezalezng od konturu catkowania do obliczania DWIN dla pekniecia
w tarczy prostokatnej. W pracy [157] analizowano pekniecia w tarczach prostokatnych
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dla Ill sposobu obcigzenia. Wen podsumowat wyniki swoich badan w pracy [151].

Telles, Barra i Guimaraes [146] oraz Barra i Teltes [13] zastosowali metode numerycznej
funkcji Greena do analizy pekniecia w nieograniczonym osrodku sprezystym i w tarczy
prostokatnej.

Metode transformacji Fouriera stosowali Dominguez i Chirino [33], [24] do analizy pek-
niecia w obszarze nieograniczonym, pOtprzestrzeni i obszarze ograniczonym. Wyznaczono
zalezno$¢ DWIN od czestosdci i czasu. Zhang [168] stosowat réwnanie sit brzegowych do
analizy oddziatywania fali harmonicznej z peknieciem brzegowym, ktére jest nachylone
pod dowolnym katem do nieobcigzonego brzegu potprzestrzeni.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformutowanie dualne i metoda trans-
formacji catkowych w analizie dynamicznej peknie¢ (Fedelinski [41], [60]).

4.1. Brzegowe rownania catkowe

Rozwigzanie zagadnien dynamicznych metodg transformacji catkowych wyznacza sie naj-
czesciej, stosujac transformacje Laplacem lub Fouriera.
Transformata Laplace’a funkcji /(x, r) jest zdefiniowana nastepujaco:

00

er/(x, ) = I(x,s) = J /(x, r)e_STdr, 4.1)
0
a transformata Fouriera ma postac:

Fli(x. o) = I(x,u)=J /(x, r)e“lUrdr, 4.2)
gdzie r jest czasem, s parametrem transformacji Laplace’a, a u parametrem transforma-
cji Fouriera. Brzegowe réwnania catkowe oraz transformowane rozwigzania podstawowe
elastodynamiki dla transformacji Fouriera mozna otrzyma¢ z réwnan dla transformacji
Laplacela, podstawiajgc za s parametr iui. Bioragc pod uwage podobieAstwo metod, poni-
zej zostanie przedstawiona tylko metoda transformacji Laptace’a.

Rozwazmy jednorodne, izotropowe i liniowo-sprezyste ciato, obcigzone dynamicznie
sitami brzegowymi. Zakladamy, ze poczatkowe przemieszczenia i predkosci sg zerowe.
Przemieszczenie dowolnego punktu ciata mozna wyznaczy¢, stosujgc nastepujgce brzegowe
réwnanie catkowe [29]:

Cy(xHhj(x', s) = J Uij{x",x,s)ij(x,s)dT(x) - T ij(x",x,s)uj(x,5)dT(x), (4.3)
r r

gdzie Uj(x,s) i ij-(x,s) sa transformatami Laplace’a przemieszczen i sit brzegowych,
Uij(x".x,s) i Tij(x".x,s) sa transformatami Laplace’a rozwigzan podstawowych elasto-
dynamiki, ktére podano w dodatku C. Pozostate oznaczenia sg takie same jak dla zagad-
nienia statycznego.

Jezeli w punkcie kolokacji x' pokrywajace sie powierzchnie pekniecia sg gtadkie, wow-
czas réwnanie przemieszczen ma postac:
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1 1 r
-Ui(x',s) + -Ui(x",s) = 3 Uij(x". x. s)ij(x, s)dr(x)
r
- fij(x',x, s)uj(x, s)dT(x), (4.4)
r
a réwnanie sit brzegowych ma forme:

-ij{x",s) - Eij(x", s) = ni(x")[ j/kUkij(x',x, s)tk(x, s)dT(x)
r
- £ Thij(x".x, s)u*;(x, s)dr(x)], (4.5)
r

gdzie Ukij(x',x, s) i Tkij(x', x, s) sa transformatami Laplace’a rozwigzan podstawowych
elastodynamiki, ktére podano w dodatku C.

4.2, N umeryczna realizacja metody

Sposéb podziatu na elementy brzegowa i aproksymacji wielkosci brzegowych dla metody
transformacji catkowych jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. W wyniki dyskre-
tyzacji i aproksymacji otrzymujemy nastepujace rownanie przemieszczen:

M P 1_
A * y» = Yﬁ:ld'::| [*/*(*) /1
l
-f fp(s) | Tr(E,s)N”(OIm(E)dE}: (4.6)
1

oraz rownanie przemieszczen i sit brzegowych dla weztéw nalezgcych do peknigcia:

|Z<(S) + lZ( » = 77?:lﬁi| [*/» [ U(*s)"(E)ImY)dE
!
-UAs) | TII(E,s)N~E)JIm(g)dE], 4.7
1 M P J_
-2n7Mfy=n" E I Py

1
-u fnp(S)/ f'u.(e;S)/V"(0Im(0~], (4-8)
-
W roéwnaniach zastosowano takie same oznaczenia jak dla zagadnienia statycznego.

Catki hiperosobliwych rozwigzan podstawkowych obliczono, stosujgc metode odjecia roz-
wigzan podstawowwch elastostatyki.
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Uktad réwnan brzegowych dla wszystkich weztéw brzegowych mozna zapisa¢ w formie
macierzowej

Hu = Gt. (4.9)

gdzie u it zawierajg odpowiednio wartosci weztowe transformowanych przemieszczen i sit
brzegowych, macierze H i G zalezg od catek transformowanych rozwigzan podstawowych
Tij, Tkij i Uij, 'Wkij, funkcji interpolujacych ijakobianéw.

Macierzowy ukitad réwnan przegrupowuje sie zgodnie z warunkami brzegowymi. Spo-
s6b modyfikacji uktadu réwnan jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. Nowe
macierze A i B otrzymuje siezH i G. ay izzu it. Macierz A jest mnozona przez
macierz jednokolumnowg nieznanych transformowanych przemieszczen i sit brzegowych
y, @ macierz B przez macierz transformowanych warunkéw brzegowych Z, co daje nowy
uktad réwnan:

Ay = Bz. (4.10)
lub

Ay = f, (4.11)

gdzie f = Bz jest znang macierza.

W przypadku prostej zmiennosci w czasie zadanych warunkdw brzegowych ich trans-
formaty catkowe mozna obliczy¢é analitycznie. ROwnanie macierzowe (4.11) rozwigzuje
sig, otrzymujac nieznane transformowane przemieszczenia i sity brzegowe dla szczegol-
nego parametru Laplacela. Zeby otrzymaé nieznane przemieszczenia i sity jako funkcje
czasu, nieznane transformowane wielkosci nalezy oblicza¢ dla szeregu parametrow La-
place’a. Koncowe rozwigzanie, zalezne od czasu, mozna otrzymac, stosujagc numeryczng
transformate odwrotng. W pracy zastosowano metode Durbina [37], numerycznego obli-
czania transformaty odwrotnej Laplace’a. opisang w dodatku H.

4.3. Przyktady numeryczne

Prezentowang metode zastosowanodo rozwigzania dwoch przyktadéw.Pierwszym przy-
ktadem jest pekniecie w nieograniczonym os$rodku sprezystym,dlaktoregorozpatrzono
rozny rozktad obcigzenia na powierzchni pekniecia. Drugim przyktadem jest tarcza pro-
stokatna z peknieciem wewnetrznym, dla ktérej analizowano r6zng zmienno$¢ obcigzenia w
czasie. Zmienno$¢ DWIN w czasie wyznaczono, stosujgc metode transformacji Laplace'a
(MTCL). Za pomocg metody transformacji Fouriera (MTCF) wyznaczono charaktery-
styke amplitudowo - czestotliwo$ciowg DWIN.

Wszystkie DWIN znormalizowano ze wzgledu na:

KO0= al\J"a, (4.12)

gdzie aojest wartoscig przytozonego naprezenia i a jest wymiarem pekniecia. Naprezenie
a0 jest przytozone nagle w chwili poczatkowej i nastepnie ma statg wartos¢. Ten rodzaj
obcigzenia bedzie nazywany dalej w pracy impulsem statym.
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DWIN obliczono na podstawie rozwarcia wierzchotka peknigcia. Statyczne wspoét-
czynniki intensywnosci naprezen (SWIN) otrzymano za pomocg prezentowanej metody,
przyjmujac bardzo matg gestos¢ materiatu.

Pekniecie w nieograniczonym os$rodku sprezystym

Prostoliniowe pekniecie o dtugosci 2a w nieograniczonym osrodku sprezystym jest ob-
cigzone sitami prostopadtymi lub rownolegtymi do powierzchni pekniecia, rownomiernie
roztozonymi na dtugosci 2b (b < a) (rys. 4.1) (Fedelinski [59), [42]).

Rys. 4.1. Pekniecie w nieograniczonym osrodku sprezystym:
a) obcigzenie normalne, b) obcigzenie styczne

Fig. 41. Crack in an infinite elastic sheet: a) normal traction,
b) tangential traction

Analizowano rézny rozktad obcigzenia na powierzchni pekniecia b/a = 0.25, 0.5, 0.75, 1
Sita wypadkowa na powierzchni pekniecia jest taka sama dla réznego rozktadu obcig-
zenia. Wymagato to przytozenia réznego obcigzenia a,, W réwnaniu (4.12) przyjeto
obciagzenie a0 dla pekniecia obcigzonego na catej diugosci. Materiat ma wspotczynnik
Poissona v = 0.25 i znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia. Pekniecie podzielono
na 16 elementéw brzegowych. Obliczenia wykonano dla 50 parametréw Laplace’a, zeby
wyznaczy¢ rozwigzanie w dziedzinie czasu i 50 czestosci, zeby okresli¢ charakterystyke
amplitudowo- czestotliwosciowa.

Znormalizowane Ki/Kadla obcigzenia normalnego i Kn/K 0dla obcigzenia stycznego
przedstawiono na rys. 4.2 i 4.3. Rozwigzania dla b/a = 1 poréwnano z rozwigzaniami
otrzymanymi przez Thau i Lu [147], ktérzy stosowali metode Wienera-Hopfa. Na rys.
4.4 przedstawiono charakterystyke amplitudowo- czestotliwo$ciowg DWIN dla przypadku,
gdy b/a = 1

Tarcza prostokagtna z peknieciem wewnetrznym

Tarcza prostokatna o dtugosci 2b = 40 mm i szerokosci 2h = 20 mm ma pekniecie
wewnetrzne o diugosci 2a = 4.8 mm (rys. 4.5) (Fedelinski [41], [42]). Przyktad jest po-
wszechnie nazywany zagadnieniem Chena [23] i byt analizowany przez wielu autoréw, np.
Lina, Ballmanna [95] i innych. Materiat tarczy ma nastepujgce wiasnosci mechaniczne:
modut sprezystosci poprzecznej p = 76.92 « 109 Pa, wspdtczynnik Poissona v = 0.3, ge-
sto$¢ p = 5000 kg/m3 i znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia. Brzeg podzielono
na 32 elementy kwadratowe. Obliczenia wykonano dla 100 parametréw Laplace’a, zeby
wyznaczy¢ rozwigzanie w dziedzinie czasu i 100 czestosci, zeby okresli¢ charakterystyke
amplitudowo - czestotliwosciowg DWIN.
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Rys. 4.2.

Fig. 4.2.

Rys. 4.3.

Fig. 4.3.

Znormalizowany czas c,t/2a

Znormalizowany DWIN Ki/KO0dla obcigzenia normalnego - rézny rozktad
obcigzenia na powierzchniach pekniecia w nieograniczonym osrodku sprezystym
Normalized DSIF Ki/KO for the normal traction - different distribution of
loading on crack surfaces in an infinite elastic sheet

Znormalizowany czas ctt/2a

Znormalizowany DWIN Ku /KO0 dla obcigzenia stycznego - rézny rozktad
obcigzenia na powierzchniach pekniecia w nieograniczonym osrodku sprezystym
Normalized DSIF Kn/K 0 for the tangential traction - different distribution of
loading on crack surfaces in an infinite elastic sheet
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Rys. 4.4. Znormalizowany DWIN K/K O0dla pekniecia w nieograniczonym
osrodku sprezystym
Fig. 44. Normalized DSIF K/Kafor the crack in an infinite elastic sheet

2h

2b

Rys. 4.5. Tarcza prostokatna z peknieciem wewnetrznym
Fig. 4.5. Rectangular plate with an internal crack

Na rys. 4.6 przedstawiono znormalizowane DWIN Ki/KO0 dla impulsu statego. Roz-
wigzanie poréwnano z rozwigzaniem otrzymanym przez Abersona, Andersona i Kinga
[1], ktoérzy stosowali MES. Na rys. 4.7 przedstawiono charakterystyke amplitudowo-
czestotliwosciowa. Podobne rozwiazanie otrzymat Dominguez [32], ktdry stosowat MEB
i metode podziatu na podobszary.

Rozpatrzono trzy rézne przypadki zmienno$ci obcigzenia w czasie: impuls staty, im-
puls prostokatny i impuls tréjkatny, jak pokazano na rys. 4.8. Czas trwania impulsu
jest zdefiniowany przez rG= b/c\, gdzie cx jest predkoscig fali podtuznej. Na rys. 4.9
przedstawiono wptyw zmiennos$ci obcigzenia w czasie na znormalizowane DWIN. Rozwig-
zania poréwnano z rozwigzaniami otrzymanymi przez Wena [152], ktdry stosowat ujecie
posrednie MEB i metode nieciagtosci przemieszczen. Rozwigzania dla impulsu statego i
prostokatnego sg takie same do czasu 2td.

52



3.0

Czas t [Ms]

Rys. 4.6. Znormalizowane DWIN Ki/KO0dla tarczy prostokatnej z peknieciem
wewnetrznym

Fig. 46. Normalized DSIF Ki/KO for a rectangular plate with an internal crack
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Znormalizowana czesto$¢ aa/c2

Rys. 4.7. Znormalizowane DWIN Kt/KO0 dla tarczy prostokatnej z peknieciem
wewnetrznym

Fig. 4.7. Normalized DSIF Ki/KO0 for a rectangular plate with an internal crack
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Rys. 4.8. Zmienno$¢ obcigzenia w czasie: a) impuls staty,
b) impuls prostokatny, c) impuls tréjkatny

Fig. 4.8. Temporal variation of loading: a) constant impulse,
b) rectangular impulse, c) triangular impulse
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Rys. 4.9. Znormalizowane DWIN Ki/KO0dla tarczy prostokatnej z peknieciem
wewnetrznym - rdzna zmienno$¢ obcigzenia w czasie

Fig. 4.9.

Normalized DSIF I<i/KO for a rectangular plate with an internal
crack - different temporal variation of loading



Rozdziat 5
Metoda raanigzan w dziedzinie czasu

Metode rozwigzan w dziedzinie czasu (MRDC) (ang. time-domain method) w potgczeniu
z metodg podziatu na podobszary i metoda nieciggtosci przemieszczen w analizie dyna-
micznej peknie¢ przedstawiono w wielu pracach.

Metode rozwigzan w dziedzinie czasu wykorzystywali Nishimura, Guo i Kobayashi
[110], [111]. Rzad osobliwosci brzegowych réwnan catkowych obnizono, stosujgc dwu-
krotne catkowanie przez czesci. Zastosowano state funkcje ksztattu dla aproksymacji
zmienno$ci w przestrzeni i liniowe dla czasu. Metode zastosowano dla pekniec¢ prostolinio-
wych i zagadnien dwuwymiarowych oraz ptaskich peknie¢ w obszarach nieograniczonych.
Analizowano peknigcia stacjonarne oraz ich wzrost. Zhang i Achenbach [170] zastosowali
inng metode obnizenia rzedu osobliwosci rownania catkowego. Do dyskretyzacji zastoso-
wano state oraz specjalne elementy brzegowe w poblizu wierzchotka pekniecia. Przyjeto
liniowg zmienno$¢ w czasie. Metode zastosowano do analizy peknie¢ lezgcych na tej sa-
mej linii prostej w obszarze nieograniczonym. Zhang [169] przedstawit zastosowanie catki
reprezentujgcej zachowanie energii do otrzymania niehiperosobliwego brzegowego réwna-
nia catkowego. Nieznanymi wielkoSciami w tym sformutowaniu sg przemieszczenia i ich
pochodne. Metode zastosowano do analizy pekniecia prostoliniowego w obszarze nieogra-
niczonym i Il sposobu obcigzenia. Zhang i Gross [173] zastosowali te samg metode do
analizy peknie¢ kotowych i kwadratowych w obszarze nieograniczonym. Chen, Gross i
Zhang [22] analizowali pekniecie kotlowe w obszarze nieogranicznym, obcigzonym sitami
skupionymi prostopadtymi do pekniecia. Analizowano wptyw odlegtosci sit skupionych
od pekniecia na DWIN. Zhang i Gross podsumowali wyniki swoich badan w pracy [174],
Zhang i Savaidis [175] analizowali pekniecie w obszarze nieograniczonym i tarczy pro-
stokatnej. Hirose [75] oraz Hirose i Achenbach [76], [77], [78] zastosowali réwnanie sit
brzegowych. Przyjeto liniowa zmienno$¢ w czasie. Przemieszczenia interpolowano, sto-
sujac analityczne rozwigzania dla zagadnienia statycznego. Analizowano stacjonarne i
wzrastajgce pekniecie kotowe. Nicholson i Mettu [109], [99] stosowali dwa typy aproksy-
macji: state elementy brzegowe i state czasowe funkcje ksztattu oraz elementy kwadratowe
i liniowag zmienno$¢ w czasie. Metodg analizowano péinieskonczone i skofAczone peknie-
cie w obszarze nieograniczonym obcigzone na powierzchniach oraz pekniecie w tarczy o
skonczonych wymiarach. Dominguez i Gallego [34]. [36] przyjeli state funkcje czasowe dla
sit brzegowych i liniowe dla przemieszczen. Brzeg podzielono na kwadratowe elementy
brzegowe. DWIN wyznaczono na podstawie wzglednych przemieszczen powierzchni pek-
niecia i sit wzdtuz osobliwych elementdw brzegowych. Metode zastosowano do analizy
tarcz o skoriczonych wymiarach z peknieciami. Mieszane przypadki deformacji peknigcia
analizowano, stosujagc metode podziatu na podobszary. lIsrail i Dargush [83] przedstawili



podobng metode i przyktady. Dodatkowo zastosowano metode do analizy tarczy wyko-
nanej z kilku réznych materiatbw. Gallego i Dominguez [65], [66] przedstawili metode
nieciggtosci przemieszczen. Do dyskretyzacji brzegu zewnetrznego i peknigecia zastoso-
wano ciggte elementy kwadratowe. Punkty kolokacji dla rdwnania sit brzegowych byty
potozone wewnatrz elementu brzegowego. Metode zastosowano dla prostoliniowego i p6t-
okragtego pekniecia, wspdtiniowych pekniec i peknie¢ brzegowych w otworze w o$rodku
nieograniczonym oraz ukos$nego pekniecia brzegowego w tarczy prostokatnej.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformutowanie dualne i metoda roz-
wigzan w dziedzinie czasu w analizie dynamicznej peknie¢ (Fedelinski [56], [57], [58]).

5.1. Brzegowe rownania catkowe

Przyjmiemy te same zatozenia dotyczace materiatu, warunkéw poczgtkowych i obcigzenia
jak dla metody transformacji catkowych. Przy tych zatozeniach przemieszczenie dowol-
nego punktu mozna wyznaczy¢, stosujgc nastepujace brzegowe réwnanie catkowe:

t
Cij{x.uj(x.t) = 3 [J Uij(x',t-x,Tti(x, r)dr(x)]dr (5.1)
o r

t
-3 [ £)uj (x, t)dr ()] dr,
o r

gdzie Uij(x',t:x, r) i Tjj(x',t; x, r) sa zaleznymi od czasu rozwigzaniami podstawowymi
elastodynamiki, i jest czasem, w ktérym wyznacza sie przemieszczenie. Pozostate oznacze-
nia sg takie same jak dla zagadnienia statycznego. Wyznaczenie przemieszczenia wymaga
nie tylko catkowania wzdtuz brzegu, jak wczesniej omawiane metody, ale takze catkowania
wzgledem czasu od chwili poczatkowej az do czasu t.

Jezeli w punkcie x' pokrywajace sie powierzchnie pekniecia sg gtadkie, wowczas row-
nanie przemieszczen ma postac:

t
AUI(x\t) + AUI{x",t) = J [J Uij(x', t: x, r)ij(x, r)dr(x)]dr (5.2)
o r
t
- J [J Tij(x', t\x, ruj(x. t)dr(x)] dr,
or
a rownanie sit brzegowych ma forme:

t
- -t ) = n ()L [J Ukij(x, tox, r)tk(x, r)dT(x)]dr (5.3)
o r

-1 [ Tkij{x\ t: x, r)uk{x. r)dr(x)]dr},
or

gdzie UKijfé, t:x, r) i TA(X', t;x, r) sg rozwigzaniami podstawowymi elastodynamiki.
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5.2. N umeryczna realizacja metody

Rozwigzanie numeryczne wymaga dyskretyzacji zmiennosci wzdtuz brzegu geometrii, prze-
mieszczen i sit, ktdra jest taka sama jak dla zagadnienia statycznego. Dodatkowo wyma-
gana jest dyskretyzacja zmiennos$ci w czasie przemieszczen i sit brzegowTych.

Czas analizy t dzielony jest na N krokéw czasowrych. Zmienno$¢ w czasie wielkosci
brzegowych jest okreslona przez Q wartosci w kazdym kroku czasowwm i jest aproksymo-
wana za pomocg funkcji interpolujgcych M 9(t). W wyniku dyskretyzacji i aproksymaciji
otrzymujemy nastepujgce rownanie przemieszczen:

i EEEE{f/[ [ UA(E,T)M9(r)dr}N»(E)Im(E)dr

m=Ilp=In=lg=1I
I TA(E,r)MY(T)dr}NP(OJIm(E)E}, (5.4)
—+ fn 2

oraz réwnanie przemieszczen i sit brzegowych dla weztéw nalezacych do pekniecia:

M P N

m=Ilp=In=Ilg=1I _X Tn-i

1

umng ) [ 1 TA(E, T)MO(r) dTINAE) Im(E)dE),

k N- k N-1E E E E {0/*"*/ [ / u£(E, r)M9(r)dr] N»(E)JIm(a)dg
m—I p=I1 n=I g=I
i T
w LT TANMTYMYT)ATANP(OJIm(E)AE}. (5.6)
-1 Tn-1
Przemieszczenia aproksymuje sie w kazdym kroku czasowym, stosujac funkcje liniowe,
a sity brzegowe - funkcjami statymi. Mieszany rodzaj aproksymacji daje doktadniejsze
rozwigzania (Dominguez i Gallego [35]) w przypadku uderzeniowego obcigzenia ciala.
Stata czasowa funkcja ksztattu ma postac:

M 1{t) = 1, (5.7)

a linkwe funkcje majg forme:

MAt) =TA ~ i M\t) =F (5.8)

gdzie rn_1 < r < rn, Ar jest krokiem czasowym (rn = nAr), indeksy 1, 2 oznaczaja
pierwszy i drugi wezet czasowy. Catki wzgledem czasu rozwigzan podstawowych elasto-
dynamiki podanow dodatku D. Catki wzdtuz elementéw brzegowychrozwigzanhipero-
sobliwwch obliczono,stosujagc metode odjecia rozwinie¢ funkcji podcatkowych w szereg
Taylora (Fedelinski [58]).
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Uktad rownan dla wszystkich weztéw mozna zapisaé w postaci macierzowej:

N-1
HNNuN = GNNtN+ Y {GNntn- HNnun), (5.9
-1
gdzie un i tn zawierajg wartosci weztowe przemieszczen i sit brzegowych w kroku cza-
sowym n, H Vh i G \h zalezg od catek rozwigzan podstawowych elastodynamiki, funkcji
interpolujgcych ijakobiandw. Indeksy Nn podkreslajg, ze macierze zalezg od réznicy mie-
dzy krokiem czasowym N in. Kolumny macierzy HAV i G MV przegrupowuje sie zgodnie
z warunkami brzegowymi, otrzymujac nowe macierze ANN i BAA. Sposob modyfika-
cji macierzy jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. Macierz ANN jest mnozona
przez macierz jednokolumnowg yjV, ktéra zawiera nieznane przemieszczenia i sity brze-
gowe, a macierz B VA przez macierz jednokolumnowg zA znanych warunkéw brzegowych
W nastepujacy sposob:
A1
ANNyYN = bnnzn + (G'Vntn- HAU"). (510)
71=1
W kazdym kroku czasowym oblicza sie tylko macierze, ktére odpowiadajg maksy-
malnej réznicy N —n. Pozostale macierze znane sg z poprzednich krokéw czasowych.
Macierze ANN i B AA tworzy sie w pierwszym kroku czasowym i sg one takie same w
dalszych krokach czasowych. Macierze mozna oznaczy¢ prosciej Aaa = A iBAA=B. a
réwnanie macierzowe (5.10) mozna zapisa¢ w postaci:

Ay" = f\ (5.11)
gdzie:
M1
fN=Bzn+ Y {GNntn- Hjvun), (5.12)
71

jest znang macierzg.Uktad réwnan rozwigzuje sie metodg krokowa,wyznaczajgc nie-
znane przemieszczenia i sity brzegowe w kazdym kroku. W pierwszych krokach czaso-
wych rozwigzania podstawowe sg niezerowe tylko w poblizu punktu kolokacji i dlatego
sg catkowane tylko wzdtuz czesci brzegu. W dalszych krokach czasowych konieczne jest
catkowanie wzdtuz catego brzegu. Obliczenia stajg sie coraz bardziej czasochtonne, po-
niewaz macierz zalezy od wszystkich macierzy wyznaczonych w poprzednich krokach
czasowych.

5.3. Przyktady numeryczne

Prezentowang metode zastosowano do rozwigzania dwoch przyktadow. W pierwszym
przyktadzie rozpatrzono otwdér z dwoma peknieciami brzegowymi w nieograniczonym
osrodku sprezystym. Dlatego przyktadu analizowano wptyw gestosci materiatu na DWIN.
Z kolei w drugim przyktadzie analizowano tarcze prostokatng z otworem majagcym dwa
pekniecia brzegowe. Na tym przykiadzie przedstawiono wptyw dtugosci peknieé i ich
kierunku na DWIN.
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DWIN obliczono na podstawie rozwarcia wierzchotka pekniecia i znormalizowano jak
w przyktadach przedstawionych w poprzednim rozdziale. Uktady obcigzono impulsem
statym. Rozwigzania statyczne otrzymano za pomocg przedstawionej metody, przyjmujac
bardzo matg gesto$¢ materiatu.

Okragty otwor z peknieciami w nieograniczonym os$rodku
sprezystym

Na rys. 5.1 przedstawiono otwér o $rednicy d = 20 mm z dwoma peknieciami, skiero-
wanymi wzdtuz prostej, przechodzacej przez $srodek otworu, znajdujgcy sie w nieograni-
czonym os$rodku sprezystym (Fedelinski [58]). Odlegto$¢ miedzy wierzchotkami pekniecia
jest rbwna 2a = 60 mm. Materiat tarczy ma nastepujgce wiasnosci mechaniczne: mo-
dut Younga E — 0.2 « 1012 Pa, wspbiczynnik Poissona v = 0.3 i znajduje sie w pta-
skim stanie odksztatcenia. Analizowano uktad dla trzech réznych gesto$ci materiatu
p = 4000, 8000, 12000 kg/m3 OtwAr jest obcigzony impulsem statym réwnomiernie
roztozonego obcigzenia a0 skierowanego prostopadle do powierzchni.

Rys. 5.1. Okragty otwdr z peknigciami w nieograniczonym osrodku sprezystym
Fig. 5.1. Circular cracked hole in an infinite elastic sheet

Brzeg otworu i peknie¢ podzielono na 44 elementy kwadratowe. Obliczenia wykonano
dla kroku czasowego Ar = 1 ps. Znormalizowane DWIN Ki/KO0 przedstawiono na rys.
5.2. Podobne rozwigzanie dla p = 8000 kg/m3otrzymali Gallego i Dominguez [66], ktérzy
stosowali metode nieciggtosci MEB. Dla czasu dgzacego do nieskoriczonosci DWIN dazy do
wartosci statycznej. Ze wzrostem gestosSci materiatu zmniejsza sie predkos¢ propagacji fal
w tarczy. Na skutek tego wzrost DWIN nastepuje w pozniejszym czasie. Ksztatt wykresow
przedstawiajgcych DWIN i wartosci maksymalne DWIN sg podobne dla réznych gestosci
materiatu.

Tarcza prostokatna z okragtym otworem majgcym
dwa pekniecia brzegowe

Tarcza prostokatna o dtugosci 2b —60 mm i szerokosci 2h = 30 mm z okragtym otworem
o promieniu r = 3.75 mm ma dwa pekniecia brzegowe. Odlegto$¢ miedzy wierzchotkami
peknie¢ wynosi 2a, a kat nachylenia peknie¢ wzgledem osi pionowej jest réwny a (rys. 5.3).
Wiasnosci materiatowe sg takie same jak w poprzednim przykfadzie (gesto$¢ materiatu
jest rébwna p = 8000 kg/m3). Brzeg tarczy i peknie¢ podzielono na 64 elementy kwadra-
towe i zastosowano krok czasowy réwmy Ar = 0.5 ps. Wykonano obliczenia dla r6znych
wartosci kata nachylenia peknie¢ wynoszacego a = 0°, 30°, 45° 60° dla a/h = 0.5.
Znormalizowane Ki/KO0i Ku/Kaprzedstawiono na rys. 5.4 i 5.5.
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Rys. 5.2.  Znormalizowane DWIN Kj/KO0dla okragtego otworu z peknieciami
w nieograniczonym osrodku sprezystym - rézna gesto$¢ materiatu

Fig. 5.2.  Normalized DSIF Ki/KO0 for the cracked hole in an infinite elastic sheet
- different mass density of the material

2b

Rys. 5.3. Tarcza prostokatna z okraggtym otworem majagcym dwa pekniecia brzegowe
Fig. 5.3. Rectangular plate with two cracks at a circular hole

Z rys. 5.4 wynika, ze ze wzrostem kata a maleje maksymalna wartos¢ K1/K 0. Na pod-
stawie rys. 5.5 mozna stwierdzi¢, ze Ku/K,, ma podobny przebieg dla a = 30°, 45°, 60°.
Rozwigzania dla a/h = 0.5 oraz katéow a — 0°, 45° poréwnano z rozwigzaniami otrzy-
manymi przez Wena [151], ktory stosowat ujecie posrednie MEB i metode nieciggtosci
przemieszcze. Podobne rozwigzania otrzymano, wykorzystujac metode podwdjnej za-
sady wzajemnosci (Fedelinski [55]).

Nastepnie analizowano tarcze z peknieciami o réznej dtugosci a/h = 0.35, 0.5, 0.7
dla a = 0°. Znormalizowane DWIN Kj/KO0dla réznych dtugosci peknie¢ przedstawiono
na rys. 5.6. Z wykresu wynika, ze KI/I1\0 ma podobny przebieg dla réznych dtugosci
peknie¢ az do czasu okoto 12 ps. a nastepnie wieksze wartosci dla dtuzszych pekniec.
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Rys. 5.4. Znormalizowane DWIN Ki/KO0dla tarczy prostokatnej z okraggtym otworem
majacym dwa pekniecia brzegowe - rézne kierunki peknie¢ dla a/h —0.5
Fig. 5.4. Normalized DSIF K[/KO for the rectangular plate with two edge cracks at
a circular hole - different directions of the cracks for a/h —0.5
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Rvs. 5.5. Znormalizowane DWIN Kn/KO0dla tarczy prostokatnej z okragtym otworem
majacym dwa pekniecia brzegowe - r6zne kierunki peknie¢ dla a/h = 0.5
Fig. 5.5.

Normalized DSIF Kn/K 0 for the rectangular plate with two edge cracks at
a circular hole - different directions of the cracks for a/h = 0.5
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Znormalizowane DWIN Ki/Kadla tarczy prostokatnej z okraggtym otworem
majacym dwa pekniecia brzegowe - rézne dtugosci peknieé¢ dla a —0°
Normalized DSIF K I/K 0 for the rectangular plate with two edge cracks at
a circular hole - different lengths of the cracks for a = 0°



Rozdziat 6

Metode podwdjnej zasady wzajemnosci (MPZW) (ang. dual reciprocity method) w potg-
czeniu z metodg podziatu na podobszary i metodg nieciggtosci przemieszczen w analizie
dynamicznej peknie¢ przedstawiono w kilku pracach.

Metode podwdjnej zasady wzajemnosci stosowali Balas, Sladek i Sladek [12] dla za-
gadnien symetrycznych. Pekau i Batta [118] stosowali metode podziatu na podobszary
do analizy peknie¢ stacjonarnych i ich wzrostu w tarczy prostokatnej. Chirino. Gallego,
Saez i Dominguez [25] przedstawili poréwnanie réznych uje¢ w dynamice dla metody po-
dziatu na podobszary. Wen, Aliabadi i Rooke [162], [163] zastosowali metode nieciggtosci
przemieszczen do analizy pekniecia eliptycznego i ukosnego pekniecia kwadratowego w
elemencie prostopadfosciennym.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformutowanie dualne i metoda po-
dwojnej zasady wzajemnosci w analizie dynamicznej peknie¢ (Fedelinski [52], [53]. [54],

[55]).

6 .1 . Brzegowe rownania catkowe

Metoda podwadjnej zasady wzajemnosci moze by¢ stosowana w analizie dynamicznej przy
niezerowych warunkach poczatkowych i dla ciat obcigzonych sitami objetosciowymi. W
MPZW réwnanie ruchu jest wyrazone w postaci brzegowych réwnan catkowych za pomocg
rozwigzan podstawowych elastostatyki. Przyspieszenie dowolnego punktu x aproksymuje
sie, stosujac sumy N funkcji wspdtrzednych / n(x*.x) pomnozonych przez nieznane, za-
lezne od czasu wspoétczynniki df(r) (Nardini i Brebbia[106[. [17], Partridge, Brebbia i
Wrébel [117]):

gi(x,r) = ~a,re(r)/n(x*.x), (6.1)
gdzie x* jest punktem definiujgcym, ktéry moze by¢ punktem wewnetrznym lub brzego-
wym.

Jako funkcje aproksymujacg przyjeto /"(x*.x) = C + r(x*,x), gdzie C jest stalg, a
r(x*,x) jest odlegtoscig miedzy punktem definiujgcym x* i punktem x.

Dla tak przyjetej aproksymacji przyspieszen przemieszczenie dowolnego punktu ciata
jednorodnego, izotropowego i liniowo-sprezystego mozna wyznaczy¢ z nastepujgcego brze-
gowego rownania catkowego:
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Cy(xHuj(x',r) - J i7y(x" x)ij(x, r)dr(x) + *Tij(x",x)uj(x,r)dr(x) = (6.2)
r r

gdzie Uij(x', x) i Tjj(x', X) sa rozwigzaniami podstawowymi elastostatyki, ktére podano w
dodatku A, a hy(x*, x) i tfj(x*. x) sa szczegbélnymi przemieszczeniami i sitami brzegowymi,
ktore odpowiadajg funkcji f n(x*,x) i sg podane w dodatku E.

Jezeli w punkcie x' pokrywajgce sie powierzchnie pekniecia sg gtadkie, wéwczas row-
nanie przemieszczen ma postac:

ittifr',1-) + i«i(x",r) - J X)fj(x, r)dr(x) + j- Ty(x', x)ui-(x, r)dr(x) =
r r

+ j Ty(x".x)n;;(xt,x)dr(x)],
r
a rownanie sit brzegowych ma forme:

Ajxr) - Nt ) =T J- 14y (LX) (x r)dr(x)— £ TKij{x . x)uk(x, r)dr(x)] =
r r

nZ_| BO('r){AX'(X*-X") - (% (x*>x") - ~(x)][ {] S X)H*(x*, x)dr(x) (6.4)

- Arey (X x) <) x>, x)dr(x)]}
.

gdzie i7fcy(x',x) i TKj(x'. x) sg rozwigzaniami podstawowymi elastostatyki podanymi w
dodatku A.

6.2. N umeryczna realizacja metody

Dyskretyzacja wielkosci brzegowych jest taka sama jak dla zagadnienia statycznego. Rze-
czywiste i szczegdlne przemieszczenia i sity brzegowe Uj(x,r) i tj(x, r) oraz oy(x*,x),
tfjx*.x) dla kazdego elementu aproksymuje sie tymi samymi funkcjami interpolujagcymi.
W wyniku dyskretyzacji i aproksymacji otrzymujemy nastepujgce rOwnanie przemiesz-
czen:
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oraz réwnanie przemieszczen i sil brzegowych dla weztéw nalezacych do pekniecia:
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Brzegowe rownania catkowe stosuje sie dla weztéw jak w zagadnieniu statycznym.
Otrzymany ukad réwnan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

Hu —Gt —p(Hu —G t)a = 0, (6.8)

gdzie H i G zalezg od catek rozwigzan podstawowych elast.ostatyki. funkcji aproksymuja-
cych, jakobiandw i sg takie same jak dla zagadnienia statycznego. Macierze jednokolum-
nowe u, t. u it zawierajg wartosci weztowe rzeczywistych i szczeg6lnych przemieszczen
oraz sit brzegowych.
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Zalezno$¢ miedzy ii i a okre$la sie, uktadajgc rownania (6.1) dla wszystkich weztow
brzegowych i punktow wewnetrznych. W rezultacie otrzymuje sie uktad réwnan, ktory
moze by¢ zapisany w postaci macierzowej:

ii= Fa. (6.9)
gdzie elementami macierzy F sg wartosci funkcji /" (x+,x) dla wszystkich weztdw.

Nieznane wspoétczynniki a mozna wyrazi¢ przez przyspieszenia w nastepujacy sposob:

a —F _lii = Eu. (6.10)

Po podstawieniu rownania (6.10) do (6.8) otrzymujemy:

Hu —Gt —p(Hu —Gt)Eii = 0 (6-11)

lub
Hu —Gt + Mii = 0, (6-12)
gdzie M = —p(Hu—Gt)E jest macierza bezwitadnosci ciata.Uktadrownanjestmody-

fikowany zgodnie zwarunkami brzegowymi, tak samo jak dla zagadnienia statycznego, a
nastepnie moze by¢ rozwigzany metodami catkowania bezposredniego.

Metoda Houbolta, przedstawiona w dodatku I, ktdra ma silne ttumienie numeryczne,
zostata zastosowana do analizy ciat poddanych obcigzeniu dynamicznemu.

6.3. Przyktady numeryczne

Metode podwdjnej zasady wzajemnosci zastosowano do rozwiazania dwoch przyktadow'.
W pierwszym przyktadzie rozpatrzono wirujgca tarcze kotowq z peknieciem brzegowrym
i wewmetrznym. DWIN wyznaczono na podstawie J-catki niezaleznej od konturu catko-
wania. Dla tego przyktadu badano wptyw' dtugosci pekniecia i wptyw' wielkosci konturu,
dla ktérego obliczana jest ./-catka na DWIN. Z kolei w drugim przykitadzie analizowano
tarcze prostokatng z ukosSnym peknieciem. Na tym przyktadzie pokazano wptyw sposobu
zamocowania na DWIN.
Wartosci statyczne SWIN wyznaczono, przyjmujac zerowrg gestos¢ materiatu.

Tarcza kotowa z peknigciem brzegowym Ilub wewnetrznym

Tarcza kotowa o promieniu R z peknieciem skierowanym w'zdluz promienia obraca sie ze
statg predkoscig katowd w (Fedelinski [54]). Tarcza jest obcigzona niezaleznymi od czasu
sitami odsrodkowymi. Materiat tarczy ma wspoétczynnik Poissona v = 0.3 i znajduje sie
w plaskim stanie odksztatcenia. Rozpatrzono dwa przypadki - tarcza ma pekniecie:

a) brzegowe o dtugosci a (rys. 6.1a),

b) wewnetrzne o dtugosci 2a (rys. 6.1b).
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Rys. 6.1. Tarcza kotowa z peknigciem: a) brzegowym, b) wewnetrznym
Fig. 6.1. Circular plate with: a) an edge crack, b) an internal crack

Brzeg tarczy podzielono na 32 elementy w pierwszym przypadku i na 40 elementéw w
drugim przypadku. Dodatkowo zastosowano 16 punktow wewnetrznych. Znormalizowane
DWIN K,/KO0. gdzie

Ke= s - u) (6.13)
wyznaczono metodg J-catki dla réznych konturéw catkowania i diugosci pekniecia
a/lR = 0.2, 03, 0.4, 0.5 0.6. Numer konturu oznacza numer wezta na krawedzi pek-
niecia, ktory nalezy do konturu catkowania. Numer konturu wzrasta ze wzrostem jego
promienia. Rozwigzania poréwnano z wynikami prezentowanymi przez Rooke’a i Car-
twrighta [125] i przedstawiono w tabeli 6.1. Najwieksza réznica miedzy otrzymanymi i
cytowanymi wynikami wynosi okoto 1%. Na podstawie otrzymanych wynikéw widzimy
takze niewielka zaleznos¢ DWIN od konturu catkowania.

Tabela 6.1. Znormalizowany DWIN Ki/KO0dla tarczy kotowej z peknigciem
(**- cze$¢ konturu bytaby poza obszarem tarczy)

K,/KO
Pekniecie brzegowe Pekniecie wewnetrzne
¢ Prezentowana metoda - kontur Prezentowana metoda - kontur
2 5 8 1 [125] 2 5 8 1 [125]

0.2 0631 0631 0.632 0.631 0.63 1.058 1.056 1.056 1.057 1.05
0.3 0.769 0.768 0.769 0.767 0.76 1.116 1114 1.114 1.116 111
0.4 0920 0920 0920 0.916 091 1.198 1196 1.196 1.198 1.19
05 1.088 1.086 1.087 1.081 1.07 1305 1.302 1.302 1.304 1.29
0.6 1275 1.273 1.273 1.266 126 1445 1442 1441 " 1.43

Tarcza prostokagtna z ukosnym peknieciem brzegowym

Tarcza prostokatna o dtugosci b= 44 mm, wysokosci h = 32 mm ma pekniecie o dtugosci
a = 22.63 mm nachylone do brzegu pod katem a = 45° (rys. 6.2). Odlegtos¢ konca
peknigecia od naroza jest rGwna ¢ = 6 mm. Wierzchotek peknigecia znajduje sie w srodku
tarczy. Tarcza jest podparta wzdtuz trzech krawedzi i obcigzona wzdtuz jednej krawe-
dzi obcigzeniem roéwnomiernie roztozonym o natezeniu aQ Tarcze obcigzono impulsem
statym.

67



Materiat tarczy ma nastepujgce wiasnosci mechaniczne: modut sprezystosci poprzecz-
nej p = 29.4 «109 Pa, wspdtczynnik Poissona v = 0.286, gesto$¢ p = 2450 kg/m3i znaj-
duje sie w ptaskim stanie odksztatcenia.

Rys. 6.2. Tarcza prostokatna z ukosnym peknieciem brzegowym
Fig. 6.2. Rectangular plate with an inclined edge crack

Brzeg tarczy podzielono na 58 elementéw, zastosowano 54 punkty wewnetrzne i krok
czasowy Ar = 0.2 ps. Znormalizowane DWIN K/K a wyznaczono dla konturu o nume-
rze 5, a wspotczynnik KO wedtug réwnania (4.12). Rozwigzanie pordwnano z wynikami
Nishioki i Atluriego [116], ktorzy stosowali MES i przedstawiono na rys. 6.3. Podobne
rozwigzania MES zaprezentowane sg w pracy Kishimoto, Aoki i Sakaty [85] i Aoki. Kishi-
moto, lzumihary i Sakaty [7], Murtiego i Yalliappana [105].

—
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Rys. 6.3. Znormalizowany DWIN K/KO0dla tarczy prostokatnej z ukosnym peknieciem

brzegowym

Fig. 6.3. Normalized DSIF K/KO for the rectangular plate with an inclined edge crack
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Dla tej samej tarczy rozpatrzono cztery rézne sposoby zamocowania pokazane na rys.
6.4. Znormalizowane DWIN K /K Odla r6znych sposobéw podparcia przedstawiono na rys.
6.5 i 6.6. Na podstawie wykresow mozna stwierdzi¢, ze decydujagcy wptyw na zmiennos¢
DWIN ma zamocowanie dolnej krawedzi. Zmiennosci DWIN, w przypadku kiedy gérna
krawedz jest zamocowana i swobodna, sg podobne.

a) b)
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Rys. 6.4. Tarcza prostokatna z ukoSnym peknieciem brzegowym - r6zne sposoby
zamocowania
Fig. 6.4. Rectangular plate with an inclined edge crack - different support conditions

8 12 16 20
Czas t [/xs]
Rvs. 6.5. Znormalizowany DWIN K[/K,, dla tarczy prostokatnej z ukosnym
peknieciem brzegowym - r6zne sposoby zamocowania

Fig. 6.5. Normalized DSIF Ki/Kc for the rectangular plate with an inclined
edge crack - different support conditions
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Rys. 6.6.

Fig. 6.6.
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Czas t [/zs]

Znormalizowany DWIN Kn /K O0dla tarczy prostokatnej z ukosnym
peknieciem brzegowym - r6zne sposoby zamocowania

Normalized DSIF Ku/K 0 for the rectangular plate with an inclined
edge crack - different support conditions



Rozdziat 7

Poronnanie netoad

W pracy przedstawiono metode analizy dynamicznej peknie¢ za pomocg sformutowania
dualnego MEB i trzech metod: transformacji catkowych (MTC), rozwigzan w dziedzinie
czasu (MRDC) i podwdjnej zasady wzajemnosci (MPZW). Ponizej zostang poréwnane
charakterystyczne cechy metod, decydujace o ich efektywnosci: rozwigzania podstawowe
i ich catkowanie, sformutowanie macierzowych réwnan ruchu i ich rozwigzanie, wymagana
pamieé, predkosé obliczen, doktadno$¢ i mozliwe zastosowania (Fedelinski [61]).

7.1. Rozwigzania podstawowe i ich catkowanie

W MTC stosuje sie transformaty catkowe rozwigzan podstawowych elastodynamiki, kt6re
majg bardzo skomplikowane formy (dodatek C). Rozwiazania zaleza od funkcji Bessela,
ktére wyraza sie w postaci szeregéw funkcji zmiennych zespolonych. Metoda wymaga
tylko catkowania wzdiuz brzegu ciata.

W MRDC stosuje sie zalezne od czasu rozwigzania podstawowe elastodynamiki. Me-
toda wymaga catkowania wzdtuz brzegu i wzgledem czasu. Dla prostej aproksymacji
zmienno$ci przemieszczen i sit brzegowych, np. statych lub liniowych czasowych funkcji
ksztattu, ktore przyjeto w pracy, catki dla kroku czasowego mozna obliczy¢ analitycznie.
W wyniku catkowania otrzymujemy wyrazenia, ktére majg bardziej skomplikowane formy
niz rozwigzania podstawowe elastostatyki (dodatek D). W poczatkowej fazie analizy roz-
wigzania podstawowe elastodynamiki sg niezerowe tylko w otoczeniu punktu kolokacji. W
takim przypadku catkuje sie tylko wzdtuz czesci brzegu.

W MPZW stosuje sie rozwigzania podstawowe elastostatyki (dodatek A) oraz szcze-
goblne przemieszczenia i sity brzegowe, ktére zalezg od sposobu aproksymacji przyspieszen
(dodatek E). Poniewaz rozwigzania podstawowe elastostatyki nie zalezg od czasu, dlatego
w metodzie catkuje sie tylko wzdtuz brzegu.

Transformaty catkowe i catki wzgledem czasu rozwigzan podstawowych elastodynamiki
sg zbiezne do rozwigzan podstawowych elastostatyki, gdy gestos¢ materiatu dazy do zera
lub krok czasowy dazy do nieskoniczonosci. Rozwigzania podstawowe sg funkcjami osobli-
wymi. Rzad osobliwosci ze wzgledu na odlegto$¢ r miedzy punktem kolokacji i catkowania
jest taki sam dla kazdej metody: rozwigzania stosowane w réwnaniu przemieszczen maja
stabg osobliwos$¢ rzedu 0(In(r)) i silng rzedu 0 (l/r), rozwigzania stosowane w réwnaniu
sit brzegowych maja silng osobliwos$¢ rzedu 0(1/r) i hiperosobliwo$¢ rzedu 0 (1/r2).
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7.2. Sformutowanie macierzowych réwnan ruchu

W MTC oblicza si¢ dwie macierze H i G dla kazdego parametru transformaty. W MRDC
oblicza sie dwie macierze H VWh i G An dla kazdego kroku czasowego. Okreslenie macierzy
wymaga catkowania wzdtuz brzegu ciata i wzgledem czasu. W MPZW oblicza sie dwie
macierze H i G, ktére wymagaja catkowania wzdtuz brzegu i sg takie same jak macie-
rze stosowane w elastostatyce. Dodatkowo oblicza sie macierz F, kt6ra zawiera wartosci
funkcji aproksymujacej przyspieszenia oraz macierze u it, ktére zawierajg wartosci szcze-
goélnych przemieszczen i sit brzegowych, zeby obliczy¢ macierz bezwtadnosci M. Utwo-
rzenie macierzy F, u it jest proste, ale obliczenie macierzy odwrotnej F-1 i dwukrotne
mnozenie macierzy, zeby otrzymaé macierz bezwtadnosci, jest bardzo czasochtonne. W
MPZW wszystkie wymienione macierze oblicza sie tylko raz.

7.3. Rozwigzanie uktadu réwnan ruchu

Liczba réwnan ruchu dla MTC i MRDC jest réwna liczbie weztdw brzegowych pomno-
zonych przez liczbe stopni swobody wezta. Liczba réwnan dla MPZW jest réwna liczbie
weztow brzegowych i punktow wewnetrznych, jezeli takie sg stosowane do poprawienia
aproksymacji przyspieszen, pomnozonych przez liczbe stopni swobody w wezle. Wielko$¢
uktadu rownan tworzonego za pomocg kazdej metody zalezy od rodzaju zagadnienia.
Zazwyczaj uktad tworzony przez MPZW jest najwiekszy ze wzgledu na konieczno$é sto-
sowania punktow wewnetrznych. W MRDC i MPZW macierz wspo6tczynnikow jest taka
sama w kazdym kroku czasowym, dlatego mozna stosowa¢ efektywne metody rozwiazy-
wania uktadow réwnan ze statg macierzg wspotczynnikdw i zmienng macierza kolumnowg
wyrazéw wolnych, np. metode dekompozycji LU stosowang w pracy. Obliczanie macierzy
kolumnowej wyrazéw wolnych dla MRDC, ktéra zalezy od wszystkich macierzy HNn i
G v,t. obliczanych w poprzednich krokach czasowych, jest bardzo czasochtonne. Ukitad
rownan tworzonych przez MTC jest inny dla kazdego parametru transformacji.

7.4. W ymagana pamiec¢, predkos¢ obliczen idoktadnos$¢

W MTC oblicza sie dwie macierze H i G, ktore sg nastepnie przegrupowywane, zeby
otrzyma¢ macierze A i B. Metoda nie wymaga innych macierzy. W MRDC oblicza sie
w kazdym kroku czasowym macierze H v! i G:V'. Te macierze sg przegrupowywane w
pierwszym kroku, zeby otrzymaé macierze A i B. W metodzie wykorzystuje sie w kazdym
kroku macierze H Me i Gjvh obliczone we wczesniejszych krokach, ktére przechowuje sie
w pamieci komputera. MPZW wymaga wiecej macierzy, zeby utworzy¢ ukitad réwnan
(H. G. F. F-\ u. t. M). Te wszystkie macierze nie sg wymagane jednocze$nie. Jezeli
chcemy przyspieszy¢ obliczenia, woéwczas lepiej jest przechowywaé macierze w pamieci
komputera. Biorgc pod uwage powyzsze wiasnosci metod, mozna stwierdzié, ze najwiecej
pamieci wymaga MRDC. nastepnie MPZW, a najmniej MTC.

Utworzenie uktadu réwnan w MTC jest stosunkowo proste, ale bardzo czasochtonne
ze wzgledu na skomplikowang forme transformat catkowych rozwigzan podstawowych ela-
stodynamiki. Ten czas jest zalezny od liczby wyrazéw w rozwinieciu funkcji Bessela w
szereg. W przyblizeniu czas obliczeh jest proporcjonalny do liczby parametréw trans-
formacji catkowych. Metoda wymaga rozwigzywania innego uktadu réwnan dla kazdego
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parametru transformacji. Obliczenie macierzowego uktadu réwnan w MRDC jest proste,
ale czasochtonne, poniewaz w kazdym kroku trzeba oblicza¢ dwie nowe macierze i trzeba
uwzgledni¢ caty wczesniejszy przebieg zjawisk dynamicznych. W MPZW nalezy obliczy¢
wiele réznych macierzy. Jakkolwiek utworzenie uktadu réwnan jest najbardziej czaso-
chlonne, jego rozwigzanie jest szybkie ze wzgledu na prosty sposéb obliczania macierzy
wyrazéw wolnych. W wiekszosci przypadkow MPZW jest kilkakrotnie szybsza niz MTC
i MRDC.

MTC wymaga tylko aproksymacji przemieszczen i sit wzdluz brzegu. Zazwyczaj
zmiennosci zadanych przemieszczen i sit brzegowych sg prostymi funkcjami czasu i ich
transformaty catkowe moga byé obliczone analitycznie. Rozwiazania w dziedzinie czasu
otrzymuje sie, stosujgc numeryczne obliczanie transformat odwrotnych. Dokfadnos¢ roz-
wigzania mozna zwiekszac¢ przez wykonanie obliczen dla wigkszej liczby parametrow trans-
formaty. MRDC wymaga aproksymacji zmiennos$ci przemieszczen i sit wzdtuz brzegu oraz
zmienno$ci w czasie. W tej metodzie stosowany krok czasowy zalezy od rozmiaru elemen-
tow brzegowych. Doktadniejsze rozwigzanie mozna otrzymac, skracajac krok czasowy
i jednoczes$nie zwiekszajac liczbe elementdow. W MPZW. podobnie jak w poprzednim
ujeciu, aproksymuje sie zmienno$¢ wielkosci wzdtuz brzegu i zmienno$¢ w czasie. Do-
datkowo konieczna jest aproksymacja zmienno$ci przyspieszen wewnatrz ciata. Jezeli
ciato jest obcigzone impulsem dynamicznym, wdwczas pole przyspieszen ma duze gra-
dienty i doktadne rozwigzanie wymaga stosowania dodatkowych punktéw wewnetrznych.
Zastosowanie punktéw wewnetrznych jest niewygodne. Dobér ich potozenia wymaga do-
Swiadczenia uzytkownika lub specjalnych metod adaptacyjnych. Konieczno$¢ stosowania
dodatkowej aproksymacji przyspieszeri powoduje, ze metoda jest mniej doktadna niz po-
zostate. Na podstawie obliczen wykonanych dla wielu przyktadéw i ich poréwnania z
innymi rozwigzaniami mozna stwierdzi¢, ze MTC jest najbardziej doktadna przy tej sa-
mej dyskretyzacji wielkosci brzegowych.

7.5. Zastosow ania

Zamieszczone w pracy przyktady numeryczne pokazuja, ze kazda z metod umozliwia efek-
tywng analize dynamiczng ciat z peknieciami. MTC i MRDC sg szczegdlnie efektywne
w przypadku analizy peknie¢ w nieograniczonym osrodku sprezystym. Przeprowadza sie
wowczas tylko dyskretyzacje peknie¢, bez potrzeby wprowadzania sztucznych brzegow,
znajdujacych sie w duzej odlegtosci od pekniecia. MPZW umozliwia uwzglednienie nie-
zerowych warunkow poczatkowych i dziatanie sit objetoSciowych w prostszy sposob niz
MTC i MRDC. Sformutowania, w ktérych otrzymuje sie rozwigzania metodami kroko-
wymi, tzn. MRDC i MPZW, sg bardziej odpowiednie do analizy wzrostu peknie¢ niz
MTC.

7.6. Przyktady numeryczne

W celu poréwnania rozwigzan, otrzymanych za pomocg trzech omawianych sformutowan,
rozwigzano dwa przyktady, stosujgc takg samg dyskretyzacje wielkosci brzegowych dla
kazdej metody. Szczeg6towe pordwnanie wymaganej pamieci i czaséw obliczen dla dru-
giego przyktadu przedstawiono w pracy Fedelinskiego [61]. Przyktad potwierdza wcze$niej
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przedstawione wnioski wynikajace z analizy algorytmdéw poszczegdlnych metod. Dodat-
kowe poréwnanie rozwigzan dla elementu konstrukcji pokazano w rozdziale 10.2. Wspot-
czynnik KO obliczono wedtug réwnania (4.12).

Tarcza prostokagtna z peknieciem brzegowym

Tarcza prostokatna o dtugoséci b = 52 mm i szerokosci 2h = 40 mm ma pekniecie brzegowe
o dtugosci a = 12 mm. Tarcza jest utwierdzona wzdtuz jednej krawedzi i obcigzona
wzdtuz dwdch krawedzi impulsem statym o wartosci aQ(rys. 7.1). Materiat tarczy ma
nastepujace wiasnosci mechaniczne: modut sprezystoSci poprzecznej g — 29.4 « 109 Pa,
wspotczynnik Poissona v = 0.286, gestos¢ p = 2450 kg/m3i znajduje sie w ptaskim stanie
odksztatcenia.

uo

- b -

Rys. 7.1. Tarcza prostokatna z peknieciem brzegowym
Fig. 7.1. Rectangular plate with an edge crack

Brzeg tarczy i pekniecia podzielono na 52 elementy kwadratowe i zastosowano do-
datkowo 44 punkty wewnetrzne dla MPZW. Obliczenia wykonano dla 25 parametrow
Laplace’a w przypadku MTCL, dla kroku czasowego At = 0.6 gs w przypadku MRDC
i At = 0.2 gs dla MPZW. Znormalizowane DWIN Kj/KO0 przedstawiono na rys. 7.2 i
poréwnano z rozwigzaniem otrzymanym przez Nishioke i Atluriego [113], ktérzy stosowali
MES. Podobne rozwigzania MES przedstawione sg w pracy Kishimoty, Aokiego i Sa-
katy [85], Aokiego, Kishimoty, lzumihary i Sakaty [7] oraz Murtiego i Yalliappana [105].
Rozwigzania otrzymane trzema metodami MEB sg podobne i zgodne z rozwigzaniem
wyznaczonym za pomocg MES.

Tarcza prostokagtna z uko$Snym peknieciem wewnetrznym

Tarcza prostokatna o dtugosci 2b = 60 mm i szeroko$ci 2h = 30 mm ma pekniecie
wewnetrzne o dtugosci 2a = 14.14 mm, nachylone pod katem a = 45° (rys. 7.3). Tarcza
jest obcigzona impulsem statym o wartosci a0. Materiat tarczy ma nastepujgce wiasnosci
mechaniczne: modut sprezystosci poprzecznej g = 76.92 <109 Pa, wspo6tczynnik Poissona
v = 0.3, gesto$¢ p = 5000 kg/m3 i znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia. Brzeg
tarczy i pekniecia podzielono na 40 elementéw kwadratowych i zastosowano dodatkowo 40
punktéw wewnetrznych dla MPZW. Obliczenia wykonano dla 25 parametréw Laplace’a
w przypadku MTCL, dla kroku czasowego At = 0.8 gs w przypadku MRDC, At = 0.2 gs
dla MPZW.
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Rys. 7.2. Znormalizowane DWIN Ki/KO0dla tarczy prostokatnej

z peknieciem brzegowym - rézne metody analizy
Fig. 7.2.  Normalized DSIF Ki/KO for the rectangular plate
with an edge crack - different methods of analysis

Znormalizowane DWIN Kj/K@i Ku jKO przedstawiono na rvs. 7.4 i 7.5 i poréwnano
z rozwigzaniem otrzymanym przez Domingueza i Gallego [36], ktorzy stosowali MEB i
metode podziatu na podobszary. Podobne rozwigzanie otrzymali Murti i Valliappan [105]
za pomocg MES. Rozwigzania otrzymane trzema metodami MEB sg podobne. Znorma-

lizowany K[/I\Ojest wiekszy i Kn/K O mniejszy dla koncowej fazy analizowanego czasu
niz rozwigzanie otrzymane przez Domingueza i Gallego.

2h

2b

Rys. 7.3.

Tarcza prostokatna z ukosnym peknieciem wewnetrznym
Fig. 7.3.

Rectangular plate with an inclined internal crack
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Normalized DSIF Ki/Kafor a rectangular plate

with an inclined internal crack - different methods of analysis
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Znormalizowane DWIN Ku /K O0dla tarczy prostokatnej

z ukosnym peknieciem wewnetrznym - rozne metody analizy
Normalized DSIF Kn/K O for a rectangular plate

with an inclined internal crack - different, methods of analysis
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Rozdziat 8
Dynanmiczny wzrost peknieda

Metoda elementéw brzegowych umozliwia proste modelowanie dynamicznego wzrostu
pekniecia. Metody rozwigzah w dziedzinie czasu i podziatu na podobszary oraz nie-
ciggtosci przemieszczenn w analizie dynamicznego wzrostu peknie¢ przedstawiono w wielu
pracach.

Metodg brzegowych réwnan catkowych modelowano ptytkie trzesienia Ziemijako wzra-
stajagce dynamicznie poprzeczne pekniecia. Das [30] stosowat réwnanie przemieszczen,
zeby okresli¢ uskok spowodowany ptaskim peknieciem wzrastajagcym w obszarze nieogra-
niczonym. Rozpatrzono dwa przypadki: nagte pojawienie sie stacjonarnego pekniecia
kotowego oraz wzrost i zatrzymanie pekniecia. Das i Kostrov [31] przedstawili réwnanie
przemieszczen i sit brzegowych dla obszaréw przestrzennych z peknieciem poprzecznym.
Oméwiono numeryczne zastosowanie réwnan oraz ich efektywno$¢ i stabilno$¢. Koller,
Bonnet i Madariaga [93] wykorzystywali metode nieciggtosci przemieszczen w analizie
peknie¢ poprzecznych. Uzywano liniowych funkcji przestrzennych i czasowych. W poblizu
wierzchotka pekniecia zastosowano elementy o osobliwych funkcjach ksztattu. Wzrost pek-
niecia modelowano przez dodanie nowych elementéw brzegowych przy wierzchotku peknie-
cia. Analizowano pdtnieskoniczone pekniecie wzrastajagce ze statg lub zmienng predkoscia
oraz pekniecie o skofAczonych wymiarach. Hirose i Achenbach [78] stosowali réwnanie sit
brzegowych do analizy emisji akustycznej wywotanej przez wzrastajgce okragte peknie-
cia poddane obcigzeniu statycznemu. Pola sprezyste wyznaczono dla réznych czestosci
i promieni poczatkowych. Przemieszczenia pekniecia aproksymowano przemieszczeniami
statycznymi i liniowymi funkcjami czasowymi. Mettu i Kim [98] stosowali superpozy-
cje dwoéch rozwigzan dynamicznych dla pekniecia stacjonarnego. Wykorzystywano state
funkcje ksztattu dla przestrzeni i czasu. DWIN wyznaczono metodg najmniejszych kwa-
dratdw na podstawie przemieszczen pekniecia. Metode zastosowano do analizy wzrostu
pétnieskonczonego pekniecia obcigzonego na powierzchniach. Gallego i Dominguez [64]
modelowali wzrost pekniecia, stosujgc przemieszczajgce sie elementy osobliwe i zmiang
dyskretyzacji. Brzeg podzielono na elementy kwadratowe. W poblizu wierzchotka pek-
niecia zastosowano zwykte i osobliwe elementy ¢wiartkowe, ktére pozostajg niezmienione
w czasie wzrostu peknigecia. Przyjeto state funkcje czasowe dla obcigzen i liniowe dla
przemieszczen. DWIN wyznaczono na podstawie obcigzen elementéw osobliwych. Me-
toda wymaga wyznaczania na nowo w kazdym kroku podmacierzy, ktére odpowiadajg
zmieniajagcym sie punktom kolokacji i elementom brzegowym. Dla przemieszczajgcych sie
elementéw zastosowano funkcje ksztattu zalezne jednocze$nie od zmiennych przestrzen-
nych i czasu. Metode wykorzystywano w zagadnieniach, w ktérych ruch pekniecia zostat
wczesniej zdefiniowany: poétnieskoriczonego pekniecia wzrastajgcego ze statg predkoscig w
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obszarze nieograniczonym i pekniecia w tarczy o skonczonych wymiarach. Seelig i Gross
[129] stosowali metode nieciggtosci przemieszczen. Nieciggtos¢ przemieszczen wzdtuz pek-
niecia aproksymowano statymi funkcjami ksztattu i liniowymi funkcjami zaleznymi od
czasu. W poblizu wierzchotka pekniecia zastosowano specjalne funkcje ksztattu. Wzrost
pekniecia modelowano poprzez dodawanie nowych elementdéw brzegowych. W obliczeniach
uwzgledniono zjawisko kontaktu powierzchni pekniecia, przyjmujac, ze w miejscu styku
dziatajg sity zalezne od wzglednego przemieszczenia powierzchni pekniecia. Przyjeto, ze
pekniecie wzrasta w kKierunku wyznaczonym przez maksymalne naprezenie cbwodowe, gdy
naprezenie przekroczyto warto$¢ krytyczng. Otrzymano w ten sposéb zmienng predkos¢
wzrostu. Metode zastosowano do analizy peknie¢ w nieograniczonym osrodku sprezystym.
W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformutowanie dualne i metoda roz-
wigzan w dziedzinie czasu w analizie dynamicznego wzrostu peknie¢ (Fedelinski [62]).

8.1. N umeryczna realizacja metody

Do analizy dynamicznego wzrostu pekniecia zastosowano wczesniej omawiang metode roz-
wigzan w dziedzinie czasu. Ruch ciata z peknieciem moze by¢ opisany za pomocg réwnan
(5.1), (5.2) i (5.3), w ktorych brzeg ciata F jest funkcjg czasu T(r) ze wzgledu na zwiek-
szajgce sie powierzchnie pekniecia. Brzeg ciata mozemy podzieli¢ na brzeg poczatkowy
roinowy brzeg I'9 utworzony przez wzrastajace pekniecie (r(r) = TOUT,) (rys. 8.1).

Rys. 8.1. Brzeg ciata ze wzrastajgcym peknieciem
Fig. 8.1. Boundaries of the body with a growing crack

Wzrost pekniecia jest modelowany przez dodawanie nowych elementow brzegowych
przy wierzchotku pekniecia. Istniejgce elementy nie zmieniajg swojego potozenia. Ten
spos6b modelowania powoduje wzrost liczby elementow i punktéw kotokacji w czasie wzro-
stu pekniecia.

Obliczenia wykonuje sie wedtug nastepujgcego algorytmu:

przed wzrostem pekniecia (tak samo jak dla peknigcia stacjonarnego - rozdziat 5. ):

e w pierwszym kroku oblicz macierze H AA i G AA, przegrupuj je zgodnie z warun-
kami brzegowymi, zeby otrzymac nowe macierze Aaa i B AA irozwiagz utworzony
uktad réwnan,

» w kolejnych krokach czasowych oblicz macierze HV" i G An. ktére odpowiadajg
najwiekszej réznicy N —n i rozwigz uktad réwnan,
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w czasie wzrostu pekniecia:

» wyznacz kierunek wzrostu pekniecia,

» dodaj nowe elementy brzegowe przy wierzchotku pekniecia,

e oblicz macierze i G'Wh dla nowego brzegu ciata,

« dodaj nowe wiersze i kolumny do macierzy obliczonych w poprzednich krokach
czasowych, ktére odpowiadajg nowym punktom kolokacji i elementom brzego-

wym,
e rozwigz utworzony uktad réwnan i powtdrz obliczenia dla kolejnego wzrostu pek-
niecia.
8 .2 . Przyktady numeryczne

Przedstawiong metode zastosowano do rozwigzania dwdch przykfadéw. Pierwszy przy-
ktad to pekniecie w nieograniczonym osrodku sprezystym, wzrastajgce w dwaéch Kierun-
kach. Drugi przyktad to pekniecie brzegowe w tarczy prostokatnej, wzrastajgce wzdtuz
linii prostej. W obu przypadkach pekniecie wzrasta ze statg predkoscia.

Pekniecie w nieograniczonym os$rodku sprezystym

Pekniecie w nieograniczonym os$rodku sprezystym wzrasta symetrycznie ze statg predko-
$cig ¢ od zerowej dtugosci poczatkowej (rys. 8.2). Powierzchnie pekniecia sg obcigzone
rGwnomiernie roztozonym obcigzeniem o natezeniu a0 (Fedelinski (62]).

X2

g=ct—> a=cT—m

Rys. 8.2. Wazrastajgce pekniecie w nieograniczonym osrodku sprezystym
Fig. 8.2. Growing crack in an infinite elastic sheet

Materiat tarczy ma nastepujgce whasnosci mechaniczne: modut Younga E = 0.2 1012 Pa,
wspotczynnik Poissona v = 0.3, gestos¢ p = 8000 kg/m3i znajduje sie w ptaskim stanie
odksztatcenia. Predkos¢ fali podtuznej jest réwna Ci = 5801 m/s, a predkos¢ fali poprzecz-
nej .2 = 3101 m/s. Analizowano pekniecie dla dwéch predkosci wzrostu: ¢ = 1000 m/s
(C/IC; = 0.322) ic= 2000 m/s (c/c2= 0.645). Zastosowano krok czasowy Ar = 1ps dla
predkosci ¢ = 1000 m/s i Ar = 0.5 ps dla ¢ = 2000 m/s. Dtugosci elementéw brzego-
wych byty takie same w obu przypadkach. Na rys. 8.3 i 8.4 pokazano ksztatt peknie¢ dla
réznych chwil, ktdre poréwnano z rozwigzaniami analitycznymi Broberga [63]. Wzrasta-
jace pekniecie powinno mie¢ ksztatt eliptyczny. Diugos¢ osi elipsy w kierunku pekniecia
jest rébwna 2cr, a w kierunku prostopadtym zalezy od obcigzenia a0, modutu sprezysto-
§ci poprzecznej p, wspotczynnika Poissona v i stosunku c/c2 (Freund [63]). Na rys. 8.5
przedstawiono znormalizowane DWIN Ki/KOQ. Prezentowane rozwigzania numeryczne sg
zgodne z rozwigzaniami analitycznymi.
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Wspotrzedna x.

Rys. 8.3. Znormalizowane przemieszczenie pekniecia u2/a0 dla predkosci ¢ = 1000 m/s
Fig. 8.3. Normalized displacement of the crack u2/cr0 for the velocity of growth
¢ = 1000 m/s

Rys. 8.4. Znormalizowane przemieszczenie pekniecia u2/00 dla predkosci ¢ = 2000 m/s
Fig. 8.4. Normalized displacement of the crack u2/ 00 for the velocity of growth
c = 2000 m/s
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Rys. 8.5. Znormalizowane DWIN Ki/Kadla wzrastajgcego pekniecia w nieograniczo-
nym os$rodku sprezystym

Fig. 85. Normalized DSIF K:/KO0 for the growing crack in an infinite elastic sheet

Tarcza prostokagtna z peknieciem brzegowym

Tarcza prostokatna ma diugo$é¢ b — 52 mm i szeroko$¢ 2h = 40 mm (Fedelinski [62]).
Poczatkowa dtugos¢ peknigcia jest rowna a0 = 12 mm. Tarcza jest utwierdzona wzdtuz
jednej krawedzi i obcigzona wzdtuz dwdéch krawedzi impulsem statym o natezeniu a0
(rys. 8.6). Materiat tarczy ma nastepujgce wiasnosci mechaniczne: modut sprezystosci

poprzecznej fi —29.4 <109 Pa, wspétczynnik Poissona v —0.286, gesto$¢ p = 2450 kg/m3
i znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia.

2h

Rys. 8.6. Tarcza prostokatna ze wzrastajgcym peknieciem brzegowym
Fig. 8.6. Rectangular plate with a growing edge crack
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Rys. 8.7. Pole przemieszczen dla tarczy prostokatnej z peknigciem brzegowym
Fig. 8.7. Displacement field for the rectangular plate with an edge crack
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Pekniecie jest stacjonarne dla czasu r < 4.4 fis i nastepnie wzrasta ze statg predko-
$cig ¢ = 1000 m/s. Poczatkowy brzeg tarczy i pekniecia podzielono na 48 elementéw
kwadratowych i zastosowano krok czasowy Ar = 0.6 jis. Przemieszczenia gornej potowy
tarczy w réznych chwilach czasowych t = 2.4, 4.8, 7.2, 9.6, 12 fis. w kierunku osi X
i y przedstawiono na rys. 8.7. Znormalizowane DWIN Ki/K 0 pokazano na rys. 8.8 i
poréwnano z rozwigzaniem otrzymanym przez Nishioke i Atluriego [113], ktérzy stosowali
MES. Podstawy teoretyczne tej metody opisano w pracy Nishioki i Atluriego [112] oraz
Atluriego i Nishioki [11].

Podobne rozwigzania prezentowane sg w pracach Kishimoty, Aoki i Sakaty [87], Aoki,
Kishimoty i Sakaty [8], Koha, Lee, Habera [92] oraz Gallego i Domingueza [64]. Wsp6t-
czynnik Kaobliczono wedtug réwnania (4.12), przyjmujac, ze a jest poczatkowg dtugoscia
pekniecia a0.

——+i 1lliilllkallIHilllHAl I i aeeeen =
0 5 10 15 20

Czas t [jus]

Rys. 8.8. Znormalizowane DWIN Ki/KO0 dla tarczy prostokatnej ze wzrastajgcym
peknieciem brzegowym
Fig. 8.8. Normalized DSIF Ki/Ka for the rectangular plate with a growing edge crack



Rozdziat 9

Metoda transfomadgi calkonwych da
Zagaonienia rgvwmaronego

Metode transformacji catkowych (MTC) Laplace’a i Fouriera w pofaczeniu z metodg po-
dziatu na podobszary i metoda nieciggtosci przemieszczen w analizie dynamicznej peknie¢
przedstawiono w wielu pracach.

Metoda transformacji catkowej Laplace’a byta stosowana przez Sladka i Sladka [132],
ktérzy analizowali pekniecie kotowe w nieograniczonym osrodku sprezystym poddane ob-
cigzeniu harmonicznemu i uderzeniowemu. Zagadnienie rozwigzano metoda nieciggtosci
przemieszczen. Przyjeto biegunowy uktad wspotrzednych i liniowg zmienno$¢ przemiesz-
czen wzdtuz promienia. Analizowano wptyw wspotczynnika Poissona i czestosci wymu-
szenia dla obcigzenia harmonicznego. Zhang, Lee i Zhang [176] analizowali symetryczne
zagadnienia tréjwymiarowe: pekniecie w prostokatnej ptycie i szesScian z kotowym pek-
nieciem brzegowym. Wen, Aliabadi i Rooke [154] zastosowali metode nieciggtosci prze-
mieszczen i metode réwnowaznego naprezenia do analizy przemieszczen i DWIN w pta-
skich prostokatnych, kotowych i eliptycznych peknieciach wrosrodku nieograniczonym. Ci
sami autorzy [150] stosowali metode posrednia, wrktorej wielkosciami nieznanymi sg fik-
cyjne obcigzenia i nieciggtos¢ przemieszczen powierzchni pekniecia. Za pomocg metody
transformacji Laptace’a analizowano ptaskie pekniecia kwadratowa, kotowe i eliptyczne w
elemencie prostopadtosciennym. Dla tych samych uktadéw analizowano metoda funkcji
wazonej [155] wptyw rozktadu obcigzenia oraz metodg funkcji Greena wptvw7zmiennosci
obcigzenia w czasie na DWIN. W pracy [156] analizowano metodg funkcji wazonych ukos$ne
pekniecie kwadratowe w elemencie prostopadtosciennym. W pracy [161] wikorzystywano
metode nieciggtosci przemieszczen i metode funkcji wazonych do obliczenia DWIN dla we-
wmetrznego pekniecia kotowego i eliptycznego oraz prostokatnych peknieé brzegowych w
elemencie prostopadtosciennym i r6znego sposobu obcigzenia. Hirose i Niwa [79] stosowali
metode nieciggtosci przemieszczen do analizy rozproszenia fal sprezystych przez pekniecie
kotlow®. Zhang i Achenbach [171] przedstawili metode catki reprezentujgcej zachowanie
energii sprezystej, ktéra umozliwia otrzymanie brzegowego réwmania catkowego dla za-
gadnienia drgan harmonicznych nie posiadajgcego hiperosobliwosci. Zhang i Gross [172]
zastosowali te metode dla pekniecia kotowego, eliptycznego i kwadratowego obcigzonego
sitami harmonicznymi.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione ujecie dualne MEB i metoda trans-
formacji catkow-ych wr analizie dynamicznej peknie¢ dla zagadnienia tréojwymiarowego
(Fedelinski [45], [46], [47], [49]. [51)]).

84



9.1. N umeryczna realizacja metody

W przypadku ciata jednorodnego, izotropowego i iiniowo-sprezystego obcigzonego sitami
brzegowymi i przy zerowych warunkach poczatkowych og6lna posta¢ brzegowych réwnan
catkowych dla zagadnienia trojwymiarowego jest taka sama jak dla zadania dwuwymia-
rowego (réwnania (4.3), (4.4) i (4.5)).

Sposob podziatu na elementy brzegowe i aproksymacji wielkosci brzegowych dla me-
tody transformacji catkowych jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. W wyniku
dyskretyzacji i aproksymacji otrzymujemy nastepujgce réwnanie przemieszczen:

4«i(s)= £ £ [«TM [ [ g(")A mp(o ™) « 2

771:1p:| -1 -1
1.
-u/» 11 fE(e,*)IVA(0.7mm ide 2, 9.1)
-1 -1

oraz réwnanie przemieszczen i sit brzegowychdla weztéw nalezacych do peknigcia:

|«S(a) + \u'l{s)= £) £ [;7P(s) i | UIJE,s)Nmp(E)IJm(E)dalda2

T—1p—1 i

1.

-ummp(s)j I T (E,s)Nmp(E)Im(E)dEIdEZ], 9.2)
-1,

S\%(*) = < £ £ [tris)} J UKij(E,s)Nmp(OJIm(E)JELER

T—1p—1
1.
-ukp(s) I f rklI(*s)Nmp(OJIm(t)deid&\. (9.3)
-0 -
Spos6b tworzenia macierzowego uktadu réwnan i jego rozwigzania jest taki sam jak
dla zagadnienia dwuwymiarowego.

9.2. Przyktady numeryczne

Metode transformacji catkowych zastosowano do rozwigzania dwoch przyktadéw. Pierw-
szy przyktad - dwa wspotptaszczyznowe pekniecia kwadratowe w nieograniczonym osrodku
sprezystym przedstawia wptyw odlegtosci miedzy peknieciami na DWIN. Drugi przykitad
- prostopadtoscienny pret z kwadratowym peknieciem wewnetrznym pokazuje wptyw po-
fozenia pekniecia na przemieszczenia i DWIN. Obliczenia wykonano dla wspoétczynnika
Poissona v = 0.2.Uk}ady obcigzono impulsem statym o wartosci (ToDWIN wyznaczono
na podstawie rozwarcia wierzchotka pekniecia i znormalizowano zewzgledu na Ka, okre-
$lonego za pomocg réwnania (4.12). Rozwigzania zalezne od czasu otrzymano, stosujgc
25 parametréw Laplace’a, a charakterystyke amplitudowD-czestotliwosciow'as wyznaczono
dla 50 czestosci.

85



Dwa wspotptaszczyznowe pekniecia kwadratow e
w nieograniczonym os$rodku sprezystym

Dwa wspoiptaszczyznowe pekniecia kwadratowe o wymiarach 2a x 2a w nieograniczo-
nym osrodku sprezystym sa obcigzone prostopadle do powierzchni peknieé (rys. 9.1)
(Fedelinski [47]). Kazda powierzchnie pekniecia podzielono na 225 elementéw' statych.
Obliczono znormalizowane DWIN Ki/KOQO dla réznych wzglednych odlegtosci
b/a = 0.2, 0.6, 1.0 w punktach A i B w $rodku przeciwdegtych krawedzi pekniecia.
Znormalizowane DWIN K[/Kaw punktach A i B jako funkcje znormalizowanego czasu
rc2/o przedstawiono na rys. 9.2 i 9.3, a jako funkcje znormalizowanej czestosci wa/c2 na
rys. 9.4 i 9.5. Wyniki poréwnano z rozwigzaniami dla pojedynczego pekniecia, otrzyma-
nymi za pomocg DMEB oraz przez Wena, Aliabadiego, Rooke’a [154] i Zhanga, Grossa
[172]. Z obliczen wynika, ze gdy odlegto$¢ miedzy peknieciami zmniejsza sie, to DWIN
wzrasta. Ze wzrostem odlegtosci miedzy peknieciami rozwigzania dgzg do rozwigzan dla
pojedynczego pekniecia. Gdy wzgledna odlegto$¢ b/a jest wieksza niz 1, to wptyw dru-
giego pekniecia jest pomijalnie maty. Odlegtos¢ ma wiekszy wptyw na DWIN w punkcie
A niz w punkcie B. Poczatkowa zmienno$¢ DWIN dla kazdej odlegtosci jest taka sama.

Rys. 9.1. Dwa wspobiptaszczyznowe pekniecia kwadratowe
w nieograniczonym os$rodku sprezystym
Fig. 9.1. Two coplanar square cracks in an infinite elastic domain

Pret prostopadtos$cienny z kwadratowym peknieciem
wewnetrznym

Pret prostopadtoscienny o wwsokosci h i kwadratowym przekroju poprzecznym o wymia-
rach 26 x 26 ma pekniecie wewnetrzne o wymiarach 2a x 2a (rys. 9.6) (Fedelinski (47]).
Stosunki wymiaréw sa réwne a/b — 0.5 i h/b = 4. Odlegto$¢ poziomego pekniecia od
dolnego utwierdzonego kofnca jest réwma c. Gorny koniec jest obcigzony réwnomiernie i
prostopadle do powierzchni. Rozpatrzono dwra sposoby dyskretyzacji ciata - powierzchnie
podzielono na 450 elementow statych i 58 elementow kwadratowych. Analizowano dyna-
mike preta dla trzech réznych wzglednych wysokosci pekniecia c/o = 0.25, 0.50, 0.75.
Znormalizowane pionowe przemieszczenie UE/ (abh) jako funkcje znormalizowanego czasu
Tc\/h dla trzech punktowe A w $rodku gornej powierzchni preta, B i C w $rodku gornej i
dolnej powierzchni pekniecia przedstawiono na rys. 9.7. Z wykresu wynika, ze potozenie
pekniecia ma malty wptyw na przemieszczenia gornej powierzchni preta. Przemieszczenia
sg identyczne az do chwili, gdy fala podtuzna odbita przez pekniecie dociera do gdrnej
powierzchni preta. Rozwigzania otrzymano, stosujac elementy kwadratowa. Podobne
wvniki otrzymano dla elementow' statych.
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Znormalizowany czas tcZa

Rys. 9.2. Znormalizowany DWIN Ki/K,, w punkcie A dla dwéch wspéiptaszczyznowych
peknie¢ kwadratowych w nieograniczonym osrodku sprezystym

Fig. 9.2. Normalized DSIF Ki/KO0at the point A for two coplanar square cracks
in an infinite elastic domain

Znormalizowany czas tc2a

Rys. 9.3. Znormalizowany DWIN Ki/K,, w punkcie B dla dwdch wspdtptaszczyznowych
peknie¢ kwadratowych w nieograniczonym osrodku sprezystym

Fig. 9.3. Normalized DSIF Ki/KO0at the point B for twio coplanar square cracks
in an infinite elastic domain
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Znormalizowana czestos¢ wa/c2

Rys. 9.4. Znormalizowany DWIN Ki/K0w punkcie A dla dwoéch wspétptaszczyznowych
peknie¢ kwadratowych w nieograniczonym os$rodku sprezystym

Fig. 9.4. Normalized DSIF I<i/KOQat the point A for two coplanar square cracks
in an infinite elastic domain

Znormalizowana czestos¢ walc2

Rys. 9.5. Znormalizowany DWIN I<i/KOw punkcie B dla dwéch wspdtptaszczyznowych
peknie¢ kwadratowych w nieograniczonym osrodku sprezystym

Fig. 9.5. Normalized DSIF I<i/KO0 at the point B for two coplanar square cracks
in an infinite elastic domain



Rys. 9.6.

Pret prostopadtoscienny z kwadratowym peknieciem wewnetrznym
Fig. 9.6.

Rectangular bar with an internal square crack

Znormalizowany czas TCi/h

Rys. 9.7. Znormalizowane przemieszczenia UE/(a0h) w punktach A, B i C dla pekniecia

kwadratowego w precie prostopadto$ciennym - rézne potozenie pekniecia
Fig. 9.7.

Normalized displacements uE/(aCh) at points A, B and C for the square crack
in the rectangular bar - different positions of the crack

Znormalizowane DWIN K j/KO0jako funkcje znormalizowanego czasu rci/h i znorma-
lizowanej czestosci uh/ci przedstawiono odpowiednio na rys. 9.8 i 9.9. Rozwigzania wy-
znaczone za pomocg elementéw statych i kwadratowych sg podobne. Potozenie pekniecia
ma maty wptyw na najwieksze wartosci DWIN i warto$¢ pierwszej czestosci rezonansowe;j.
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Znormalizowany czas Tc,/h

Rys. 9.8. Znormalizowany DWIN Kr/Ko dla pekniecia kwadratowego w precie
prostopadtosSciennym - rézne potozenie peknigcia
Fig. 9.8. Normalized DSIF Kj/KO for the square crack in the rectangular bar
- different positions of the crack
\
>
t
9
R
'S
rg
Znormalizowana czesto$¢  wh/c,
Rys. 9.9.

Znormalizowany DWIN Ki/KO0 dla pekniecia kwadratowego w precie
prostopadto$ciennym - rézne potozenie pekniecia

Normalized DSIF Ki/KO0 for the square crack in the rectangular bar
- different positions of the crack

Fig. 9.9.
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Rozdziat 10

Przykiady analizy elenmertow
konstrukcyjrnych z pekniecaam

10.1. W prowadzenie

W poprzednich rozdziatach przedstawiono przyktady numeryczne ilustrujgce zastosowanie
omawianych metod. Jednym z celéow tych przykiadow byto poréwnanie otrzymanych
rozwigzan z dostepnymi w literaturze rozwigzaniami analitycznymi i numerycznymi. Na
0got prezentowane w literaturze uktady majg prosta geometrig, sposéb zamocowania i
obcigzenia.

W miejscach, gdzie elementy konstrukcyjne zmieniajg swdj ksztatt i wymiary, zmienia
sie rozktad naprezen. Szczeg6lnie duze spietrzenie naprezeni wystepuje na dnie karbu.
Karbami mogg by¢ np. odsadzenia watéw, otwory, rowki, gwinty itp. Spietrzenie cha-
rakteryzuje sie tym, ze naprezenia sg znacznie wieksze od nominalnych. W miejscach, w
ktérych nastepuje spietrzenie naprezen, czesto dochodzi do powstania peknie¢ zmeczenio-
wych.

Jeden ze sposobdw zmniejszenia spietrzenia naprezeri polega na odpowiednim ksztat-
towaniu elementéw konstrukcyjnych (Kocanda i Szala [91]). W przypadku watdéw, osi i
sworzni mozna zmniejszy¢ naprezenia poprzez zwiekszenie promienia zaokraglenia odsg-
dzenia lub wykonanie obraczkowego rowka odcigzajgcego. Otwory smarownicze nawierca
sie, wykonuje sie ptaskie Sciecia, rowki odcigzajgce i kotnierze. Dla watdw korbowych
stosuje sie tak zwane dodatnie przekrycie czopéw, otwory i wgtebienia odcigzajgce oraz
zwieksza sie pochylenie ramion korb. W rowkach wpustowych i klinowych zaokragla sie
dna. W potaczeniach wttaczanych wykonuje sie rowek odcigzajacy w piascie i wale, za-
okragla sie wewnetrzne krawedzie elementu wciskanego lub zmniejsza sie grubos¢ jego
krawedzi zewnetrznych. W elementach ptaskich stosuje sie karby lub rowki odcigzajace.
W potaczeniach gwintowych zmniejsza sie $rednice trzpienia Sruby i wykonuje sie tagodne
przejécia od trzpienia do gwintu i do tba Sruby. Dodatkowo zwieksza sie podatno$é na-
kretki za pomocg rowkoéw odcigzajacych lub przez zmniejszenie jej grubosci.

W tym rozdziale przedstawiono nowe, ztozone i praktyczne przyktady analizy elemen-
tow konstrukcyjnych z peknieciami. Analizowane elementy konstrukcyjne majg pekniecia
w miejscach o duzych naprezeniach lub w miejscach spietrzenia naprezen na dnie karbu.

Pierwszy przykiad - prostokatny element fgczacy z dwoma peknigciami brzegowymi
pokazuje jeszcze jedno pordwnanie rozwigzan otrzymanych trzema metodami: metodg
transformacji catkowej Laplace’a, metodg rozwigzan w dziedzinie czasu i metodg podwoj-
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nej zasady wzajemnosci. Drugi przyktad - korba z dwoma peknigciami brzegowymi przed-
stawia zastosowanie metody transformacji catkowej Laplace’a. Trzeci przyktad - podpora
z peknieciem brzegowym prezentuje zastosowanie metody rozwigzan w dziedzinie czasu
do analizy stacjonarnego i wzrastajgcego pekniecia. Czwarty przyktad - wirujacy krazek
z dwoma peknieciami brzegowymi przedstawia zastosowanie metody podwdjnej zasady
wzajemnosci do analizy konstrukcji obcigzonej sitami odSrodkowymi. Pigty przykfad -
rura gruboscienna z peknieciem na wskro$ przedstawia zastosowanie metody transforma-
cji catkowej do analizy konstrukcji trojwymiarowej. Przyjeto, ze elementy konstrukcyjne
wykonane sg z materiatu o nastepujacych wiasnosciach: modut Younga E = 0.2 <1012 Pa,
wspotczynnik Poissona v = 0.3 i gesto$¢ p = 8000 kg/m3. Dla zagadniefi dwuwymiaro-
wych przyjeto, ze uktad znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia. Zatozono, ze ob-
cigzenie dynamiczne a0 jest przylozone nagle w7 chwili poczatkowej i nastepnie ma stalg
WAartos¢.
Dla wigkszosci przyktadow DWIN znormalizowano ze wzgledu na

Ko — Uo”fim, (10-1)

gdzie aOjest wartosScig przytozonego naprezenia i ajest wymiarem pekniecia. Jezeli wpro-
wadzono inny wspo6tczynnik normalizacyjny, to zostat on zdefiniowany w odpowiednim
podrozdziale.

10.2. Prostokagtny element tgczgcy z dwoma peknigciam.ii

brzegow ymi

Prostokatny element fgczy za pomoca Srub dwa elementy konstrukcji, ktore sg rozciggane
(Fedelinski [43]). Element tgczacy jest przykrecony do kazdej czesci konstrukcji dwoma
Srubami. Przyjeto, ze Sruby dziatajg na element sitami skierowanymi prostopadle do
powierzchni otworéw. Zatozono, ze obcigzona jest potowa kazdego otworu, a rozktad ob-
cigzenia jest sinusoidalny, o maksymalnej wartosci aB= 10 MPa. Jeden z otworéw, w
miejscach gdzie wystepuje spietrzenie naprezen, ma dwa pekniecia brzegowe skierowane
wzdtuz Srednicy i prostopadle do kierunku dziatania obcigzenia. Wymiary elementu wy-
razone w/ milimetrach i spos6b obcigzenia przedstawiono na rys. 10.la. Ze wzgledu na
symetrie uktadu rozpatrzono potow® konstrukcji, przyjmujac odpowiednie warunki brze-
gowe wizdtuz osi symetrii (rys. 10.1b). Zadanie rozwigzano, stosujgc trzy metody: metode
transformacji catkowej Laplace’a (MTCL), metode rozwigzan w dziedzinie czasu (MRDC)
i metode podwdjnej zasady wzajemnosci (MPZW). Brzeg ciata podzielono na 68 elemen-
tow7 kwadratowych. W przypadku metody podwdjnej zasady wzajemnosci zastosowano
dodatkow™®d 43 punkty wewnetrzne. Rozwigzania numeryczne otrzymano, stosujgc 50 pa-
rametréw Laplace’a, krok czasowy At —2 ps dla metody rozwigzan w dziedzinie czasu i
At = 1ps dla metody podwdjnej zasady wzajemnosci. Na rys. 10.lc pokazano odksztat-
cony element dla kilku wybranych chwil czasowych t = 8, 16, 24 ps. Przemieszczenia
punktu A, pokazanego na rys. 10.la, przedstawiono na rys. 10.2, a znormalizowane DWIN
Ki/KO0na rys. 10.3. Na wykresach jest widoczna dobra zgodno$¢ wynikéw otrzymanych
trzema metodami.
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DWIN znormalizowano ze wzgledu na wartos¢ statyczng SWIN dla peknigecia o dtu-
gosci 2(r + a) w nieograniczonym os$rodku sprezystym obcigzonego silami P —<07rr/2 w
Srodku pekniecia

aonr

— (10.2)
2yV(r + a)

Kn

gdzie r jest promieniem otworu, a ajest dtugosScig pekniecia.

a)
b)
c)
t= 8lus
n _ I\
t=1 6ljs

Rys. 10.1. Prostokatny element tgczacy z dwoma peknieciami brzegowymi:
a) wymiary konstrukcji, b) model numeryczny konstrukciji,
c) posta¢ nieodksztatconej (linia przerywana) i odksztatconej (linia ci
konstrukcji dla kilku wybranych chwil czasowych
Fig. 10.1. Rectangular connecting rod with two edge cracks:
a) dimensions of the structure, b) numerical model of the structure,
¢) undeformed (dashed line) and deformed (continuous line) shapes
of the structure at particular times
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Rys. 10.2. Przemieszczenia punktu A dla prostokatnego elementu tgczacego
z dwoma peknieciami brzegowymi

Fig. 10.2. Displacements of the point A for the rectangular connecting rod
with two edge cracks
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Rvs. 10.3. Znormalizowany DWIN Ki/K,, dla prostokatnego elementu taczacego
z dwoma peknieciami brzegowymi

Fig. 10.3. Normalized DSIF Ki/KO0 for the rectangular connnecting rod
with two edge cracks
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10.3. Korba z dwoma peknieciami brzegowymi

Korba ma dwa otwory: wigkszy jest sztywno zamocowany, a potowa mniejszego jest obcig-
zona sitami prostopadtymi do powierzchni otworu o rozktadzie sinusoidalnym
(Fedelinski [48]). Na powierzchni zewnetrznej, w miejscach gdzie znajdujg sie karby,
wystepuja pekniecia brzegowe skierowane w kierunku osi otworéw. Wymiary korby, wy-
razone w milimetrach, spos6b zamocowania i obcigzenia przedstawiono na rys. 10.4. Roz-
wigzania numeryczne otrzymano, stosujagc metode transformacji catkowej Laplace’a o 25
parametrach. Brzeg korby podzielono na 68 elementéw kwadratowych. Znormalizowane
DWIN K/K,, dla obu peknig¢ pokazano na rys. 10.5.

Rys. 10.4. Korba z dwoma peknieciami brzegowymi
Fig. 10.4. Crank with two edge cracks

Czas t [/zs]

Rys. 10.5. Znormalizowany DWIN K/KO0dla korby z dwoma peknieciami brzegowymi
Fig. 10.5. Normalized DSIF K/KO0 for the crank with two edge cracks
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10.4. Podpora z peknieciem brzegowym

Podstawa podpory jest sztywno zamocowana, a otwor jest potgczony z konstrukcjg za
pomocg sworznia (Fedelinski [44]). Przyjeto, ze potowa otworu jest obcigzona sitami nor-
malnymi o rozktadzie sinusoidalnym. Na krawedzi bocznej znajduje sie pekniecie brzegowe
skierowane prostopadle do powierzchni. Wymiary podpory, wyrazone w milimetrach, spo-
s6b zamocowania i obcigzenia przedstawiono na rys. 10.6. Rozpatrzono trzy rézne kie-
runki sity wypadkowej P na powierzchni otworu: poziomy (a = 0°), ukosny (a = 45°) i
pionowy (a = 90°) (rys. 10.7). Pekniecie jest stacjonarne do chwili t < 16 fis, a nastepnie
wzrasta ze statg predkoscig ¢ = 1000 m/s. Zagadnienie analizowano metodg rozwigzan
w dziedzinie czasu. Poczatkowy brzeg ciata podzielono na 56 elementéw kwadratowych,
a krok czasowy jest rowny At = 2 fis. W czasie wzrostu pekniecia, w kazdym kroku
czasowym dodawano do wierzchotka pekniecia pare elementow brzegowych o diugosci
Aa =2 mm. Wyniki wyznaczono dla 24 krokéw czasowych. Koricowy model numeryczny
miat 88 elementdw brzegowych. Ksztalt wzrastajgcego pekniecia dla réznego kierunku
obcigzenia statycznego i dynamicznego przedstawiono na rys. 10.7. Wyniki dla obcigze-
nia statycznego wyznaczono za pomocg programu komputerowego Porteli i Aliabadiego
[121]. Pekniecia dla obcigzenia dynamicznego maja podobny ksztalt jak dla obcigzenia
statycznego. W przypadku obcigzenia dynamicznego pekniecie czesciej zmienia kierunek
wzrostu ze wzgledu na poruszajgce sie fale sprezyste w ciele. Na rys. 10.8 pokazano
posta¢ nieodksztatcong i odksztatcong dla kilku wybranych chwil czasowych t = 20 fis,
30 fis i 40 fis. Znormalizowane DWIN K/K O dla pekniecia stacjonarnego przedstawiono
na rys. 10.9, a dla pekniecia wzrastajgcego na rys. 10.10. Rozwigzania dla pekniecia
stacjonarnego obliczono dla dwukrotnie dtuzszego czasu, zeby pokaza¢ najwieksze warto-
sci DWIN. Wartosci znormalizowanych DWIN Ki/ K0 sa wieksze od Kn/K 0, dla peknie¢
stacjonarnych i wzrastajacych.

Rys. 10.6. Podpora z peknieciem brzegowym
Fig. 10.6. Support with an edge crack
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Rys. 10.7.

Fig. 10.7.

Rys. 10.8.

Fig. 10.8.

Linia pekniecia w podporze dla réznego kierunku przytozonego obcigzenia:
a) statycznego, b) dynamicznego

Crack paths in the support for different directions of the applied load:

a) static, b) dynamic

Postacie nieodksztatconej (linia przerywana) i odksztatconej (linie ciggte)
podpory z peknieciem brzegowym, obcigzonej poziomo, dla wybranych
chwil czasowych 20/j.s, 30/rs i 40/xs

Shapes of undeformed (dashed lines) and deformed (continuous lines)
support with the edge crack, subjected to the horizontal load,

at particular times 20/is, 30jis and 40jis
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Rys. 10.9. Znormalizowany DWIN K/KOdla podpory z brzegowym peknieciem
stacjonarnym - rozny kierunek przytozonego obcigzenia

Fig. 10.9. Normalized DSIF K/K O for the support with the stationary edge crack
- different directions of the applied load
Czas t [/¢s]
Rys. 10.10. Znormalizowany DWIN K/KO0dla podpory ze wzrastajgcym peknieciem
brzegowym - rézny kierunek przytozonego obcigzenia
Fig. 10.10.

Normalized DSIF K/K 0 for the support with the growing edge crack
- different directions of the applied load
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10.5. Wirujacy krgzek z dwoma peknieciami
brzegowymi

Wirujacy krazek ma sze$¢ otwordw na obwodzie i otwdr z rowkiem wpustowym do osa-
dzenia tarczy na wale (Fedelinski [48]). W narozach rowka wpustowego znajdujg sie dwa
pekniecia skierowane w kierunku $rodka otworu. Wymiary krazka, wyrazone w milime-
trach, pokazano na rys. 10.11. Krazek wiruje ze statg predkoscig katowa Ui i jest obcig-
zony sitami od$rodkowymi. Ze wzgledu na symetrie krgzka rozpatrzono potowe uktadu,
przyjmujac odpowiednie warunki brzegowe wzdtuz osi symetrii (rys. 10.12). Zadanie
rozwigzano metoda podwdjnej zasady wzajemnosci. Brzeg uktadu podzielono na 66 ele-
mentdéw kwadratowych. W obliczeniach zastosowano dodatkowo 44 punkty wewnetrzne.
Na rys. 10.12 przedstawiono posta¢ nieodksztatconego i odksztatconego kragzka. DWIN
znormalizowano ze wzgledu na:

K°= an " \pu2R2Vna, (10.3)

gdzie R jest promieniem krazka. Obliczone znormalizowane DWIN sg rowne
Ki/K0= 2.158 i Ku/K 0= 0.333.

Rys. 10.11. Wirujacy krazek z dwoma peknieciami brzegowymi
Fig. 10.11. Rotating disc with two edge cracks

Rys. 10.12. Posta¢ nieodksztatconego (linia przerywana) i odksztatconego (linia ciggta)
wirujagcego krazka z dwoma peknieciami brzegowymi

Fig. 10.12. Undeformed (dashed line) and deformed shapes (continuous line)
of the rotating disc with two edge cracks
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10.6. Rura grubosScienna z peknieciem

Rura gruboscienna jest obcigzona ciSnieniem wewnetrznym p (Fedelinski [49], [51]). Rura
ma prostokatne pekniecie na catej grubosci, lezace w plaszczyznie przechodzacej przez o$
rury. Promiefh wewnetrzny rury wynosi rg — 10 mm\ promien zewnetrzny r. = 25 mm;
analizowana dtugos$¢ rury | = 150 mm, a dlugos¢ pekniecia 2a = 50 mm. Wymiary
rury, wyrazone w milimetrach, i uktad wspotrzednych pokazano na rys. 10.13. Rura z
peknieciem ma dwie plaszczyzny symetrii yz i xz. Analizowano potowe rury, przyjmujac
odpowiednie warunki brzegowe wzdtuz ptaszczyzny symetrii xz. Potowe rury podzie-
lono na 606 elementéw statych. Rozwigzania numeryczne wyznaczono, stosujac metode
transformacji catkowej Laplace’a o 25 parametrach.

Znormalizowane przemieszczenia u/ua punktéw na powierzchni zewnetrznej w kie-
runku promieniowym przedstawiono na rys. 10.14. Przemieszczenie uOjest przemieszcze-
niem statycznym rury bez pekniecia, ktére wyznaczono z nastepujacego réwnania:

2rfr2P
E(rl-r\Y
Przemieszczenia obliczono w trzech punktach, ktdre maja nastepujace wspotrzedne
@y, 2): .4(25,2.5,0), 5(25,17.5,0), £7(25,32.5.0), 11(25,47.5.0) i 5(25,62.5,0).
Znormalizowane DWIN Kj/K 0 obliczono w $rodku pekniecia i przedstawiono na rys.
10.15. Wspotczynnik normalizacyjny jest rowny:

(10.4)

rf
Ka—Uyna, &= " |, (10.5)
‘2 71
gdzie a jest statycznym naprezeniem obwodowym w $rodku pekniecia, a r jest odlegtoscig

$rodka pekniecia od osi rury.

Rys. 10.13. Rura grubos$cienna z peknigciem
Fig. 10.13. Thick-walled pipe with a crack
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20 40 60 80 100
Czas t [lus]

Rys. 10.14. Znormalizowane przemieszczenia u/u0 punktéw wzdtuz powierzchni
zewnetrznej dla rury grubosciennej z peknieciem

Fig. 10.14. Normalized displacements u/u0 of points along the external surface
of the thick-walled pipe with a crack

Czas t [¢és]

Rys. 10.15. Znormalizowany DWIN K[/KOw $rodku krawedzi pekniecia
dla rury grubosSciennej z peknieciem

Fig. 10.15. Normalized DSIF Ki/KO0in the middle of the crack front
for the thick-walled pipe with a crack
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Rozdziat 11
l l - I pd

W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie dualnej metody elementéw brze-
gowych (DMEB) w zagadnieniach dynamicznych mechaniki pekania. W odréznieniu od
wczesniej stosowanych metod analizy peknie¢ za pomocg MEB, tzn. metody podziatu
na podobszary i metody nieciggtosci przemieszczen, metoda dualna umozliwia bezpo-
$rednie obliczenie nieznanych wielkosci brzegowych, w wyniku wyfacznie dyskretyzacji
powierzchni ciata.

W pracy przedstawiono po raz pierwszy:

e sformutowanie i zastosowanie DMEB w potaczeniu z metodg transformacji catkowej,
metodg rozwigzan w dziedzinie czasu i metodg podwojnej zasady wzajemnosci,

e poréwnanie roznych sformutowan DMEB ze wzgledu na ich ztozono$¢, wymagang
pamie¢ komputerows, szybkos¢ i doktadnos$¢ obliczeh oraz mozliwe zastosowania,

» wykorzystanie catek niezaleznych od konturu catkowania i MEB do obliczania dy-
namicznych wspoétczynnikéw intensywnosci naprezen,

 okreslenie kierunku dynamicznego wzrostu pekniecia za pomocg MEB.

 analize wptywu wielkosci, kierunku, potozenia i predkosci wzrostu peknieé, rozktadu
i zmiennosci obcigzenia, sposobu zamocowania, wiasnosci materiatowych na dyna-
miczne wspotczynniki intensywnosci naprezen,

» rozwigzanie wielu nowych, ztozonych i praktycznych przykfadéw dynamicznie ob-
cigzonych konstrukcji z peknieciami.

Poprawmos$¢ rozwigzan nowwch zagadnien zostata potwierdzona w pdzniejszych pracach,
np. Wena [151], Gallego i Domingueza [66], Agnantiarisa. Potyzosa i Beskosa [Z] i innych.

Opracowano pie¢ programdéw komputerowych, ktére moga by¢ stosowane do analizy
dynamicznej elementdw konstrukcyjnych z peknieciami. Zagadnienia dwuwymiarowe i
pekniecia stacjonarne moga by¢ analizowane jedng z trzech metod: metodg transformacji
catkowych, metoda rozwigzan w dziedzinie czasu i metodg podwdjnej zasady wzajemnosci.
Zagadnienia dwuwymiarowe i pekniecia wzrastajgce analizowane sg metodg rozwigzan w
dziedzinie czasu, a zagadnienia trojwymiarowe i pekniecia stacjonarne metodg transfor-
macji catkowych. Opracowane programy komputerowe obliczajg nieznane przemieszczenia
i naprezenia na brzegu i we wskazanych punktach wewnetrznych oraz dynamiczne wspot-
czynniki intensywnosci naprezen.
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W pracy przedstawiono tylko podstawowe zastosowania opracowanych programoéw
komputerowych. Inne zastosowania oméwiono w publikacjach.

Rooke, Acros i Fedelinski [124] analizowali efekt dynamiczny spowddowany zerwaniem
elementu, ktory wzmacnia pekniecie. Za pomocg metody podwadjnej zasady wzajemnosci
badano wptyw7rozktadu obcigzenia na powierzchniach pekniecia. Wykorzystujac te roz-
wigzania oraz zasade superpozycji, okreslono wzgledng réznice dynamicznych wspétczyn-
nikdw intensywmosci naprezen przy peknieciu statycznym i dynamicznym wzmocnienia.

Sladek, Sladek i Fedelifiski [134], [135] i [136] wwznaczyli nieosobliwy skiadnik dy-
namicznego pola naprezern wbkot wierzchotka pekniecia, tzw. T-naprezenie. Uwzgled-
nienie tego skiadnika pozwrla na doktadniejsze okreslenie Kierunku wzrostu pekniecia.
T-naprezenie okre$lono na podstawie catki niezaleznej od konturu catkowania. Wielkosci
potrzebne do obliczenia catki wyznaczono, stosujagc metode rozwigzan w dziedzinie czasu.

Albuquerque, Soltero i Fedelinski [3] analizowali obcigzone dynamicznie elementy z
peknieciami, wykonane z materialu ortotropowego. Zagadnienie rozwigzano, stosujac
metode podwojnej zasady wzajemnosci.

Burczynski, Bonnet i Nowakowski [21] analizowali wptyw7translacji i zmiany ksztattu
pekniecia na przemieszczenia brzegu dla uktadu obcigzonego dynamicznie. Wrazliwo$¢
okreslono, stosujagc metode uktadu sprzezonego oraz metode réznic skonczonych. Nastep-
nie wyznaczono nieznane potozenie pekniecia na podstawie przemieszczen brzegu. Wiel-
kosci potrzebne do obliczenia wrazliwosci i identyfikacji potozenia pekniecia wyznaczono
metodg podwdjnej zasady wzajemnosci.

Dualne sformutowanie MEB byto rozwijane dla zagadnienn trojw®miarow®ch przez
Wena, Aliabadiego i Rooke’a. W pracach [159], [160] zastosowano metode transforma-
cji Laplace’a do analizy DWIN dla wewmetrznego pekniecia kotowego i eliptycznego oraz
prostokatnego pekniecia brzegowego wr elemencie prostopadtosciennym. Wen, Aliabadi i
Young [164] przedstawili zastosowanie metody rozwigzah w dziedzinie czasu do analizy
pekniecia kotowego wrobszarze nieograniczonym oraz pekniecia kotowego i eliptycznego w
elemencie prostopadtosciennym.

Przedstawione wr pracy metody zastosowano do analizy elementéw konstrukcyjnych
w postaci tarcz lub ciat trojwymiarowych, wykonanych z materiatu jednorodnego, izo-
tropowego i liniowo-sprezystego. Rozpatrywano przypadki, kiedy wrchwili poczatkowej
ciato znajduje sie wrspoczynku. Analizowano dynamiczny wzrost pojedynczego pekniecia
ze statg predkoscig. Nie uwzgledniano zjawiska kontaktu powierzchni pekniecia. Przed-
stawione metody mogg by¢ dalej rozwijane w7 celu lepszego modelowania rzeczywistych
elementéw konstrukcyjnych i rozwigzywania now¥ch zagadnien mechaniki pekania.

Do zagadnien, ktére powinny by¢ rozwazane w przysztosci, mozna zaliczy¢:

* materiaty niejednorodne, anizotropowe i nieliniowe,

» phyty, powtoki, elementy wzmocnione elementami usztywmiajgcymi itp.,
» zjawisko kontaktu powierzchni pekniecia oraz kontaktu kilku ciat,

» pekniecia rozproszone wrciele,

e rozwidlanie sie pekniec, jednoczesny wizrost Kilku peknie¢, zmienng predko$¢ wzro-
stu, zatrzymanie wzrostu,

« identyfikacje potozenia, wielkosci i ksztattu peknie¢ na podstawie ruchu uktadu.
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Inng grupe zagadnien stanowig zagadnienia numeryczne. Celem badarn w tej dziedzinie
powinno by¢ poprawienie doktadnosci i efektywnosci metod. W pracy modelowano pek-
niecia nieciggtymi elementami prostymi albo ptaskimi. Catki rozwigzan hiperosobliwych
obliczano metoda odjecia rozwigzan podstawowych elastost.atyki. Dynamiczny wzrost
pekniecia modelowano poprzez dodawanie w kazdym kroku czasowym nowych elementow’
brzegowych w wierzchotku pekniegcia.

Do zagadnien, ktdre mogg by¢ przedmiotem dalszych badan, mozna zaliczy¢:

» modelowanie peknie¢ elementami brzegowymi,
 obliczanie catek brzegowych,
* stabilno$¢ rozwigzan numerycznych,

¢ modelowanie dynamicznego wzrostu pekniecia.

Opracowanie metod oraz program6w komputerowych, ktore analizujg obcigzone dyna-
micznie elementy konstrukcyjne z peknieciami, ma duze znaczenie w budowie i eksplo-
atacji maszyn. W czasie konstruowania elementédw maszyn mozna zmniejszy¢ prawdopo-
dobienstwo powstawania peknie¢ i ich dalszego wzrostu poprzez odpowiedni dobor cech
konstrukcyjnych. W trakcie eksploatacji mozna oceni¢, czy powstate wrkonstrukcji pek-
niecia bedg wzrastaty i okresli¢ kierunek ich wzrostu.



Dodatek A

R ozw igzania podstawow e e lastostaty ki

d la zagadnienia dw uwym iarowego

Rozwigzania podstawowe elastostatyki stosowane w réwnaniu przemieszczen sa roéwne
(Aliabadi i Rooke [6]):

Uij(x ,x) = N4 - 3)SijIn(r) + rérgl, (A.D)

Tij(x,,X) = 4tt(1 - z/)ri[X ~ 2" Sij + 2rirj £ ~ (1 ~ 2uMr'ITIY ~ r>in*)}- (A-2)

Rozwigzania podstawowe elastostatyki stosowane w réwnaniu sit brzegowych sag réwne:

Ukij{x', x) = [(A- 2v){6ikrd + Skryi- <%rk) + 2rjrjrA , (A.3)

T«i(x'.x) =~ (A~ ™ r2{2[4 - + «l(¢«.rj + gkr,i) - grn-r,*]

+ M r,Jrtknl + rArnrij) + (1 - 2v){2r4rdnk + 6lknd + §km) - (1 - 4i/)Jynfc. (A.4)



Dodatek B

R ozw igzania podstaw ow e e lastostaty ki

d la zagadnienia tré jw ym iarow e g o

Rozwigzania podstawowe elastostatyki stosowane w réwnaniu przemieszczen sg réwne
(Aliabadi i Rooke [6]):

AXUX) = 168-MI - M)rt(3 ¢ 4u)6ij + riir's (B-1}

Nz 8r(l —v)r2n ‘2N Bij + 3rirdl £ 2vh ni ~ rdni)}- (B-2)

Rozwigzania podstawowe elastostatyki stosowane w réwnaniu sit brzegowych sg réwne:

Ukij(x\ x) = g7 uyr2 [(! - 2v){&ikrj + gkr,i - blJrM) + 3rdrdrtk , (B.3)

Tkij(x ,x) — [(A —2i%?'i; + v(Sikrj + Sjkrti) —5r ¢r —

+3i'(rjrtkni + r*rij) + (L - 2v)(3r¢rgnk + bikn3+ b m) - (1 - 4z”n*}. (B.4)
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Dodatek C

T ransform aty catkowe rozw ig zan
podstaw owych elastodynam iki dla

zagadnienia dw uwym iarowego

Transformaty Laplace’a rozwigzan podstawowych elastodynamiki stosowane w réwnaniu
przemieszczen (Cruse i Rizzo [29]) i sit brzegowych (Fedelinski [60]) sg réwne:

Lly(x',x,s) = - XIL,iT)), (C.)
fy(',X,s)=1i- [(v,r- + rjTH) - 27(r,jn, - 2r,rJ")
I* y
- 2Xrr, k¥ J— + -(wr- x>r- -)r,inj], (C.2)
= ¢{[2) - £(*, - X, - NI% >>
-(<IV ~ + 2(X,r - 2M)r,er’r ¥}, (C.3)

ffey(x"';x,9= A {[4(Xirr - 5~ + 8™)rjrjr,*

—CWrr - - 3N+ 6M)(dArj + ¢Jdire)

nar
A

,Of_OX,r , X A
r jon

\ X ~ _rw,r
P I 2, rr r J
+2[2™ - 47 + NM(x,rr - 2™ - Vir+ M) ]r,rjnk (C.4)

_\A//rr____\_/_\_r____gcﬁ(’r+’ofaj \{‘jnj + l’(;n"'J\rfC

+K+ +?2-*0+c +A - - &)«

—2(— —A)(6jkn,i + SikHj)}.
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Funkcja -0 i jej pochodne sg réwne:

ip—}_ CIKi{zi) + K\(zajz2 F ho(z2), (C.5)

tr = {~[kO(zDzl+ 2Ki(zi)\ - [I<0(z2)z2+ 2K M)\ ~ K~ ) zI} A (C.6)

Iprr= { - "MK o{zD)z1+ Ki(zi)(z\ + 6)]

+\3K0(z2)z2+ Ki(z2)(z%+ 6)] + [k 0(z2)z2+ K i(z2)]z%}-"-". (C.7)

Funkcja \ 1jel pochodne sg réwne:

X= ~(F)2)Kaz) 4 , Azl + Ao 4 Ai(22), (C.8)
Xr = {(")2[Ai(zi)ji + 2[A0(2D) 4 AizD)]L
—\k\(22)z2 4 2[A0(22) + — AT}, (C.9)

X = { —()2[A0N)A + 2>Ki{z)Zi + 6[A0(M) d— Ai(20)]]

cl
+ \_koiz2)z2 + 3Ki(z2)z2 4- a>{K0{z2) 4 —A ("] } ", (C.10)

gdzie K g i Ki sgzmodyfikowanymi funkcjami Bessela drugiego rzedu zerowego i pierwszego
stopnia, z\= sr/ci i z2= sr/c2.



Dodatek D

C atki w zgledem czasu rozw ig zahn
podstaw owych elastodynamiki dla

zagadnienia dw uw ym iarowego

W dodatku przedstawiono catki rozwigzan podstawowych elastodynamiki przy aproksy-
macji zmiennosci w czasie sit brzegowych funkcjami przedziatami statymi i przemieszczen
funkcjami liniowymi. Przyjeto nastepujgce oznaczenia dla skrécenia zapisu:

iPa~ caAr(N -n + 1)’
= "At{N - n)’ <D -2>
Va = cQAr(Ar—/i-i) ' (D'3)

Calki rozwigzan podstawowych elastodynamiki stosowane w réwnaniu przemieszczen sa
rowne (Israil i Banerjee [80], [82]):

/
f U?j(x". x)dr

3

+(-D"(% - 2r,rJ(LAZ

ra

rpi'j\%n(x',K): J T, x)MIT + | T;](x".x)M 2dr

Tn-1 Tn
1 f24ar(l-")1 (1-XE)8 , (1-V2)ii r,
c27rpQCaA Tt 3 L <8 x3 n J I(

BIK zA _2J E A +
L Xa “Pa
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Calki rozwigzan podstawowych elastodynamiki stosowane w réwnaniu sit brzegowych sg
rowne (Israil i Banerjee [81], [82]):

Tn
UkI? {x"',x)= | Lt O x',x)dr =
1
'a
1 1 ]_IZJI'J) (D.6)
274 y i VI1-Xa n J;
m rn+
AT"(x',x) = | TAX''Xx)MMr+ J TA(x'x)M2dr =
An—1
¢ feiEd™N{B; F,,)[\/IZ NEZ+VAZ5|
. 2?7rpc2 rcaA Ipa
_iG[ < in _ 21 A + (k11> 4] (D.7)
3 <4 Xa j
Ly ir ” \A -x * y w o r

Wspotczynniki w powyzszych rownaniach sg rowne (Israil i Banerjee [82]):

dr
-(-1)“ [r,iTij + rjrii + (6ij - 4r¢ rj— 1, (D.8)
A
Si= -r,iUj+ 2rdrd— , (D.9)
p dn
L dr _—
B2= (- 2r,7-))— + rjrii, (D.10)
Ci = —Sijr,k + 2r3rJr *, (D .1
C2= 2r,jrjrk - Skriz- 6ikrd, (D.12)
= Gkr,i + okrj + SArk- Artirdrik, (D.13)
. X X dr
Ei = {-5™ + 2rjrj){—k+ 2r>—), (D.14)
p p dn
. ! Lo dr . o
E2— (4r¢rj-rk- gkrd - oikrtj))— - r~rAUi - rtirtknj, (D.15)
Fi= —[*“ @+ j)oij + 2r¢rjlnk - 2rjrtkni - 2rtirtknj
dr
-2{6jkr,i + 6ikrj + Sijr,k - 6r ¢rjr,k)g”, (D.16)
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Fi = (§k - 2rdrtk)rii + (6ik - 2rtirtk)nj - 2r4rtjnk

dr
2(Aler i ¥ NikNj A &ITk 61 ¢ r fo)— (D.17)

G = (-cifc + 4rjr}ni + {-6ik + 4r~rAnj + (-% + Arrrd)nk
_ <
+4 (Mr;+ Skrj + SIrtk- 6r ¢r-rig— . (D.18)

Dla liniowych funkcji interpolujagcych wzieto pod uwage catki wzdtuz kroku czasowego
przed i za weztem czasowym. Przy obliczaniu zmiennych (pa, \a i tya nalezy uwzgledni¢
warunki propagacji fal, tzn. jezeli r jest wieksze niz odlegto$¢, ktorg przebywa fala w
danym czasie, wOwczas zmienna ipa, \a i tya jest wieksza od 1. W takim przypadku

sktadniki w réwnaniach {DA), (D.5), (-D.6) i {D.7), ktére zalezg od tej zmiennej, nalezy
przyrownaé¢ do O.
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Dodatek E

Rozwigzania szczegd6lne stosowane
w metodzie podwdjnej zasady
wzajemnosSci dla zagadnienia

dwuwymiarowego

Dla funkcji aproksymujacej

[(x*,x) = C + r(x*,x), (E.N

szczegOlne przemieszczenia i sity brzegowe sg rowne (Partridge, Brebbia i Wrébel [117]):

=W W/ +s<rb)J[G irn (=2

- 20 -2v)rl+r 1,
Li(x 'x)y=clI™riT ~Y [/n"+ 2r>n<+ 2i«aSr

+ i5(il_ N {(4 - of)rdni - (- 5v)r,in.j+ [(4- 5v)Stj - ~ rj]gv} r2. (E.3)
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Dodatek F

T ransform aty catkowe rozw ig zan
podstaw owych elastodynamiki dla

zagadnienia tréjw ym iarow e go

Transformaty Laplace’a rozwigzan podstawowych elastodynamiki stosowane wr rownaniu
przemieszczen (Cruse i Rizzo [29]) i sit brzegowych (Gaul i Fiedler [67]) sg rowne:

Uij(x',x, s) = ~ Xr,iX,j), (F.D)
7+(x"',x,s) =T [ty, - +W ) ~2*fon, - 2rdr,~)
-2 X,rrirj-£ + -ty , ~ x,;r- 2")r,nJ, (F.2)

Ukij(x',X,9) = 17:I'{lq_2r- - hitr - X,r-2"|)lJ

(Vv - + gkrti) + 2(x,r - 2™)r ¢r,jf,*}, (F.3)

fifcij (x'. x.s) = -~ {[4(X,rr - Oyi + 8M)r,irtjr,k

-ty.rr 3y - + 67 ) (M rd+ <W,i)
Jéfrgx?_ 4X—_ + é_(x,rrH X 4Q(- rH VV)Sl)éJrfc -|_<9r
r rz fi r rz r ]lon
H N
-t-’flt(éér - 2( '+A-‘(x,rr+x’—r - ’4X- - Nrr+ — )]rdrjn k élgzﬂ
-ty,rr - -y - 3N + 67N {rjTii + rdrij)rk
ilax , j™~(Xr X Ipr\ , tM\2/ , AX;r . 0X 0
+14)T + +2)T _ ~) + (Xr + 4= + 2— - 1prr~2— )JG/nt:

-2(— - 7)(Sjkni + Sknd)Y

13



Funkcja ip i jej pochodne sg réwne:

ift = —)2e 2A[1 Zi ke 221 + 2+ z2]-"—
! _(Ci)e [ I]z?r e Z]z£r'
ipr—( )2e 2A[3+ 32\ + z2] 2

cX zfr
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Dodatek G

Catki w sensie wartosci gtéwnej

Rozpatrzmy catke niewtasciwg w przedziale d< t< bw ktorym funkcja podcatkowa,
nieograniczona w punkcie wewnetrznym a < x < b, ma cze$¢ osobliwg dana wyrazeniem
I/(f —x) (Portela [120]). Niech cze$¢ regularna funkcji podcatkowej f{} speinla warunek
ciggtosci Holdera, tzn.

\m -f(x)\<\B \\t-x \a, (G.1)

gdzie: \B\ < oc i 0 < a < 1. Wowczas catka w sensie wartosci gtdwnej Cauchy’ego, dla
osobliwego punktu wewnetrznego, jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

;!'('[-X)d:= lim { jgt’i;{jt"'wjet_x d. (G.2)

gdzie otoczenie e jest symetryczne wzgledem punktu osobliwego.

Rozwazmy z kolei catke niewtasciwg w przedziale a < t< b, w ktérym funkcja pod-
catkowa, nieograniczona w punkcie wewnetrznym a < x < b, ma czes¢ osobliwg dang
wyrazeniem |/(t —x)2 (Portela [120]). Niech czes¢ regularna funkcji podcatkowej /(i)
spetnia warunek ciggtosci Héldera pierwszej pochodnej, tzn.

HW ~ /W) - F(x)(t- z)] < \BW\t - :r|Q+L, (G.3)

gdzie: |R|<ociO<a:<I|. Wowczas catka w sensie wartosci gidwnej Hadamarda, dla
osobliwego punktu wewnetrznego, jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

J (t- x)2 E’\é J It-x ] 4HX.+Je (t-x)2 £ G4

gdzie otoczenie £ jest symetryczne wzgledem punktu osobliwego.



Dodatek H

Metoda Durbina numerycznego
obliczania transformaty odwrotnej

Laplace’a

Transformate odwrotng Laplace’a wyznaczono metodg numeryczng Durbina [37],
Wartosci transformowanej funkcji f(s) oblicza sie dla serii parametrow Laplace’a

sk = b+ ik2n/T, gdzie bjest stalg, i = \/—, a T jest analizowanym przedziatem czasu.
Wartosci oryginalnej funkciji f(t) wyznacza sie z nastepujgcego réwnania:

f(t) = (- \Relfm + vy {U[f(b + iky )] COS(kt")
k=0
-3[/(& + ifcy)]sin(/ciy)}), (H.l)

gdzie 5] oznacza czes¢ rzeczywistag i 3f[] oznacza czes¢ urojona. Zazwyczaj przyjmuje sie
zakres parametréw bT od 5 do 10 oraz L od 50 do 5000.
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Dodatek |

Metoda Houbolta numerycznego

rozwigzywania réwnania ruchu

Metoda Houbolta [123 ] jest metodg krokowego rozwigzywania rownania ruchu. Prze-
mieszczenia un+tl w chwili rn+l = (n + 1)At, gdzie n oznacza numer kroku czaso-
wego, oblicza sie na podstawie przemieszczen Uk w trzech poprzednich krokach czasowych
k=n,n—1n—2

Roéwnania metody Houbolta otrzymuje sige, rozwijajagc przemieszczenia uktadu w szereg
Taylora wzgledem czasu w otoczeniu chwili rn+l przy uwzglednieniu 4 skfadnikéw.

Predkosci vrat i przyspieszenia an+i w metodzie Houbolta oblicza sie z nastepujgcych
réwnan:

Vn+l = 6 Kr~11Un+1 ~ 18U" + 9U"~1~2Un- 2)’ (1-1)

a,+ti = 7-r™ (2un+i - 5un+ 4un®i - u,_2). 1-2)
(Ar)2
Macierzowe réwnanie ruchu uktadu o wielu stopniach swobody dla kroku czasowego
n + 1 ma postac:

Ma,+i + Cvntl + Ku,+i = fn+i, (1-3)

gdzie M jest macierzg bezwtadnosci, C jest macierzg ttumienia, K jest macierzg sztyw-
noéci i f macierza sit.
Rownania (1.1) i (1.2) podstawiamy do réwnania (1.3) i przeksztatlcamy do nastepujgcej

[ 5=

rear moewel X [(PMEe, GH-+H(Msbdu €>

Z powyzszego ukladu rbwnan wyznaczamy nieznane przemieszczenia un+i na podsta-
wie przemieszczen we wczesniejszych krokach czasowych.
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M etoda elementéw brzegowych w analizie dynamicznej

uktadow odksztatcalnych z peknieciami

Streszczenie

W pracy przedstawiono sformutowanie i zastosowanie dualnej metody elementéw brzego-
wych w zagadnieniach dynamiki peknieé. Sposréd znanych sformutowan metoda dualna
jest najbardziej og6lna i uniwersalna. W metodzie stosuje sie brzegowe rownanie catkowe
przemieszczen i sit dla weztéw nalezacych do powierzchni peknie¢. Sformutowanie dualne
umozliwia analize ciat z peknieciami w wyniku dyskretyzacji wytagcznie brzegu zewnetrz-
nego ciata i powierzchni peknieé. Nieznane przemieszczenia i obcigzenia we wszystkich
weztach brzegowych oblicza sie bezposrednio poprzez rozwigzanie uktadu réwnan. Za po-
mocg zaprezentowanej metody mozna wyznaczy¢ takze przemieszczenia, odksztalcenia i
naprezenia w dowolnym punkcie ciata.

W pracy przedstawiono brzegowe réwnania catkowe przemieszczen i sit powierzchnio-
wych, i ich szczegoélne formy dla pekniecia. Omowiono sformutowanie, zalety i wady trzech
podstawowych metod analizy peknieé: metody podziatu na podobszary, metody niecig-
gtosci przemieszczen i metody dualnej. Wielkosci brzegowe: geometrie, przemieszczenia i
sity brzegowe, aproksymowano za pomocg elementéw kwadratowych dla zagadnienia dwu-
i trojwymiarowego. Opisano szczeg6towo obliczanie catek hiperosobliwych, wystepuja-
cych w réwnaniu catkowym sit brzegowych. Przedstawiono pola przemieszczen i naprezen
wokét dynamicznie wzrastajgcego pekniecia. Dynamiczne wspoiczynniki intensywnosci
naprezen wyznaczono za pomocga catek niezaleznych od konturu catkowania i rozwarcia
wierzchotka pekniecia. Przedstawiono spos6b okreslania kierunku wzrostu pekniecia na
podstawie maksymalnego naprezenia obwodowego. Zagadnienia dynamiczne analizowano
stosujgc sformutowanie dualne w potgczeniu z metoda transformacji catkowych Fouriera i
Laplace’a, metoda rozwigzan w dziedzinie czasu i metodg podwdjnej zasady wzajemnosci.
Poréwnano trzy rézne sformutowania, biorgc pod uwage forme rozwigzah podstawowych
i ich catkowanie, macierzowe sformutowanie i rozwigzanie réGwnan ruchu, wymagang pa-
mie¢, predkos¢ obliczen, doktadnos$¢ i mozliwe zastosowania. Wykorzystano metode roz-
wigzan w dziedzinie czasu do analizy dynamicznego wzrostu pekniecia. Wzrost pekniecia
modelowano, dodajac nowe elementy brzegowe przy wierzchotku pekniecia. Analizowano
trojwymiarowe elementy konstrukcyjne za pomoca metody transformacji catkowrej. Przed-
stawiono rozwigzania podstawowe stosowane w poszczegoélnych sformutowaniach.

W pracy przedstawiono rozwigzania numeryczne, ktére poréwnano z innymi, uznanymi
rozwigzaniami numerycznymi i analitycznymi, otrzymujgc zgodno$¢ rozwigzan. Pokazano
wptyw rozktadu obcigzenia na powierzchniach pekniecia i jego zmiennosci w czasie, wy-
miarow i potozenia pekniecia, sposobu zamocowania ciata, predkosci wzrostu pekniecia
na dynamiczne wspotczynniki intensywnos$ci naprezen i przemieszczenia konstrukcji. Opi-
sano nowe, techniczne przyktady zastosowania opracowanych metod analizy dynamicznej
elementow konstrukcyjnych z peknieciami.
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The boundary element method in dynamic analysis

of deform able structures w ith cracks

Summary

In this work the formulation and application of the dual boundary element method for
dynamic crack problems are presented. Among known formulations, the dual method
is considered as the most general and versatile. In this method the displacement and
traction boundary integral equations are used for nodes on crack surfaces. The dual for-
mulation allows the analysis of cracked structures by discretizing the external boundaries
and crack surfaces only. The unknown displacements and tractions at all boundary nodes
are calculated directly by the solution of the system of equations. The method can be
used to calculate displacements, strains and stresses at an arbitrary point.

The displacement and traction boundary integral equations, and their particular forms
for cracks are presented. The formulations, advantages and drawbacks of three basic
methods used to analyze cracks: the subregion method, the displacement discontinu-
ity method and the dual method are discussed. The boundary quantities: geometry,
displacements and tractions are approximated by quadratic elements for two- and three-
dimensional problems. The integration of hipersingular integrals which appear in the
traction boundary integral equations is described in detail. The displacement and stress
fields at the tip of the dynamically growing crack are presented. The dynamic stress
intensity factors are computed using path independent integrals and crack opening di-
splacements. The method of predicting the direction of crack growth using the maximum
circumferencial stress is presented. The dynamic problems are analyzed using the dual
formulation, which is combined with the Fourier and Laplace integral transform method,
the time-domain method and the dual reciprocity method. The three approaches are
compared taking into account the fundamental solutions, and their integration, the ma-
trix formulation and solution of the system of equations of motion, memory requirements,
speed, accuracy and possible applications. The time-domain method is used to analyze
dynamic crack growth. The crack growth is modelled by adding new boundary elements
at the crack tip. The three-dimensional problems are analyzed by the integral transform
method. The fundamental solutions used in each formulation are given.

In the work numerical solutions are presented and compared with other well established
analytical and numerical solutions, showing good agreement. The influence of the load
distribution on crack faces and its time variation, the dimension and position of the crack,
displacement constraints, velocity of the crack growth on dynamic stress intensity factors
and displacements of the structure are presented. New technical examples demonstrate
applications of the developed methods for dynamic analysis of structural elements with
cracks.









