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Wykaz podstawowych oznaczeń

U w a g i o g ó ln e

1. Zastosowano konwencję sumacyjną Einsteina dla powtarzających się indeksów.
2. Pochodną zmiennej względem  czasu oznaczono za pom ocą kropki powyżej zmiennej, 

np. d u i / d r  =  h,; liczba kropek oznacza rząd pochodnej.
3. Pochodną zmiennej względem współrzędnej punktu oznaczono za pom ocą przecinka 

poprzedzającego indeks współrzędnej, np. d u i / d x j  — uhJ; pochodną zmiennej 
względem  odległości r oznaczono za pom ocą przecinka poprzedzającego indeks r, 
np. d \ / d r  =  x,r- liczba indeksów r  oznacza rząd pochodnej.

4. Transformatę całkową zmiennej lub wielkość zależną od niej oznaczono za pom ocą  
kreski powyżej zm iennej, np. t /y .

5. Całkę zmiennej względem  czasu lub wielkość zależną od niej oznaczono za pom ocą  
tyldy powyżej zm iennej, np. t/y .

6. Macierze jednowym iarowe oznaczono m ałym i pogrubionym i literam i, np. u , a ma­
cierze dwuwymiarowe dużymi pogrubionymi literam i, np. H .

S y m b o le  ła c iń s k ie

a - zm ienna charakteryzująca długość pęknięcia,
a n - macierz zawierająca składowe przyspieszeń w kroku czasowym  n.
A - macierz współczynników przy niewiadomych, utworzona z m acierzy G , H .

po uwzględnieniu warunków brzegowych,
b - część rzeczywista parametru Laplace’a,
B - macierz utworzona z macierzy G , H  po uwzględnieniu warunków' brzegowych,
c - prędkość wzrostu pęknięcia,
Cl - prędkość propagacji fali podłużnej,
C2 - prędkość propagacji fali poprzecznej,
Cy - sta ła  zależna od położenia punktu kolokacji,
C - sta ła  stosowana do aproksymacji przyspieszeń,
C - macierz tłum ienia układu,
E - m oduł Younga,
f n - funkcja współrzędnych punktu stosowana do aproksymacji przyspieszeń,
f - macierz wyrazów wolnych,
f n - macierz zawierająca składowe sił w' kroku czasowym  n.
T - transformata całkowra Fouriera,
F - macierz funkcji interpolujących,
G - współczynnik prędkości uwalniania energii,
G - macierz zależna od całek rozwiązań podstawowych t/y , t/*y, funkcji kształtu

i jakobianów,
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H  - macierz zależna od całek rozwiązań podstawowych Ty, TklJ, funkcji kształtu
i jakobianów,

I  - całka hiperosobliwego rozwiązania podstawowego,
3  - część urojona liczby zespolonej,
Jk - całka niezależna od konturu całkowania,
J m - jakobian przekształcenia z globalnego do lokalnego układu współrzędnych,
Ko, K \  - zmodyfikowane funkcje Bessela drugiego rzędu zerowego i pierwszego stop­

nia,
K 0 - współczynnik intensywności naprężeń używany jako współczynnik normali­

zacyjny,
K i ,  K u  - w spółczynniki intensywności naprężeń,
K  - macierz sztywności układu,
l - długość elem entu brzegowego,
£  - transform ata całkowa Laplace’a,
M  - liczba elem entów brzegowych,
M 9 - czasowa funkcja kształtu,
M  - macierz bezwładności układu,
rii - składowa wektora jednostkowego, zewnętrznego i prostopadłego do brzegu,
N  - liczba kroków czasowych; liczba funkcji interpolujących,
N p - przestrzenna funkcja kształtu,
P  - liczba węzłów w elem encie brzegowym,
Q  - liczba punktów interpolacji w kroku czasowym,
r  - odległość m iędzy punktem kolokacji i całkowania,
R  - odległość od krawędzi pęknięcia,
SR - część rzeczywista liczby zespolonej,
s - parametr transformacji Laplace'a,
t - bieżąca chwila czasu,
t j  - składowa siły  brzegowej,
t \  - zadana wartość składowej siły  brzegowej,
tfj  - składowa szczególnej siły brzegowej zależna od funkcji interpolacyjnej,
t  - macierz zawierająca składowe sił w węzłach,
t  - macierz zawierająca składowe szczególnych sił w węzłach,
T  - właściwa energia kinetyczna,
Ty , Tkij - rozwiązania podstawowe,
Uj - składowa przemieszczenia,
ul‘ - zadana wartość składowej przemieszczenia brzegowego,
ńy - składowa szczególnego przemieszczenia brzegowego zależna od funkcji inter­

polacyjnej,
u  - macierz zawierająca składowe przemieszczeń węzłów,
u  - macierz zawierająca składowe szczególnych przemieszczeń węzłów,
u" - macierz zawierająca składowe przemieszczeń w kroku czasowym n,
Ua, U - rozwiązania podstawowe,
v" - macierz zawierająca składowe prędkości w kroku czasowym  n.
W  - w łaściwa energia sprężysta,
X\, x 2 - współrzędne w globalnym  układzie współrzędnych,
x \ ,  x % - współrzędne w układzie współrzędnych związanym z pęknięciem,
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x  - punkt całkowania (brzegowy),
x' - punkt kolokacji (brzegowy albo wewnętrzny),
x" - punkt należący do pęknięcia, pokrywający się z punktem  kolokacji,
x + , x  - pokrywające się punkty, należące do obu powierzchni pęknięcia,
x* - punkt definiujący stosowany do aproksymacji przyspieszeń,
y  - macierz zawierająca nieznane przemieszczenia i siły  brzegowe,
Z\ , Z2 - parametr transformowanych rozwiązań podstawowych elastodynam iki,
z - macierz zawierająca zadane przem ieszczenia i siły  brzegowe.

S y m b o le  g re ck ie

a? - współczynniki zależne od czasu, używane do aproksymacji przyspieszeń,
a  - macierz zawierająca współczynniki a ",
r  - brzeg ciała,
r c - kontur otaczający wńerzchołek pęknięcia,
r + , r ~  - części powierzchni pęknięcia, należące do konturu otaczającego wńerzchołek,
r e - brzeg zewnętrzny ciała,
r a - nowy brzeg ciała, utworzony w wyniku wzrostu pęknięcia,
r o - początkowy brzeg ciała,
r u - część brzegu, na którym zadane są przemieszczenia,
Ti - część brzegu, na którym zadane są siły,
r + , r -  - przeciwległe powierzchnie pęknięcia,
r £ - kontur otaczający wńerzchołek pęknięcia w nieskończenie małej odległości,
ó - odległość od punktu kolokacji w lokalnym układzie współrzędnych,
óij - sym bol Kroneckera,
A u j  - różnica składowych przemieszczeń na przeciwńegłych powńerzchniach pęk­

nięcia,
A r  - długość kroku czasowego,
s - liczba określająca lokalne współrzędne węzłów,
6  - współrzędna w biegunowym  układzie współrzędnych,
A - sta ła  Lamego,
¡i - m oduł Kirchhoffa,
v - w spółczynnik Poissona,

£i, £2 _ współrzędne w lokalnym układzie współrzędnych,
Ę' - współrzędna wręzła w lokalnym układzie współrzędnych,
p - gęstość m ateriału,
<7 i j  - składowa tensora stanu naprężenia,
o0 - m aksym alna wartość obciążenia na brzegu,
o## - naprężenie obwodowe,
Titj - sum a składowych sił na przeciwległych powierzchniach pęknięcia,
r  - czas,
lj - parametr transformacji Fouriera,
fł - obszar zajmowany przez ciało,
ęic - obszar wokół wńerzchołka pęknięcia ograniczony konturem r c,
Qe - obszar znajdujący się nieskończenie blisko wierzchołka pęknięcia,

ograniczony konturem T£.
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List of basic symbols

G e n e r a l re m a rk s

1. E instein sum m ation convention for repeated indices is applied.
2. The derivative of variable w ith respect to tim e is denoted by a dot above the variable, 

for exam ple d u i / d r  — v,i; the number of dots denotes the order of derivative.
3. The derivative w ith respect to the coordinate of a point is denoted by a comma, 

which precedes the index of the coordinate, for exam ple d u i / d x j  =  U i j ; the deriva­
tive w ith  respect to the distance r is denoted by an index r preceded by a comma, 
for exam ple d x / d r  =  the number of indices r denotes the order of derivative.

4. The integral transform of a variable, or the variable which depends on it, is denoted  
by a bar above the variable, for exam ple UVJ.

5. The integral of a variable w ith respect to tim e, or a variable which depends on it, 
is denoted by a tilde above the variable, for exam ple [/¿¿.

6. One-dim ensional m atrices are denoted by sm all bold letters, for exam ple u; two- 
dim ensional m atrices are denoted by capital bold letters, for exam ple H .

L a tin  s y m b o ls

a - variable, which characterizes the length of a crack,
an - m atrix, which contains the com ponents of accelerations at the tim e step n,
A  - m atrix of coefficients of unknowns, created from the m atrices H  and G , accor­

ding to boundary conditions, 
b - real part of the Laplace parameter,
B  - m atrix created from the m atrices H  and G  according to boundary conditions,
c - velocity of crack growth,
ci - velocity of longitudinal wave,
C2 - velocity of shear wave,
Cij - constant which depends on the position of the collocation point,
C  - constant used to  approxim ate accelerations,
C  - dam ping m atrix of the system .
E  - Young’s modulus,
f n - function of the coordinate of a point, used to approximate acceleration,
f  - m atrix of free terms,
f n - m atrix, which contains forces at the tim e step n,
T  - Fourier integral transform,
F  - m atrix of interpolating functions,
G - energy release rate,
G  - m atrix, which depends on integrals of fundam ental solutions t /y , Ukij , shape

functions and jacobians,
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H - m atrix, which depends on integrals o f fundam ental solutions Tij, Tkij, shape 
functions and jacobians,

I - integral o f hipersingular fundam ental solution,
3 - im aginary part o f the com plex number,

Jk - path independent integral,
jm - Jacobian of the transformation from the global to the local coordinate sys­

tem ,
AT,. - modified Bessel functions of the second kind of orders zero and one,
K 0 - stress intensity factor, used as a norm alizing factor,
K , , A'/; - stress intensity factors,
K - stiffness m atrix of the system ,
I - length of the boundary elem ent,
C
M

- Laplace integral transform, 
number of boundary elem ents,

Mo - tem poral shape function,
M - mass m atrix of the system ,
raj
iV

- com ponent of the unit outward normal vector, 
number o f tim e steps; number of interpolating functions,

7VP - space shape function,
P - number o f nodes in the boundary element,

Q - number of interpolating points during the tim e step.
r - distance between the collocation and the integration point,
R - distance from the crack front,
5R - real part o f the com plex number,
s - Laplace transform parameter,
t - current tim e,
t j - com ponent of boundary traction,

A - prescribed com ponent of boundary traction,

% - com ponent of particular boundary traction, which depends on the interpo­
lating function.

t - m atrix, which contains com ponents of boundary tractions,
t - matrix, which contains com ponents of particular tractions,
T - kinetic energy density,
T Tkij - fundam ental solutions,
Uj - com ponent of displacem ent,

«f - prescribed boundary com ponent of displacem ent,

“ ¡j - com ponent of particular boundary displacement, which depends on inter­
polating function,

u - m atrix, which contains the com ponents of nodal displacem ents,
u - m atrix, which contains com ponents of particular displacem ents,
u" - m atrix, which contains com ponents of displacem ents at the tim e step n,
Ui j ,• ^ki j - fundam ental solutions,
v n
11'

- m atrix, which contains com ponents of velocities at the tim e step n, 
strain energy density,

3Ci, X2 - coordinates in the global coordinate system ,
x \ - coordinates in the crack coordinate system .
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X - in te g ra tio n  p o in t (boundary  p o in t),
x ' - co lloca tion  p o in t (b o u n d ary  or in te rn a l p o in t).
x" - crack po in t, w hich is coincident w ith  the  co llocation  po in t,
X+ , X~ - coinciden t p o in ts  on b o th  crack surfaces,
X* - defin ing po in t, used  to  ap p ro x im ate  accelerations,
y - m a tr ix , which con ta in s unknow n d isp lacem ents an d  trac tio n s,
Z i,  z2 - p a ra m e te r  o f transfo rm ed  fu n d am en ta l so lu tions of elastodynam ics,
z - m a tr ix , w hich con ta in s p rescribed  d isp lacem ents an d  trac tio n s.

G r e e k  sy m b o ls

rvn
a l - tim e-d ep en d en t coefficients used to  app rox im ate  accelera tions,
a - m a trix , which con ta in s coefficients a " ,
r - b o u n d ary  of th e  body,
r c - p a th  which su rro u n d s th e  crack tip ,
r + ,  r - - p a r ts  o f crack surfaces, w hich belong  to  th e  p a th  su rround ing  th e  crack tip .
r e - ex te rn a l b o u n d ary  of th e  body,

r 5 - new b o u n d ary  created  by th e  grow ing crack,
r 0 - in itia l b o u n d ary  o f the  body,
r u - p a r t o f the  boundary , w here th e  d isp lacem ents are  prescribed,
r , - p a r t o f the  boundary , w here th e  tra c tio n s  are p rescribed,
r + ,  r - - o p p o site  crack surfaces,
r £ - p a th , su rro u n d in g  th e  crack tip  in  an  in fin ite  sm all d istance,
<5 - d is tan ce  from  th e  co llocation  p o in t in th e  local co o rd in a te  system ,
S i j - K ronecker sym bol,
A  U j - difference of com ponen ts o f d isp lacem ents on opposite  crack surfaces,
A t - tim e step ,
£ - num ber, w hich characterizes th e  local coo rd ina tes o f nodes,
e - co o rd in a te  in th e  po lar co o rd ina te  system ,
A - L am é constan t,
p - K irchhofFs m odulus,
V - P o isson ’s coefficient,

ç ,  Ç i,  6 - coo rd ina tes  in th e  local coo rd ina te  system ,
- nodal co o rd in a te  in th e  local coo rd ina te  system ,

p - m ass density,

° i j - com ponen t o f stress tensor,
Oo - m axim um  value of b o u n d ary  stress,
&8B - circum ferencial stress.
J2t j - sum  of com ponen ts of trac tio n s  on opposite  crack surfaces,
T - tim e,
UJ - F ourier tran sfo rm  param ete r,
n - dom ain  occupied  by th e  body,

- dom ain  a t  th e  crack tip  su rrounded  by th e  p a th  r c ,

a - dom ain  in th e  in fin ite  sm all d istance from  th e  crack tip , su rrounded  by the
path r £.
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R o z d z i a ł  1

Wstęp

1 . 1 .  W p r o w a d z e n i e

M echanika pękan ia  je s t  nauką in te rd y scy p lin a rn ą  za jm u jącą  się an a lizą  pęknięć i ich w zro­
stu  pod  w pływ em  obciążen ia i oddzia ływ an ia  środow iska.

P odstaw y  m echaniki pękania zosta ły  przedstaw ione w lite ra tu rz e  krajow ej przez W nuka 
[166]. K ocańdę [90], G ołaskiego i P ilce ra  [71], G ołaskiego [70]. N eim itza  [108], a  w lite ra ­
tu rze  zagranicznej przez H ellana [74], E w aldsa  i W anhilla  [39], K an n in en a  i P o p e la ra  (84], 
Broeka [18], S m ith a  [139], G do u to sa  [69] i innych. Z agadn ien ia  in icjacji i w zrostu pęknięć 
oraz kum ulacji uszkodzeń w złożonych s ta n ac h  obciążeń om ów iono w p racy  Sew eryna
[130],

P ęknięcia  s tan o w ią  nieciągłości m a te ria łu  pow sta łe  w czasie w ytw arzan ia  m a te ria łu  
lub konstrukcji, np. poprzez spaw anie (R ykaluk  [128]), o raz podczas eksp loatacji, np. na 
sku tek  zm ęczenia m a te ria łu  (K ocańda [90], K o cań d a  i Szala [91]) lub  korozyjnego oddzia­
ływ ania środow iska. P ęknięcia m ożna podzielić na kruche, ciągliwe i m ieszane (N eim itz 
[108]). K ruche pękanie, w odróżnien iu  od p ęk an ia  ciągliwego, charak te ryzu je  się m ałym i 
o dksz ta łcen iam i p lastycznym i, pow oduje m a łą  s tr a tę  energii i pęknięcie w zrasta  z dużym i 
prędkościam i. W iele przypadków  kruchego p ęk an ia  następow ało  w niskich te m p era tu ra ch  
i przy  naprężen iach  m niejszych od gran icy  plastyczności. P ęknięcia w ystępow ały  w m iej­
scach koncentracji naprężeń  spow odow anej przez otwory, karby, w ady m ateria łow e itp . N a 
kruche pękanie szczególnie p o d a tn e  są  m a te r ia ły  o wysokiej w y trzym ałośc i i jednocześnie 
niskiej odporności n a  pękanie.

M echanika pękan ia  je s t nauką o ch a rak te rze  teore tycznym  i dośw iadczalnym . P od­
staw owym  celem  m echaniki pękan ia  je s t poznan ie  zjaw iska pękania . M etody m echaniki 
pękania pow inny um ożliw ić (N eim itz [108], Ew alds i W anhill [39], G dou tos [69]) określenie 
krytycznej długości pęknięcia, przy  zadanym  obciążeniu  lub  krytycznej w artości obciąże­
nia, p rzy  zadanej długości pęknięcia. W yznaczenie tych wielkości pozw ala n a  określenie 
w ytrzym ałości konstrukcji w zależności od  d ługości pęknięcia. B a d a  się także, jak  zależy 
długość pękn ięc ia  od  czasu. Z nając  tę  zależność, m ożna w yznaczyć, ja k  d ługo  trw a w zrost 
pęknięcia od d ługości początkow ej, w ykryw alnej stosow anym i m e to d am i, do długości k ry­
tycznej. N a podstaw ie  tego okresu m ożna u sta lić  czas pom iędzy b ad an iam i konstrukcji, 
w ykonyw anym i w celu w yznaczenia bieżącej długości pęknięć.

P oznanie zjaw iska pękania stanow i podstaw ę do  opracow ania m eto d  obliczeń konstruk ­
cji z pęknięciam i. M im o znacznego rozw oju m echaniki pękan ia  w o sta tn ich  kilkudziesięciu 
la tach ciągle istn ie je  niebezpieczeństw o zniszczenia konstrukcji przez pękanie, zw łaszcza
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n a  sku tek  stosow ania lekkich i w y trzym ałych  m ateria łów , k tó re  jednocześnie p o sia d a ją  
n iską odporność na pękanie. Poniew aż uniknięcie w ad m ateria łow ych  je s t często n iem oż­
liwe, d la tego  konstrukcje pow inny być pro jek tow ane w ten  sposób, żeby m ogły przenosić 
obciążenie w obecności pęknięć.

M ożna rozróżnić trzy  m etody  p ro jek tow an ia  konstrukcji, uw zględniające zjaw isko pę­
kania (S m ith  [139]): m etodę bezpiecznej eksploatacji (ang. safe-life), m etodę tolerancji 
w ady  (ang. dam age- to le ran t)  i m etodę bezpiecznego zn iszczen ia  (ang. fail-safe). P ierw ­
szą m e to d ą  p ro jek tu je  się konstrukcję, żeby m og ła  być eksp loatow ana przez określony 
czas bez b ad an ia . W  drugiej m etodzie zak ład a  się, że w konstrukcji is tn ie ją  pęknięcia i 
zn a jd u ją  się one w m iejscach o najw iększych naprężeniach. K o n stru k to r, w iedząc, jak ie  
wielkości pękn ięc ia m ogą być w ykry te stosow anym i m eto d am i, ja k a  je s t k ry tyczna d łu ­
gość pęknięcia, d la  k tórej następu je  zniszczenie konstrukcji o raz ile czasu po trzeb a , żeby 
n as tą p ił w zrost pęknięcia o pew ną długość, m oże usta lić , ja k  często należy badać  kon­
strukcję. W  trzeciej m etodzie zak ład a  się, że w ystąp i lokalne zniszczenie, k tóre je d n ak  
nie pow inno spow odować zniszczenia całej konstrukcji. W ykryte pęknięcia są  następn ie  
zabezpieczane.

Istn ie je kilka sposobów  zabezpieczenia konstrukcji p rzed zniszczeniem  n a  sku tek  pę­
kania. P ierw szy  sposób polega n a  stosow aniu m ateria łów  o wysokiej w ytrzym ałości na 
pękanie o raz elem entów  konstrukcyjnych za trzym ujących  rozwój pęknięcia. D rugi sposób 
polega n a  zastosow aniu  jednocześnie kilku elem entów  przenoszących obciążenie. W  przy­
p adku  pękn ięc ia  k tóregoś z elem entów  je s t on zastępow any przez nowy. Trzeci sposób 
dotyczy okresowego p oddaw an ia  konstrukcji obciążeniom  w iększym  od eksploatacyjnych. 
S praw dza się w ten  sposób, czy w konstrukcji są  pęknięcia o d ługości krytycznej odpow ia­
dającej zw iększonem u obciążeniu. P rzy  zw iększonym  obciążeniu  te  pęknięcia w zras ta ją  
w sposób niestabilny. Sporadycznie zw iększane obciążenie n a  ogół pow oduje zm niejszenie 
prędkości w zrostu  pęknięcia. O m aw iana m e to d a  m a ograniczone zastosow anie. Zwięk­
szenie obciążen ia  pow inno odbywrać się w kontrolow anych w arunkach, czasam i w ym aga 
dem ontażu  elem entów , a  przy  skom plikow anym  obciążen iu  m oże być tru d n e  do zrealizo­
w ania. C z w arta  m e to d a  stosow ana je s t d la  pęknięć brzegowych n a  pow ierzchniach elem en­
tów o dużej grubości. M etoda  polega n a  m echanicznym  usm vaniu w7arstw y  zewmętrznej, 
posiadającej pęknięcia lub  na obróbce p lastycznej.

Jednym  z podstaw ow ych problem ów  je s t u sta len ie  koniecznego okresu pom iędzy ko­
lejnym i b ad an iam i pęknięć w konstrukcji, ob róbką m echaniczną lub  p lastyczną. Im  częst­
szy okres pom iędzy badan iam i, tym  m niejsze n iebezpieczeństw a niekontrolow anego roz­
woju pęknięć. Poniew aż n a  ogół b ad an ia  są bardzo  kosztownie, d la tego  ich częstość je st 
podyk tow ana w zględam i ekonom icznym i, a  tak że  m ożliw ościam i przerw7 w7 eksp loatacji 
konstrukcji. O kres pom iędzy kolejnym i b ad an iam i m ożna zm niejszyć, s tosu jąc  m etody  
um ożliw iające w ykrycie bardzo  m ałych  pęknięć lub  stosu jąc  m a te ria ły  o m ałej prędkości 
w7zrostu  pęknięcia.

Do szczególnie trudnych  zadań  należy an a liza  zagadnień  dynam icznych m echaniki pę­
kania. Z agadn ien ia  dynam iczne m echaniki pękan ia  przedstaw iono  w lite ra tu rze  krajow ej 
w pracach  N eim itza  [107] i K raw czuka [94], a  w lite ra tu rz e  zagranicznej w7 p racach  S iha
[131], W illiam sa  i K naussa  [165], K lepaczki [89], F reunda  [63] i innych.

D ynam iczna m echanika pękania je s t  dziedziną m echaniki pękania, do tyczącą zagad­
nień, w7 k tó rych  bezw ładność m a te ria łu  odgryw a is to tn ą  rolę o raz w łasności m a te ria łu  
zależą od prędkości odksz ta łcen ia  (N eim itz [107], F reund [63]). E fekty dynam iczne po­
w sta ją  p o d  w7pływrem dynam icznego obciążen ia łub szybkiego w zrostu  pęknięcia. Z tego
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pow odu rozróżnia się trz y  ro d za je  zagadn ień  dynam icznych: obciążenie dynam iczne i po­
wolny w zrost pękn ięc ia lub  jego b rak , obciążenie s ta tyczne i szybki w zrost pęknięcia oraz 
obciążenie dynam iczne i szybki w zrost pęknięcia.

P roces kw alifikuje się jako  dynam iczny  n a  podstaw ie: prędkości obciążenia, prędkości 
ruchu w ierzchołka pęknięcia i prędkości deform acji w strefie zniszczenia przed w ierzchoł­
kiem  pęknięcia (N eim itz [107]). P roces uw aża się za dynam iczny, jeżeli: prędkość ob­
ciążenia, w y rażan a  za  pom ocą prędkości zm iany  dynam icznego w spółczynnika naprężeń  
K  >  104 M Pd y / r n s - 1 , prędkość w zrostu  pęknięcia c >  0. lc /j, gdzie Cr  je s t  prędkością 
p ropagacji fali R ayleigha lub  prędkość odksz ta łcen ia  ś  >  l s “ 1.

P odstaw ow ym  celem  obliczeń je s t usta len ie, czy n a s tą p i w zrost pęknięcia, określenie 
k ie runku  i prędkości w zrostu  o raz ew entualnego za trzy m a n ia  pękania. Jednym i z p o d s ta ­
wowych wielkości, k tó re  ch a rak te ry zu ją  przebieg  tych zjawisk, są  w spółczynniki intensyw ­
ności naprężeń . W  przypadku  prostej geom etrii c ia ła  i pękn ięc ia  oraz sposobu obciążen ia 
konstrukcje m ożna analizow ać m e to d am i analitycznym i. W artości w spółczynników  in- 
tensywmości naprężeń  d la  prostych  zagadnień  m ożna odczytyw ać z katalogów  (M urakam i 
[104]). B ardziej złożone p rzypadk i m ożna analizow ać np. m e to d ą  superpozycji, m e to d ą  
sp ię trzen ia  naprężeń , m e to d ą  lokalnego rozk ładu  naprężeń  itp . (A liabadi i R ooke [6]). 
O m ów ienie m e to d  analitycznych  i p ro ste  p rzyk łady  zastosow ania tych m e to d  p rzed sta­
w iono w p racach  N eim itza [107] i F reu n d a  [63]. Złożone zagadn ien ia  m echaniki pękania 
analizow ane są  m eto d am i num erycznym i. Do najczęściej stosow anych m e to d  num erycz­
nych należą: m e to d a  różnic skończonych (M R S), m e to d a  elem entów  skończonych (M ES) 
(G aw roński i inn i [68], Rakow ski i K acprzyk  [123], R usiński [126], R usiński, Czm ochowski 
i Sm olnicki [127]) i m e to d a  elem entów  brzegowych (M E B )(B urczyńsk i [20]). O m ów ienie 
różnych m eto d  kom puterow ych stosow anych w m echanice c ia ła  sta łego  przedstaw iono  w 
p racy  p o d  redakcją  K leibera  [88].

Za pom ocą M EB m ożna rozw iązać wiele zagadnień  w w yniku dyskretyzacji i aproksy­
m acji w yłącznie wielkości brzegowych (B urczyński [20], D om inguez [32]). D zięki tem u  roz­
w iązan ia  są  dokładniejsze niż w m etodach  w ym agających  dyskretyzacji w n ę trza  ciała , np. 
M RS, M ES. Je s t to  szczególnie w ażne w p rzypadku  analizy  c ia ł z pęknięciam i (A liabadi 
i R ooke [6], A liabad i [4]) ze w zględu n a  duże grad ien ty  p o la  naprężeń  wokół w ierzchołka 
pęknięcia. D ru g ą  w ażną za le tą  je s t łatw ość m odelow ania w zrostu  pęknięcia. W zrost pęk­
n ięcia m odeluje się poprzez dodaw anie nowych elem entów  w zdłuż kraw ędzi pęknięcia. 
N iep o trzeb n a  je s t zm ian a  istn iejącej s ia tk i elem entów.

1 . 2 . C e l  p r a c y

C ia ła  z pęknięciam i są analizow ane za pom ocą trzech sform ułow ań M EB: m eto d y  podzia łu  
na  podobszary , m etody  nieciągłości przem ieszczeń i m etody  dualnej. S pośród  w ym ienio­
nych m e to d  ujęcie dualne je s t n a jbardz ie j uniw ersalnym  sform ułow aniem . M e to d a  du a ln a  
um ożliw ia bezpośrednie obliczenie nieznanych wielkości brzegowych w w yniku  w yłącznie 
dyskretyzacji pow ierzchni ciała . P rzeg ląd  podstaw 1 teoretycznych i zastosowrań  te j m etody  
w różnych dziedzinach m echaniki pękan ia  zos ta ł przedstaw iony  w pracy  A liabadiego  [5].

M etodę zastosow ali po raz pierw szy P o rte la , A liabad i i R ooke [121], [122] w zagadnie­
niach dw uw ym iarow ych oraz Mi i A liabad i [100], [101] w zagadnien iach  tró jw ym iarow ych  
sta tyk i. A nalizow ano pęknięcia w’ m a teria łach  jednorodnych , izotropow ych i liniowo- 
sprężystych. M etodę zastosow ano także do analizy  wrzrostu  pęknięć w ta rczy  w zm ocnio­

17



nej żebram i, w ta rc zy  w ykonanej z m a te ria łu  sprężysto-plastycznego, be to n u  i m a te ria łu  
kom pozytow ego, p rzy  naprężeniach  w yw ołanych obciążeniem  i przepływ em  ciepła.

W  1992 r. a u to r  p o d ją ł b ad a n ia  nad  sform ułow aniem  i zastosow aniem  u jęcia dualnego 
M EB  do analizy  dynam icznej pęknięć. W  m om encie pod jęcia  tej p rob lem atyk i badawczej 
w lite ra tu rz e  p rzedm io tu  b rak  było prac z tego zakresu.

Celem  n in iejszej pracy je s t podsum owanie dotychczasow ych prac własnych związanych  
ze sform ułow aniem  i zastosow aniem  ujęcia dualnego m etody elem entów brzegowych w ana­
lizie dynam icznej elem entów konstrukcyjnych z  pęknięciam i.

M etodę zastosow ano do ana lizy  elem entów  konstrukcyjnych w ykonanych z m a te ria łu  
jedno rodnego , izotropow ego i liniow o-sprężystego. A nalizow ano elem enty  posiadające 
p ękn ięc ia  s tac jonarne  i w zrasta jące .

W yniki badań  prow adzonych od  1992 r. przedstaw iono  w pracach  Fedelińskiego i 
w spółpracow ników . R ozw iązan ia zależne od  czasu  wyznaczono, stosu jąc  trz y  różne me­
to d y  ana lizy  zagadn ień  dynam icznych za pom ocą  m etody  elem entów  brzegowych. W  
p racach  [52], [53], [54], [55] przedstaw iono  po łączenie sform ułow ania dualnego  z m e to d ą  
p odw ójnej zasady w zajem ności, w [56], [57], [58] - z m e to d ą  rozw iązań w dziedzinie czasu, 
w [41], [60] - z m e to d ą  transfo rm ac ji całkow ych. Zastosow anie trzech różnych m etod  
um ożliw iło  porów nanie ich efektyw ności i m ożliw ych zastosow ań, k tóre przedstaw iono  w 
p racach  [59], [61], [42], [43], [48], [50]. M etodę rozw iązań w dziedzinie czasu zastosow ano 
do ana lizy  dynam icznego w zrostu  pęknięć [44], [62], a  m etodę  transfo rm acji całkowych do 
ana lizy  zagadnień  tró jw ym iarow ych  [45], [46], [47], [49], [51].

O pracow ane p rogram y kom puterow e o b licza ją  przem ieszczenia, odksz ta łcen ia  i nap rę­
żen ia  d la  konstrukcji o dowolnej postac i geom etrycznej, sposobie obciążen ia i podparc ia , 
p osiadających  stac jo n arn e  i w zrasta jące  pęknięcia. O pracow anie tego ty p u  oprogram ow a­
n ia  kom puterow ego, zaliczanego do m etod  kom puterow ego w spom agania pro jek tow ania, 
m a duże znaczenie w budow ie, a  n as tęp n ie  eksp loatacji m aszyn.

O pracow ane p rog ram y  kom puterow e um ożliw ia ją  określenie m iejsc, w k tórych  m ogą 
w y stąp ić  pęknięcia jeszcze w fazie konstruow ania  m aszyn. Dzięki tem u  poprzez odpo­
w iedni dobó r cech konstrukcyjnych  m ożna zm niejszyć praw dopodobieństw o w ystąp ien ia  
pęknięć, zapobiec w zrostow i pęknięć, jeżeli w y stą p ią  one w konstrukcji lub  zm inim alizo­
wać sk u tk i ich w zrostu .

W  trakcie eksp loatacji m aszyn m ożna ocenić, czy przy  w ystępujących obciążeniach 
n a s tą p i w zrost pęknięcia oraz określić k ierunek jego w zrostu . P rogram y kom puterow e 
m ogą być także w ykorzystane do identyfikacji pęknięć, tzn . określenia ich liczby, poło­
żen ia i postaci geom etrycznej n a  podstaw ie zachow ania u k ład u  pod  w pływ em  obciążenia 
dynam icznego.

1 . 3 .  P r z e g l ą d  t r e ś c i  p r a c y

Treść p racy  u ję to  w je d en a s tu  rozdziałach.
R ozdzia ł 2. pośw ięcono zastosow aniu  m e to d y  elem entów  brzegowych w analiz ie s ta ­

tycznej c iał z pęknięciam i. P rzedstaw iono  brzegowe rów nan ia całkowe przem ieszczeń i 
sił pow ierzchniow ych, ze szczególnym  uw zględnieniem  postaci tych rów nań d la  pęknięcia. 
O m ów iono sform ułow anie, za lety  i w ady trzech  podstaw ow ych m etod  analizy  pęknięć 
za p o m o cą  M EB: m eto d y  p o d zia łu  na podobszary , m etody  nieciągłości przem ieszczeń i 
m e to d y  dualnej. O pisano  aproksym ację wielkości brzegowych za pom ocą elem entów  kwa­
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dratow ych. P rzedstaw iono  sform ułow anie m acierzow ych rów nań ruchu i ich m odyfikacje 
ze w zględu n a  w arunk i brzegowe. P rzedstaw iono  obliczanie całek brzegowych. Szcze­
gólną uwagę pośw ięcono obliczaniu  ca łek  h iperosobliw ych, w ystępujących w rów naniu 
całkowym  sił brzegowych.

W  rozdziale 3. przedstaw iono  w prow adzenie do ana lizy  dynam icznej pęknięć za po­
m ocą M EB. P o d an o  brzegowe rów nan ia  całkowe d la  zagadn ien ia  dynam icznego i p rzed­
staw iono podobieństw o m eto d  stosow anych w analiz ie sta tycznej i dynam icznej M EB. 
O pisano p o la  sp rężyste  wokół w ierzchołka pęknięcia i w ielkości je  charak teryzu jące. P o­
dano  rów nan ia  określa jące  po la  przem ieszczeń i naprężeń  wokół dynam icznie w zras ta ją ­
cego pęknięcia. O m ów iono sposoby ob liczen ia dynam icznych w spółczynników  naprężeń 
za pom ocą całek n iezależnych od k o n tu ru  całkow ania i rozw arcia w ierzchołka pęknięcia. 
P rzedstaw iono  sposób  określan ia  k ie runku  w zrostu  pękn ięc ia n a  podstaw ie  m aksym alnego 
naprężen ia obwodowego.

W  kolejnych trzech  rozdziałach  przedstaw iono  sform ułow anie dualne d la  zagadn ien ia 
dw uw ym iarow ego w po łączen iu  z trz e m a  różnym i m e to d am i ana lizy  stanów  nieustalonych: 
w rozdziale 4. - m e to d ę  tran sfo rm ac ji całkow ych, w rozdziale 5. - m e todę  rozw iązań w 
dziedzinie czasu, a  w rozdziale  6. - m e to d ę  podw ójnej zasady  w zajem ności. W  każdym  z 
rozdziałów  podano  odpow iednie brzegowe rów nan ia  całkowe, dyskretyzację wielkości brze­
gowych i czasu, m acierzow e sform ułow anie rów nań  ruchu oraz p rzyk łady  zastosow ania.

W  rozdziale 7. porów nano  wcześniej p rzedstaw ione sform ułow ania, b iorąc pod  uwagę 
cechy decydujące o ich efektyw ności: rozw iązan ia  podstaw ow e i ich całkow anie, sform u­
łowanie m acierzow ych rów nań  ruchu, w y m ag an ą  pam ięć, prędkość obliczeń, dokładność i 
możliwe zastosow ania.

W  rozdziale 8. przedstaw iono  zastosow anie m etody  rozw iązań w dziedzinie czasu do 
analizy  dynam icznego w zrostu  pęknięcia.

W  rozdziale 9. op isano  analizę zagadn ień  tró jw ym iarow ych  za pom ocą m etody  tra n s ­
form acji całkowych.

W  rozdziale 10. zaprezentow ano 5 now ych, p rak tycznych  przykładów  analizy  d y n a­
m icznej elem entów  konstrukcyjnych  z pęknięciam i.

W  rozdziale 11. podsum ow ano w ynik i zastosow ania m e to d y  dualnej M EB w analizie 
dynam icznej c ia ł z pęknięciam i.

W  dodatkach  przedstaw iono  rozw iązan ia  podstaw ow e stosow ane w poszczególnych 
sform ułow aniach, definicje całek w sensie w artości głów nej C auchy!ego i H ad am ard a  oraz 
m etodę D u rb in a  num erycznego ob liczan ia  tran sfo rm a ty  odw rotnej L ap lace’a  i m etodę 
H ou b o lta  num erycznego rozw iązyw ania rów nan ia  ruchu.



R o z d z i a ł  2

Metoda elementów brzegowych 
w analizie statycznej pęknięć

2 . 1 .  W p r o w a d z e n i e

W  pracy  przedstaw iono  trzy  różne sposoby analizy  zagadn ień  dynam icznych za pom ocą 
m etody  elem entów  brzegowych: m etodę tran sfo rm ac ji całkow ych, m etodę  rozw iązań w 
dziedzinie czasu i m etodę podw ójnej zasady  w zajem ności. Form y brzegowych rów nań 
całkowych d la  każdej m e to d y  są inne i zo s tan ą  przedstaw ione w następnych  rozdziałach. 
N a to m ias t sposób  analizy  pęknięć, ro d za je  rów nań, ap roksym acja  wielkości brzegowych, 
m odyfikacja u k ła d u  rów nań zgodnie z w arunkam i brzegow ym i i ro d za j osobliwości s to ­
sowanych rozw iązań podstaw ow ych są tak ie  sam e i jednocześn ie identyczne ja k  d la  za­
gadn ien ia  sta tycznego . D latego  żeby w yjaśnić ideę m odelow ania pęknięć, zostanie ona 
najp ierw  p rzedstaw iona d la  zagadn ien ia  sta tycznego , a  nas tępn ie  om ów iona d la różnych 
m etod  analizy  zagadn ien ia  dynam icznego.

W  ty m  rozdziale przedstaw iono  brzegowe rów nan ia  całkowe przem ieszczeń i sił. Po­
dano  szczególne form y tych  rów nań d la  punk tów  n a  pow ierzchniach pęknięcia. Om ówiono 
w łasności tych rów nań w zastosow aniu  do ana lizy  pęknięć. O pisano  trzy  podstaw ow e m e­
to d y  analizy  pęknięć za p o m o cą  m etody  elem entów  brzegowych: m etodę  podzia łu  na 
podobszary, m e to d ę  nieciągłości przem ieszczeń i m e todę  dualną . P rzedstaw iono  sposób 
aproksym acji wielkości brzegowych i twrorzen ia  m acierzow ego u k ła d u  rów nań. Om ówiono 
sposób ob liczan ia  całek brzegowych, ze szczególnym  uw zględnieniem  całek funkcji h iper- 
osobliwych d la  zagadn ien ia  dw u- i tró jw ym iarow ego.

2 . 2 .  B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e

Rozważm y cia ło  o dow olnym  kształcie , za jm ujące obszar O i posiadające  brzeg F 
(rys. 2.1). N a części brzegu c ia ła  zadane  są  w arunk i brzegowe w postaci przem ieszczeń 
«¿(x), a  n a  pozosta łym  brzegu  I 't obciążen ia t- fc )  w n as tęp u jący  sposób:

Ui(x) =  ^¿ (x ), dla  x  G r u, (x) =  t*(x), dla  x  G r t , (2.1)

gdzie r u u r t =  F i r „ n r t =  0 ,  X  je s t p u n k tem  należącym  do brzegu, «¿(x) je s t składow ą 
przem ieszczenia, t ,(x )  je s t  sk ładow ą siły  brzegowej.
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Na swobodnym  brzegu siły  są równe zeru, natom iast na sztywno utwierdzonym brzegu 
przem ieszczenia są równe zeru. W  punktach brzegu, gdzie zadane są przemieszczenia, 
nieznane są obciążenia, natom iast na brzegu, gdzie zadane są obciążenia, nieznane są 
przemieszczenia.

Rys. 2.1. Warunki brzegowe 
Fig. 2.1. Boundary conditions

Rozważmy ciało, którego m ateriał jest jednorodny, izotropowy i liniowo-sprężysty. 
Przem ieszczenie dowolnego punktu ciała m ożna wyznaczyć, stosując następujące brzegowe 
równanie całkowe przemieszczeń, nazywane dalej w skrócie równaniem przemieszczeń:

ci j (x ' )uj {x l ) =  J  Ui j (x . ' . x ) t j (x )dT(x)  — j - T i j ( x '  ,x)uj {x. )dT(x) ,  (2.2)
r r

gdzie x' jest punktem , w którym  w yznacza się przem ieszczenie (punktem  kolokacji), x  
punktem  brzegowym (punktem  całkowania), Cij(x!) jest stałą, X ),(x ',x ) i t /y (x ' ,x )  roz­
wiązaniam i podstawowym i elastostatyki (rozwiązaniami K elvina), j^oznacza całkę w sen­
sie wartości głównej Cauchy’ego, której definicję podano w dodatku G. W artość stałej 
Cij(x')  zależy od położenia punktu:

Cij(x') =  óij d la punktu x' należącego do wnętrza ciała,
Cij(x') =  \ói j  dla punktu x' należącego do gładkiego brzegu,
Cij(x') — 0 dla punktu x' znajdującego się na zewnątrz ciała,

gdzie Sij jest deltą Kroneckera. Gdy punkt x' jest w narożu, wówczas wartość stałej zależy 
od kształtu  brzegu w narożu i jego orientacji względem  globalnego układu współrzędnych. 
Szczegółowy sposób obliczania stałej został przedstawiony w pracy Dom ingueza [32].

Rozwiązania podstawowe Ty (x', x ) i t/y  (x', x ) dla zagadnienia dwu- i trójwymiarowego  
podano odpowiednio w dodatkach A i B. Rozwiązania podstawowe zależą od długości i 
składowych wektora łączącego punkty x' i x , własności sprężystych m ateriału i wektora 
jednostkowego, normalnego do brzegu w punkcie x , skierowanego na zewnątrz ciała.

Załóżmy, że ciało posiada pęknięcie, którego powierzchnie pokrywają się (rys. 2.2). 
Równanie przemieszczeń (2.2) dla punktu x', w którym powierzchnia pęknięcia jest gładka, 
ma formę:

i« i ( x ' )  +  ^Ui(x") =  J  Ui j{x ' ,  x ) t j ( x )d T (x )  -  J- Ti:j ( x ! . x )u j (x)dT(x),  (2.3) 
r r

gdzie punkt x "  jest punktem  należącym  do przeciwległej powierzchni pęknięcia mającego 
takie sam e współrzędne jak punkt x'.
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Brzegowe równania całkowe (2.3) ułożone dla punktów x' i x" są identyczne. Gdy  
dyskretyzację przeciwległych powierzchni pęknięcia przeprowadza się, stosując ten sam  
podział na elem enty brzegowe, wówczas otrzymuje się takie sam e równania dla pokrywa­
jących się węzłów. W  takim przypadku tworzony m etodą elem entów brzegowych układ  
równań jest osobliwy.

r

Rys. 2.2. C iało z pęknięciem  
Fig. 2.2. Cracked body

Oznaczym y brzeg zewnętrzny ciała przez Te, a pokrywające się powierzchnie pęknięcia 
przez F+ i r ~ ,  gdzie r e U T+ U F~ =  T (rys. 2.2). Rozwiązania podstawowe elastostatyki
w pokrywających się punktach całkowania x + i x  należących do brzegów pęknięcia F-
i r -  m ają następujące własności:

6ry ( x ' ,x + ) =  U ij{ x '.x ~ ) ,  7 ).,(x ',x + ) =  - T y ( x ' ,x ~ ) .  (2.4)

Biorąc pod uwagę powyższe w łasności, równanie przemieszczeń (2.3) dla ciała z pęk­
nięciem  można zapisać w następującej postaci:

^Uj(x') +  ^Ui(x") =  J  U i j ( x ' , x ) t j ( x ) d r ( x )  -  J-Ti j (x ' .  x )u j ( x )dT(x )
pe pe

+  J  ł7ij (x ' ,x )E ij (x )d r (x )  -  j  7 ij (x ' ,x )A w j(x )d r (x ), (2.5)
r+ r+

gdzie S ij (x )  oznacza sumę sił brzegowych, a A u j  (x) - różnicę przemieszczeń w pokrywa­
jących się punktach na powierzchniach pęknięcia:

S ij (x )  =  i j (x + ) +  A u j (x) =  U j(x+ ) -  Uj(x~).  (2.6)

W yznaczenie przem ieszczenia wym aga całkowania wzdłuż brzegu zewnętrznego Fe i 
jednej z powierzchni pęknięcia, np. F f . jak pokazano w równaniu (2.5). Często spotyka­
nym przypadkiem jest obciążenie przeciwległych powierzchni pęknięcia siłam i znajdują­
cymi się w równowadze. W  takim przypadku X ij(x )  =  0 i przemieszczenie jest niezależne 
od obciążenia powierzchni pęknięcia. Ten fakt, który jest sprzeczny z rzeczywistością, 
jest jedną z wad brzegowego równania całkowego przemieszczeń, stosowanego dla ciała z 
pęknięciem. Za pom ocą równania (2.5) nie m ożna wyznaczyć przemieszczeń, gdy zadane 
są obciążenia na powierzchniach pęknięcia, gdyż niewiadomym i są jednocześnie różnica 
przemieszczeń A u j ( x )  i ich suma u,(x' )  -I- Uj(x").
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Dwie wym ienione wady brzegowego równania całkowego przem ieszczeń, tzn. iden­
tyczna postać równania dla pokrywających się punktów należących do przeciwległych po­
wierzchni pęknięcia i niezależność rozwiązania od obciążenia na powierzchniach pęknięcia, 
uniem ożliwiają jego bezpośrednie zastosowanie w analizie ciał z pęknięciami 
(Cruse [26]).

Równanie przemieszczeń określa związek m iędzy przem ieszczeniam i i siłam i brzego­
wymi. Inny związek m iędzy tymi wielkościami m ożna otrzym ać, stosując brzegowe rów­
nanie całkowe sił, nazywane dalej w skrócie równaniem sił. Równanie sił brzegowych 
dla pęknięcia otrzymuje się, różniczkując równanie (2.3) względem  współrzędnej punktu 
kolokacji x', stosując uogólnione prawo Hooke’a i mnożąc otrzym ane równanie przez wek­
tor jednostkowy normalny do brzegu w punkcie x', skierowany na zewnątrz ciała. W  
rezultacie otrzymujemy:

-  ^ j ( x ") =  «¿(x ')[  j -  Ukij ( x ' , x ) t h{ x ) d T { x ) -  Tkij ( x ł , x ) u k(x )d r (x ) ] , (2.7)
r r

gdzie Tk i j (x ' .x )  i Uki j (x ' ,x )  są rozwiązaniami podstawowym i elastostatyki, które podano  
w dodatkach A i B, ^ ozn acza  całkę w sensie wartości głównej Hadamarda, której definicję 
podano w dodatku G, n* oznacza składową wektora jednostkowego normalnego do brzegu 
w punkcie x', skierowanego na zewnątrz ciała. Równania (2.7) ułożone dla punktów x' 
i x" są identyczne. Z tych samych powodów, co w przypadku równania przemieszczeń, 
gdyby stosować dla obu powierzchni równanie sił brzegowych, otrzym alibyśm y osobliwy  
układ równań.

Rozwiązania Tk i j (x ' ,x )  i Uki j { x ' , x )  m ają takie same w łasności, jak rozwiązania wy­
stępujące w równaniu przemieszczeń:

Uki j { x ' , x + ) — Uki j { x ' , x ~ ) ,  Tkij { x ' . x +) =  - T kij ( x ' ,x ~ ) .  (2.8)

Biorąc pod uwagę powyższe w łasności, równanie sił brzegowych dla ciała z pęknięciem  
m ożna zapisać w następującej postaci:

7̂ j(x ')  -  (x") =  n ,(x ') [  j  Ukij { x '  , x ) t k( x ) d T { x ) -  £  Tki j {x', x ) u k{x)dT(x)
pe pe

+  j  Uki j (x ' .x) 'Etk{ x ) d r ( x ) -  ^  T k i j ( x \ x ) A u k{x )dT{x) j .  (2.9)
r+ r+

W odróżnieniu od równania przemieszczeń rozwiązanie zależy od obciążenia powierzchni 
pęknięcia siłam i znajdującym i się w równowadze, ponieważ w równaniu oprócz sumy sił 
Sijt(x), która w tym  przypadku jest równa zeru, występuje także ich różnica t j ( x ' ) —t j ( x " ) .  
Za pom ocą równania nie m ożna wyznaczyć sił brzegowych, gdy zadane są przemiesz­
czenia powierzchni pęknięć, gdyż niewiadomym i są równocześnie różnice sił brzegowych 
t j (x ' )  — t j ( x " )  i ich sum a T,tk(x).
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2 . 3 .  M e t o d y  a n a l i z y  c i a ł  z  p ę k n i ę c i a m i

Z powyższej analizy w łasności brzegowych równań całkowych przemieszczeń i sił wynika, 
że nie można ich bezpośrednio zastosować w analizie pęknięć. M imo tych trudności opra­
cowano kilka m etod  analizy pęknięć za pomocą MEB (Cruse [26], [27], [28], Smith [137], 
Aliabadi [4]).

Do najczęściej stosowanych należą: m etoda podziału na podobszary, m etoda niecią­
głości przem ieszczeń i m etoda dualna.

RP
r .2

RP — rów nanie przem ieszczeń  
RS — rów nanie sił brzegowych

Rys. 2.3. M etody analizy pęknięć za pom ocą MEB: a) m etoda podziału na
podobszary, b) m etoda nieciągłości przemieszczeń, c) m etoda dualna  

Fig. 2.3. M ethods of crack analysis using the BEM: a) subregion m ethod, 
b) displacem ent discontinuity m ethod, c) dual m ethod

Niezależny układ równań dla pokrywających się węzłów m ożna otrzymać, stosując 
metodę podziału na podobszary (ang. subregion m ethod) (Blandford, Ingraffea i Liggett 
[16]) wzdłuż przedłużenia powierzchni pęknięcia (rys. 2.3a). W  tej m etodzie dzieli się na 
elem enty brzeg zewnętrzny Te, obie powierzchnie pęknięcia T+ i oraz brzeg rozdziela­
jący podobszary Ea. Równanie przemieszczeń (2.2) stosuje się dla węzłów położonych na 
wszystkich wymienionych brzegach i całkuje wzdłuż brzegu odpowiedniego podobszaru. 
Równania dla pokrywających się punktów są różne, ponieważ każdy z podobszarów ma 
inny brzeg. Podobszary łączy się, wykorzystując warunki ciągłości przemieszczeń oraz 
równowagi sił w zdłuż linii podziału. Wadą m etody jest konieczność wprowadzenia sztucz­
nego brzegu rozdzielającego podobszary, co powoduje zwiększenie liczby węzłów i liczby 
elem entów brzegowy cli. Sztuczny brzeg jest szczególnie niewygodny w modelowaniu wzro­
stu pęknięcia ze względu na konieczność jego ciągłej zmiany. Dodatkowo, żeby otrzym ać 
dokładne rozwiązanie, należy stosować specjalne elem enty na sztucznym  brzegu, które 
aproksymują pole naprężeń w pobliżu krawędzi pęknięcia.

W  metodzie nieciągłości przemieszczeń (ang. displacem ent discontinuity m ethod) 
dzieli się na elem enty brzegowe tylko brzeg zewnętrzny Ee i jedną z powierzchni pęk­
nięcia, np. T+ (rys. 2.3b). Równanie przemieszczeń (2.2) stosuje się dla punktów należą­
cych do brzegu zewnętrznego, a równanie sił brzegowych (2.9) dla powierzchni pęknięcia. 
M etoda nazywa się m etodą nieciągłości przemieszczeń, ponieważ zmiennymi są różnice 
przemieszczeń powierzchni pęknięcia A u/t(x). W  m etodzie tej stosuje się najmniejszą  
liczbę elementów' brzegowych spośród trzech wymienionych m etod.
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W adą m etody jest to, że m ożna bezpośrednio wyznaczyć tylko różnicę przemieszczeń  
powierzchni pęknięcia, natom iast nie m ożna wyznaczyć sił brzegowych, wówczas gdy na 
powierzchniach pęknięcia zadane są warunki brzegowe w postaci przemieszczeń.

W  metodzie dualnej  (ang. dual m ethod) (Portela, Aliabadi i Rooke [121], [122]) dzieli 
się na elem enty brzegowe cały brzeg ciała, tzn. brzeg zewnętrzny Te i obie powierzchnie 
pęknięcia T+ i F~ (rys. 2.3c). Równanie przemieszczeń stosuje się dla brzegu zewnętrz­
nego. M etoda nazywa się m etodą dualną, ponieważ dla węzłów na jednej powierzchni 
pęknięcia stosuje się równanie przem ieszczeń (2.3), a dla drugiej - równanie sił brzego­
wych (2.7). W  odróżnieniu od poprzedniej m etody, w m etodzie dualnej wyznacza się 
bezpośrednio przem ieszczenia obu powierzchni pęknięcia. M ożna analizować ciała przy 
zadanych przem ieszczeniach i obciążeniach na powierzchniach pęknięcia.

Oprócz wym ienionych, podstawowych m etod stosuje się także metodę funkcj i  Greena 
(Snyder i Cruse [140]). Przy stosowaniu tej m etody dzieli się na elem enty brzegowe tylko 
brzeg zewnętrzny. W  m etodzie nie dyskretyzuje się powierzchni pęknięcia. Do analizy sto­
suje się równanie przemieszczeń, w którym funkcje podcałkowe zależą od funkcji Greena. 
Funkcje Greena są sum ą rozwiązań podstawowych elastostatyki i rozwiązań dodatkowych, 
które uwzględniają istnienie pęknięcia w m ateriale. M etodę m ożna stosować dla pęknięć o 
prostej geom etrii. Pęknięcia o złożonej geom etrii można analizować metodą numerycznej  
funkcj i  Greena (Telles, Castor i Guimaraes [145]). M etoda wym aga dyskretyzacji brzegu 
zewnętrznego i pęknięcia oraz rozwiązania dwóch zadań. Najpierw wyznacza się prze­
m ieszczenia i naprężenia w ośrodku nieograniczonym  zawierającym pęknięcie, na którego 
powierzchniach zadaje się warunki brzegowe zależne od rozwiązań podstawowych elasto­
statyki. Num eryczne funkcje Greena otrzymuje się przez dodanie otrzymanych rozwiązań 
do rozwiązań podstawowych. N astępnie analizuje się ciało bez pęknięcia, jak w m etodzie 
analitycznej funkcji Greena. W  m etodzie numerycznej funkcji Greena całkuje się wzdłuż 
pęknięcia, żeby otrzymać rozwiązania dodatkowe, a następnie wzdłuż brzegu zewnętrz­
nego, żeby wyznaczyć rozwiązania dla ciała z pęknięciem. Gdy pęknięcie jest obciążone, 
wówczas należy całkować jednocześnie wzdłuż brzegu zewnętrznego i pęknięcia. Ponieważ 
w tej m etodzie dyskretyzacji podlega brzeg zewnętrzny, dla którego stosuje się równanie 
przemieszczeń, oraz jedna z powierzchni pęknięcia, dla której stosuje się równanie sił 
brzegowych, d latego m etodę m ożna uważać za pewien wariant m etody nieciągłości prze­
mieszczeń.

Spośród przedstawionych trzech sformułowań m etoda dualna jest najbardziej uniwer­
salna. Podobnie jak w standardowym  zastosowaniu m etody elem entów brzegowych dla 
ciał bez pęknięć, w m etodzie tej dyskretyzacji podlega wyłącznie brzeg ciała, zmiennymi 
są przemieszczenia i obciążenia na brzegu. M ożna także rozwiązywać zadania dla zada­
nych przem ieszczeń i obciążeń na brzegu.

W dalszej części pracy zostanie przedstawione sformułowanie i zastosowanie m etody  
dualnej.

2 . 4 .  A p r o k s y m a c j a  w i e l k o ś c i  b r z e g o w y c h

Rozwiązanie numeryczne za pom ocą m etody elem entów brzegowych otrzymuje się w wy­
niku aproksymacji geom etrii brzegu oraz zm ienności przemieszczeń i sil wzdłuż brzegu. 
Brzeg ciała jest dzielony na M  elem entów brzegowych. Każdy element brzegowy posiada  
P  węzłów, których liczba zależy od przyjętej aproksymacji.
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W artości brzegowe w każdym elem encie aproksymuje się za pom ocą funkcji kształtu  
N p. W spółrzędne x t oraz składowe przemieszczeń Ui i sił brzegowych t t w elem encie m 
aproksymuje się w następujący sposób:

a* =  £  N px ” ip, (2.10)
P= 1

ut =  N pu™p, (2.11)
p=  1

U =  £  NPt? P, (2. i2)
p=  1

gdzie x r[ ip są współrzędnym i węzłów, a i t™p składowym i przemieszczeń i sił brzego­
wych w węźle p i elem encie m.

W ystępujące w równaniach (2.2), (2.3) i (2.7) całki niewłaściwe narzucają określony 
sposób m odelowania pęknięcia. Do dyskretyzacji brzegu zostaną zastosowane ciągłe i nie­
ciągłe elem enty brzegowe. W  elem encie ciągłym  skrajne węzły należą do brzegu elementu, 
podczas gdy w elem encie nieciągłym  skrajne węzły przesunięte są do wnętrza elementu. 
W ystępująca w równaniach całka w sensie wartości głównej Cauchy’ego wym aga ciągło­
ści przemieszczeń w punkcie kolokacji. Ten warunek jest spełniony dla węzła należącego 
zarówno do ciągłego, jak i nieciągłego elem entu brzegowego. Całka w sensie wartości 
głównej Hadamarda wym aga ciągłości przemieszczeń i ich pochodnych w punkcie kolo­
kacji. Z kolei ten warunek jest spełniony dla węzłów elem entów nieciągłych, które są 
położone wewnątrz elem entu.

Rys. 2.4. Dyskretyzacja elem entam i brzegowymi ciała z pęknięciem:
a) zagadnienie dwuwymiarowe, b) zagadnienie trójwymiarowe 

Fig. 2.4. D iscretization of cracked structure using boundary elements: 
a) two-dim ensional problem, b) three-dim ensional problem
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Biorąc pod uwagę powyższe w ym agania, w m etodzie dualnej zastosowano następujący  
sposób m odelowania ciał z pęknięciam i :

•  brzeg pęknięcia T+ i T-  m odeluje się za pom ocą nieciągłych elem entów brzego­
wych,

•  brzeg cia ła  P  w pobliżu pęknięcia brzegowego m odeluje się za pom ocą nieciągłych  
elem entów brzegowych,

•  pozostały  brzeg ciała P  m odeluje się elem entam i ciągłym i.
Przyjęty sposób m odelowania został przedstawiony na rys. 2.4. Funkcje kształtu  

kwadratowych elementów7 brzegowych dla zagadnienia dwmwymiarowego m ają postać:

N \ Ę )  =  (2 -13)

iV2( 0  =  ( l  +  f ) ( l - f ) ,  (2.14)

Ar3( 0  =  +  (215)

a dla zagadnienia trójwymiarowego są rów7ne:

=  ( 1 - ( 2 - 1 6 )  

lV2(ę ! ,ę 2) =  - [ 1 - ( | ) 2] ( 1 - | ) | ,  (2.17)

JV3(€ i,€ 2) =  -(1  +  7 X 1 - 7 ) ^ .  (2-18)

N * { S u b )  =  ( i  +  7 ) [ i - ( f ) 2] f p  (2.19)

N 5(d i ,& ) =  (1 +  7 X 1 +  7 ) ^ ,  (2-20)

=  [ l - ( 7 ) 2] ( l  +  7 ) § ,  (2-21)

r f i t u t o )  =  - ( 1 - 7 X 1 +  7 ) ^ .  (2-22)

N 8 ( Ę i , &  =  - ( 1 - 7 ) [ 1 - ( 7 ) 2] | ,  (2-23)
c  c  Ze

=  [1 -  ( | ) 2][1 -  Ą)% (2-24)

gdzie: Ę, Ęi, £2 są współrzędnym i punktu w lokalnym układzie współrzędnych
(—1 <  Ę <  1); parametr e definiuje położenie węzłów7 w elem encie. W spółrzędne wę­
złów w7 układzie lokalnym są równe: Ę' =  — e, 0, + e ;  e = 1 dla elem entów ciągłych, e < 1
dla elem entów nieciągłych.
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Kwadratowe elem enty brzegowe ciągłe i n ieciągłe dla zagadnienia dwu- i trójwym ia­
rowego przedstawiono na rys. 2.5 i 2.6.

a) b)

1 2 3 1 2  3

^ 1 *  O3 i "  i "  - 1 ,C - E °  0° e° F*

x -  koniec elementu o -  wezet

Rys. 2.5. Kwadratowe elem enty brzegowe dla zagadnienia dwuwymiarowego: 
a) element ciągły, b) elem ent nieciągły  

Fig. 2.5. Quadratic boundary elem ents for two-dimensional problems: 
a) continuous elem ent, b) discontinuous element

Kwadratowe elem enty brzegowe dla zagadnienia trójwymiarowego: 
a) element ciągły, b) elem ent nieciągły  
Quadratic boundary elem ents for three-dim ensional problems: 
a) continuous elem ent, b) discontinuous element

W  celu zmniejszenia liczby węzłów na brzegu zewnętrznym, w pobliżu pęknięcia brze­
gowego, zam iast elementów nieciągłych można stosować elem enty półnieciągłe. W  ele­
mencie półnieciągłym  węzły, które znajdują się na krawędzi pęknięcia, przesunięte są do 
wnętrza elementu.

Całkę wzdłuż całego brzegu T oblicza się, całkując wzdłuż każdego elem entu, a na­
stępnie sumując obliczone wartości.

W  wyniku dyskretyzacji i aproksymacji wielkości brzegowych równania całkowe dla 
zagadnienia dwuwymiarowego przyjmują formę:
- równanie przemieszczeń dla węzłów7 należących do brzegu zewmętrznego:

m  p  1

W ,  =  [ ę p f
m =  1 p=  1 _ x

1
- U j mp I  (2.25)

Rys. 2.6. 

Fig. 2.6.
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równanie przemieszczeń dla węzłów należących do powierzchni pęknięcia:

\< = [*r/1 1  M p  

m = l p= l

1
- Ujmp I  T l j (£ )N mp(ę )d m(ę )d ę ], (2.26)

-1
równanie sił brzegowych dla węzłów należących do powierzchni pęknięcia:

h; -  \t"3 =  n ' e  £  [cp /
771=1 p = l  

1
- u r  /  , (2.27)

- i
gdzie J m jest jakobianem . Równania dla zagadnienia trójwym iarowego m ają podobną  
formę. Różnica polega na tym , że w równaniach występują całki podwójne zam iast całek  
pojedynczych.

Jakobian dla zagadnienia dwuwymiarowego obliczam y w następujący sposób:

d l i  ¿2)2,
jm  =  ' / ( d ę )2 +  ( d ę )2’ (2'28)

a dla zagadnienia trójwymiarowego:

_  ( dx 2 dx3 d x 3 dx 2 d x 3 d x x dx 1 dx 3 . 9 ,d x L dx 2 dx 2 d x x ^
dĘ1 dą2 ) + [ dąl dĘ2 dą2 ’ +  [ dę2 dą1 dĘ2 ) ' ( ' j

Pochodne współrzędnych globalnych względem  lokalnych w równaniach (2.28) i (2.29) 
są równe:

(230)

Brzeg cia ła  w punkcie jest gładki, gdy pochodne cząstkowe współrzędnych globalnych 
względem lokalnych, określone równaniem (2.30), w tym  punkcie są funkcjami ciągłym i.

2 . 5 .  M a c i e r z o w y  u k ł a d  r ó w n a ń

W m etodzie dualnej brzegowe równania całkowe stosuje się dla węzłów w następujący  
sposób:

•  równanie przemieszczeń (2.25) stosuje się dla węzłów na brzegu zewnętrznym  ciała r e,

•  równanie przemieszczeń (2.26) stosuje się dla węzłów na jednym  brzegu pęknięcia T+ ,

•  równanie sił brzegowych (2.27) stosuje się dla węzłów na drugim brzegu pęknięcia r _ .
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Równania (2.25), (2.26) i (2.27) ułożone dla wszystkich węzłów można zapisać w po­
staci macierzowej:

H u  =  G t. (2.31)

gdzie m acierze H  i G  zależą od całek funkcji kształtu  N mp(Ę), jakobianów J m(Ę) oraz 
odpowiednio rozwiązań podstawowych T'ki j {^) oraz U ^ Ę )  i U'ki j (Ę). Macierze u  i
t  zawierają wartości składowych przemieszczeń i sił brzegowych we wszystkich węzłach. 
N a ogół na części brzegu zadane są przemieszczenia u 2 i nieznane są siły  brzegowe t y. 
a na pozostałej części brzegu zadane są siły brzegowe t 2 i nieznane są przemieszczenia  
u y. Indeks y dotyczy nieznanych wielkości w węźle, a indeks z znanych wielkości. Układ  
równań (2.31) m ożna zapisać wt postaci uwzględniającej podział zmiennych na nieznane i 
zadane wielkości brzegowe:

(2.32)
TJ TUT

yy -n yz ' u y ' g 22 G 2 y '

i
N

i

H zy H 22 . G y, G y y . . ^  .
Równanie przegrupowuje się w następujący sposób:

' H  y y - G * / u y g 2 2 - H y 2

ii

. H 2 y —G w t y . G y * ~ H «  . c

Powyższe równanie m ożna zapisać w prostszej postaci:

A y  =  B z .

(2.33)

(2.34)

gdzie macierze A  i B  są utworzone z elem entów m acierzy H  i G; macierz y  zawiera 
nieznane składowe przemieszczenia i siły  brzegowe, a macierz z zawiera zadane wielko­
ści brzegowe. W  wyniku rozwiązania układu równań wyznacza się nieznane wielkości 
brzegowe.

2 . 6 .  O b l i c z a n i e  c a ł e k  b r z e g o w y c h

W ystępujące w brzegowych równaniach całkowych rozwiązania podstawowe elastostatyki 
zależą od odległości r m iędzy punktem kolokacji x' i punktem  całkowania x . Rozwiązania  
podstawowe są funkcjami osobliwym i ze względu na odległość r, ponieważ dążą do nie­
skończoności, gdy ta  odległość dąży do zera. Punkt kolokacji x' jest punktem  osobliwym  
rozwiązań podstawowych.

Tabela 2.1 przedstawia zależność rozwiązań podstawowych elastostatyki od odległości 
r dla zagadnienia dwu- i trójwymiarowego i klasyfikację rzędu osobliwości. W  przypadku 
gdy odległość r  jest duża w stosunku do rozmiaru elem entu brzegowego, do którego na­
leży punkt całkowania, do obliczania całek stosuje się m etodę całkowania numerycznego 
Gaussa. Gdy punkty kolokacji i całkowania należą do tego samego elem entu brzegowego, 
wówczas, ze względu na osobliwość funkcji podcałkowych, stosuje się specjalne m etody  
całkowania.

M etodom  obliczania całek występujących w MEB poświęcono wiele prac. Przegląd  
różnych sposobów całkowania przedstawiono np. w pracy Tanaki. Sladka i Sladka [144],
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Funkcje podcałkowe, które są klasyfikowane jako słabo osobliwe, najczęściej całkuje się, 
stosując specjalne kwadratury Gaussa. Całki funkcji, które są silnie osobliwe, najczęściej 
oblicza się, wykorzystując warunek, że równanie brzegowe powinno być spełnione dla 
ciała  poruszającego się jak ciało sztywne. Wyżej wymienione całki występują w równaniu 
przemieszczeń, które jest powszechnie stosowane w m etodzie elem entów brzegowych. Z 
tego powodu sposób obliczania tych całek nie będzie szczegółowo om awiany w niniejszej 
pracy.

Tabela 2.1. Rzędy osobliwości rozwiązań podstawowych elastostatyki

Rozwiązanie

podstawowe

Zagadnienie

dwuwymiarowe

Zagadnienie

trójwymiarowe

Rodzaj

osobliwości

Uij log(r) 1/ r słaba osobliwość

Tij 1/ r 1/ r 2 silna osobliwość

P kij 1/ r 1/ r 2 silna osobliwość

Tkij 1/ r 2 1/ r 3 hiperosobliwość

W  przypadku m etody nieciągłości przem ieszczeń lub m etody dualnej stosuje się równa­
nie sił brzegowych, które zależy od hiperosobliwych rozwiązań podstawowych. Obliczanie 
tych całek jest jednym  z trudniejszych zadań. W  dwóch następnych podrozdziałach zo­
stanie przedstawiony sposób obliczania całek hiperosobliwych rozwiązań podstawowych  
dla zagadnienia dwu- i trójwymiarowego.

2 . 6 .1 .  C a ł k i  h i p e r o s o b l i w y c h  r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h  

d l a  z a g a d n i e n i a  d w u w y m i a r o w e g o

G dy punkt kolokacji o współrzędnej lokalnej Ę' należy do elementu, wzdłuż którego wry- 
konuje się całkowanie, wówczas funkcja podcałkowa w równaniu sił brzegowych:

i
I  = ^ T ki j ( ą ' , Ę ) N ^ ( Ę ) J m(Ę)dĘ, (2.35)

-1

jest hiperosobliws. Funkcję podcałkowy pom nożoną przez (ę — ¿¡')2 rozwija się w sze­
reg Taylora w otoczeniu punktu Ę', uwzględniając dwa wyrazy w rozwinięciu (Portela, 
Aliabadi i Rooke [121], Guiggiani [72]):

W C  -  O 2 =  9k iM )  =  9 h M ' )  +  $ g j ( 0 ( ę  -  O ,  (2-36)

gdzie jest pierwszą pochodną funkcji gkij  w punkcie Ę' ze wyzględu na zm ienną £.
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Rozwinięcie w szereg Taylora odejmuje się i dodaje do funkcji podcałkowej:

dĘ (2.37)

U względnienie w rozwinięciu w szereg Taylora dwóch wyrazów powoduje, że pierwsza 
całka po prawej stronie równania jest nieosobliwa i m oże być całkowana numerycznie 
m etodą Gaussa. Dwie kolejne całki oblicza się analitycznie w następujący sposób:

Istnienie całki funkcji hiperosobliwej w ym aga ciągłości pierwszej pochodnej funkcji 
podcałkowej w punkcie kolokacji. Ten warunek jest spełniony w węźle elementu niecią­
głego, który jest położony wewnątrz elementu.

2 .6 .2 .  C a ł k i  h i p e r o s o b l i w y c h  r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h  

d l a  z a g a d n i e n i a  t r ó j w y m i a r o w e g o

Gdy punkt kolokacji o współrzędnych lokalnych (£ j, należy do elem entu, wzdłuż któ­
rego wykonuje się całkowanie, wówczas funkcja podcałkowa w równaniu sił brzegowych:

jest hiperosobliwa. Całka jest transformowana do biegunowego układu współrzędnych  
(6 , 9) (Guiggiani, Krishnasamy, Rudolphi i Rizzo [73]) z początkiem  w punkcie kolokacji 
(rys. 2.7). Jakobian tej dodatkowej transformacji jest równy 6 . N astępnie funkcja pod­
całkowa jest rozwijana w szereg Laurenta ze względu na odległość od punktu kolokacji:

K ażda wielkość w funkcji podcałkowej jest rozwijana w szereg oddzielnie. Rozwinięcie 
odległości r jest równe:

(2.38)

(2.39)

i i

- i  - i

Tki j {6 , 9 ) N mp{6,9)Jm(5,6 ) 6  =  F { 6 , 6 ) =

r =  6a(9) +  6 2b ( 0 ) +  0(<53), (2.42)

gdzie:

a(0) =  x iil(£ i,£2) c o s 0 +  x ii2(£ i,£ 2) s in 0, a(0) =  (a -a )* ,  (2.43)

b W  =  (£ l’ £2) cos2 6  +  ę£) sin 0 cos 0 +  ^ x i?2i2(^[. sin2 6 . (2.44)
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Rys. 2.7. Biegunowy układ współrzędnych z początkiem  w punkcie kolokacji 
Fig. 2.7. Polar coordinate system  w ith the origin at the collocation point

Rozwinięcie wielkości 1 /r 3 i r , w rozwiązaniach podstawowych elastostatyki jest równe:

r® =  P t f  ~  3 h V  +  ’ (2‘4°)

r  =  ^  +  ( b- i . ^ . a i ) 6  +  0 (S2). (2.46)
a a a6

Rozwinięcie funkcji kształtu  i jakobianu wynosi:

N mr{ó, 6 ) =  £ )  +  5[iV™p( £ ,  ę ') cos 6  +  AT£P( £ ,  £ )  sin 0] +  0 ( h 2), (2.47)

=  J m( Ę [ , Q  +  Ó [ J 2 ( C Ź )  cose +  J K C Q s i n O }  +  0(S 2). (2.48)

Rozwinięcie prom ienia otoczenia punktu kolokacji wynosi:

S =  a{e. 0) =  ¡3(6)e +  -/(0)e2 +  0 ( e 3), (2.49)

gdzie:

m  =  i  y{0) -  (2.50)

Całka hiperosobliw'a w równaniu (2.40) jest przekształcana do nieosobliw’ej formy, 
która m oże być całkowana numerycznie:

0 0

+
(251)

gdzie 6  jest promieniem brzegu elem entu (rys. 2.7). Elem ent jest dzielony na cztery 
trójkąty, całkę oblicza się dla każdego elem entu oddzielnie, a następnie wyniki sumuje się. 
Przedstawiona m etoda całkowania m oże być stosowana dla elementów’ o zakrzywionych 
powierzchniach i zaburzonym położeniu węzłów’.
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R o z d z i a ł  3

Wprowadzenie do metody elementów 
brzegowych w analizie dynamicznej 
pęknięć

W  rozdziale przedstawiono brzegowe równania całkowe stosowane w analizie dynamicznej 
pęknięć. W ykazano podobieństwo równań oraz realizacji numerycznej m etod stosowanych 
w analizie dynamicznej i statycznej. Przedstawiono równania określające pola przemiesz­
czeń i naprężeń w otoczeniu wzrastającego dynam icznie pęknięcia. W ymienione pola  
są funkcjami dynam icznych współczynników intensywności naprężeń (DW IN) i prędkości 
wzrostu pęknięcia. Od wartości tych współczynników zależy, czy nastąpi wzrost pęknięcia 
lub jego zatrzym anie oraz kierunek propagacji pęknięcia. Podano równania określające 
całki niezależne od konturu całkowania. Opisano m etody numeryczne obliczania DW IN na 
podstawie rozwarcia wierzchołka pęknięcia oraz całki niezależnej od konturu całkowania. 
Przyjęto, że o kierunku wzrostu pęknięcia decyduje maksymalne naprężenie obwodowe. 
Omówiono zależność tego naprężenia od DW IN i prędkości wzrostu pęknięcia.

3 . 1 .  M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  a n a l i z i e  

d y n a m i c z n e j  p ę k n i ę ć

Rozważmy ciało o dowolnym kształcie zajm ujące obszar Q i posiadające brzeg P, przed­
stawione na rys. 2.1. N a części brzegu ciała Tu zadane są warunki brzegowe w postaci 
przemieszczeń u -(x , i) , a na pozostałym  brzegu Pt obciążenia tbi (x, t)  w następujący spo­
sób:

ii i(x , t)  =  u -(x , i) , dla x  G r u, t i (x,  t) — i- (x , i) , dla x e F t. (3.1)

W  zagadnieniu dynam icznym  zadane warunki brzegowe są funkcjami położenia punktu  
x  i czasu t. W  całym  obszarze Q zajm owanym  przez ciało zadane są warunki początkowe 
w chwili t  — 0. Początkowe przem ieszczenia u“(x) i początkowe prędkości v°(x) określone 
są w następujący sposób:

Ui(x, 0) =  u °(x ), u ,(x, 0) =  u °(x), dla x  £  fl, t =  0. (3.2)

D la  ciała znajdującego się w spoczynku w chwili początkowej m “ ( x ) — 0 i v°(x)  =  0.
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Rozważm y ciało, którego m ateriał jest jednorodny, izotropowy i liniowo-sprężysty. 
Rozpatrzym y przypadek, gdy w chwili początkowej ciało znajduje się w spoczynku i nie 
jest obciążone siłam i objętościowym i. Przem ieszczenie dowolnego punktu ciała można  
w yznaczyć, stosując następujące brzegow7e równanie całkow7e przemieszczeń:

Cij (x ' )u j (x ' , t )  — j U i j { x ! , x , t )  * t j ( x . t ) d T (x )  — j -  T i j { x ! , x , t )  * Uj(x . t )dY(x) ,  (3.3) 
r r

gdzie U i j ( x ' , x , t ) i T i j ( x ' , x , t )  są rozwiązaniami podstawowym i elastodynam iki. Symbol 
* oznacza splot wrzględem  czasu, który dla dwóch dowolnych tensorów7 gy (x. t) i h j ( x , t )  
jest zdefiniowany następująco:

t
g i j ( x , t )  * h j ( x , t )  — J  g i j ( x , t  — T)h j (x ,T)dr ,  dla x  e  fi, t  £ <  0 , + 00). (3.4)

o

W  odróżnieniu od zagadnienia statycznego rozwiązania podstawowe elastodynam iki 
Ui j (x ' , x , t) i T i j ( x ' , x , t) oraz przemieszczenia Uj(x, t) i siły brzegowe t ,(x ,  t) są funkcjami 
czasu. P ozostałe zm ienne w7 rówmaniu (3.3) m ają takie sam o znaczenie jak zm ienne w7 
rówmaniu (2.2) dla zagadnienia statycznego.

Rozpatrzm y ciało posiadające pęknięcie, którego powierzchnie pokrywają się. Rówma- 
nia przem ieszczeń i sił brzegowych dla punktu x', w7 którym powierzchnia pęknięcia jest 
gładka, m ają formę:

^ ¿ ( x ' , i )  +  ^ ( x " , £ )  =  J  Ui j (x f, x , t ) ^ t j ( x , t ) d T ( x ) - ^ T ij ( x ' ,x , i ) * U j ( x ,i ) d r ( x ) ,  (3.5) 
r r

1 r
- t j { x ' . t )  -  - t j ( x " , t )  =  n ż(x ')[  j -  Uk i j (x ,  x, t) * tk{x, t )dT(x)

r

-  ^ T fcij- (x ' ,x ,i )  *U fc (x ,i)d r (x )]. (3.6)
r

O znaczenia zmiennych są takie same jak dla zagadnienia statycznego. Przedstawione 
równania przemieszczeń i sił brzegowych (3.3), (3.5) i (3.6) m ają podobne formy jak 
rówmania (2.2), (2.3) i (2.7). Różnica polega na tym, że występujące w7 nich wielkości 
są funkcjami czasu. Rówmania wym agają całkowania nie tylko w7zdłuż brzegu ciała, ale 
także w7zględem  czasu w7 celu obliczenia splotów7 czasowych.

M etoda elementów7 brzegowych pozw7ala na rozwiązywanie zagadnień dynamicznych za 
pom ocą m etody transformacji całkowych, m etody rozwiązań w7 dziedzinie czasu i m etody  
podwójnej zasady wzajem ności (M anolis i Beskos [96], Dom inguez [32]). Przegląd prac do­
tyczących zastosowania m etody elementów7 brzegowych w dynam ice został przedstawiony 
przez Beskosa [14], [15],

Przedstawione powyżej rówmania stosowane są w7 m etodzie rozwiązań w7 dziedzinie 
czasu, która jest szerzej om awiana w rozdziale 5. Brzegowre rówmania całkowe stosowrane 
w7 m etodzie transformacji całkow7ej, przedstawionej w7 rozdziale 4, i w m etodzie podwójnej 
zasady wzajem ności, omawianej w7 rozdziale 6. m ają także podobne formy jak w7 zagad­
nieniu statycznym .
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Om awiane w rozdziale 2.2 własności brzegowych równań całkowych stosowanych dla 
pęknięcia dotyczą także zagadnień dynamicznych. Z tego powodu w analizie dynamicznej 
pęknięć za pom ocą M EB stosuje się takie same m etody jak dla zagadnienia statycznego: 
m etodę podziału  na podobszary, m etodę nieciągłości przemieszczeń i m etodę dualną. Sto­
sowana jest także m etoda numerycznej funkcji Greena. Geom etrię brzegu, zmienność 
przem ieszczeń i obciążeń wzdłuż brzegu można aproksymować funkcjami kształtu przed­
stawionym i w rozdziale 2.4.

M acierzowe układy równań dla zagadnienia dynam icznego można przegrupowywać 
zgodnie z warunkami brzegowymi, tak jak dla zagadnienia statycznego, opisanego w roz­
dziale 2.5.

M ożna wykazać, że sploty czasowe oraz transformaty całkowe rozwiązań podstawo­
wych elastodynam iki m ają ten sam  rząd osobliwości, ze względu na odległość pom iędzy  
punktem  kolokacji i całkowania, co odpowiednie rozwiązania podstawowe elastostatyki. 
Dlatego do całkowania rozwiązań hiperosobliwych, występujących w równaniu sił brze­
gowych, m ożna zastosować m etodę odjęcia rozwiązań podstawowych elastodynam iki i 
elastostatyki. Otrzym ana różnica jest nieosobliwa i może być całkowana m etodą nume­
ryczną Gaussa. Do tej różnicy dodaje się rozwiązania podstawowe elastostatyki, które 
można całkować m etodam i opisanymi w rozdziale 2.6.1 i 2.6.2. Transformaty całkowe 
rozwiązań podstawowych elastodynam iki dążą do rozwiązań podstawowych elastostatyki, 
gdy gęstość m ateriału lub częstość dąży do zera. Całki względem czasu rozwiązań pod­
stawowych elastodynam iki dążą do rozwiązań podstawowych elastostatyki. gdy gęstość 
m ateriału dąży do zera lub krok czasowy dąży do nieskończoności. W ykorzystując te 
własności rozwiązań podstawowych oraz podobieństwo brzegowych równań całkowych, 
można otrzym ać rozwiązania statyczne, stosując programy komputerowe dla zagadnienia  
dynamicznego.

3 . 2 .  P r z e m i e s z c z e n i a  i  n a p r ę ż e n i a  w  o t o c z e n i u

d y n a m i c z n i e  w z r a s t a j ą c e g o  w i e r z c h o ł k a  p ę k n i ę c i a

Zakłada się, że pęknięcie wzrasta z prędkością c (r ), która jest funkcją czasu i wprowa­
dza lokalny układ współrzędnych (rrjka;!;), związany z poruszającym  się wierzchołkiem  
pęknięcia. Oś x \  ma kierunek styczny do krawędzi pęknięcia w wierzchołku (rys. 3.1).

'u

Rys. 3.1. Składowe stanu naprężenia w pobliżu wierzchołka pęknięcia 
w układzie współrzędnych pęknięcia 

Fig. 3.1. Stress com ponents near the crack tip in the crack co-ordinate 
system  (xjyx!;)
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Przem ieszczenia w układzie związanym  z pęknięciem m ożna wyrazić w funkcji dyna­
micznych współczynników intensywności naprężeń i chwilowej prędkości wzrostu pęknięcia 
w następujący sposób (Nishioka i Atluri [114]):

K jB r  [ 2 f , 1 , ,  2ft /?2 /TT , 1 ^ 1 .
Ul =  —  lCOS(2 l } ~  (J T W y  { 2 2)\ +

| K g B n  /2 

K ,B ,  

K n B n

«2

+

-  i l ± M ) / ^ s i n ( ^ ) ]  +  ..., (3.7)

y / -  [ -  /3i \ /R i  sin (-<?i) +  sin ( - 6*2)] +

/ f l ^ c o s ^ - i i ^ ^ c o s ^ A . . .  (3.8)

W  podobny sposób m ożna wyrazić składowe stanu naprężenia:

,0 * 2  *23COS(50l) COS(502)l
ai1 -  ^ ~  ( i +z ^ i )  v %  ' J +

, *2\ (2 , 4A-52 C O S ^ J t ,
=  t s  1~ ( A ) * v r  d + ®  i

, A ' j /S j /roa c o s ( i0i)  (1 +  /322)2cos(46 '2)1
+ ^ n 2/3i^ / i r ------------2A — y i r J + - ’ (3-n)

gdzie:

A  = y .  A  =  V/1 - ( - ) > ,  (3.12)

n ,  -  — A  B „  =  ^ ,  C  =  4 A A - ( 1  +  A2)2. (3.13)

Ą  =  i i y  1 — ( —)2 sin2 0. tan di =  /?, tan (3.14)

gdzie K i  i A'// są dynam icznym i współczynnikam i intensywności naprężeń, które odpo­
wiadają rozciąganiu i ścinaniu wzdłużnem u pęknięcia; ¿u jest m odułem  sprężystości po­
przecznej; ci i c2 to prędkości propagacji fali podłużnej i poprzecznej; R  oznacza odległość 
od wierzchołka pęknięcia, a 9 jest kątem przedstawionym na rys. 3.1.
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3 . 3 .  C a ł k i  n i e z a l e ż n e  o d  k o n t u r u  c a ł k o w a n i a

Całki niezależne od konturu całkowania mogą być zastosowane do wyznaczenia w spół­
czynników7 intensywności naprężeń. Wartości całek zależą od wielkości wyznaczanych  
wzdłuż konturu, który może znajdować się w dużej odległości od wierzchołka pęknięcia. 
Z t. iowodu wyniki otrzym ywane tą m etodą są dokładne, naw7et przy zastosowaniu ma­
łej iiczby elementów7 do dyskretyzacji pęknięcia. W  przypadku zagadnień dynamicznych  
całki niezależne od konturu całkowania zależą dodatkowo od całki po obszarze ograniczo­
nym konturem.

Zakłada się, że wzrastające pęknięcie nie zm ienia gwałtownie kierunku i prędkości. 
Pęknięcie w7raz z konturem całkowania, który nie zm ienia swojego położenia w przestrzeni, 
przedstawiono na rys. 3.2.

Globalny układ współrzędnych oznaczono przez (rei, rc2) , a lokalny, związany z wierz­
chołkiem  pęknięcia, przez (a^rr!;)- Na rys. 3.2 Tc jest konturem otaczającym  wierzchołek, 
T+ i T - to fragmenty konturu należące do górnej i dolnej powierzchni pęknięcia, IA ozna­
cza kontur otaczający wierzchołek w nieskończenie małej odległości, f łc jest obszarem  
ograniczonym konturem Pc, a obszarem ograniczonym konturem PE. Założono, że 
kontur Tc jest niezmienny w7 przestrzeni oraz że powierzchnie pęknięcia są nieobciążone. 
W  analizie dynamicznej pęknięć stosowanych jest kilka całek niezależnych od konturu 
całkowania. Szczegółową analizę różnych całek stosowanych w7 mechanice pękania przed­
stawiono w7 pracy At.luriego (10]. Do najczęściej stosowanych należą całki podane przez 
Nishiokę i Atłuriego [114], [115]:

Rys. 3.2. Kontur otaczający wierzchołek pęknięcia  
Fig. 3.2. Contour surrounding crack tip

(3.15)

przez At.luriego [9]:

(3.16)
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Jk =  lim  J  [W n k -  U u i ^ dY  =
T c

lim J[Wn-k -  tiUi,k\dT +  j pUiUijcdO., (3.17)
Pc i7c—

gdzie p jest gęstością m ateriału; n/t jest składową wektora jednostkowego, normalnego do 
konturu i zwróconego na zewnątrz; W  jest właściwą energią sprężystą; T  jest właściwą  
energią kinetyczną; kropka powyżej zmiennej oznacza pochodną względem czasu, np. 
d u i / d r  — iii; liczba kropek oznacza rząd pochodnej; indeks poprzedzony przecinkiem  
oznacza pochodną zmiennej względem  współrzędnej punktu, np. dui /dxk — Ui

Na podstawie całek niezależnych od konturu całkowania można wyznaczyć prędkość 
uwalniania energii sprężystej G  w następujący sposób:

G — — J'k =  — (Jk +  f  T n kdT) =  ^ ( J k +  2 /  T n kdT), (3.18)
c c J c J

rE re

gdzie c/t jest składową prędkości wzrostu pęknięcia w globalnym  układzie współrzędnych. 
D la pęknięcia stacjonarnego energia kinetyczna jest nieosobliwa, więc całka /  T n kdY

T ,

dąży do zera. W  tym  przypadku całki J'k, -Jk i Jk są sobie równe. D la wzrastającego
pęknięcia całki m ają różne wartości, ponieważ wyrażenie /  T n kdT jest różne od zera.

r.
Oprócz całek o konturze nie zm ieniającym  swego położenia w przestrzeni, stosowane 

są także całki wzdłuż konturu przem ieszczającego się razem z wierzchołkiem pęknięcia. 
Jedną z takich całek jest całka podana przez Bui [19]:

■/( =  J [ {W -  T ) n i  -  Uui,i  -  cpuiUipni]dT +  J  puiUiAdQ. (3.19) 
rc nc

Zależność m iędzy całkam i niezależnym i od konturu całkowania a współczynnikami 
intensywności naprężeń dla pęknięć stacjonarnych i dynam icznie wzrastających podano 
w pracy Nishioki i Atluriego [114].

Jeden ze sposobów  wyznaczania DW IN na podstawie całki niezależnej od konturu 
całkowania zostanie przedstawiony w rozdziale 3.4.2.

i przez Kishimoto, Aoki i Sakatę [86]:
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3 . 4 .  M e t o d y  n u m e r y c z n e  o k r e ś l a n i a  d y n a m i c z n y c h  

w s p ó ł c z y n n i k ó w  i n t e n s y w n o ś c i  n a p r ę ż e ń  

i  k i e r u n k u  w z r o s t u  p ę k n i ę c i a

3 .4 .1 .  O b l i c z a n i e  D W I N  n a  p o d s t a w i e  r o z w a r c i a  w i e r z c h o ł k a  

p ę k n i ę c i a

Dynam iczne współczynniki intensywności naprężeń obliczono, porównując wartości nume­
ryczne przem ieszczeń powierzchni pęknięcia ze znanym i wyrażeniam i określającymi prze­
m ieszczenia w otoczeniu wierzchołka pęknięcia (porównaj równania (3.7) (3.8)). DW IN  
określone tą  m etodą są równe:

7r 4ffi/32 -  (1 +  Pi f
2 R  4 ^ ( 1 - # )

K i  =  (3.20)

K  =  2 n , ^ 4^ 2 ~  U  +  P i f  a b c  , „ , 1
1 1  MV2 R  4/32 (1 — ,3|) 1 ’ ( ^

gdzie A u f c  i A u f c  są różnicami przemieszczeń punktów B  i C  na przeciwległych po­
wierzchniach pęknięcia w kierunku stycznym  i prostopadłym  do pęknięcia; R  jest odle­
głością punktów B  i C  od wierzchołka pęknięcia.

Gdy prędkość wzrostu c dąży do 0, wówczas wyrażenia w równaniach (3.20) i (3.21) 
są równe:

s T  = —  (3.22)
0 1 0 2  ~  (i +  fff)2   y

c‘4o 4 ^ ( 1  -  ,'3|) ~ K + 1 '

4/?l/?2 ~  ( 1  +  P i) 2 _   J_

iAo 4/32( l  -  ,5|) - / e + l ’

gdzie k =  3 —4v  dla płaskiego stanu odkształcenia i k — (3 — v ) / ( l + v )  dla płaskiego stanu  
naprężenia. W  tym  przypadku równania (3.20) i (3.21) m ają postać równań stosowanych  
w analizie pęknięć stacjonarnych:

2/r p r . B cK' = <324>
K"  =  i T n / 5 A “* °  <323>

DW IN m ożna obliczyć bezpośrednio na podstaw ie względnych przemieszczeń 
powierzchni pęknięcia m odelowanego standardowym i elem entam i nieciągłym i. Znacz­
nie dokładniejsze rozwiązania można otrzym ać, zm ieniając w określony sposób położenie 
węzłów elem entu prostoliniowego w pobliżu wierzchołka pęknięcia (rys. 3.3). Nowe od­
ległości par węzłów: B-C, D-E i F-G  od wierzchołka A są równe: (1 — s f l / 4, 1/41 i 
(1 +  s f l / 4, gdzie l  jest długością elem entu brzegowego. W spółrzędne węzłów w układzie
lokalnym są takie same jak innych elementów nieciągłych, tzn. £' =  0, e. Taki
element o zm ienionym  położeniu węzłów nazywa się ćwiartkowym (ang. ąuarter-point- 
elem ent), gdyż odległość środkowej pary węzłów od wierzchołka pęknięcia jest równa 1 /4  
długości elem entu.
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Dla elem entu ćwiartkowego współrzędna lokalna Ę jest funkcją pierwiastkową odległo­
ści R  mierzonej od wierzchołka pęknięcia:

R
£ =  +1 — 2y y , dla wierzchołka o współrzędnej ę  =  + 1,

I jy
Ę =  — 1 +  2w —, dla wierzchołka o współrzędnej Ę =  —1.

(3.26)

(3.27)

Rys. 3.3. N ieciągły elem ent ćwiartkowy 
Fig. 3.3. Discontinuous ąuarter-point elem ent

Po tej modyfikacji przem ieszczenia dla elem entów ćwiartkowych są aproksymowane 
przez funkcje:

u =  a\ +  a2 \ / R  +  (I3 R,  (3.28)

gdzie Oi, 02, 03 są współczynnikam i, które zależą od przemieszczeń węzłów elem entu. Ten 
rodzaj funkcji lepiej aproksymuje pole przem ieszczeń w pobliżu wierzchołka pęknięcia niż 
funkcje standardowego elem entu kwadratowego. Opisana modyfikacja jest podobna do 
tej, która jest stosowana dla ciągłych ćwiartkowych elementów' brzegowych (Blanford, 
Ingraffea i Ligget [16], M artinez i Dom inguez [97], Sm ith [138]).

3 .4 .2 .  O b l i c z a n i e  D W I N  n a  p o d s t a w i e  c a ł e k  n i e z a l e ż n y c h  

o d  k o n t u r u  c a ł k o w a n i a

Do obliczenia DW IN dla pęknięcia stacjonarnego zastosowano J\  -całkę. W  celu otrzym a­
nia współczynników intensywności naprężeń dla m ieszanego rodzaju obciążenia pęknięcia 
J\  -całkę rozkłada się w następujący sposób:

Ą  =  J [  +  J " ,  (3.29)

gdzie:

j f  =  J { W 3n i  -  ifu& JdT +  I  f l u f u ^ d A ,  0  =  1, I I ,  (3.30)
rc nc

gdzie indeks ¡3 oznacza rodzaj obciążenia pęknięcia.
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Przem ieszczenia rozkłada się na składniki sym etryczne i antysym etryczne w następu­
jący sposób:

U l  +  u\ 
u2 -  u '2

a naprężenia:

r 0 n
°22 

Ia 12 J

Cli +  c ii 
022 +  0*22
012 12 J

u "  
„ I I

T11711
^11

Ul —
. U2 +  u'2

j 22
T U12 J

Cli -  011 
022 -  0; 
012 +  01

22
12

(3.31)

(3.32)

gdzie Ui, Oij, u[ i a' j  są przemieszczeniami i naprężeniami w punktach P(x \ ,  x2) i P ' (x \ , —x 2) 
sym etrycznie położonym i względem  pęknięcia.

O dkształcenia i pochodne przemieszczeń względem  współrzędnych rozkłada się w' ten  
sam sposób jak naprężenia, a siły  brzegowe i przyspieszenia rozkłada się jak przemiesz­
czenia. Znając J f  -całkę m ożemy wyznaczyć współczynniki intensywności naprężeń w 
następujący sposób:

K , = J{ K u  = i i (3.33)
K +  r 1 ‘ " "  v « + 1

Znaki K i  i K u  określa się na podstawie względnych przemieszczeń powierzchni pęk­
nięcia. Przyjęto, że konturem jest wielokąt foremny, którego środek znajduje się w wierz­
chołku pęknięcia. Pierwszym  i ostatnim  punktem  konturu są węzły na powierzchniach 
pęknięcia. Obszar ograniczony przez kontur dzieli się na trójkąty (rys. 3.4).

R ys.3.4. Kontur otaczający wierzchołek pęknięcia stosowany w obliczeniach  
numerycznych

F ig .3.4. Contour surrounding crack tip  applied in numerical com putations

Naroża trójkątów są usytuowane sym etrycznie względem pęknięcia. W ielkości po­
trzebne do określenia J|-całki: pochodne przemieszczeń, odkształcenia, naprężenia i siły  
brzegowe wyznacza się z odpowiednich brzegowych równań całkowych. Przyspieszenia  
m ożna wyznaczyć na podstaw ie przemieszczeń wyznaczonych w różnych chwilach cza­
sowych i m etody różnic skończonych lub bardziej dokładnie, na podstawie pochodnych  
naprężeń i równania ruchu (Fedeliński [55]). Przem ieszczenia w pierwszej m etodzie i po­
chodne naprężeń w drugiej m etodzie wyznacza się, stosując brzegowe równania całkowe. 
Całka wzdłuż konturu w równaniu (3.30) wyznaczana jest m etodą trapezów, a całka po 
obszarze ograniczonym konturem m etodą Gaussa.

42



3 .4 .3 .  O k r e ś l a n i e  k i e r u n k u  w z r o s t u  p ę k n i ę c i a

Kierunek wzrostu pęknięcia zależy od prędkości wzrostu i DW IN. W  zastosowanej m eto­
dzie przyjęto, że pęknięcie wzrasta w kierunku prostopadłym  do kierunku maksym alnego 
naprężenia obwodowego ago, pokazanego na rys. 3.5.

Rys. 3.5. Składowe stanu naprężenia w pobliżu wierzchołka pęknięcia w biegunowym  
układzie współrzędnych (R , 0 )

Fig. 3.5. Stress com ponents near the crack tip in the polar co-ordinate system  (R . 0 )

Takie samo kryterium zostało zastosowane w pracy Swensona i Ingraffea [141], Seeliga  
i Grossa [129] do określenia kierunku wzrostu. Naprężenie obwodowe jest równe:

o«# =  o-ii sin2 9 +  <t22 cos2 9 -  2an  sin 9 cos 6 . (3.34)

Zmienność znormalizowanych naprężeń obwodowych 000/ ( K i  +  K n ) V 2 n R ,  jako funk­
cję znormalizowanych DW IN K i / ( K i  +  K u ) i kąta 9, pokazano na rys. 3.6 i rys. 3.7 dla 
w spółczynnika Poissona v  =  0.3 i przykładowo, dla dwóch znormalizowanych prędkości 
wzrostu pęknięcia c /c 2 =  0.1 i c /c 2 =  0.8.

W ykresy dla I  i I I  rodzaju obciążenia przedstawiono w pracy Freunda [63]. Naprężenia 
pokazano tylko dla dodatnich K n . N a podstaw ie rys. 3.6 można stwierdzić, że dla 
m ałych prędkości naprężenie obwodowe ma jedno maksimum dla określonego K r i K l r . 
Dla większych prędkości naprężenie obwodowe ma dwa m aksim a (rys. 3.7). Na rys. 3.8 
i rys. 3.9 pokazano kąt, d la którego naprężenie obwodowe jest m aksymalne, oraz wartość 
tego maksimum  jako funkcję znormalizowanego DW IN i prędkości wzrostu pęknięcia. Dla  
prędkości wzrostu dążącej do zera kąt m aksym alnego naprężenia obwodowego jest równy 
dla I  rodzaju obciążenia 9 — 0°, a dla I I  rodzaju 9 =  —70.5°. Te wyniki są zgodne z 
wynikami dla statycznych pól naprężeń (Erdogan i Sih [38]).

Kąt wzrostu pęknięcia dla /  rodzaju obciążenia jest równy 9 =  0° dla prędkości mniej­
szych od około c /c 2 =  0.6, natom iast dla większych jest ujemny. Jak pokazano na rys.3.7, 
w tym  przypadku m ożliwe są dwa m aksim a o tych samych wartościach. Z powodu sym e­
trii pola naprężeń względem  osi pęknięcia x \  dla I  rodzaju i antysym etrii dla I I  rodzaju, 
kąty odpowiadające m aksym alnym  naprężeniom obwedowwm dla ujemnych wartości K u  
m ają przeciwne wartości. Wartości maksymalnych naprężeń obwrodowrvch wzrastają z 
prędkością.

Przedstawione kryterium  m aksym alnego naprężenia obwodowego jest jednym  z kryte­
riów stosowanych w m echanice pękania. W  pracach Mroza i Seweryna [102], [103] wartości 
krytycznych obciążeń i kierunki wzrostu pęknięcia określono na podstawie nielokalnego 
naprężeniowego kryterium  kruchego pękania.
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Znormalizowany DWIN 
K ^ i K r  + K n )

Rys. 3.6. Znormalizowane naprężenie obwodowe aee/{Ki  +  K n )\Z2nR dla c /c 2 =  0.1 
Fig. 3.6. Normalized circumferential stress agg/ (K i  +  K I I ) \ j 2n R  for c /c 2 =  0.1
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Znormalizowany DWIN 
K j / i K j  +  K n )

Rys. 3.7. Znormalizowane naprężenie obwodowe <Jee/(Ki +  K i i ) y /2 n R  dla c /c 2 =  0.8 
Fig. 3.7. Norm alized circumferential stress agg/(Ki  +  K h ) \ / 2 ttR  for c /c 2 =  0.8
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Rys. 3.8. Kąt m aksym alnego naprężenia obwodowego 0(aggmax) 
Fig. 3.8. Angle of m axim um  circumferential stress 0(aegmax)

Znormalizowany DWIN 
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Rys. 3.9. Znormalizowane m aksym alne naprężenie obwodowe 6 (aggmax) 
Fig. 3.9. Normalized m aximum  circumferential stress 9(aggmax)
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R ozdzia ł 4

Metoda transformacji całkowych

Metodę transformacji całkowych (MTC) (ang. integral transform method) Laplace’a i 
Fouriera w połączeniu z metodą podziału na podobszary i metodą nieciągłości przemiesz­
czeń w analizie dynamicznej pęknięć przedstawiono w wielu pracach.

Fan i Hahn [40] analizowali za pomocą brzegowego równania całkowego przemieszczeń 
tarcze prostokątne z pęknięciem brzegowym o różnych wymiarach. Do dyskretyzacji za­
stosowano elementy stałe, a DWIN wyznaczono na podstawie przemieszczeń w pobliżu 
wierzchołka pęknięcia. Sladek i Sladek [133] analizowali zagadnienia symetryczne: tarczę 
prostokątną z pęknięciem brzegowym poddaną różnym obciążeniom i rurę grubościenną 
z pęknięciem skierowanym wzdłuż promienia, na powierzchni zewnętrznej i wewnętrznej, 
obciążoną ciśnieniem wewnętrznym. Do dyskretyzacji brzegu zastosowano kwadratowe 
elementy brzegowe, a DWIN wyznaczono na podstawie względnych przemieszczeń pęk­
nięcia. Ze względu na symetrię tarczy i warunków brzegowwch modelowano tylko część 
tarczy. Podobną metodę stosowali Yin i Ji [167] do analizy tarczy prostokątnej z pęk­
nięciem wewnętrznym. Badano wpływ różnych długości pęknięcia i różnej zmienności 
obciążenia w czasie na DWIN. DWIN wyznaczono na podstawie przemieszczeń pęknię­
cia modelowanego elementami ćwiartkowymi. Tanaka, Nakamura, Aoki i Mat.sumoto 
[142], [143] stosowali podobną metodę do analizy pęknięcia w tarczy prostokątnej. Ba­
dano wpływ liczby elementów brzegowych i liczby parametrów metody Durbina i Hosono 
wyznaczania odwrotnej transformaty Laplace’a na dokładność rozwiązania. Polyzos, Sta- 
mos i Beskos [119] analizowali tarczę prostokątną wykonaną z materiału lepkosprężystego 
z pęknięciem wewnętrznym i brzegowym. Zagadnienia z mieszanym rodzajem obciążenia 
pęknięcia rozwiązano, stosując metodę podziału na podobszary.

Wen, Aliabadi i Rooke [148] zastosowali metodę pośrednią do analizy pęknięcia w 
obszarze nieograniczonym i tarczy prostokątnej. W pracy [149] przedstawiono metodę 
przybliżonej analizy zjawiska kontaktu powierzchni pęknięcia. Metodę zastosowano dla 
pęknięcia wewnętrznego w tarczy prostokątnej i dla pęknięcia w obszarze nieograniczo­
nym. Dla przedstawionych przykładów uwzględnienie zjawiska kontaktu miało niewielki 
wpływ na otrzymane rozwiązania. W pracy [152] zastosowano metodę funkcji ważonych i 
funkcji Greena do wyznaczenia DWIN dla pęknięcia wewnętrznego i brzegowego w tarczy 
prostokątnej i różnego sposobu obciążenia. W pracy [153] przedstawiono analizę pęk­
nięcia w ośrodku nieograniczonym, obciążonego siłami równomiernie rozłożonymi, siłami 
skupionymi, obciążeniem o zmieniającym się w czasie rozkładzie, a także oddziaływanie 
dwóch pęknięć. Omówiono wpływ propagacji fal na zmienność DWIN. W pracy [158] 
zastosowano całkę niezależną od konturu całkowania do obliczania DWIN dla pęknięcia 
w tarczy prostokątnej. W pracy [157] analizowano pęknięcia w tarczach prostokątnych
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dla III sposobu obciążenia. Wen podsumował wyniki swoich badań w pracy [151].
Telles, Barra i Guimaraes [146] oraz Barra i Telłes [13] zastosowali metodę numerycznej 

funkcji Greena do analizy pęknięcia w nieograniczonym ośrodku sprężystym i w tarczy 
prostokątnej.

Metodę transformacji Fouriera stosowali Dominguez i Chirino [33], [24] do analizy pęk­
nięcia w obszarze nieograniczonym, półprzestrzeni i obszarze ograniczonym. Wyznaczono 
zależność DWIN od częstości i czasu. Zhang [168] stosował równanie sił brzegowych do 
analizy oddziaływania fali harmonicznej z pęknięciem brzegowym, które jest nachylone 
pod dowolnym kątem do nieobciążonego brzegu półprzestrzeni.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformułowanie dualne i metoda trans­
formacji całkowych w analizie dynamicznej pęknięć (Fedeliński [41], [60]).

4 . 1 .  B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e

Rozwiązanie zagadnień dynamicznych metodą transformacji całkowych wyznacza się naj­
częściej, stosując transformację Laplacem lub Fouriera.

Transformata Laplace’a funkcji / (x ,  r) jest zdefiniowana następująco:

OO

£ [ / ( x , t ) ]  =  / ( x ,s )  =  J  / (x ,  r ) e _STdr, (4.1)
0

a transformata Fouriera ma postać:

OO

, F [ / ( x , t ) ]  =  / (x ,  ui) = J  / (x ,  r)e “ lUTdr, (4.2)
- O O

gdzie r  jest czasem, s parametrem transformacji Laplace’a, a u  parametrem transforma­
cji Fouriera. Brzegowe równania całkowe oraz transformowane rozwiązania podstawowe 
elastodynamiki dla transformacji Fouriera można otrzymać z równań dla transformacji 
Laplace!a, podstawiając za s param etr iui. Biorąc pod uwagę podobieństwo metod, poni­
żej zostanie przedstawiona tylko m etoda transformacji Lapłace’a.

Rozważmy jednorodne, izotropowe i liniowo-sprężyste ciało, obciążone dynamicznie 
siłami brzegowymi. Zakładamy, że początkowe przemieszczenia i prędkości są zerowe. 
Przemieszczenie dowolnego punktu ciała można wyznaczyć, stosując następujące brzegowe 
równanie całkowe [29]:

Cy (x ')h j(x ', s) =  J  Uij{x' ,x,s)ij(x,s)dT(x) -  ^ T ij(x ' ,x,s)uj (x,s)dT(x),  (4.3) 
r  r

gdzie Uj(x,s) i ij-(x, s) są transformatami Laplace’a przemieszczeń i sił brzegowych, 
Uij(x'.x,s) i Tij(x' .x,s)  są transformatami Laplace’a rozwiązań podstawowych elasto­
dynamiki, które podano w dodatku C. Pozostałe oznaczenia są takie same jak dla zagad­
nienia statycznego.

Jeżeli w punkcie kolokacji x ' pokrywające się powierzchnie pęknięcia są gładkie, wów­
czas równanie przemieszczeń ma postać:
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1  1  r _
-U i(x ',s) +  -Ui(x", s) =  J  Uij(x'. x. s)ij(x , s)d r(x ) 

r

-  f ij(x ',x , s)uj(x, s)dT(x), (4.4)
r

a równanie sił brzegowych ma formę:

1  /*- i j{x' , s)  -  - i j(x " ,  s) =  n i(x ')[ j  Ukij(x',x, s)tk(x, s)dT(x)
r

-  £  Tkij (x ' . x, s)u*;(x, s)d r(x )], (4.5) 
r

gdzie Ukij(x',x , s) i Tkij(x', x, s) są transformatami Laplace’a rozwiązań podstawowych 
elastodynamiki, które podano w dodatku C.

4 . 2 .  N u m e r y c z n a  r e a l i z a c j a  m e t o d y

Sposób podziału na elementy brzegowa i aproksymacji wielkości brzegowych dla metody 
transformacji całkowych jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. W wyniki dyskre- 
tyzacji i aproksymacji otrzymujemy następujące równanie przemieszczeń:

M  P  1 _

Ą * »  = E  E  [*/*(*) /771=1 p = l  _ 1
1

- ń f p(s) I  Tr(Ę,s)N”(OJm(Ę)dĘ}: (4.6)
- 1

oraz równanie przemieszczeń i sił brzegowych dla węzłów należących do pęknięcia:

k ( s )  +  k »  = e £  [ * / »  [  U'lJ( ^ s ) ^ ( Ę ) J m^)dĘ
Z  Z  771=1 p = l

1
-  ..7.7) /  \

- U  A™%s) I  TlJ(Ę,s)N^Ę)Jm(ą)dĘ], (4.7)
- 1

1 M P J. _
-  2 ^ fi) = n ' . E I  [**”»  /

1

- u fcmp(S) /  f ' u.(ę ;S ) /V " ( 0 J m( 0 ^ ] ,  (4-8)
- i

W równaniach zastosowano takie same oznaczenia jak dla zagadnienia statycznego. 
Całki hiperosobliwych rozwiązań podstawkowych obliczono, stosując metodę odjęcia roz­
wiązań podstawowwch elastostatyki.
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Układ równań brzegowych dla wszystkich węzłów brzegowych można zapisać w formie 
macierzowej

H u  =  G t. (4.9)

gdzie u  i t  zawierają odpowiednio wartości węzłowe transformowanych przemieszczeń i sił 
brzegowych, macierze H  i G  zależą od całek transformowanych rozwiązań podstawowych 
Tij, Tkij i Uij, 'Ukij, funkcji interpolujących i jakobianów.

Macierzowy układ równań przegrupowuje się zgodnie z warunkami brzegowymi. Spo­
sób modyfikacji układu równań jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. Nowe 
macierze A i B otrzymuje się z H  i G. a y  i ż z u  i t . Macierz A jest mnożona przez 
macierz jednokolumnową nieznanych transformowanych przemieszczeń i sił brzegowych 
y, a macierz B  przez macierz transformowanych warunków brzegowych ź, co daje nowy 
układ równań:

A y =  Bź. (4.10)

lub

A y =  f, (4.11)

gdzie f  =  Bż jest znaną macierzą.
W przypadku prostej zmienności w czasie zadanych warunków brzegowych ich trans­

formaty całkowe można obliczyć analitycznie. Równanie macierzowe (4.11) rozwiązuje 
się, otrzymując nieznane transformowane przemieszczenia i siły brzegowe dla szczegól­
nego param etru Laplace!a. Żeby otrzymać nieznane przemieszczenia i siły jako funkcje 
czasu, nieznane transformowane wielkości należy obliczać dla szeregu parametrów La- 
place’a. Końcowe rozwiązanie, zależne od czasu, można otrzymać, stosując numeryczną 
transformatę odwrotną. W pracy zastosowano metodę Durbina [37], numerycznego obli­
czania transformaty odwrotnej Laplace’a. opisaną w dodatku H.

4 . 3 .  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

Prezentowaną metodę zastosowano do rozwiązania dwóch przykładów. Pierwszym przy­
kładem jest pęknięcie w nieograniczonym ośrodku sprężystym, dla którego rozpatrzono
różny rozkład obciążenia na powierzchni pęknięcia. Drugim przykładem jest tarcza pro­
stokątna z pęknięciem wewnętrznym, dla której analizowano różną zmienność obciążenia w 
czasie. Zmienność DWIN w czasie wyznaczono, stosując metodę transformacji Laplace'a 
(MTCL). Za pomocą metody transformacji Fouriera (MTCF) wyznaczono charaktery­
stykę amplitudowo - częstotliwościową DWIN.

Wszystkie DWIN znormalizowano ze względu na:

K 0 = a0\J^a, (4.12)

gdzie a o jest wartością przyłożonego naprężenia i a jest wymiarem pęknięcia. Naprężenie 
a0 jest przyłożone nagle w chwili początkowej i następnie ma stałą wartość. Ten rodzaj 
obciążenia będzie nazywany dalej w pracy impulsem stałym.
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DWIN obliczono na podstawie rozwarcia wierzchołka pęknięcia. Statyczne współ­
czynniki intensywności naprężeń (SWIN) otrzymano za pomocą prezentowanej metody, 
przyjmując bardzo małą gęstość materiału.

P ę k n i ę c i e  w  n i e o g r a n i c z o n y m  o ś r o d k u  s p r ę ż y s t y m

Prostoliniowe pęknięcie o długości 2a w nieograniczonym ośrodku sprężystym jest ob­
ciążone siłami prostopadłymi lub równoległymi do powierzchni pęknięcia, równomiernie 
rozłożonymi na długości 2b (b < a) (rys. 4.1) (Fedeliński [59), [42]).

Rys. 4.1. Pęknięcie w nieograniczonym ośrodku sprężystym:
a) obciążenie normalne, b) obciążenie styczne

Fig. 4.1. Crack in an infinite elastic sheet: a) normal traction,
b) tangential traction

Analizowano różny rozkład obciążenia na powierzchni pęknięcia b/a =  0.25, 0.5, 0.75, 1. 
Siła wypadkowa na powierzchni pęknięcia jest taka sama dla różnego rozkładu obcią­
żenia. Wymagało to przyłożenia różnego obciążenia a„. W równaniu (4.12) przyjęto 
obciążenie cr0 dla pęknięcia obciążonego na całej długości. Materiał ma współczynnik 
Poissona v =  0.25 i znajduje się w płaskim stanie odkształcenia. Pęknięcie podzielono 
na 16 elementów brzegowych. Obliczenia wykonano dla 50 parametrów Laplace’a, żeby 
wyznaczyć rozwiązanie w dziedzinie czasu i 50 częstości, żeby określić charakterystykę 
amplitudowo- częstotliwościową.

Znormalizowane K i / K a dla obciążenia normalnego i K n / K 0 dla obciążenia stycznego 
przedstawiono na rys. 4.2 i 4.3. Rozwiązania dla b/a =  1 porównano z rozwiązaniami 
otrzymanymi przez Thau i Lu [147], którzy stosowali metodę Wienera-Hopfa. Na rys.
4.4 przedstawiono charakterystykę amplitudowo- częstotliwościową DWIN dla przypadku, 
gdy b/a = 1.

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  p ę k n i ę c i e m  w e w n ę t r z n y m

Tarcza prostokątna o długości 2b = 40 mm  i szerokości 2h = 20 mm  ma pęknięcie 
wewnętrzne o długości 2a =  4.8 mm  (rys. 4.5) (Fedeliński [41], [42]). Przykład jest po­
wszechnie nazywany zagadnieniem Chena [23] i był analizowany przez wielu autorów, np. 
Lina, Ballmanna [95] i innych. Materiał tarczy ma następujące własności mechaniczne: 
moduł sprężystości poprzecznej p =  76.92 • 109 Pa, współczynnik Poissona v =  0.3, gę­
stość p =  5000 kg/m3 i znajduje się w płaskim stanie odkształcenia. Brzeg podzielono 
na 32 elementy kwadratowe. Obliczenia wykonano dla 100 parametrów Laplace’a, żeby 
wyznaczyć rozwiązanie w dziedzinie czasu i 100 częstości, żeby określić charakterystykę 
amplitudowo - częstotliwościową DWIN.
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Rys. 4.2. Znormalizowany DWIN K i / K 0 dla obciążenia normalnego - różny rozkład
obciążenia na powierzchniach pęknięcia w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 4.2. N orm alized DSIF K i / K 0 for the normal traction - different distribution of 
loading on crack surfaces in an infinite elastic sheet

Znormalizowany czas ctt /2 a

Rys. 4.3. Znormalizowany DWIN K u / K 0 dla obciążenia stycznego - różny rozkład
obciążenia na powierzchniach pęknięcia w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 4.3. Normalized DSIF K n / K 0 for the tangential traction - different distribution of 
loading on crack surfaces in an infinite elastic sheet
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Rys. 4.4. Znormalizowany DWIN K / K 0 dla pęknięcia w nieograniczonym 
ośrodku sprężystym 

Fig. 4.4. Normalized DSIF K / K a for the crack in an infinite elastic sheet

2b

2h

Rys. 4.5. Tarcza prostokątna z pęknięciem wewnętrznym 
Fig. 4.5. Rectangular plate with an internal crack

Na rys. 4.6 przedstawiono znormalizowane DWIN K i / K 0 dla impulsu stałego. Roz­
wiązanie porównano z rozwiązaniem otrzymanym przez Abersona, Andersona i Kinga 
[1], którzy stosowali MES. Na rys. 4.7 przedstawiono charakterystykę amplitudowo- 
częstotliwościową. Podobne rozwiązanie otrzymał Dominguez [32], który stosował MEB 
i metodę podziału na podobszary.

Rozpatrzono trzy różne przypadki zmienności obciążenia w czasie: impuls stały, im­
puls prostokątny i impuls trójkątny, jak pokazano na rys. 4.8. Czas trwania impulsu 
jest zdefiniowany przez rG =  b/c\, gdzie cx jest prędkością fali podłużnej. Na rys. 4.9 
przedstawiono wpływ zmienności obciążenia w czasie na znormalizowane DWIN. Rozwią­
zania porównano z rozwiązaniami otrzymanymi przez Wena [152], który stosował ujęcie 
pośrednie MEB i metodę nieciągłości przemieszczeń. Rozwiązania dla impulsu stałego i 
prostokątnego są takie same do czasu 2td.
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Rys. 4.6. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej z pęknięciem 
wewnętrznym

Fig. 4.6. Normalized DSIF K i / K 0 for a rectangular plate with an internal crack
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Rys. 4.7. Znormalizowane DWIN K t / K 0 dla tarczy prostokątnej z pęknięciem 
wewnętrznym

Fig. 4.7. Normalized DSIF K i / K 0 for a rectangular plate with an internal crack

53



a) a b) a c) (7
Go Go

T

°o

T / V
o O ro O ro 2 t 0

Rys. 4.8. Zmienność obciążenia w czasie: a) impuls stały, 
b) impuls prostokątny, c) impuls trójkątny 

Fig. 4.8. Temporal variation of loading: a) constant impulse,
b) rectangular impulse, c) triangular impulse
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Rys. 4.9. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej z pęknięciem 
wewnętrznym - różna zmienność obciążenia w czasie 

Fig. 4.9. Normalized DSIF I<i/K0 for a rectangular plate with an internal 
crack - different temporal variation of loading



Rozdział 5

Metoda rozwiązań w dziedzinie czasu

Metodę rozwiązań w dziedzinie czasu (MRDC) (ang. time-domain method) w połączeniu 
z metodą podziału na podobszary i metodą nieciągłości przemieszczeń w analizie dyna­
micznej pęknięć przedstawiono w wielu pracach.

Metodę rozwiązań w dziedzinie czasu wykorzystywali Nishimura, Guo i Kobayashi 
[110], [111]. Rząd osobliwości brzegowych równań całkowych obniżono, stosując dwu­
krotne całkowanie przez części. Zastosowano stałe funkcje kształtu dla aproksymacji 
zmienności w przestrzeni i liniowe dla czasu. Metodę zastosowano dla pęknięć prostolinio­
wych i zagadnień dwuwymiarowych oraz płaskich pęknięć w obszarach nieograniczonych. 
Analizowano pęknięcia stacjonarne oraz ich wzrost. Zhang i Achenbach [170] zastosowali 
inną metodę obniżenia rzędu osobliwości równania całkowego. Do dyskretyzacji zastoso­
wano stałe oraz specjalne elementy brzegowe w pobliżu wierzchołka pęknięcia. Przyjęto 
liniową zmienność w czasie. Metodę zastosowano do analizy pęknięć leżących na tej sa­
mej linii prostej w obszarze nieograniczonym. Zhang [169] przedstawił zastosowanie całki 
reprezentującej zachowanie energii do otrzymania niehiperosobliwego brzegowego równa­
nia całkowego. Nieznanymi wielkościami w tym sformułowaniu są przemieszczenia i ich 
pochodne. Metodę zastosowano do analizy pęknięcia prostoliniowego w obszarze nieogra­
niczonym i III sposobu obciążenia. Zhang i Gross [173] zastosowali tę samą metodę do 
analizy pęknięć kołowych i kwadratowych w obszarze nieograniczonym. Chen, Gross i 
Zhang [22] analizowali pęknięcie kołowe w obszarze nieogranicznym, obciążonym siłami 
skupionymi prostopadłymi do pęknięcia. Analizowano wpływ odległości sił skupionych 
od pęknięcia na DWIN. Zhang i Gross podsumowali wyniki swoich badań w pracy [174], 
Zhang i Savaidis [175] analizowali pęknięcie w obszarze nieograniczonym i tarczy pro­
stokątnej. Hirose [75] oraz Hirose i Achenbach [76], [77], [78] zastosowali równanie sił 
brzegowych. Przyjęto liniową zmienność w czasie. Przemieszczenia interpolowano, sto­
sując analityczne rozwiązania dla zagadnienia statycznego. Analizowano stacjonarne i 
wzrastające pęknięcie kołowe. Nicholson i Mettu [109], [99] stosowali dwa typy aproksy­
macji: stałe elementy brzegowe i stałe czasowe funkcje kształtu oraz elementy kwadratowe 
i liniową zmienność w czasie. Metodą analizowano półnieskończone i skończone pęknię­
cie w obszarze nieograniczonym obciążone na powierzchniach oraz pęknięcie w tarczy o 
skończonych wymiarach. Dominguez i Gallego [34]. [36] przyjęli stałe funkcje czasowe dla 
sił brzegowych i liniowe dla przemieszczeń. Brzeg podzielono na kwadratowe elementy 
brzegowe. DWIN wyznaczono na podstawie względnych przemieszczeń powierzchni pęk­
nięcia i sił wzdłuż osobliwych elementów brzegowych. Metodę zastosowano do analizy 
tarcz o skończonych wymiarach z pęknięciami. Mieszane przypadki deformacji pęknięcia 
analizowano, stosując metodę podziału na podobszary. Israil i Dargush [83] przedstawili



podobną metodę i przykłady. Dodatkowo zastosowano metodę do analizy tarczy wyko­
nanej z kilku różnych materiałów. Gallego i Dominguez [65], [66] przedstawili metodę 
nieciągłości przemieszczeń. Do dyskretyzacji brzegu zewnętrznego i pęknięcia zastoso­
wano ciągłe elementy kwadratowe. Punkty kolokacji dla równania sił brzegowych były 
położone wewnątrz elementu brzegowego. Metodę zastosowano dla prostoliniowego i pół­
okrągłego pęknięcia, współliniowych pęknięć i pęknięć brzegowych w otworze w ośrodku 
nieograniczonym oraz ukośnego pęknięcia brzegowego w tarczy prostokątnej.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformułowanie dualne i metoda roz­
wiązań w dziedzinie czasu w analizie dynamicznej pęknięć (Fedeliński [56], [57], [58]).

5 . 1 .  B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e

Przyjmiemy te same założenia dotyczące materiału, warunków początkowych i obciążenia 
jak dla metody transformacji całkowych. Przy tych założeniach przemieszczenie dowol­
nego punktu można wyznaczyć, stosując następujące brzegowe równanie całkowe:

t

Cij{x.')uj(x' .t) =  J  [ J  Uij(x',t-,x,T)tj(x, r )d r (x ) ]d r  (5.1)
o r

t

-  J  [j t  )uj (x, t  )d r  (x)] dr ,
o r

gdzie Uij(x',t:x, r )  i Tjj(x', t; x, r )  są zależnymi od czasu rozwiązaniami podstawowymi 
elastodynamiki, i jest czasem, w którym wyznacza się przemieszczenie. Pozostałe oznacze­
nia są takie same jak dla zagadnienia statycznego. Wyznaczenie przemieszczenia wymaga 
nie tylko całkowania wzdłuż brzegu, jak wcześniej omawiane metody, ale także całkowania 
względem czasu od chwili początkowej aż do czasu t.

Jeżeli w punkcie x' pokrywające się powierzchnie pęknięcia są gładkie, wówczas rów­
nanie przemieszczeń ma postać:

t

^Ui(x\t)  + ^Ui{x",t) =  J  [j Uij(x', t: x, r) ij(x , r )d r(x )]d r  (5.2)
o r

t

-  J  [ J  Tij(x', t\ x, r)uj(x. t )dr(x)] dr,
o r

a równanie sił brzegowych ma formę:

t

-  -tj{x.",t) = n*(x'){ /  [ J  Ukij(x', t: x, r )tk(x, r)dT(x)]dr (5.3)
o r

t

- / [ /  Tkij{x\ t: x, r)uk{x. r)d r(x )]d r} , 
o r

gdzie Ukijfó, t: x, r) i T ^ (x ',  t; x, r )  są rozwiązaniami podstawowymi elastodynamiki.
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5 . 2 .  N u m e r y c z n a  r e a l i z a c j a  m e t o d y

Rozwiązanie numeryczne wymaga dyskretyzacji zmienności wzdłuż brzegu geometrii, prze­
mieszczeń i sił, która jest taka sama jak dla zagadnienia statycznego. Dodatkowo wyma­
gana jest dyskretyzacja zmienności w czasie przemieszczeń i sił brzegowTych.

Czas analizy t dzielony jest na N  kroków czasowrych. Zmienność w czasie wielkości 
brzegowych jest określona przez Q wartości w każdym kroku czasowwm i jest aproksymo- 
wana za pomocą funkcji interpolujących M 9(t ). W wyniku dyskretyzacji i aproksymacji 
otrzymujemy następujące równanie przemieszczeń:

/ ' N
ca u i  =

M  P N  n  l  t "EEEE{r/[ [ U ^ ( Ę , T ) M 9( r )d r } N » ( Ę ) J m (Ę)d^
m = l p = l n = l g = l  „ _ i

1 T n

I  T ^ ( Ę , r ) M 9(T)dr}NP(OJm(Ę)dĘ}, (5.4)
— 1  f n ^

oraz równanie przemieszczeń i sił brzegowych dla węzłów należących do pęknięcia:

M  P  N

m = l p = l n = l q = l  _ x Tn - i

1 T n

-u™vną j  [ I  T'^(Ę,T)M9(r)dT]N^Ę)Jm(Ę)dĘ},

k N -  k N - l E E E E  {%*"* /  [ /  u£(Ę, r )M 9(r)dr] N»(Ę)Jm(ą)dĘ
m —l  p = l  n = l  q = l  _ j  T„ _ 1

l k

i T

' / [ /  T ^ ( ^ T ) M 9(T)dT\NP(OJm(Ę)dĘ}. (5.6)
- 1  Tn-1

Przemieszczenia aproksymuje się w każdym kroku czasowym, stosując funkcje liniowe, 
a siły brzegowe - funkcjami stałymi. Mieszany rodzaj aproksymacji daje dokładniejsze 
rozwiązania (Dominguez i Gallego [35]) w przypadku uderzeniowego obciążenia ciała. 
Stała czasowa funkcja kształtu ma postać:

M 1{ t)  = 1, (5.7)

a linkwe funkcje m ają formę:

M \ t )  = T- ^ ~  i M \ t )  = T— , (5.8)

gdzie r n_1 < r  < r n, A r jest krokiem czasowym (rn = nAr),  indeksy 1, 2 oznaczają 
pierwszy i drugi węzeł czasowy. Całki względem czasu rozwiązań podstawowych elasto- 
dynamiki podano w dodatku D. Całki wzdłuż elementów brzegowych rozwiązań hipero-
sobliwwch obliczono, stosując metodę odjęcia rozwinięć funkcji podcałkowych w szereg
Taylora (Fedeliński [58]).
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Układ równań dla wszystkich węzłów można zapisać w postaci macierzowej:

N - 1
H NNu N =  GNNt N + Y  {GNnt n -  H Nnun), (5.9)

72= 1

gdzie u n i t n zawierają wartości węzłowe przemieszczeń i sił brzegowych w kroku cza­
sowym n, H  Vn i G ‘Vn zależą od całek rozwiązań podstawowych elastodynamiki, funkcji 
interpolujących i jakobianów. Indeksy N n  podkreślają, że macierze zależą od różnicy mię­
dzy krokiem czasowym N  i n. Kolumny macierzy H A,V i G ;V,V przegrupowuje się zgodnie 
z warunkami brzegowymi, otrzymując nowe macierze A NN i B AA. Sposób modyfika­
cji macierzy jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. Macierz A NN jest mnożona 
przez macierz jednokolumnową y jV, która zawiera nieznane przemieszczenia i siły brze­
gowe, a macierz B VA przez macierz jednokolumnową zA znanych warunków brzegowych 
w następujący sposób:

Ar—1
A N N y N  =  b n n z n  + (G'Vnt n -  H ^ u " ) .  (5.10)

71=1

W każdym kroku czasowym oblicza się tylko macierze, które odpowiadają maksy­
malnej różnicy N  — n. Pozostałe macierze znane są z poprzednich kroków czasowych. 
Macierze A NN i B A A tworzy się w pierwszym kroku czasowym i są one takie same w 
dalszych krokach czasowych. Macierze można oznaczyć prościej A a a  =  A i B A A =  B. a 
równanie macierzowe (5.10) można zapisać w postaci:

A y "  =  f \  (5.11)

gdzie:

JV- 1

f N = B zn + Y  {GNnt n -  H jVnu n), (5.12)
72 = 1

jest znaną macierzą. Układ równań rozwiązuje się metodą krokową, wyznaczając nie­
znane przemieszczenia i siły brzegowe w każdym kroku. W pierwszych krokach czaso­
wych rozwiązania podstawowe są niezerowe tylko w pobliżu punktu kolokacji i dlatego 
są całkowane tylko wzdłuż części brzegu. W dalszych krokach czasowych konieczne jest 
całkowanie wzdłuż całego brzegu. Obliczenia stają się coraz bardziej czasochłonne, po­
nieważ macierz zależy od wszystkich macierzy wyznaczonych w poprzednich krokach 
czasowych.

5 . 3 .  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

Prezentowaną metodę zastosowano do rozwiązania dwóch przykładów. W pierwszym 
przykładzie rozpatrzono otwór z dwoma pęknięciami brzegowymi w nieograniczonym 
ośrodku sprężystym. Dla tego przykładu analizowano wpływ gęstości materiału na DWIN. 
Z kolei w drugim przykładzie analizowano tarczę prostokątną z otworem mającym dwa 
pęknięcia brzegowe. Na tym przykładzie przedstawiono wpływ długości pęknięć i ich 
kierunku na DWIN.
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DWIN obliczono na podstawie rozwarcia wierzchołka pęknięcia i znormalizowano jak 
w przykładach przedstawionych w poprzednim rozdziale. Układy obciążono impulsem 
stałym. Rozwiązania statyczne otrzymano za pomocą przedstawionej metody, przyjmując 
bardzo m ałą gęstość materiału.

O k r ą g ł y  o t w ó r  z  p ę k n i ę c i a m i  w  n i e o g r a n i c z o n y m  o ś r o d k u  
s p r ę ż y s t y m

Na rys. 5.1 przedstawiono otwór o średnicy d = 20 mm  z dwoma pęknięciami, skiero­
wanymi wzdłuż prostej, przechodzącej przez środek otworu, znajdujący się w nieograni­
czonym ośrodku sprężystym (Fedeliński [58]). Odległość między wierzchołkami pęknięcia 
jest równa 2a = 60 mm. M ateriał tarczy ma następujące własności mechaniczne: mo­
duł Younga E  — 0.2 • 1012 Pa, współczynnik Poissona v = 0.3 i znajduje się w pła­
skim stanie odkształcenia. Analizowano układ dla trzech różnych gęstości materiału 
p =  4000, 8000, 12000 kg /m 3 OtwAr jest obciążony impulsem stałym równomiernie 
rozłożonego obciążenia a0 skierowanego prostopadle do powierzchni.

Rys. 5.1. Okrągły otwór z pęknięciami w nieograniczonym ośrodku sprężystym 
Fig. 5.1. Circular cracked hole in an infinite elastic sheet

Brzeg otworu i pęknięć podzielono na 44 elementy kwadratowe. Obliczenia wykonano 
dla kroku czasowego A r =  1 ps. Znormalizowane DWIN K i / K 0 przedstawiono na rys. 
5.2. Podobne rozwiązanie dla p =  8000 kg /m 3 otrzymali Gallego i Dominguez [66], którzy 
stosowali metodę nieciągłości MEB. Dla czasu dążącego do nieskończoności DWIN dąży do 
wartości statycznej. Ze wzrostem gęstości materiału zmniejsza się prędkość propagacji fal 
w tarczy. Na skutek tego wzrost DWIN następuje w późniejszym czasie. Kształt wykresów 
przedstawiających DWIN i wartości maksymalne DWIN są podobne dla różnych gęstości 
materiału.

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  o k r ą g ł y m  o t w o r e m  m a j ą c y m  
d w a  p ę k n i ę c i a  b r z e g o w e

Tarcza prostokątna o długości 2b — 60 mm  i szerokości 2h = 30 mm  z okrągłym otworem 
o promieniu r  =  3.75 mm  ma dwa pęknięcia brzegowe. Odległość między wierzchołkami 
pęknięć wynosi 2a, a kąt nachylenia pęknięć względem osi pionowej jest równy a  (rys. 5.3). 
Własności materiałowe są takie same jak w poprzednim przykładzie (gęstość materiału 
jest równa p = 8000 kg/m3). Brzeg tarczy i pęknięć podzielono na 64 elementy kwadra­
towe i zastosowano krok czasowy rówmy A r =  0.5 ps. Wykonano obliczenia dla różnych 
wartości kąta nachylenia pęknięć wynoszącego a = 0°, 30°, 45°, 60° dla a/h = 0.5. 
Znormalizowane K i / K 0 i K u / K a przedstawiono na rys. 5.4 i 5.5.
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Czas t [¿¿s]

Rys. 5.2. Znormalizowane DWIN K j / K 0 dla okrągłego otworu z pęknięciami 
w nieograniczonym ośrodku sprężystym - różna gęstość materiału 

Fig. 5.2. Normalized DSIF K i / K 0 for the cracked hole in an infinite elastic sheet 
- different mass density of the material

°o

2b

Rys. 5.3. Tarcza prostokątna z okrągłym otworem mającym dwa pęknięcia brzegowe 
Fig. 5.3. Rectangular plate with two cracks at a circular hole

Z rys. 5.4 wynika, że ze wzrostem kąta a  maleje maksymalna wartość K I/ K 0. Na pod­
stawie rys. 5.5 można stwierdzić, że Ku/K „  ma podobny przebieg dla a = 30°, 45°, 60°. 
Rozwiązania dla a/h  =  0.5 oraz kątów a  — 0°, 45° porównano z rozwiązaniami otrzy­
manymi przez Wena [151], który stosował ujęcie pośrednie MEB i metodę nieciągłości 
przemieszczeń. Podobne rozwiązania otrzymano, wykorzystując metodę podwójnej za­
sady wzajemności (Fedeliński [55]).

Następnie analizowano tarczę z pęknięciami o różnej długości a/h  =  0.35, 0.5 , 0.7 
dla a  =  0°. Znormalizowane DWIN K j / K 0 dla różnych długości pęknięć przedstawiono 
na rys. 5.6. Z wykresu wynika, że K I/ I \ 0 ma podobny przebieg dla różnych długości 
pęknięć aż do czasu około 12 ps. a następnie większe wartości dla dłuższych pęknięć.
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Rys. 5.4. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej z okrągłym otworem
mającym dwa pęknięcia brzegowe - różne kierunki pęknięć dla a/h — 0.5 

Fig. 5.4. Normalized DSIF K [ / K 0 for the rectangular plate with two edge cracks at
a circular hole - different directions of the cracks for a/h — 0.5

0 5 10 15 20

Czas t [/is]

Rvs. 5.5. Znormalizowane DWIN K n / K 0 dla tarczy prostokątnej z okrągłym otworem 
mającym dwa pęknięcia brzegowe - różne kierunki pęknięć dla a/h  =  0.5 

Fig. 5.5. Normalized DSIF K n / K 0 for the rectangular plate with two edge cracks at 
a circular hole - different directions of the cracks for a/h  =  0.5
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Rys. 5.6. Znormalizowane DWIN K i / K a dla tarczy prostokątnej z okrągłym otworem
mającym dwa pęknięcia brzegowe - różne długości pęknięć dla a  — 0°

Fig. 5.6. Normalized DSIF K I/ K 0 for the rectangular plate with two edge cracks at
a circular hole - different lengths of the cracks for a = 0°



Metoda podwójnej zasady wzajemności

R ozdział 6

Metodę podwójnej zasady wzajemności (MPZW) (ang. dual reciprocity method) w połą­
czeniu z metodą podziału na podobszary i metodą nieciągłości przemieszczeń w analizie 
dynamicznej pęknięć przedstawiono w kilku pracach.

Metodę podwójnej zasady wzajemności stosowali Balas, Sladek i Sladek [12] dla za­
gadnień symetrycznych. Pekau i B atta [118] stosowali metodę podziału na podobszary 
do analizy pęknięć stacjonarnych i ich wzrostu w tarczy prostokątnej. Chirino. Gallego, 
Saez i Dominguez [25] przedstawili porównanie różnych ujęć w dynamice dla metody po­
działu na podobszary. Wen, Aliabadi i Rooke [162], [163] zastosowali metodę nieciągłości 
przemieszczeń do analizy pęknięcia eliptycznego i ukośnego pęknięcia kwadratowego w 
elemencie prostopadłościennym.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformułowanie dualne i metoda po­
dwójnej zasady wzajemności w analizie dynamicznej pęknięć (Fedeliński [52], [53]. [54], 
[55]).

6 . 1 . B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e

Metoda podwójnej zasady wzajemności może być stosowana w analizie dynamicznej przy 
niezerowych warunkach początkowych i dla ciał obciążonych siłami objętościowymi. W 
MPZW równanie ruchu jest wyrażone w postaci brzegowych równań całkowych za pomocą 
rozwiązań podstawowych elastostatyki. Przyspieszenie dowolnego punktu x aproksymuje 
się, stosując sumy N  funkcji współrzędnych / n(x*.x) pomnożonych przez nieznane, za­
leżne od czasu współczynniki d f( r )  (Nardini i Brebbia[106[. [17], Partridge, Brebbia i 
Wróbel [117]):

¿ i ( x , r )  =  ^ a , re( r ) / n (x * .x ) , (6 . 1 )
7 1 = 1

gdzie x* jest punktem definiującym, który może być punktem wewnętrznym lub brzego­
wym.

Jako funkcję aproksymującą przyjęto /"(x * .x ) =  C + r(x* ,x), gdzie C  jest stałą, a 
r(x*,x) jest odległością między punktem definiującym x* i punktem x.

Dla tak przyjętej aproksymacji przyspieszeń przemieszczenie dowolnego punktu ciała 
jednorodnego, izotropowego i liniowo-sprężystego można wyznaczyć z następującego brze­
gowego równania całkowego:
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C y(x ')u j(x ',r) -  J  i7y(x ',x)ij(x , r )d r(x )  +  ^ T ij(x ',x )u j (x ,r )d r (x )  =  (6.2)
r  r

gdzie Uij(x', x) i Tjj(x', x) są rozwiązaniami podstawowymi elastostatyki, które podano w 
dodatku A, a hy(x*, x) i tfj(x*. x) są szczególnymi przemieszczeniami i siłami brzegowymi, 
które odpowiadają funkcji f n(x*,x) i są podane w dodatku E.

Jeżeli w punkcie x ' pokrywające się powierzchnie pęknięcia są gładkie, wówczas rów­
nanie przemieszczeń ma postać:

i t tif r ',! - )  +  i« i(x " ,r )  -  J  x)fj(x, r)d r(x )  +  j- Ty(x', x)ui-(x, r )d r(x )  =
r r

+  j  T y (x '.  x )ń ;;(x ł , x ) d r ( x ) ] , 
r

a równanie sił brzegowych ma formę:

^ i j (x ', r )  -  ^ ij(x " , r )  — 7ii(x')[ j- i4 y  (x ',x)ii;(x, r ) d r (x )— £  Tkij{x'. x)uk(x, r)d r(x )] =
r r

Z  /3Ór( 'r ){ ^ iX'(x *-x ') -  ¿% (x *>x ") -  ^ ( x ')[ j  , x)ii*(x*, x )d r(x ) (6.4)
n = l  p

-  ^ r* y (x ',x )« j)fc(x* ,x )dr(x )]} , 
r

gdzie i7fcy(x',x) i Tklj(x'. x) są rozwiązaniami podstawowymi elastostatyki podanymi w 
dodatku A.

6 . 2 .  N u m e r y c z n a  r e a l i z a c j a  m e t o d y

Dyskretyzacja wielkości brzegowych jest taka sama jak dla zagadnienia statycznego. Rze­
czywiste i szczególne przemieszczenia i siły brzegowe Uj(x,r) i tj(x, r )  oraz óy(x*,x), 
t f jx*.x)  dla każdego elementu aproksymuje się tymi samymi funkcjami interpolującymi. 
W wyniku dyskretyzacji i aproksymacji otrzymujemy następujące równanie przemiesz­
czeń:
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M  P

4 uj (t ) -  ¿ I
m = 1 p = l

JV M  P  j.

£  p o T (r)K .fi£  “ E l  /  ^ ( O ^ i O ^ i O d ę  (6-5)
7 2 = 1  7 7 2 = 1  / 7 = 1

1

- % mp/  W W O ^ m ] } ,
- 1

oraz równanie przemieszczeń i sil brzegowych dla węzłów należących do pęknięcia:

1 1 M p \
k ( r )  + - < ( r )  -  £  £  ^ ( r )  i  ą m ^ ) J m(OdĘ

7 7 2 = 1  / ? = 1  

1
- < p(r) I  =

- i

E  -  E  E  [ C P /  ^ ( 0 ^ P( 0 ^ ra( ę ) ^  (6.6)
7 2 = 1  Z  Z  7 7 2 = 1  P = 1  _ x

1
- u ™ p J  r '. ( 0 ^ ( ę ) .7 - ( ę )d ę ] } .

-1

1 1 M P J.
« W  -  ó W T) [C P('r) /  ^ . ( O ^ i O ^ i O d e
Z  Z  7 7 2 = 1  / 7 = 1  _ x

1

- O ) / -  
-1

E  p s r( r ){  h  ] -  - ¿ I  f t r  /  ^ ( 0 ^ ( 0 P * ( 0 d ę  (6-7)
7 2 = 1  Z  Z  7 7 2 = 1  / 7 = 1  j f j

1
- * ? r f  n i j m ^ u ^ d ą } } .

- i

Brzegowe równania całkowe stosuje się dla węzłów jak w zagadnieniu statycznym. 
Otrzymany układ równań można zapisać w postaci macierzowej

H u  — G t — p(H u — G t ) a  =  0, (6.8)

gdzie H  i G zależą od całek rozwiązań podstawowych elast.ostatyki. funkcji aproksymują- 
cych, jakobianów i są takie same jak dla zagadnienia statycznego. Macierze jednokolum­
nowe u, t .  u  i t  zawierają wartości węzłowe rzeczywistych i szczególnych przemieszczeń 
oraz sił brzegowych.

[t?p(r) j  /  iyi (OJvp(0 . / ,nm ]  =
- i  - i
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Zależność między ii i a  określa się, układając równania (6.1) dla wszystkich węzłów 
brzegowych i punktów wewnętrznych. W rezultacie otrzymuje się układ równań, który 
może być zapisany w postaci macierzowej:

ii =  F a .  (6.9)

gdzie elementami macierzy F są wartości funkcji / " ( x ł ,x) dla wszystkich węzłów.
Nieznane współczynniki a  można wyrazić przez przyspieszenia w następujący sposób:

a  — F _1ii =  E u. (6.10)

Po podstawieniu równania (6.10) do (6.8) otrzymujemy:

H u  — G t — p(H u — G t)E ii =  0 (6-11)

lub

H u  — G t +  M ii =  0, (6-12)

gdzie M  =  —p(H u — G t)E  jest macierzą bezwładności ciała. Układ równań jest mody­
fikowany zgodnie z warunkami brzegowymi, tak samo jak dla zagadnienia statycznego, a
następnie może być rozwiązany metodami całkowania bezpośredniego.

M etoda Houbolta, przedstawiona w dodatku I, która ma silne tłumienie numeryczne, 
została zastosowana do analizy ciał poddanych obciążeniu dynamicznemu.

6 . 3 .  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

Metodę podwójnej zasady wzajemności zastosowano do rozwiązania dwóch przykładów'. 
W pierwszym przykładzie rozpatrzono wirującą tarczę kołową z pęknięciem brzegowrym 
i wewmętrznym. DWIN wyznaczono na podstawie J-całki niezależnej od konturu całko­
wania. Dla tego przykładu badano wpływ' długości pęknięcia i wpływ' wielkości konturu, 
dla którego obliczana jest ./-całka na DWIN. Z kolei w drugim przykładzie analizowano 
tarczę prostokątną z ukośnym pęknięciem. Na tym przykładzie pokazano wpływ sposobu 
zamocowania na DWIN.

Wartości statyczne SWIN wyznaczono, przyjmując zerowrą gęstość materiału.

T a r c z a  k o ł o w a  z  p ę k n i ę c i e m  b r z e g o w y m  l u b  w e w n ę t r z n y m

Tarcza kołowa o promieniu R  z pęknięciem skierowranym w'zdłuż promienia obraca się ze 
stałą prędkością kątow7ą w (Fedeliński [54]). Tarcza jest obciążona niezależnymi od czasu 
siłami odśrodkowymi. Materiał tarczy ma współczynnik Poissona v =  0.3 i znajduje się 
w płaskim stanie odkształcenia. Rozpatrzono dwa przypadki - tarcza ma pęknięcie:

a) brzegowe o długości a (rys. 6.la),
b) wewnętrzne o długości 2a (rys. 6.Ib).
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Rys. 6.1. Tarcza kołowa z pęknięciem: a) brzegowym, b) wewnętrznym 
Fig. 6.1. Circular plate with: a) an edge crack, b) an internal crack

Brzeg tarczy podzielono na 32 elementy w pierwszym przypadku i na 40 elementów w 
drugim przypadku. Dodatkowo zastosowano 16 punktów wewnętrznych. Znormalizowane 
DWIN K , / K 0. gdzie

K ° =  (6.13)
8 ( 1  -  u)

wyznaczono metodą J-całki dla różnych konturów całkowania i długości pęknięcia 
a/R  =  0.2, 0.3, 0.4, 0.5 i 0.6. Numer konturu oznacza numer węzła na krawędzi pęk­
nięcia, który należy do konturu całkowania. Numer konturu wzrasta ze wzrostem jego 
promienia. Rozwiązania porównano z wynikami prezentowanymi przez Rooke’a i Car- 
twrighta [125] i przedstawiono w tabeli 6.1. Największa różnica między otrzymanymi i 
cytowanymi wynikami wynosi około 1%. Na podstawie otrzymanych wyników widzimy 
także niewielką zależność DWIN od konturu całkowania.

Tabela 6.1. Znormalizowany DWIN K i / K 0 dla tarczy kołowej z pęknięciem 
(**- część konturu byłaby poza obszarem tarczy)

K , / K 0
Pęknięcie brzegowe Pęknięcie wewnętrzne

a
R Prezentowana m etoda - kontur Prezentowana metoda - kontur

2 5 8 11 [125] 2 5 8 11 [125|
0.2 0.631 0.631 0.632 0.631 0.63 1.058 1.056 1.056 1.057 1.05
0.3 0.769 0.768 0.769 0.767 0.76 1.116 1.114 1.114 1.116 1.11
0.4 0.920 0.920 0.920 0.916 0.91 1.198 1.196 1.196 1.198 1.19
0.5 1.088 1.086 1.087 1.081 1.07 1.305 1.302 1.302 1.304 1.29
0.6 1.275 1.273 1.273 1.266 1.26 1.445 1.442 1.441 * * 1.43

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  u k o ś n y m  p ę k n i ę c i e m  b r z e g o w y m

Tarcza prostokątna o długości b = 44 mm,  wysokości h =  32 mm  ma pęknięcie o długości 
a = 22.63 mm  nachylone do brzegu pod kątem a  = 45° (rys. 6.2). Odległość końca 
pęknięcia od naroża jest równa c =  6 mm.  Wierzchołek pęknięcia znajduje się w środku 
tarczy. Tarcza jest podparta wzdłuż trzech krawędzi i obciążona wzdłuż jednej krawę­
dzi obciążeniem równomiernie rozłożonym o natężeniu aQ. Tarczę obciążono impulsem 
stałym.
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Materiał tarczy ma następujące własności mechaniczne: moduł sprężystości poprzecz­
nej p =  29.4 • 109 Pa, współczynnik Poissona v =  0.286, gęstość p =  2450 kg/m3 i znaj­
duje się w płaskim stanie odkształcenia.

Rys. 6.2. Tarcza prostokątna z ukośnym pęknięciem brzegowym 
Fig. 6.2. Rectangular plate with an inclined edge crack

Brzeg tarczy podzielono na 58 elementów, zastosowano 54 punkty wewnętrzne i krok 
czasowy A r =  0.2 ps. Znormalizowane DWIN K / K a wyznaczono dla konturu o nume­
rze 5, a współczynnik K 0 według równania (4.12). Rozwiązanie porównano z wynikami 
Nishioki i Atluriego [116], którzy stosowali MES i przedstawiono na rys. 6.3. Podobne 
rozwiązania MES zaprezentowane są w pracy Kishimoto, Aoki i Sakaty [85] i Aoki. Kishi- 
moto, Izumihary i Sakaty [7], Murtiego i Yalliappana [105].
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Rys. 6.3. Znormalizowany DWIN K / K 0 dla tarczy prostokątnej z ukośnym pęknięciem 
brzegowym

Fig. 6.3. Normalized DSIF K / K 0 for the rectangular plate with an inclined edge crack
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Dla tej samej tarczy rozpatrzono cztery różne sposoby zamocowania pokazane na rys. 
6.4. Znormalizowane DWIN K / K 0 dla różnych sposobów podparcia przedstawiono na rys.
6.5 i 6.6. Na podstawie wykresów można stwierdzić, że decydujący wpływ na zmienność 
DWIN ma zamocowanie dolnej krawędzi. Zmienności DWIN, w przypadku kiedy górna 
krawędź jest zamocowana i swobodna, są podobne.

a) b)
n W V V  M V M M \1

/
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f , A A a a a A AAAA<
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> > —-1> —-»-j> - >> / > —»1> / > / —
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Rys. 6.4. Tarcza prostokątna z ukośnym pęknięciem brzegowym - różne sposoby 
zamocowania

Fig. 6.4. Rectangular plate with an inclined edge crack - different support conditions
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Rvs. 6.5. Znormalizowany DWIN K[/K„ dla tarczy prostokątnej z ukośnym 
pęknięciem brzegowym - różne sposoby zamocowania 

Fig. 6.5. Normalized DSIF K i / K c for the rectangular plate with an inclined 
edge crack - different support conditions
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Rys. 6.6. Znormalizowany DWIN K n / K 0 dla tarczy prostokątnej z ukośnym 
pęknięciem brzegowym - różne sposoby zamocowania 

Fig. 6.6. Normalized DSIF K u / K 0 for the rectangular plate with an inclined 
edge crack - different support conditions



Porównanie metod

Rozdział 7

W pracy przedstawiono metodę analizy dynamicznej pęknięć za pomocą sformułowania 
dualnego MEB i trzech metod: transformacji całkowych (MTC), rozwiązań w dziedzinie 
czasu (MRDC) i podwójnej zasady wzajemności (MPZW). Poniżej zostaną porównane 
charakterystyczne cechy metod, decydujące o ich efektywności: rozwiązania podstawowe 
i ich całkowanie, sformułowanie macierzowych równań ruchu i ich rozwiązanie, wymagana 
pamięć, prędkość obliczeń, dokładność i możliwe zastosowania (Fedeliński [61]).

7 . 1 .  R o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e  i  i c h  c a ł k o w a n i e

W MTC stosuje się transformaty całkowe rozwiązań podstawowych elastodynamiki, które 
m ają bardzo skomplikowane formy (dodatek C). Rozwiązania zależą od funkcji Bessela, 
które wyraża się w postaci szeregów funkcji zmiennych zespolonych. Metoda wymaga 
tylko całkowania wzdłuż brzegu ciała.

W MRDC stosuje się zależne od czasu rozwiązania podstawowe elastodynamiki. Me­
toda wymaga całkowania wzdłuż brzegu i względem czasu. Dla prostej aproksymacji 
zmienności przemieszczeń i sił brzegowych, np. stałych lub liniowych czasowych funkcji 
kształtu, które przyjęto w pracy, całki dla kroku czasowego można obliczyć analitycznie. 
W wyniku całkowania otrzymujemy wyrażenia, które m ają bardziej skomplikowane formy 
niż rozwiązania podstawowe elastostatyki (dodatek D). W początkowej fazie analizy roz­
wiązania podstawowe elastodynamiki są niezerowe tylko w otoczeniu punktu kolokacji. W 
takim przypadku całkuje się tylko wzdłuż części brzegu.

W MPZW stosuje się rozwiązania podstawowe elastostatyki (dodatek A) oraz szcze­
gólne przemieszczenia i siły brzegowe, które zależą od sposobu aproksymacji przyspieszeń 
(dodatek E). Ponieważ rozwiązania podstawowe elastostatyki nie zależą od czasu, dlatego 
w metodzie całkuje się tylko wzdłuż brzegu.

Transformaty całkowe i całki względem czasu rozwiązań podstawowych elastodynamiki 
są zbieżne do rozwiązań podstawowych elastostatyki, gdy gęstość m ateriału dąży do zera 
lub krok czasowy dąży do nieskończoności. Rozwiązania podstawowe są funkcjami osobli­
wymi. Rząd osobliwości ze względu na odległość r  między punktem kolokacji i całkowania 
jest taki sam dla każdej metody: rozwiązania stosowane w równaniu przemieszczeń mają 
słabą osobliwość rzędu 0(ln(r))  i silną rzędu 0 ( l / r ) ,  rozwiązania stosowane w równaniu 
sił brzegowych m ają silną osobliwość rzędu 0 ( l / r )  i hiperosobliwość rzędu 0 ( l / r 2).
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7.2. Sform ułowanie macierzowych równań ruchu

W MTC oblicza się dwie macierze H  i G  dla każdego parametru transformaty. W MRDC 
oblicza się dwie macierze H Vn i G An dla każdego kroku czasowego. Określenie macierzy 
wymaga całkowania wzdłuż brzegu ciała i względem czasu. W MPZW oblicza się dwie 
macierze H  i G , które wymagają całkowania wzdłuż brzegu i są takie same jak macie­
rze stosowane w elastostatyce. Dodatkowo oblicza się macierz F, która zawiera wartości 
funkcji aproksymującej przyspieszenia oraz macierze u  i t , które zawierają wartości szcze­
gólnych przemieszczeń i sił brzegowych, żeby obliczyć macierz bezwładności M . Utwo­
rzenie macierzy F, u  i t  jest proste, ale obliczenie macierzy odwrotnej F -1 i dwukrotne 
mnożenie macierzy, żeby otrzymać macierz bezwładności, jest bardzo czasochłonne. W 
MPZW wszystkie wymienione macierze oblicza się tylko raz.

7 . 3 .  R o z w i ą z a n i e  u k ł a d u  r ó w n a ń  r u c h u

Liczba równań ruchu dla MTC i MRDC jest równa liczbie węzłów brzegowych pomno­
żonych przez liczbę stopni swobody węzła. Liczba równań dla MPZW jest równa liczbie 
węzłów brzegowych i punktów wewnętrznych, jeżeli takie są stosowane do poprawienia 
aproksymacji przyspieszeń, pomnożonych przez liczbę stopni swobody w węźle. Wielkość 
układu równań tworzonego za pomocą każdej metody zależy od rodzaju zagadnienia. 
Zazwyczaj układ tworzony przez MPZW jest największy ze względu na konieczność sto­
sowania punktów wewnętrznych. W MRDC i MPZW macierz współczynników jest taka 
sama w każdym kroku czasowym, dlatego można stosować efektywne metody rozwiązy­
wania układów równań ze stałą macierzą współczynników i zmienną macierzą kolumnową 
wyrazów wolnych, np. metodę dekompozycji LU stosowaną w pracy. Obliczanie macierzy 
kolumnowej wyrazów wolnych dla MRDC, która zależy od wszystkich macierzy H Nn i 
G  v,t. obliczanych w poprzednich krokach czasowych, jest bardzo czasochłonne. Układ 
równań tworzonych przez MTC jest inny dla każdego parametru transformacji.

7 . 4 .  W y m a g a n a  p a m i ę ć ,  p r ę d k o ś ć  o b l i c z e ń  i  d o k ł a d n o ś ć

W MTC oblicza się dwie macierze H  i G, które są następnie przegrupowywane, żeby 
otrzymać macierze A i B. Metoda nie wymaga innych macierzy. W MRDC oblicza się 
w każdym kroku czasowym macierze H ,v,! i G :V" . Te macierze są przegrupowywane w 
pierwszym kroku, żeby otrzymać macierze A  i B. W metodzie wykorzystuje się w każdym 
kroku macierze H  Vre i G jVn obliczone we wcześniejszych krokach, które przechowuje się 
w pamięci komputera. MPZW wymaga więcej macierzy, żeby utworzyć układ równań 
(H. G. F. F - \  u. t. M ). Te wszystkie macierze nie są wymagane jednocześnie. Jeżeli 
chcemy przyspieszyć obliczenia, wówczas lepiej jest przechowywać macierze w pamięci 
komputera. Biorąc pod uwagę powyższe własności metod, można stwierdzić, że najwięcej 
pamięci wymaga MRDC. następnie MPZW, a najmniej MTC.

Utworzenie układu równań w MTC jest stosunkowo proste, ale bardzo czasochłonne 
ze względu na skomplikowaną formę transformat całkowych rozwiązań podstawowych ela- 
stodynamiki. Ten czas jest zależny od liczby wyrazów w rozwinięciu funkcji Bessela w 
szereg. W przybliżeniu czas obliczeń jest proporcjonalny do liczby parametrów trans­
formacji całkowych. Metoda wymaga rozwiązywania innego układu równań dla każdego
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parametru transformacji. Obliczenie macierzowego układu równań w MRDC jest proste, 
ale czasochłonne, ponieważ w każdym kroku trzeba obliczać dwie nowe macierze i trzeba 
uwzględnić cały wcześniejszy przebieg zjawisk dynamicznych. W MPZW należy obliczyć 
wiele różnych macierzy. Jakkolwiek utworzenie układu równań jest najbardziej czaso­
chłonne, jego rozwiązanie jest szybkie ze względu na prosty sposób obliczania macierzy 
wyrazów wolnych. W większości przypadków MPZW jest kilkakrotnie szybsza niż MTC 
i MRDC.

MTC wymaga tylko aproksymacji przemieszczeń i sił wzdłuż brzegu. Zazwyczaj 
zmienności zadanych przemieszczeń i sił brzegowych są prostymi funkcjami czasu i ich 
transformaty całkowe mogą być obliczone analitycznie. Rozwiązania w dziedzinie czasu 
otrzymuje się, stosując numeryczne obliczanie transformat odwrotnych. Dokładność roz­
wiązania można zwiększać przez wykonanie obliczeń dla większej liczby parametrów trans­
formaty. MRDC wymaga aproksymacji zmienności przemieszczeń i sił wzdłuż brzegu oraz 
zmienności w czasie. W tej metodzie stosowany krok czasowy zależy od rozmiaru elemen­
tów brzegowych. Dokładniejsze rozwiązanie można otrzymać, skracając krok czasowy 
i jednocześnie zwiększając liczbę elementów. W MPZW. podobnie jak w poprzednim 
ujęciu, aproksymuje się zmienność wielkości wzdłuż brzegu i zmienność w czasie. Do­
datkowo konieczna jest aproksymacja zmienności przyspieszeń wewnątrz ciała. Jeżeli 
ciało jest obciążone impulsem dynamicznym, wówczas pole przyspieszeń ma duże gra­
dienty i dokładne rozwiązanie wymaga stosowania dodatkowych punktów wewnętrznych. 
Zastosowanie punktów wewnętrznych jest niewygodne. Dobór ich położenia wymaga do­
świadczenia użytkownika lub specjalnych metod adaptacyjnych. Konieczność stosowania 
dodatkowej aproksymacji przyspieszeń powoduje, że metoda jest mniej dokładna niż po­
zostałe. Na podstawie obliczeń wykonanych dla wielu przykładów i ich porównania z 
innymi rozwiązaniami można stwierdzić, że MTC jest najbardziej dokładna przy tej sa­
mej dyskretyzacji wielkości brzegowych.

7 . 5 .  Z a s t o s o w a n i a

Zamieszczone w pracy przykłady numeryczne pokazują, że każda z metod umożliwia efek­
tywną analizę dynamiczną ciał z pęknięciami. MTC i MRDC są szczególnie efektywne 
w przypadku analizy pęknięć w nieograniczonym ośrodku sprężystym. Przeprowadza się 
wówczas tylko dyskretyzację pęknięć, bez potrzeby wprowadzania sztucznych brzegów, 
znajdujących się w dużej odległości od pęknięcia. MPZW umożliwia uwzględnienie nie- 
zerowych warunków początkowych i działanie sił objętościowych w prostszy sposób niż 
MTC i MRDC. Sformułowania, w których otrzymuje się rozwiązania metodami kroko­
wymi, tzn. MRDC i MPZW, są bardziej odpowiednie do analizy wzrostu pęknięć niż 
MTC.

7 . 6 .  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

W celu porównania rozwiązań, otrzymanych za pomocą trzech omawianych sformułowań, 
rozwiązano dwa przykłady, stosując taką samą dyskretyzację wielkości brzegowych dla 
każdej metody. Szczegółowe porównanie wymaganej pamięci i czasów obliczeń dla dru­
giego przykładu przedstawiono w pracy Fedelińskiego [61]. Przykład potwierdza wcześniej
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przedstawione wnioski wynikające z analizy algorytmów poszczególnych metod. Dodat­
kowe porównanie rozwiązań dla elementu konstrukcji pokazano w rozdziale 10.2. Współ­
czynnik K 0 obliczono według równania (4.12).

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  p ę k n i ę c i e m  b r z e g o w y m

Tarcza prostokątna o długości b = 52 mm  i szerokości 2h =  40 mm  ma pęknięcie brzegowe 
o długości a = 12 mm. Tarcza jest utwierdzona wzdłuż jednej krawędzi i obciążona 
wzdłuż dwóch krawędzi impulsem stałym o wartości aQ (rys. 7.1). Materiał tarczy ma 
następujące własności mechaniczne: moduł sprężystości poprzecznej g — 29.4 • 109 Pa , 
współczynnik Poissona v =  0.286, gęstość p = 2450 kg /m3 i znajduje się w płaskim stanie 
odkształcenia.
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Rys. 7.1. Tarcza prostokątna z pęknięciem brzegowym 
Fig. 7.1. Rectangular plate with an edge crack

Brzeg tarczy i pęknięcia podzielono na 52 elementy kwadratowe i zastosowano do­
datkowo 44 punkty wewnętrzne dla MPZW. Obliczenia wykonano dla 25 parametrów 
Laplace’a w przypadku MTCL, dla kroku czasowego At  =  0.6 gs w przypadku MRDC 
i At = 0.2 gs  dla MPZW. Znormalizowane DWIN K j / K 0 przedstawiono na rys. 7.2 i 
porównano z rozwiązaniem otrzymanym przez Nishiokę i Atluriego [113], którzy stosowali 
MES. Podobne rozwiązania MES przedstawione są w pracy Kishimoty, Aokiego i Sa- 
katy [85], Aokiego, Kishimoty, Izumihary i Sakaty [7] oraz Murtiego i Yalliappana [105]. 
Rozwiązania otrzymane trzema metodami MEB są podobne i zgodne z rozwiązaniem 
wyznaczonym za pomocą MES.

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  u k o ś n y m  p ę k n i ę c i e m  w e w n ę t r z n y m

Tarcza prostokątna o długości 2b =  60 mm  i szerokości 2h = 30 mm  ma pęknięcie 
wewnętrzne o długości 2a =  14.14 m m , nachylone pod kątem a = 45° (rys. 7.3). Tarcza 
jest obciążona impulsem stałym o wartości a0. M ateriał tarczy ma następujące własności 
mechaniczne: moduł sprężystości poprzecznej g =  76.92 • 109 Pa, współczynnik Poissona 
v =  0.3, gęstość p = 5000 kg /m 3 i znajduje się w płaskim stanie odkształcenia. Brzeg 
tarczy i pęknięcia podzielono na 40 elementów kwadratowych i zastosowano dodatkowo 40 
punktów wewnętrznych dla MPZW. Obliczenia wykonano dla 25 parametrów Laplace’a 
w przypadku MTCL, dla kroku czasowego At  = 0.8 gs w przypadku MRDC, At  =  0.2 gs 
dla MPZW.
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Rys. 7.2. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej 
z pęknięciem brzegowym - różne metody analizy 

Fig. 7.2. Normalized DSIF K i / K 0 for the rectangular plate 
with an edge crack - different methods of analysis

Znormalizowane DWIN K j / K (J i K u j  K 0 przedstawiono na rvs. 7.4 i 7.5 i porównano 
z rozwiązaniem otrzymanym przez Domingueza i Gallego [36], którzy stosowali MEB i 
metodę podziału na podobszary. Podobne rozwiązanie otrzymali Murti i Valliappan [105] 
za pomocą MES. Rozwiązania otrzymane trzema metodami MEB są podobne. Znorma­
lizowany K[/ I \0 jest większy i K n / K 0 mniejszy dla końcowej fazy analizowanego czasu 
niż rozwiązanie otrzymane przez Domingueza i Gallego.

2b

2h

Rys. 7.3. Tarcza prostokątna z ukośnym pęknięciem wewnętrznym 
Fig. 7.3. Rectangular plate with an inclined internal crack
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Rys. 7.4. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej
z ukośnym pęknięciem wewnętrznym - różne metody analizy 

Fig. 7.4. Normalized DSIF K i / K a for a rectangular plate
with an inclined internal crack - different methods of analysis
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Rys. 7.5. Znormalizowane DWIN K u / K 0 dla tarczy prostokątnej
z ukośnym pęknięciem wewnętrznym - różne metody analizy 

Fig. 7.5. Normalized DSIF K n / K 0 for a rectangular plate
with an inclined internal crack - different, methods of analysis
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Dynamiczny wzrost pęknięcia

R ozdział 8

Metoda elementów brzegowych umożliwia proste modelowanie dynamicznego wzrostu 
pęknięcia. Metody rozwiązań w dziedzinie czasu i podziału na podobszary oraz nie­
ciągłości przemieszczeń w analizie dynamicznego wzrostu pęknięć przedstawiono w wielu 
pracach.

Metodą brzegowych równań całkowych modelowano płytkie trzęsienia Ziemi jako wzra­
stające dynamicznie poprzeczne pęknięcia. Das [30] stosował równanie przemieszczeń, 
żeby określić uskok spowodowany płaskim pęknięciem wzrastającym w obszarze nieogra­
niczonym. Rozpatrzono dwa przypadki: nagłe pojawienie się stacjonarnego pęknięcia 
kołowego oraz wzrost i zatrzymanie pęknięcia. Das i Kostrov [31] przedstawili równanie 
przemieszczeń i sił brzegowych dla obszarów przestrzennych z pęknięciem poprzecznym. 
Omówiono numeryczne zastosowanie równań oraz ich efektywność i stabilność. Koller, 
Bonnet i Madariaga [93] wykorzystywali metodę nieciągłości przemieszczeń w analizie 
pęknięć poprzecznych. Używano liniowych funkcji przestrzennych i czasowych. W pobliżu 
wierzchołka pęknięcia zastosowano elementy o osobliwych funkcjach kształtu. Wzrost pęk­
nięcia modelowano przez dodanie nowych elementów brzegowych przy wierzchołku pęknię­
cia. Analizowano półnieskończone pęknięcie wzrastające ze stałą lub zmienną prędkością 
oraz pęknięcie o skończonych wymiarach. Hirose i Achenbach [78] stosowali równanie sił 
brzegowych do analizy emisji akustycznej wywołanej przez wzrastające okrągłe pęknię­
cia poddane obciążeniu statycznemu. Pola sprężyste wyznaczono dla różnych częstości 
i promieni początkowych. Przemieszczenia pęknięcia aproksymowano przemieszczeniami 
statycznymi i liniowymi funkcjami czasowymi. Mettu i Kim [98] stosowali superpozy­
cje dwóch rozwiązań dynamicznych dla pęknięcia stacjonarnego. Wykorzystywano stałe 
funkcje kształtu dla przestrzeni i czasu. DWIN wyznaczono metodą najmniejszych kwa­
dratów na podstawie przemieszczeń pęknięcia. Metodę zastosowano do analizy wzrostu 
półnieskończonego pęknięcia obciążonego na powierzchniach. Gallego i Dominguez [64] 
modelowali wzrost pęknięcia, stosując przemieszczające się elementy osobliwe i zmianę 
dyskretyzacji. Brzeg podzielono na elementy kwadratowe. W pobliżu wierzchołka pęk­
nięcia zastosowano zwykłe i osobliwe elementy ćwiartkowe, które pozostają niezmienione 
w czasie wzrostu pęknięcia. Przyjęto stałe funkcje czasowe dla obciążeń i liniowe dla 
przemieszczeń. DWIN wyznaczono na podstawie obciążeń elementów osobliwych. Me­
toda wymaga wyznaczania na nowo w każdym kroku podmacierzy, które odpowiadają 
zmieniającym się punktom kolokacji i elementom brzegowym. Dla przemieszczających się 
elementów zastosowano funkcje kształtu zależne jednocześnie od zmiennych przestrzen­
nych i czasu. Metodę wykorzystywano w zagadnieniach, w których ruch pęknięcia został 
wcześniej zdefiniowany: półnieskończonego pęknięcia wzrastającego ze stałą prędkością w
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obszarze nieograniczonym i pęknięcia w tarczy o skończonych wymiarach. Seelig i Gross 
[129] stosowali metodę nieciągłości przemieszczeń. Nieciągłość przemieszczeń wzdłuż pęk­
nięcia aproksymowano stałymi funkcjami kształtu i liniowymi funkcjami zależnymi od 
czasu. W pobliżu wierzchołka pęknięcia zastosowano specjalne funkcje kształtu. Wzrost 
pęknięcia modelowano poprzez dodawanie nowych elementów brzegowych. W  obliczeniach 
uwzględniono zjawisko kontaktu powierzchni pęknięcia, przyjmując, że w miejscu styku 
działają siły zależne od względnego przemieszczenia powierzchni pęknięcia. Przyjęto, że 
pęknięcie wzrasta w kierunku wyznaczonym przez maksymalne naprężenie obwodowe, gdy 
naprężenie przekroczyło wartość krytyczną. Otrzymano w ten sposób zmienną prędkość 
wzrostu. Metodę zastosowano do analizy pęknięć w nieograniczonym ośrodku sprężystym.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione sformułowanie dualne i metoda roz­
wiązań w dziedzinie czasu w analizie dynamicznego wzrostu pęknięć (Fedeliński [62]).

8 . 1 .  N u m e r y c z n a  r e a l i z a c j a  m e t o d y

Do analizy dynamicznego wzrostu pęknięcia zastosowano wcześniej omawianą metodę roz­
wiązań w dziedzinie czasu. Ruch ciała z pęknięciem może być opisany za pomocą równań 
(5.1), (5.2) i (5.3), w których brzeg ciała F jest funkcją czasu T(r) ze względu na zwięk­
szające się powierzchnie pęknięcia. Brzeg ciała możemy podzielić na brzeg początkowy 
r o i nowy brzeg I'9 utworzony przez wzrastające pęknięcie ( r ( r )  =  T0 U T,,) (rys. 8.1).

Wzrost pęknięcia jest modelowany przez dodawanie nowych elementów brzegowych 
przy wierzchołku pęknięcia. Istniejące elementy nie zmieniają swojego położenia. Ten 
sposób modelowania powoduje wzrost liczby elementów i punktów kołokacji w czasie wzro­
stu pęknięcia.

Obliczenia wykonuje się według następującego algorytmu: 

przed wzrostem pęknięcia (tak samo jak dla pęknięcia stacjonarnego - rozdział 5. ):

•  w pierwszym kroku oblicz macierze H AA i G AAr, przegrupuj je zgodnie z warun­
kami brzegowymi, żeby otrzymać nowe macierze A aa i B AA i rozwiąż utworzony 
układ równań,

• w kolejnych krokach czasowych oblicz macierze H ‘v" i G An. które odpowiadają 
największej różnicy N  — n i rozwiąż układ równań,

Rys. 8.1. Brzeg ciała ze wzrastającym pęknięciem 
Fig. 8.1. Boundaries of the body with a growing crack
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w czasie wzrostu pęknięcia:

•  wyznacz kierunek wzrostu pęknięcia,
• dodaj nowe elementy brzegowe przy wierzchołku pęknięcia,
• oblicz macierze i G 'Vn dla nowego brzegu ciała,
•  dodaj nowe wiersze i kolumny do macierzy obliczonych w poprzednich krokach 

czasowych, które odpowiadają nowym punktom kolokacji i elementom brzego­
wym,

•  rozwiąż utworzony układ równań i powtórz obliczenia dla kolejnego wzrostu pęk­
nięcia.

8 . 2 . P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

Przedstawioną metodę zastosowano do rozwiązania dwóch przykładów. Pierwszy przy­
kład to pęknięcie w nieograniczonym ośrodku sprężystym, wzrastające w dwóch kierun­
kach. Drugi przykład to pęknięcie brzegowe w tarczy prostokątnej, wzrastające wzdłuż 
linii prostej. W obu przypadkach pęknięcie wzrasta ze stałą prędkością.

P ę k n i ę c i e  w  n i e o g r a n i c z o n y m  o ś r o d k u  s p r ę ż y s t y m

Pęknięcie w nieograniczonym ośrodku sprężystym wzrasta symetrycznie ze stałą prędko­
ścią c od zerowej długości początkowej (rys. 8.2). Powierzchnie pęknięcia są obciążone 
równomiernie rozłożonym obciążeniem o natężeniu a0 (Fedeliński (62]).

x2

*1

°o

q = c t —> a = c T —m~

Rys. 8.2. Wzrastające pęknięcie w nieograniczonym ośrodku sprężystym 
Fig. 8.2. Growing crack in an infinite elastic sheet

M ateriał tarczy ma następujące własności mechaniczne: moduł Younga E  = 0.2 • 1012 Pa, 
współczynnik Poissona v =  0.3, gęstość p = 8000 kg/m3 i znajduje się w płaskim stanie 
odkształcenia. Prędkość fali podłużnej jest równa Ci =  5801 m/s,  a prędkość fali poprzecz­
nej c 2 =  3101 m/s.  Analizowano pęknięcie dla dwóch prędkości wzrostu: c =  1000 m/s  
(C/C2 =  0.322) i c =  2000 m /s  (c/c2 =  0.645). Zastosowano krok czasowy A r =  1 ps dla 
prędkości c =  1000 m /s  i A r =  0.5 ps dla c =  2000 m/s.  Długości elementów brzego­
wych były takie same w obu przypadkach. Na rys. 8.3 i 8.4 pokazano kształt pęknięć dla 
różnych chwil, które porównano z rozwiązaniami analitycznymi Broberga [63]. Wzrasta­
jące pęknięcie powinno mieć kształt eliptyczny. Długość osi elipsy w kierunku pęknięcia 
jest równa 2cr, a w kierunku prostopadłym zależy od obciążenia a0, modułu sprężysto­
ści poprzecznej p, współczynnika Poissona v i stosunku c/c2 (Freund [63]). Na rys. 8.5 
przedstawiono znormalizowane DWIN K i / K 0. Prezentowane rozwiązania numeryczne są 
zgodne z rozwiązaniami analitycznymi.
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Współrzędna x.

Rys. 8.3. Znormalizowane przemieszczenie pęknięcia u2/a0 dla prędkości c =  1000 m/s  
Fig. 8.3. Normalized displacement of the crack u2/cr0 for the velocity of growth 

c =  1000 m/s

Rys. 8.4. Znormalizowane przemieszczenie pęknięcia u2/o0 dla prędkości c =  2000 m/s  
Fig. 8.4. Normalized displacement of the crack u2/ o 0 for the velocity of growth 

c =  2000 m/s
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Znormalizowane DWIN K i / K a dla wzrastającego pęknięcia w nieograniczo­
nym ośrodku sprężystym
Normalized DSIF K :/ K 0 for the growing crack in an infinite elastic sheet

T a r c z a  p r o s t o k ą t n a  z  p ę k n i ę c i e m  b r z e g o w y m

Tarcza prostokątna ma długość b — 52 mm  i szerokość 2h =  40 mm  (Fedeliński [62]). 
Początkowa długość pęknięcia jest równa a0 =  12 mm.  Tarcza jest utwierdzona wzdłuż 
jednej krawędzi i obciążona wzdłuż dwóch krawędzi impulsem stałym o natężeniu a0 
(rys. 8.6). Materiał tarczy ma następujące własności mechaniczne: moduł sprężystości 
poprzecznej fi — 29.4 • 109 Pa, współczynnik Poissona v — 0.286, gęstość p =  2450 kg /m3 
i znajduje się w płaskim stanie odkształcenia.

2h
-a„—

Rys. 8.6. Tarcza prostokątna ze wzrastającym pęknięciem brzegowym 
Fig. 8.6. Rectangular plate with a growing edge crack
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Rys. 8.7. Pole przemieszczeń dla tarczy prostokątnej z pęknięciem brzegowym 
Fig. 8.7. Displacement field for the rectangular plate with an edge crack
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Pęknięcie jest stacjonarne dla czasu r  < 4.4 fis i następnie wzrasta ze stałą prędko­
ścią c =  1000 m/s.  Początkowy brzeg tarczy i pęknięcia podzielono na 48 elementów 
kwadratowych i zastosowano krok czasowy A r =  0.6 ¡is. Przemieszczenia górnej połowy 
tarczy w różnych chwilach czasowych t = 2.4, 4.8, 7.2, 9.6, 12 fis. w kierunku osi x 
i y przedstawiono na rys. 8.7. Znormalizowane DWIN K i / K 0 pokazano na rys. 8.8 i 
porównano z rozwiązaniem otrzymanym przez Nishiokę i Atluriego [113], którzy stosowali 
MES. Podstawy teoretyczne tej metody opisano w pracy Nishioki i Atluriego [112] oraz 
Atluriego i Nishioki [11].

Podobne rozwiązania prezentowane są w pracach Kishimoty, Aoki i Sakaty [87], Aoki, 
Kishimoty i Sakaty [8], Koha, Lee, Habera [92] oraz Gallego i Domingueza [64]. Współ­
czynnik K a obliczono według równania (4.12), przyjmując, że a jest początkową długością 
pęknięcia a0.

—i—i i I I l i i I I l i— 1 I I I l—i i I I I l—i—i—i I I l—I i i ■■■■■■ ■
0 5 10 15 20

Czas t [jus]

Rys. 8.8. Znormalizowane DWIN K i / K 0 dla tarczy prostokątnej ze wzrastającym 
pęknięciem brzegowym 

Fig. 8.8. Normalized DSIF K i / K a for the rectangular plate with a growing edge crack



R ozdzia ł 9

Metoda transformacji całkowych dla 
zagadnienia trójwymiarowego

Metodę transformacji całkowych (MTC) Laplace’a i Fouriera w połączeniu z metodą po­
działu na podobszary i metodą nieciągłości przemieszczeń w analizie dynamicznej pęknięć 
przedstawiono w wielu pracach.

M etoda transformacji całkowej Laplace’a była stosowana przez Sladka i Sladka [132], 
którzy analizowali pęknięcie kołowe w nieograniczonym ośrodku sprężystym poddane ob­
ciążeniu harmonicznemu i uderzeniowemu. Zagadnienie rozwiązano metodą nieciągłości 
przemieszczeń. Przyjęto biegunowy układ współrzędnych i liniową zmienność przemiesz­
czeń wzdłuż promienia. Analizowano wpływ współczynnika Poissona i częstości wymu­
szenia dla obciążenia harmonicznego. Zhang, Lee i Zhang [176] analizowali symetryczne 
zagadnienia trójwymiarowe: pęknięcie w prostokątnej płycie i sześcian z kołowym pęk­
nięciem brzegowym. Wen, Aliabadi i Rooke [154] zastosowali metodę nieciągłości prze­
mieszczeń i metodę równoważnego naprężenia do analizy przemieszczeń i DWIN w pła­
skich prostokątnych, kołowych i eliptycznych pęknięciach w7 ośrodku nieograniczonym. Ci 
sami autorzy [150] stosowali metodę pośrednią, w7 której wielkościami nieznanymi są fik­
cyjne obciążenia i nieciągłość przemieszczeń powierzchni pęknięcia. Za pomocą metody 
transformacji Lapłace’a analizowano płaskie pęknięcia kwadratowa, kołowe i eliptyczne w 
elemencie prostopadłościennym. Dla tych samych układów analizowano metodą funkcji 
ważonej [155] wpływ rozkładu obciążenia oraz metodą funkcji Greena w7płvw7 zmienności 
obciążenia w czasie na DWIN. W pracy [156] analizowano metodą funkcji ważonych ukośne 
pęknięcie kwadratowe w elemencie prostopadłościennym. W pracy [161] w7ykorzystyw7ano 
metodę nieciągłości przemieszczeń i metodę funkcji ważonych do obliczenia DWIN dla w7e- 
wmętrznego pęknięcia kołowego i eliptycznego oraz prostokątnych pęknięć brzegowych w 
elemencie prostopadłościennym i różnego sposobu obciążenia. Hirose i Niw7a [79] stosowali 
metodę nieciągłości przemieszczeń do analizy rozproszenia fal sprężystych przez pęknięcie 
kołow7e. Zhang i Achenbach [171] przedstawili metodę całki reprezentującej zachowanie 
energii sprężystej, która umożliwia otrzymanie brzegowego rówmania całkowego dla za­
gadnienia drgań harmonicznych nie posiadającego hiperosobliwości. Zhang i Gross [172] 
zastosowali tę metodę dla pęknięcia kołowego, eliptycznego i kwadratowego obciążonego 
siłami harmonicznymi.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione ujecie dualne MEB i metoda trans­
formacji całkow-ych w7 analizie dynamicznej pęknięć dla zagadnienia trójwymiarowego 
(Fedeliński [45], [46], [47], [49]. [51]).
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9 . 1 .  N u m e r y c z n a  r e a l i z a c j a  m e t o d y

W przypadku ciała jednorodnego, izotropowego i iiniowo-sprężystego obciążonego siłami 
brzegowymi i przy zerowych warunkach początkowych ogólna postać brzegowych równań 
całkowych dla zagadnienia trójwymiarowego jest taka sama jak dla zadania dwuwymia­
rowego (równania (4.3), (4.4) i (4.5)).

Sposób podziału na elementy brzegowe i aproksymacji wielkości brzegowych dla me­
tody transformacji całkowych jest taki sam jak dla zagadnienia statycznego. W wyniku 
dyskretyzacji i aproksymacji otrzymujemy następujące równanie przemieszczeń:

4 « i ( s) =  £  £  [« T M  /  /  ą ( ^ ) A rmp( o ^ ) « 2
7 7 1 = 1  p = l  - 1 - 1

1 1

- u / »  1 1  f£ (ę ,* )JV ^ (0 .7 mm i d ę 2], (9.1)
- 1  - 1

oraz równanie przemieszczeń i sił brzegowych dla węzłów należących do pęknięcia:

|«S(a) +  \u'l{s) =  £ )  £  [¿7P(s) i  I  U'lJ(Ę,s)Nmp(Ę)Jm(Ę)dąldą2
TTl— 1 p — 1  j  j

1 1

- u :mp( s ) j  I  T!j (Ę,s)Nmp(Ę)Jm(Ę)dĘldĘ2], (9.2)
-1  - 1

-  \%(*)  =  <  £  £  [ t r i s )  }  J  U'kij(Ę,s)Nmp(OJm(Ę)dĘ1dĘ2
TTl— 1 p — 1 __^  ^

1 1

- u kmp(s) I  f  r klJ( ^ s ) N mp(OJm(t)dęid&\. (9.3)
- i  - i

Sposób tworzenia macierzowego układu równań i jego rozwiązania jest taki sam jak 
dla zagadnienia dwuwymiarowego.

9 . 2 .  P r z y k ł a d y  n u m e r y c z n e

Metodę transformacji całkowych zastosowano do rozwiązania dwóch przykładów. Pierw­
szy przykład - dwa współpłaszczyznowe pęknięcia kwadratowe w nieograniczonym ośrodku 
sprężystym przedstawia wpływ odległości między pęknięciami na DWIN. Drugi przykład 
- prostopadłościenny pręt z kwadratowym pęknięciem wewnętrznym pokazuje wpływ po­
łożenia pęknięcia na przemieszczenia i DWIN. Obliczenia wykonano dla współczynnika 
Poissona v = 0.2. Układy obciążono impulsem stałym o wartości (To- DWIN wyznaczono
na podstawie rozwarcia wierzchołka pęknięcia i znormalizowano ze względu na Ka, okre­
ślonego za pomocą równania (4.12). Rozwiązania zależne od czasu otrzymano, stosując 
25 parametrów Laplace’a, a charakterystykę amplitudowTo-częstotliwościow'ą wyznaczono 
dla 50 częstości.
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D w a  w s p ó ł p ł a s z c z y z n o w e  p ę k n i ę c i a  k w a d r a t o w e  
w  n i e o g r a n i c z o n y m  o ś r o d k u  s p r ę ż y s t y m

Dwa współpłaszczyznowe pęknięcia kwadratowe o wymiarach 2a x 2a w nieograniczo­
nym ośrodku sprężystym są obciążone prostopadle do powierzchni pęknięć (rys. 9.1) 
(Fedeliński [47]). Każdą powierzchnię pęknięcia podzielono na 225 elementów' stałych. 
Obliczono znormalizowane DWIN K i / K 0 dla różnych względnych odległości 
b/a = 0.2, 0.6, 1.0 w punktach A i B w środku przeciwdegłych krawędzi pęknięcia. 
Znormalizowane DWIN K[ / K a w punktach A i B jako funkcję znormalizowanego czasu 
rc 2/o  przedstawiono na rys. 9.2 i 9.3, a jako funkcję znormalizowanej częstości w a/c2 na 
rys. 9.4 i 9.5. Wyniki porównano z rozwiązaniami dla pojedynczego pęknięcia, otrzyma­
nymi za pomocą DMEB oraz przez Wena, Aliabadiego, Rooke’a [154] i Zhanga, Grossa 
[172]. Z obliczeń wynika, że gdy odległość między pęknięciami zmniejsza się, to DWIN 
wrzrasta. Ze wzrostem odległości między pęknięciami rozwiązania dążą do rozwiązań dla 
pojedynczego pęknięcia. Gdy względna odległość b/a jest większa niż 1, to wpływ dru­
giego pęknięcia jest pomijalnie mały. Odległość ma większy wpływ na DWIN w punkcie 
A niż w' punkcie B. Początkowa zmienność DWIN dla każdej odległości jest taka sama.

Rys. 9.1. Dwa współpłaszczyznowe pęknięcia kwradratowe 
w' nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 9.1. Tw'o coplanar square cracks in an infinite elastic domain

P r ę t  p r o s t o p a d ł o ś c i e n n y  z  k w a d r a t o w y m  p ę k n i ę c i e m  
w e w n ę t r z n y m

Pręt prostopadłościenny o wwsokości h i kwadratowym przekroju poprzecznym o wymia­
rach 26 x 26 ma pęknięcie wewnętrzne o wymiarach 2a x 2a (rys. 9.6) (Fedeliński (47]). 
Stosunki wymiarów są równe a/b — 0.5 i h/b =  4. Odległość poziomego pęknięcia od 
dolnego utwierdzonego końca jest rówma c. Górny koniec jest obciążony równomiernie i 
prostopadle do powierzchni. Rozpatrzono dwra sposoby dyskretyzacji ciała - powierzchnie 
podzielono na 450 elementów stałych i 58 elementów kwadratowych. Analizowano dyna­
mikę pręta dla trzech różnych względnych wysokości pęknięcia c/o  =  0.25, 0.50, 0.75. 
Znormalizowane pionowe przemieszczenie uE / (a0h) jako funkcję znormalizowanego czasu 
T C \ / h  dla trzech punktowe A w środku górnej powierzchni pręta, B i C w środku górnej i 
dolnej powierzchni pęknięcia przedstawiono na rys. 9.7. Z wykresu wynika, że położenie 
pęknięcia ma mały wpływ na przemieszczenia górnej powierzchni pręta. Przemieszczenia 
są identyczne aż do chwili, gdy fala podłużna odbita przez pęknięcie dociera do górnej 
powierzchni pręta. Rozwiązania otrzymano, stosując elementy kwadratowa. Podobne 
wrvniki otrzymano dla elementów' stałych.
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Znormalizowany czas tc2/ a

Rys. 9.2. Znormalizowany DWIN K i / K„ w punkcie A dla dwóch współpłaszczyznowych 
pęknięć kwadratowych w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 9.2. Normalized DSIF K i / K 0 at the point A for two coplanar square cracks 
in an infinite elastic domain

Znormalizowany czas tc2/ a

Rys. 9.3. Znormalizowany DWIN Ki/K„  w punkcie B dla dwóch współpłaszczyznowych 
pęknięć kwadratowych w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 9.3. Normalized DSIF K i / K 0 at the point B for twro coplanar square cracks 
in an infinite elastic domain
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Znormalizowana częstość w a/c2

Rys. 9.4. Znormalizowany DWIN K i / K 0 w punkcie A dla dwóch współpłaszczyznowych 
pęknięć kwadratowych w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 9.4. Normalized DSIF I<i/K0 at the point A for two coplanar square cracks 
in an infinite elastic domain

Znormalizowana częstość w a/c2

Rys. 9.5. Znormalizowany DWIN I<i/K0 w punkcie B dla dwóch współpłaszczyznowych 
pęknięć kwadratowych w nieograniczonym ośrodku sprężystym 

Fig. 9.5. Normalized DSIF I<i/K0 at the point B for two coplanar square cracks 
in an infinite elastic domain



Rys. 9.6. Pręt prostopadłościenny z kwadratowym pęknięciem wewnętrznym 
Fig. 9.6. Rectangular bar with an internal square crack

Znormalizowany czas TCi/h

Rys. 9.7. Znormalizowane przemieszczenia uE/(a0h) w punktach A, B i C dla pęknięcia
kwadratowego w pręcie prostopadłościennym - różne położenie pęknięcia 

Fig. 9.7. Normalized displacements uE/(a0h) a t points A, B and C for the square crack
in the rectangular bar - different positions of the crack

Znormalizowane DWIN K j / K 0 jako funkcje znormalizowanego czasu rci/h  i znorma­
lizowanej częstości uh/ci  przedstawiono odpowiednio na rys. 9.8 i 9.9. Rozwiązania wy­
znaczone za pomocą elementów stałych i kwadratowych są podobne. Położenie pęknięcia 
ma mały wpływ na największe wartości DWIN i wartość pierwszej częstości rezonansowej.
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Znormalizowany czas T c,/h

Rys. 9.8. Znormalizowany DWIN Kr/Ko  dla pęknięcia kwadratowego w pręcie 
prostopadłościennym - różne położenie pęknięcia 

Fig. 9.8. Normalized DSIF K j / K 0 for the square crack in the rectangular bar 
- different positions of the crack
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Znormalizowana częstość w h /c ,

Rys. 9.9. Znormalizowany DWIN K i / K 0 dla pęknięcia kwadratowego w pręcie 
prostopadłościennym - różne położenie pęknięcia 

Fig. 9.9. Normalized DSIF K i / K 0 for the square crack in the rectangular bar 
- different positions of the crack
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R ozdzia ł 10

Przykłady analizy elementów 
konstrukcyjnych z pęknięciami

1 0 . 1 .  W p r o w a d z e n i e

W poprzednich rozdziałach przedstawiono przykłady numeryczne ilustrujące zastosowanie 
omawianych metod. Jednym z celów tych przykładów było porównanie otrzymanych 
rozwiązań z dostępnymi w literaturze rozwiązaniami analitycznymi i numerycznymi. Na 
ogół prezentowane w literaturze układy m ają prostą geometrię, sposób zamocowania i 
obciążenia.

W miejscach, gdzie elementy konstrukcyjne zmieniają swój kształt i wymiary, zmienia 
się rozkład naprężeń. Szczególnie duże spiętrzenie naprężeń występuje na dnie karbu. 
Karbami mogą być np. odsądzenia wałów, otwory, rowki, gwinty itp. Spiętrzenie cha­
rakteryzuje się tym, że naprężenia są znacznie większe od nominalnych. W miejscach, w 
których następuje spiętrzenie naprężeń, często dochodzi do powstania pęknięć zmęczenio­
wych.

Jeden ze sposobów zmniejszenia spiętrzenia naprężeń polega na odpowiednim kształ­
towaniu elementów konstrukcyjnych (Kocańda i Szala [91]). W przypadku wałów, osi i 
sworzni można zmniejszyć naprężenia poprzez zwiększenie promienia zaokrąglenia odsą­
dzenia lub wykonanie obrączkowego rowka odciążającego. Otwory smarownicze nawierca 
się, wykonuje się płaskie ścięcia, rowki odciążające i kołnierze. Dla wałów korbowych 
stosuje się tak zwane dodatnie przekrycie czopów, otwory i wgłębienia odciążające oraz 
zwiększa się pochylenie ramion korb. W rowkach wpustowych i klinowych zaokrągla się 
dna. W połączeniach wtłaczanych wykonuje się rowek odciążający w piaście i wale, za­
okrągla się wewnętrzne krawędzie elementu wciskanego lub zmniejsza się grubość jego 
krawędzi zewnętrznych. W elementach płaskich stosuje się karby lub rowki odciążające. 
W połączeniach gwintowych zmniejsza się średnicę trzpienia śruby i wykonuje się łagodne 
przejścia od trzpienia do gwintu i do łba śruby. Dodatkowo zwiększa się podatność na­
krętki za pomocą rowków odciążających lub przez zmniejszenie jej grubości.

W tym rozdziale przedstawiono nowe, złożone i praktyczne przykłady analizy elemen­
tów konstrukcyjnych z pęknięciami. Analizowane elementy konstrukcyjne m ają pęknięcia 
w miejscach o dużych naprężeniach lub w miejscach spiętrzenia naprężeń na dnie karbu.

Pierwszy przykład - prostokątny element łączący z dwoma pęknięciami brzegowymi 
pokazuje jeszcze jedno porównanie rozwiązań otrzymanych trzema metodami: metodą 
transformacji całkowej Laplace’a, metodą rozwiązań w dziedzinie czasu i metodą podwój-
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nej zasady wzajemności. Drugi przykład - korba z dwoma pęknięciami brzegowymi przed­
stawia zastosowanie metody transformacji całkowej Laplace’a. Trzeci przykład - podpora 
z pęknięciem brzegowym prezentuje zastosowanie metody rozwiązań w dziedzinie czasu 
do analizy stacjonarnego i wzrastającego pęknięcia. Czwarty przykład - wirujący krążek 
z dwoma pęknięciami brzegowymi przedstawia zastosowanie metody podwójnej zasady 
wzajemności do analizy konstrukcji obciążonej siłami odśrodkowymi. Piąty przykład - 
rura grubościenna z pęknięciem na wskroś przedstawia zastosowanie metody transforma­
cji całkowej do analizy konstrukcji trójwymiarowej. Przyjęto, że elementy konstrukcyjne 
wykonane są z materiału o następujących własnościach: moduł Younga E = 0.2 • 1012 Pa, 
współczynnik Poissona v =  0.3 i gęstość p =  8000 kg/m3. Dla zagadnień dwuwymiaro­
wych przyjęto, że układ znajduje się w płaskim stanie odkształcenia. Założono, że ob­
ciążenie dynamiczne a0 jest przyłożone nagle w7 chwili początkowej i następnie ma stałą 
w7artość.

Dla większości przykładów DWIN znormalizowano ze względu na

Ko — Uo^fim, ( 1 0 -1 )

gdzie a0 jest wartością przyłożonego naprężenia i a jest wymiarem pęknięcia. Jeżeli wpro­
wadzono inny współczynnik normalizacyjny, to został on zdefiniowany w odpowiednim 
podrozdziale.

1 0 . 2 .  P r o s t o k ą t n y  e l e m e n t  ł ą c z ą c y  z  d w o m a  p ę k n i ę c i a m i  

b r z e g o w y m i

Prostokątny element łączy za pomocą śrub dwa elementy konstrukcji, które są rozciągane 
(Fedeliński [43]). Element łączący jest przykręcony do każdej części konstrukcji dwoma 
śrubami. Przyjęto, że śruby działają na element siłami skierowanymi prostopadle do 
powierzchni otworów. Założono, że obciążona jest połowa każdego otworu, a rozkład ob­
ciążenia jest sinusoidalny, o maksymalnej wartości aB = 10 MPa.  Jeden z otworów, w 
miejscach gdzie występuje spiętrzenie naprężeń, ma dwa pęknięcia brzegowe skierowane 
wzdłuż średnicy i prostopadle do kierunku działania obciążenia. Wymiary elementu wy­
rażone w7 milimetrach i sposób obciążenia przedstawiono na rys. 10.la. Ze względu na 
symetrię układu rozpatrzono połow7ę konstrukcji, przyjmując odpowiednie w7arunki brze­
gowe w7zdłuż osi symetrii (rys. 10.Ib). Zadanie rozwiązano, stosując trzy metody: metodę 
transformacji całkowej Laplace’a (MTCL), metodę rozwiązań w dziedzinie czasu (MRDC) 
i metodę podw7ójnej zasady wzajemności (MPZW). Brzeg ciała podzielono na 68 elemen­
tów7 kwadratowych. W przypadku metody podwójnej zasady wzajemności zastosowano 
dodatkow7o 43 punkty wewnętrzne. Rozwiązania numeryczne otrzymano, stosując 50 pa­
rametrów Laplace’a, krok czasowy At  — 2 ps  dla metody rozwiązań w dziedzinie czasu i 
At  =  1 ps dla metody podw7ójnej zasady wzajemności. Na rys. 10. lc pokazano odkształ­
cony element dla kilku wybranych chwil czasowych t = 8, 16, 24 ps. Przemieszczenia 
punktu A, pokazanego na rys. 10. la, przedstawiono na rys. 10.2, a znormalizowane DWIN 
K i / K 0 na rys. 10.3. Na wykresach jest widoczna dobra zgodność wyników otrzymanych 
trzema metodami.
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DWIN znormalizowano ze względu na wartość statyczną SWIN dla pęknięcia o dłu­
gości 2(r +  a) w nieograniczonym ośrodku sprężystym obciążonego silami P  — <r07rr/2 w 
środku pęknięcia

K n —
a0nr

2yV (r +  a)

gdzie r jest promieniem otworu, a a jest długością pęknięcia.

a)

( 1 0 .2 )

b)

c)
t= 8/us

n _ r \ ...................

t=1 6/js

Rys. 10.1. Prostokątny element łączący z dwoma pęknięciami brzegowymi: 
a) wymiary konstrukcji, b) model numeryczny konstrukcji,
c) postać nieodkształconej (linia przerywana) i odkształconej (linia ciągła) 
konstrukcji dla kilku wybranych chwil czasowych 

Fig. 10.1. Rectangular connecting rod with two edge cracks:
a) dimensions of the structure, b) numerical model of the structure,
c) undeformed (dashed line) and deformed (continuous line) shapes 
of the structure at particular times
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Rys. 10.2. Przemieszczenia punktu A dla prostokątnego elementu łączącego 
z dwoma pęknięciami brzegowymi 

Fig. 10.2. Displacements of the point A for the rectangular connecting rod 
with two edge cracks
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Rvs. 10.3. Znormalizowany DWIN Ki/K„  dla prostokątnego elementu łączącego 
z dwoma pęknięciami brzegowymi 

Fig. 10.3. Normalized DSIF K i / K 0 for the rectangular connnecting rod 
with two edge cracks
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10.3. K orba z dwoma pęknięciam i brzegowym i

Korba ma dwa otwory: większy jest sztywno zamocowany, a połowa mniejszego jest obcią­
żona siłami prostopadłymi do powierzchni otworu o rozkładzie sinusoidalnym 
(Fedeliński [48]). Na powierzchni zewnętrznej, w miejscach gdzie znajdują się karby, 
występują pęknięcia brzegowe skierowane w kierunku osi otworów. Wymiary korby, wy­
rażone w milimetrach, sposób zamocowania i obciążenia przedstawiono na rys. 10.4. Roz­
wiązania numeryczne otrzymano, stosując metodę transformacji całkowej Laplace’a o 25 
parametrach. Brzeg korby podzielono na 68 elementów kwadratowych. Znormalizowane 
DWIN K/K„  dla obu pęknięć pokazano na rys. 10.5.

Rys. 10.4. Korba z dwoma pęknięciami brzegowymi 
Fig. 10.4. Crank with two edge cracks

Czas t [/zs]

Rys. 10.5. Znormalizowany DWIN K / K 0 dla korby z dwoma pęknięciami brzegowymi 
Fig. 10.5. Normalized DSIF K / K 0 for the crank with two edge cracks
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10.4. Podpora z pęknięciem brzegowym

Podstawa podpory jest sztywno zamocowana, a otwór jest połączony z konstrukcją za 
pomocą sworznia (Fedeliński [44]). Przyjęto, że połowa otworu jest obciążona siłami nor­
malnymi o rozkładzie sinusoidalnym. Na krawędzi bocznej znajduje się pęknięcie brzegowe 
skierowane prostopadle do powierzchni. Wymiary podpory, wyrażone w milimetrach, spo­
sób zamocowania i obciążenia przedstawiono na rys. 10.6. Rozpatrzono trzy różne kie­
runki siły wypadkowej P  na powierzchni otworu: poziomy (a  =  0°), ukośny (a  =  45°) i 
pionowy (a  = 90°) (rys. 10.7). Pęknięcie jest stacjonarne do chwili t < 16 fis, a następnie 
wzrasta ze stałą prędkością c =  1000 m/s.  Zagadnienie analizowano m etodą rozwiązań 
w dziedzinie czasu. Początkowy brzeg ciała podzielono na 56 elementów kwadratowych, 
a krok czasowy jest równy At  = 2 fis. W czasie wzrostu pęknięcia, w każdym kroku 
czasowym dodawano do wierzchołka pęknięcia parę elementów brzegowych o długości 
Aa = 2 mm.  Wyniki wyznaczono dla 24 kroków czasowych. Końcowy model numeryczny 
miał 88 elementów brzegowych. Kształt wzrastającego pęknięcia dla różnego kierunku 
obciążenia statycznego i dynamicznego przedstawiono na rys. 10.7. Wyniki dla obciąże­
nia statycznego wyznaczono za pomocą programu komputerowego Porteli i Aliabadiego 
[121]. Pęknięcia dla obciążenia dynamicznego m ają podobny kształt jak dla obciążenia 
statycznego. W przypadku obciążenia dynamicznego pęknięcie częściej zmienia kierunek 
wzrostu ze względu na poruszające się fale sprężyste w ciele. Na rys. 10.8 pokazano 
postać nieodkształconą i odkształconą dla kilku wybranych chwil czasowych t = 20 fis, 
30 fis i 40 fis. Znormalizowane DWIN K / K 0 dla pęknięcia stacjonarnego przedstawiono 
na rys. 10.9, a dla pęknięcia wzrastającego na rys. 10.10. Rozwiązania dla pęknięcia 
stacjonarnego obliczono dla dwukrotnie dłuższego czasu, żeby pokazać największe warto­
ści DWIN. Wartości znormalizowanych DWIN K i / K 0 są większe od K n / K 0, dla pęknięć 
stacjonarnych i wzrastających.

Rys. 10.6. Podpora z pęknięciem brzegowym 
Fig. 10.6. Support with an edge crack
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Rys. 10.7. Linia pęknięcia w podporze dla różnego kierunku przyłożonego obciążenia: 
a) statycznego, b) dynamicznego 

Fig. 10.7. Crack paths in the support for different directions of the applied load: 
a) static, b) dynamic

Rys. 10.8. Postacie nieodkształconej (linia przerywana) i odkształconej (linie ciągłe) 
podpory z pęknięciem brzegowym, obciążonej poziomo, dla wybranych 
chwil czasowych 20/j.s, 30/rs i 40/xs 

Fig. 10.8. Shapes of undeformed (dashed lines) and deformed (continuous lines) 
support with the edge crack, subjected to the horizontal load, 
at particular times 20/is, 30¡is and 40¡is
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Rys. 10.9. Znormalizowany DWIN K / K 0 dla podpory z brzegowym pęknięciem 
stacjonarnym - różny kierunek przyłożonego obciążenia 

Fig. 10.9. Normalized DSIF K / K 0 for the support with the stationary edge crack 
- different directions of the applied load
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Rys. 10.10. Znormalizowany DWIN K / K 0 dla podpory ze wzrastającym pęknięciem 
brzegowym - różny kierunek przyłożonego obciążenia 

Fig. 10.10. Normalized DSIF K / K 0 for the support with the growing edge crack 
- different directions of the applied load
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Wirujący krążek ma sześć otworów na obwodzie i otwór z rowkiem wpustowym do osa­
dzenia tarczy na wale (Fedeliński [48]). W narożach rowka wpustowego znajdują się dwa 
pęknięcia skierowane w kierunku środka otworu. Wymiary krążka, wyrażone w milime­
trach, pokazano na rys. 10.11. Krążek wiruje ze stałą prędkością kątową ui i jest obcią­
żony siłami odśrodkowymi. Ze względu na symetrię krążka rozpatrzono połowę układu, 
przyjmując odpowiednie warunki brzegowe wzdłuż osi symetrii (rys. 10.12). Zadanie 
rozwiązano metodą podwójnej zasady wzajemności. Brzeg układu podzielono na 66 ele­
mentów kwadratowych. W obliczeniach zastosowano dodatkowo 44 punkty wewnętrzne. 
Na rys. 10.12 przedstawiono postać nieodkształconego i odkształconego krążka. DWIN 
znormalizowano ze względu na:

K ° =  an  ^ \ pu2R2Vna, (10.3)

gdzie R  jest promieniem krążka. Obliczone znormalizowane DWIN są równe 
K i / K 0 =  2.158 i K u / K 0 = 0.333.

10.5. W iru jąc y  krążek z dwom a pęknięciam i
brzegowym i

Rys. 10.11. 
Fig. 10.11.

Postać nieodkształconego (linia przerywana) i odkształconego (linia ciągła) 
wirującego krążka z dwoma pęknięciami brzegowymi 
Undeformed (dashed line) and deformed shapes (continuous line) 
of the rotating disc with two edge cracks

Rys. 10.12. 

Fig. 10.12.

Wirujący krążek z dwoma pęknięciami brzegowymi 
Rotating disc with two edge cracks
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1 0 . 6 .  R u r a  g r u b o ś c i e n n a  z  p ę k n i ę c i e m

Rura grubościenna jest obciążona ciśnieniem wewnętrznym p (Fedeliński [49], [51]). Rura 
ma prostokątne pęknięcie na całej grubości, leżące w płaszczyźnie przechodzącej przez oś 
rury. Promień wewnętrzny rury wynosi rą — 10 mm\  promień zewnętrzny r 2 =  25 mm; 
analizowana długość rury l =  150 mm, a długość pęknięcia 2a =  50 mm. Wymiary 
rury, wyrażone w milimetrach, i układ współrzędnych pokazano na rys. 10.13. Rura z 
pęknięciem ma dwie płaszczyzny symetrii yz  i xz. Analizowano połowę rury, przyjmując 
odpowiednie warunki brzegowe wzdłuż płaszczyzny symetrii xz. Połowę rury podzie­
lono na 606 elementów stałych. Rozwiązania numeryczne wyznaczono, stosując metodę 
transformacji całkowej Laplace’a o 25 parametrach.

Znormalizowane przemieszczenia u/ua punktów na powierzchni zewnętrznej w kie­
runku promieniowym przedstawiono na rys. 10.14. Przemieszczenie u0 jest przemieszcze­
niem statycznym rury bez pęknięcia, które wyznaczono z następującego równania:

2rfr2P
E ( r l - r \ Y

(10.4)

Przemieszczenia obliczono w trzech punktach, które mają następujące współrzędne 
(ar, y, z): .4(25,2.5,0), 5 (25,17.5 ,0), £7(25,32.5.0), 11(25,47.5.0) i 5(25,62.5,0).

Znormalizowane DWIN K j / K 0 obliczono w środku pęknięcia i przedstawiono na rys. 
10.15. Współczynnik normalizacyjny jest równy:

K a — Uy/na, er =
prf

+  I ? ) ’ (10.5)
' 2  7 1

gdzie a jest statycznym naprężeniem obwodowym w środku pęknięcia, a r  jest odległością 
środka pęknięcia od osi rury.

Rys. 10.13. Rura grubościenna z pęknięciem 
Fig. 10.13. Thick-walled pipę with a crack
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Czas t [/us]

80 1 0 0

Rys. 10.14. Znormalizowane przemieszczenia u/u0 punktów wzdłuż powierzchni 
zewnętrznej dla rury grubościennej z pęknięciem 

Fig. 10.14. Normalized displacements u /u0 of points along the external surface 
of the thick-walled pipe with a crack

Czas t [¿¿s]

Rys. 10.15. Znormalizowany DWIN K [ / K 0 w środku krawędzi pęknięcia 
dla rury grubościennej z pęknięciem 

Fig. 10.15. Normalized DSIF K i / K 0 in the middle of the crack front 
for the thick-walled pipe with a crack
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Uwagi końcowe

R ozdzia ł 11

W pracy przedstawiono sformułowanie i zastosowanie dualnej metody elementów brze­
gowych (DMEB) w zagadnieniach dynamicznych mechaniki pękania. W odróżnieniu od 
wcześniej stosowanych metod analizy pęknięć za pomocą MEB, tzn. metody podziału 
na podobszary i metody nieciągłości przemieszczeń, metoda dualna umożliwia bezpo­
średnie obliczenie nieznanych wielkości brzegowych, w wyniku wyłącznie dyskretyzacji 
powierzchni ciała.

W pracy przedstawiono po raz pierwszy:

•  sformułowanie i zastosowanie DMEB w połączeniu z metodą transformacji całkowej, 
metodą rozwiązań w dziedzinie czasu i metodą podwójnej zasady wzajemności,

•  porównanie różnych sformułowań DMEB ze względu na ich złożoność, wymaganą 
pamięć komputerową, szybkość i dokładność obliczeń oraz możliwe zastosowania,

• wykorzystanie całek niezależnych od konturu całkowania i MEB do obliczania dy­
namicznych współczynników intensywności naprężeń,

• określenie kierunku dynamicznego wzrostu pęknięcia za pomocą MEB.

• analizę wpływu wielkości, kierunku, położenia i prędkości wzrostu pęknięć, rozkładu 
i zmienności obciążenia, sposobu zamocowania, własności materiałowych na dyna­
miczne współczynniki intensywności naprężeń,

• rozwiązanie wielu nowych, złożonych i praktycznych przykładów dynamicznie ob­
ciążonych konstrukcji z pęknięciami.

Poprawmość rozwiązań nowwch zagadnień została potwierdzona w późniejszych pracach, 
np. Wena [151], Gallego i Domingueza [66], Agnantiarisa. Połyzosa i Beskosa [2] i innych.

Opracowano pięć programów komputerowych, które mogą być stosowane do analizy 
dynamicznej elementów konstrukcyjnych z pęknięciami. Zagadnienia dwuwymiarowe i 
pęknięcia stacjonarne mogą być analizowane jedną z trzech metod: metodą transformacji 
całkowych, metodą rozwiązań w dziedzinie czasu i metodą podwójnej zasady wzajemności. 
Zagadnienia dwuwymiarowe i pęknięcia wzrastające analizowane są metodą rozwiązań w 
dziedzinie czasu, a zagadnienia trójwymiarowe i pęknięcia stacjonarne metodą transfor­
macji całkowych. Opracowane programy komputerowe obliczają nieznane przemieszczenia 
i naprężenia na brzegu i we wskazanych punktach wewnętrznych oraz dynamiczne współ­
czynniki intensywności naprężeń.
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W pracy przedstawiono tylko podstawowe zastosowania opracowanych programów 
komputerowych. Inne zastosowania omówiono w publikacjach.

Rooke, Acros i Fedeliński [124] analizowali efekt dynamiczny spow7odow7any zerwaniem 
elementu, który wzmacnia pęknięcie. Za pomocą metody podwójnej zasady wzajemności 
badano wrpływ7 rozkładu obciążenia na powierzchniach pęknięcia. Wykorzystując te roz­
wiązania oraz zasadę superpozycji, określono w7zględną różnicę dynamicznych współczyn­
ników intensywmości naprężeń przy pęknięciu statycznym i dynamicznym wzmocnienia.

Sladek, Sladek i Fedeliński [134], [135] i [136] wwznaczyli nieosobliwy składnik dy­
namicznego pola naprężeń w7okół wierzchołka pęknięcia, tzw. T-naprężenie. Uwzględ­
nienie tego składnika pozwrala na dokładniejsze określenie kierunku wzrostu pęknięcia. 
T-naprężenie określono na podstawie całki niezależnej od konturu całkowania. Wielkości 
potrzebne do obliczenia całki wyznaczono, stosując metodę rozwiązań w dziedzinie czasu.

Albuquerque, Solłero i Fedeliński [3] analizowali obciążone dynamicznie elementy z 
pęknięciami, wykonane z materiału ortotropowego. Zagadnienie rozwiązano, stosując 
metodę podwójnej zasady wzajemności.

Burczyński, Bonnet i Nowakowski [21] analizowali wpływ7 translacji i zmiany kształtu 
pęknięcia na przemieszczenia brzegu dla układu obciążonego dynamicznie. Wrażliwość 
określono, stosując metodę układu sprzężonego oraz metodę różnic skończonych. Następ­
nie wyznaczono nieznane położenie pęknięcia na podstawie przemieszczeń brzegu. Wiel­
kości potrzebne do obliczenia wrażliwości i identyfikacji położenia pęknięcia wyznaczono 
metodą podwójnej zasady wzajemności.

Dualne sformułowanie MEB było rozwijane dla zagadnień trójw7ymiarow7vch przez 
Wena, Aliabadiego i Rooke’a. W pracach [159], [160] zastosowano metodę transforma­
cji Laplace’a do analizy DWIN dla wewmętrznego pęknięcia kołowego i eliptycznego oraz 
prostokątnego pęknięcia brzegowego w7 elemencie prostopadłościennym. Wen, Aliabadi i 
Young [164] przedstawili zastosowanie metody rozwiązań w dziedzinie czasu do analizy 
pęknięcia kołowego w7 obszarze nieograniczonym oraz pęknięcia kołowego i eliptycznego w 
elemencie prostopadłościennym.

Przedstawione w7 pracy metody zastosowano do analizy elementów konstrukcyjnych 
w postaci tarcz lub ciał trójwymiarowych, wykonanych z m ateriału jednorodnego, izo­
tropowego i liniowo-sprężystego. Rozpatrywano przypadki, kiedy w7 chwili początkowej 
ciało znajduje się w7 spoczynku. Analizowano dynamiczny wzrost pojedynczego pęknięcia 
ze stałą prędkością. Nie uwzględniano zjawiska kontaktu powierzchni pęknięcia. Przed­
stawione metody mogą być dalej rozwijane w7 celu lepszego modelowania rzeczywistych 
elementów konstrukcyjnych i rozwiązywania now7ych zagadnień mechaniki pękania.

Do zagadnień, które powinny być rozważane w przyszłości, można zaliczyć:

•  materiały niejednorodne, anizotropowe i nieliniowe,

•  płyty, powłoki, elementy wzmocnione elementami usztywmiającymi itp.,

•  zjawisko kontaktu powierzchni pęknięcia oraz kontaktu kilku ciał,

• pęknięcia rozproszone w7 ciele,

•  rozwidlanie się pęknięć, jednoczesny w7zrost kilku pęknięć, zmienną prędkość wzro­
stu, zatrzymanie w7zrostu,

• identyfikację położenia, wielkości i kształtu pęknięć na podstawie ruchu układu.
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Inną grupę zagadnień stanowią zagadnienia numeryczne. Celem badań w tej dziedzinie 
powinno być poprawienie dokładności i efektywności metod. W pracy modelowano pęk­
nięcia nieciągłymi elementami prostymi albo płaskimi. Całki rozwiązań hiperosobliwych 
obliczano metodą odjęcia rozwiązań podstawowych elastost.atyki. Dynamiczny wrzrost 
pęknięcia modelowano poprzez dodawanie w każdym kroku czasowym nowych elementów' 
brzegowych w wierzchołku pęknięcia.

Do zagadnień, które mogą być przedmiotem dalszych badań, można zaliczyć:

•  modelowanie pęknięć elementami brzegowymi,

•  obliczanie całek brzegowych,

•  stabilność rozwiązań numerycznych,

•  modelowanie dynamicznego wzrostu pęknięcia.

Opracowanie metod oraz programów komputerowych, które analizują obciążone dyna­
micznie elementy konstrukcyjne z pęknięciami, ma duże znaczenie w budowie i eksplo­
atacji maszyn. W  czasie konstruowania elementów maszyn można zmniejszyć prawdopo­
dobieństwo powstawania pęknięć i ich dalszego wzrostu poprzez odpowiedni dobór cech 
konstrukcyjnych. W trakcie eksploatacji można ocenić, czy powstałe w7 konstrukcji pęk­
nięcia będą wzrastały i określić kierunek ich wzrostu.



D odatek A

Rozwiązania podstawowe elastostatyki stosowane w równaniu przemieszczeń są równe 
(A liabadi i Rooke [6]):

U ij(x  ,x )  =  ^  [(4^ -  3)Sij ln (r)  +  r  ¿r ¿], (A . l)

T ij(x ,,X ) =  4tt(1 -  z / ) r i [ (1 ~  2^ Sij +  2 r’i r ’j £  ~  (1 ~  2u^ r ’lTlJ ~  r >in*)}- (A -2)

Rozwiązania podstawowe elastostatyki stosowane w równaniu sił brzegowych są równe:

Uk ij{x ', x ) =  [(1 -  2v){6ikr d +  Sjk r yi -  <%r, k) +  2r j r j r Ą , (A.3)

T« i( x '. x )  =  ^ (1 ^ ^ r2 { 2 [(4 -  +  «/(¿«.rj +  ójk r,i) -  ą r ^ - r , * ]

+ M r , Jr tkn l +  r ^ r ^ r i j )  +  (1 -  2v){2 r4r dnk +  6lknJ +  Sjk m ) -  (1 -  4 i/)Jy n fc}. (A.4)

R o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e  e l a s t o s t a t y k i

d l a  z a g a d n i e n i a  d w u w y m i a r o w e g o
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D odatek B

Rozwiązania podstawowe elastostatyki stosowane w równaniu przemieszczeń są równe 
(A liabadi i Rooke [6]):

^ ' (X' ’ X) =  16^ -M l -  ^ ) r  t (3 “  4u)6ij +  r 'i r ' ^  (B -1}

^  =  87r (1 — v ) r 2  ̂ “  2^ 6ij +  3 r’i r ’Jl £  2v^ ni  ~  r dn i) } -  (B -2)

Rozwiązania podstawowe elastostatyki stosowane w równaniu sił brzegowych są równe:

Uk ij( x \  x ) =  g7r^  _  uyr2 [ ( !  -  2v){& ik rj +  Sjk r,i -  bl ] r M) +  3r 4r dr tk\ , (B.3)

Tki j ( x  ,x )  — [(1 — 2 i/)%?',i; +  v(S ik rj +  Sjkr ti) — 5 r ¿r —

+ 3 i '( r j r tkn i +  r ^ r i j )  +  (1 -  2v )(3r ¿r¿nk +  bikn3 +  b^m )  -  (1 -  4z ^ n * } .  (B.4)

R o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e  e l a s t o s t a t y k i

d l a  z a g a d n i e n i a  t r ó j w y m i a r o w e g o
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D odatek C

T r a n s f o r m a t y  c a ł k o w e  r o z w i ą z a ń

p o d s t a w o w y c h  e l a s t o d y n a m i k i  d l a

z a g a d n i e n i a  d w u w y m i a r o w e g o

Transformaty Laplace’a rozwiązań podstawowych elastodynamiki stosowane w równaniu 
przemieszczeń (Cruse i Rizzo [29]) i sił brzegowych (Fedeliński [60]) są równe:

Ł /y (x ',x ,s )  =  -  x r , iT j) ,  (C .l)

f y (x ', X, s) =  i -  [(v ,r -  +  rjTH) -  2^ (r ,¡n , -  2r,!r J ^ )

dl*  y
- 2X,r r,1r J—  +  - ( w r -  x>r -  - ) r , in j ] ,  (C.2)

=  ¿ { [ 2 )  -  £ ( * ,  -  X ,,  -  ) ) ] % > >

-(< /V  ~  +  2(x,r -  2 ^ ) r ,  ¿r^r, * } ,  (C.3)

f fcy(x '; x , S) =  A { [ 4 (Xirr -  5 ^  +  8 ^ ) r  j r j r , *

— CV\rr -  -  3 ^  +  6 ^ ) ( d ^ r j  +  ¿J-Jtr¿)

, 0(0X,r , X A X , , w,r n a r
L -».2 \X,rr 2 ^ r r  T  ^r  r 2 // r 2 r  J j on

+ 2 [ 2 ^  -  4 ^  +  ^ ( x , rr -  2 ^  -  V\rr +  ^ ) ] r ,  ¡r j n k (C.4)

/ / V\r q X,r , /? X \ / \- W r r ----------- 3—  +  o - jJ l r jn j  +  r  ¿n^-jr fc

+1<? + + ? - *9 + <i)>2fc, + 2Ł - - &)]«**
—2 (—  — Ą )(ó jk n,i +  SikHj) } .
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Funkcja -0 i je j pochodne są równe:

ip — \  K i{ z i)  +  K \ (z 2) \  F ho(z2), (C.5)
L Cl J z2

t r  =  { ~ [ k 0(z1)z1 +  2K i( z i) \  -  [l<o(z2)z2 +  2 K M ) \  ~  K ^ ) zl } ^  (C.6)

1p,rr =  {  -  ^ \ ^ K q{z1)z1 +  K i( z i) ( z \  +  6)]

+  \3 K 0(z2)z2 +  K i (z2)(z% +  6)] +  [k 0(z2)z2 +  K i (z2) ]z% }-^-^. (C.7)

Funkcja \  1 j eJ pochodne są równe:

X =  ~  ( — )2\K q(z \)  4 A i( z i ) l  +  A  o (^2) 4 A i (22), (C.8)
Ci L Z\ J z2

X,r =  { ( ^ - ) 2[A i( z i) ; j i  +  2 [Ao(2 i) 4 A i( z i) ] l
1 Ci 1 z 1 J

— \ k \ ( z 2)z2 4- 2[Ao(22) +  — -^Ai(-̂ 2)]] } “ , (C.9)

X,rr =  { — ( — )2 [A 0(^ i)^ i +  ?>Ki{zi)Zi +  6 [Ao(^l) 4----- A i(2 i) ] |
Cl L Zi J

+  \_koiz2)z2 +  3 K i(z 2)z2 4- a>{K0{z2) 4- — A i( ^ 2)]] } ^ ,  (C.10)

gdzie K q i K i  są zmodyfikowanymi funkcjami Bessela drugiego rzędu zerowego i pierwszego
stopnia, z\ =  s r /c i  i z2 =  s r /c 2.
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D odatek D

C a ł k i  w z g l ę d e m  c z a s u  r o z w i ą z a ń

p o d s t a w o w y c h  e l a s t o d y n a m i k i  d l a

z a g a d n i e n i a  d w u w y m i a r o w e g o

W  dodatku przedstawiono całki rozwiązań podstawowych elastodynamiki przy aproksy­
macji zmienności w czasie s ił brzegowych funkcjam i przedziałami sta łym i i przemieszczeń 
funkcjam i lin iow ym i. Przyjęto następujące oznaczenia dla skrócenia zapisu:

iPa ~  caA r ( N  - n  +  1) ’

=  ^ A t {N  -  n) ’ <D -2>

Va =  cQA r (A r — / i - i )  ' (D '3)

C ałki rozwiązań podstawowych elastodynamiki stosowane w równaniu przemieszczeń są 
równe (Israil i Banerjee [80], [82]):

/

f  U ?j(x '. x )d r

(D-4)
+ ( - l ) " ( %  -  2 r , r J ( Ł A Ź  _  

r a

rpN
ijfn( x ',K ) =  J  T /J(x ', x .)M 1dT +  I  T ; ] ( x '. x ) M 2d r

Tn- 1 Tn

 1 f2 .4a r ( l - ^ ) l  ( 1 - X£)§ , ( 1 - V 2) i i m r ,
¿ 2 7 r p C2 CaA r ł  3 L <¿>3 x 3 ^  J (

_B l K z A _ 2J E A +
L X a  ^Pa
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C ałk i rozwiązań podstawowych elastodynamiki stosowane w równaniu sił brzegowych są 
równe (Israil i Banerjee [81], [82]):

Tn

Ukl? { x ' , x ) =  I  Ł O x ' ,x )d r  =
■j-n—1

1  _  1 ] +2D̂l-J» (D.6)
2 ^ 4  y i  V/1 - X a  ^  J;

r n r n+l

Ą T " (x ',x )  =  I  T ^ ( x ' , x ) M 1d r  +  J  T ^ ( x ' , x ) M 2d r  =
^-n—1 7-71

¿fciEd^{2(B„+F„)[VEZ_2VEZ+VłZ5]
S .  2?rpc2 rcaA r  1 L Xa Ipa J

_ i G [ < i ^ _ 2 i l ^  +  ( k l | l > ł ]  (D.7)
3 <4 Xa j

Ly i r ^  \ A - x *  y w r

W spółczynniki w powyższych równaniach są równe (Israil i Banerjee [82]):

d r
A a =  - ( - 1 ) “  [ r ,iTij +  r j r i i  +  (óij -  4 r ¿ r j — ], (D.8)

A
S i =  - r ,  iU j +  2 r 4r d —  , 

p  dn
(D.9)

d r
B 2 =  (<% -  2r ,7-j)—  +  r j r i i , (D.10)

C i =  —Sijr,k +  2 r>ir J r  *, ( D . l l )

C2 =  2r , j r j r )ł; -  Sjk r iz -  6ikr d, (D.12)

D  =  6jk r,i +  óikr j  +  S ^r<k -  Artir dr ik, (D.13)

X X d r 
E i =  { - 5 ^  +  2r ¡r j ) { —n k +  2 r > — ), 

p  p  dn
(D.14)

d r
E 2 — (4 r ¿rj-r k -  ójk r 4 -  óikr t j) —  -  r^ r^ U i -  r tir tkn j , (D.15)

F i =  — [ “ (2 +  j j )ó ij +  2r ¿ r j]nk -  2 r j r tkni -  2 rtir tkn j

d r
-2 {ó jk r,i +  óikr j  +  Sijr,k -  6 r ¿r j r ,k)g^, (D.16)
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F i =  (Sjk  -  2r dr tk)rii +  (6ik -  2 rtir tk)n j  -  2r 4r tjn k

d r
2(Ą/er ,i ~ł“ ^ ik^ j ~i“ &ijT k 6 r ¿r^r fc)— , (D.17)

G =  (-¿ifc +  4 r j r }k)n i +  { - ó ik +  4 r ^ r ^ n j  +  ( - %  +  A r^rd)n k

<9r
+ 4 ( ^ r ; +  Sikr j  +  StJr tk -  6r  ¿r^-r fc) — . (D.18)

Dla liniowych funkcji interpolujących wzięto pod uwagę całki wzdłuż kroku czasowego 
przed i za węzłem czasowym. Przy obliczaniu zmiennych (pa, \a  i tya należy uwzględnić 
warunki propagacji fal, tzn. jeżeli r  jest większe niż odległość, któ rą  przebywa fala w 
danym czasie, wówczas zmienna ipa, \a  i tya jest większa od 1. W  takim  przypadku 
składniki w równaniach {D A ), (D .5), (-D.6) i {D .7), które zależą od tej zmiennej, należy 
przyrównać do 0.
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D odatek E

R o z w i ą z a n i a  s z c z e g ó ln e  s t o s o w a n e  

w  m e t o d z i e  p o d w ó j n e j  z a s a d y  

w z a j e m n o ś c i  d l a  z a g a d n i e n i a  

d w u w y m i a r o w e g o

Dla funkcji aproksymującej

/ ( x * , x )  =  C  +  r (x * ,x ) ,  (E .l)

szczególne przemieszczenia i s iły brzegowe są równe (Partridge, Brebbia i Wróbel [117]):

= cw^w/jr̂ +s<rb)j [(3 “ i r^" (E-2)
- , ,  , 2(1 - 2 v ) r 1 +  r  1 1 ,
i , i ( x  ' x ) =  c l ^ r i T ^ Y / /n ‘ +  2r ->n<+  2i « a S r

1 dv
+  i5 ( i  _  ^ {(4  -  o f ) r dni -  (1 -  5v)r,in.j +  [(4 -  5v)Stj -  ^ r j ] ^ } r 2. (E.3)
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D odatek  F

T r a n s f o r m a t y  c a ł k o w e  r o z w i ą z a ń

p o d s t a w o w y c h  e l a s t o d y n a m i k i  d l a

z a g a d n i e n i a  t r ó j w y m i a r o w e g o

Transformaty Laplace’a rozwiązań podstawowych elastodynamiki stosowane wr równaniu 
przemieszczeń (Cruse i Rizzo [29]) i sił brzegowych (Gaul i Fiedler [67]) są równe:

U ij(x ', x , s) =  ~  Xr ,iX,j), (F . l)

7 + (x ',x ,  s) =  T [ t y ,  -  +  W )  ~  2 *  f o n ,  -  2r 4r , ~ )

- 2 X ,r r , ir , j-£  +  - t y ,  ~  x,r -  2 ^ ) r , n J ,  (F.2)

Uk ij( x ',X ,S) =  T - { [ 2 -  -  - i t r  -  X,r - 2 ^ ) 1  
47T1L r  n r  J

_ (Vv -  +  Sjk r ti) +  2(x,r -  2 ^ ) r  ¿r,jf,* } ,  (F.3)

fjfcij (x '. x . s) =  - ^  { [4(x,rr -  ó y i  +  8^ ) r , i r tjr,k

- t y . r r  3y -  +  6^ ) ( ^ r J +  <W ,i)

. oroX,7- ,X  . A x,r , X , , VVslx -|<9r
+2  2 4— +  — (x,rr H 4— -  ^  rr H ) ¿¿j-r fc —

r  r ż f i r  r z r  ] on

, ni« X,r .X  , A . X,r , X , ^  / r  n+ 2 [2 —  -  4 -  +  - ( x , rr +  —  -  4 -  -  ^ ,rr +  —  ) ]r4r j n k (F.4)

- t y , r r  -  - y  -  3 ^  +  6^ ) { r jT i i  +  r 4r i j ) r tk

i l a X , j ^  ( X,r X 1p,r \ , t ^ \2 / , A X,r . 0 X / 0 \1 r
+  l4 )T +  +  2)T _  ~ )  +  (X,rr +  4—  +  2— -  1p,rr ~  2 —  )J<Sy nfc

-2 (—  -  ^ ) ( S jkni +  SiknJ)Y
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Funkcja ip i je j pochodne są równe:

ift =  —(— )2e 21 [1 Zi] 2 k e 22[1 +  Z2 +  z2]-^—,
Ci z f r  z£r

ip r — ( )2e 21 [3 +  3z\ +  z2] 2 „ — e "2[3 +  3z2 +  2z2 +  z|] »
cx z f r 2 z f r 2

V\rr =  — ( —)2e 21 [12 +  12zi +  5z2 +  z3] „
Ci z fH

+e *2 [12 +  12z2 +  7z2 +  3z| +  z2] 2 3 ■
z2r

Funkcja x  i je j pochodne są równe:

X =  ~ ( — )2e 21 [3 +  3zi +  z2]—j — be 22[3 +  3z2 +  z2] — , 
ci z fr  z fr

X,r =  ( —)2e [9 +  9zi +  4z2 +  1̂ ] —5—2
Ci z f r 2

—e 22 [9 +  9z2 +  4z2 +  z23] „ ,
z f r 2

X,rr =  ~  ( — )2e 21 [36 +  36zi +  17z2 +  5z\ +  z\\ »
Cj z fr '5

+e "2 [36 +  36z2 +  17z| +  5z| +  z2] —2“

(F.6)

(F.7)

(F.8)

(F.9)

(F-10)

(F.5)
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D odatek G

C a ł k i  w  s e n s ie  w a r t o ś c i  g ł ó w n e j

Rozpatrzmy całkę niewłaściwą w przedziale a <  t <  b, w któ rym  funkcja podcałkowa, 
nieograniczona w punkcie wewnętrznym a <  x  <  b, ma część osobliwą daną wyrażeniem 
l / ( f  — x) (Portela [120]). Niech część regularna funkcji podcałkowej f(t) spełnia warunek 
ciągłości Hóldera, tzn.

\ m - f ( x ) \ < \ B \ \ t - x \ a, (G .l)

gdzie: \B\ <  oc i 0 <  a <  1. Wówczas całka w sensie wartości głównej Cauchy’ego, dla 
osobliwego punktu wewnętrznego, jest zdefiniowana w następujący sposób:

I  dt =  l im {  j  ^-dt+ [ dt} , (G.2)J(t-x) J t-x J t-x
a a x+ e

gdzie otoczenie e jest symetryczne względem punktu osobliwego.
Rozważmy z kolei całkę niewłaściwą w przedziale a <  t <  b, w któ rym  funkcja pod­

całkowa, nieograniczona w punkcie wewnętrznym a <  x  <  b, ma część osobliwą daną 
wyrażeniem l / ( t  — x )2 (Portela [120]). Niech część regularna funkcji podcałkowej / ( i )  
spełnia warunek ciągłości Hóldera pierwszej pochodnej, tzn.

I /W  ~  /W )  -  f ' ( x ) ( t  -  z)| <  \B \\t -  :r|Q+1, (G.3)

gdzie: | R | < o c i O < a : < l .  Wówczas całka w sensie wartości głównej Hadamarda, dla 
osobliwego punktu wewnętrznego, jest zdefiniowana w następujący sposób:

S ^ dt =  ^ { T - M - 24 t +  (G.4)
J ( t - x ) 2 Ê O J ( t - x ) 2 J ( t - x ) 2 £ ’
a ’ a '  ’ x+ e  '  ’

gdzie otoczenie £ jest symetryczne względem punktu osobliwego.
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D odatek H

M e t o d a  D u r b i n a  n u m e r y c z n e g o  

o b l i c z a n i a  t r a n s f o r m a t y  o d w r o t n e j  

L a p l a c e ’a

Transformatę odwrotną Laplace’a wyznaczono metodą numeryczną Durbina [37],
Wartości transformowanej funkcji f ( s )  oblicza się dla serii parametrów Laplace’a 

sk =  b +  ik 2 n /T , gdzie b jest stałą, i  =  \ / —i ,  a T  jest analizowanym przedziałem czasu. 
Wartości oryginalnej funkcji f ( t )  wyznacza się z następującego równania:

f ( t )  =  (  -  \ R e l f m  +  y  {U [f(b  +  ik y )] COS( k t ^ )
k=0

- 3 [ / ( &  +  i f c y ) ] s in ( / c iy ) } ) ,  (H .l)

gdzie 5R[] oznacza część rzeczywistą i 3f[] oznacza część urojoną. Zazwyczaj przyjmuje się 
zakres parametrów bT od 5 do 10 oraz L  od 50 do 5000.
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D odatek I

M e t o d a  H o u b o l t a  n u m e r y c z n e g o  

r o z w i ą z y w a n i a  r ó w n a n i a  r u c h u

Metoda Houbolta [123 ] jest metodą krokowego rozwiązywania równania ruchu. Prze­
mieszczenia un+1 w chw ili r n+1 =  (n +  1 )A t, gdzie n  oznacza numer kroku czaso­
wego, oblicza się na podstawie przemieszczeń Uk w trzech poprzednich krokach czasowych 
k =  n, n  — 1, n  — 2.

Równania metody Houbolta otrzymuje się, rozwijając przemieszczenia układu w szereg 
Taylora względem czasu w otoczeniu chwili r n+1 przy uwzględnieniu 4 składników.

Prędkości v ra+i i przyspieszenia an+i w metodzie Houbolta oblicza się z następujących 
równań:

Vn+1 =  6 K r^ 11Un+1 ~  18U" +  9U"~ 1 ~~ 2Un- 2) ’ (I -1)

a „+ i =  7- r ^ ( 2u n+i -  5un +  4un^ i -  u „_ 2). (1-2)
( A r ) 2

Macierzowe równanie ruchu układu o wielu stopniach swobody dla kroku czasowego 
n +  1 ma postać:

M a „+i +  C v n+1 +  K u „ + i =  fn+ i, (1-3)

gdzie M  jest macierzą bezwładności, C jest macierzą tłum ien ia, K  jest macierzą sztyw­
ności i f  macierzą sił.

Równania (1.1) i (1.2) podstawiamy do równania (1.3) i przekształcamy do następującej 
postaci:

[(¿FM + eS?C + K]“"+‘= f”+1
* [(¿?M + ¿ CH -+ [(¿?M + sbclu-  <u>

Z powyższego układu równań wyznaczamy nieznane przemieszczenia u n+i na podsta­
wie przemieszczeń we wcześniejszych krokach czasowych.

+ 1 t a ^ m  +  :w c ]
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M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  a n a l i z i e  d y n a m i c z n e j  

u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a l n y c h  z  p ę k n i ę c i a m i

S t re s z c z e n ie

W  pracy przedstawiono sformułowanie i zastosowanie dualnej metody elementów brzego­
wych w zagadnieniach dynam iki pęknięć. Spośród znanych sformułowań metoda dualna 
jest najbardziej ogólna i uniwersalna. W  metodzie stosuje się brzegowe równanie całkowe 
przemieszczeń i s ił d la węzłów należących do powierzchni pęknięć. Sformułowanie dualne 
umożliw ia analizę c ia ł z pęknięciami w wyniku dyskretyzacji wyłącznie brzegu zewnętrz­
nego ciała i powierzchni pęknięć. Nieznane przemieszczenia i obciążenia we wszystkich 
węzłach brzegowych oblicza się bezpośrednio poprzez rozwiązanie układu równań. Za po­
mocą zaprezentowanej metody można wyznaczyć także przemieszczenia, odkształcenia i 
naprężenia w dowolnym punkcie ciała.

W  pracy przedstawiono brzegowe równania całkowe przemieszczeń i sił powierzchnio­
wych, i ich szczególne formy dla pęknięcia. Omówiono sformułowanie, zalety i wady trzech 
podstawowych metod analizy pęknięć: metody podziału na podobszary, metody niecią­
głości przemieszczeń i metody dualnej. Wielkości brzegowe: geometrię, przemieszczenia i 
s iły brzegowe, aproksymowano za pomocą elementów kwadratowych dla zagadnienia dwu- 
i trójwymiarowego. Opisano szczegółowo obliczanie całek hiperosobliwych, występują­
cych w równaniu całkowym sił brzegowych. Przedstawiono pola przemieszczeń i naprężeń 
wokół dynamicznie wzrastającego pęknięcia. Dynamiczne współczynniki intensywności 
naprężeń wyznaczono za pomocą całek niezależnych od konturu całkowania i rozwarcia 
wierzchołka pęknięcia. Przedstawiono sposób określania kierunku wzrostu pęknięcia na 
podstawie maksymalnego naprężenia obwodowego. Zagadnienia dynamiczne analizowano 
stosując sformułowanie dualne w połączeniu z metodą transformacji całkowych Fouriera i 
Laplace’a, metodą rozwiązań w dziedzinie czasu i metodą podwójnej zasady wzajemności. 
Porównano trzy różne sformułowania, biorąc pod uwagę formę rozwiązań podstawowych 
i ich całkowanie, macierzowe sformułowanie i rozwiązanie równań ruchu, wymaganą pa­
mięć, prędkość obliczeń, dokładność i możliwe zastosowania. Wykorzystano metodę roz­
wiązań w dziedzinie czasu do analizy dynamicznego wzrostu pęknięcia. Wzrost pęknięcia 
modelowano, dodając nowe elementy brzegowe przy wierzchołku pęknięcia. Analizowano 
trójwym iarowe elementy konstrukcyjne za pomocą metody transformacji całkowrej. Przed­
stawiono rozwiązania podstawowe stosowane w poszczególnych sformułowaniach.

W  pracy przedstawiono rozwiązania numeryczne, które porównano z innymi, uznanymi 
rozwiązaniami numerycznymi i analitycznymi, otrzymując zgodność rozwiązań. Pokazano 
w pływ  rozkładu obciążenia na powierzchniach pęknięcia i jego zmienności w czasie, wy­
miarów i położenia pęknięcia, sposobu zamocowania ciała, prędkości wzrostu pęknięcia 
na dynamiczne współczynniki intensywności naprężeń i przemieszczenia konstrukcji. Opi­
sano nowe, techniczne przykłady zastosowania opracowanych metod analizy dynamicznej 
elementów konstrukcyjnych z pęknięciami.
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T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  i n  d y n a m i c  a n a l y s i s  

o f  d e f o r m a b l e  s t r u c t u r e s  w i t h  c r a c k s

S u m m a r y

In th is work the form ulation and application o f the dual boundary element method for 
dynamic crack problems are presented. Among known formulations, the dual method 
is considered as the most general and versatile. In this method the displacement and 
traction boundary integral equations are used for nodes on crack surfaces. The dual for­
m ulation allows the analysis of cracked structures by discretizing the external boundaries 
and crack surfaces only. The unknown displacements and tractions at a ll boundary nodes 
are calculated d irectly by the solution of the system of equations. The method can be 
used to calculate displacements, strains and stresses at an arb itra ry point.

The displacement and traction boundary integral equations, and the ir particular forms 
for cracks are presented. The formulations, advantages and drawbacks of three basic 
methods used to analyze cracks: the subregion method, the displacement discontinu­
ity  method and the dual method are discussed. The boundary quantities: geometry, 
displacements and tractions are approximated by quadratic elements for two- and three- 
dimensional problems. The integration of hipersingular integrals which appear in the 
traction boundary integral equations is described in  detail. The displacement and stress 
fields at the tip  o f the dynam ically growing crack are presented. The dynamic stress 
intensity factors are computed using path independent integrals and crack opening d i­
splacements. The method of predicting the direction o f crack growth using the maximum 
circumferencial stress is presented. The dynamic problems are analyzed using the dual 
form ulation, which is combined w ith  the Fourier and Laplace integral transform method, 
the time-domain method and the dual reciprocity method. The three approaches are 
compared taking into account the fundamental solutions, and their integration, the ma­
tr ix  form ulation and solution o f the system of equations of motion, memory requirements, 
speed, accuracy and possible applications. The time-domain method is used to analyze 
dynamic crack growth. The crack growth is modelled by adding new boundary elements 
at the crack tip . The three-dimensional problems are analyzed by the integral transform 
method. The fundamental solutions used in each form ulation are given.

In the work numerical solutions are presented and compared w ith  other well established 
analytical and numerical solutions, showing good agreement. The influence o f the load 
d is tribu tion  on crack faces and its tim e variation, the dimension and position of the crack, 
displacement constraints, velocity o f the crack growth on dynamic stress intensity factors 
and displacements o f the structure are presented. New technical examples demonstrate 
applications of the developed methods for dynamic analysis o f structural elements w ith  
cracks.
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