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WYKAZ WA2NI E J  SZYCH OZNACZEN

b^, c^, d^ - liczby rzeczywiste dodatnie

A = A - liczba strukturalna pierwszej kategorii
d

A^ - liczba strukturalna dopełniająca
lę

A - liczba strukturalna kategorii k
d  - liczba strukturalna zupełna
w < i >o - wymiar poprzeczny i-tego elementu podstawowe

go
B1 ’ B2’ ' * * * B 2 n  ~ wartości residuów w biegunach urojonych

- wartość zsyntezowanego elementu dyskretnego 
o charakterze sprężystym

D , d — średnica zewnętrzna i wewnętrzna i-tego ele
mentu podstawowego

Dmin’ Dmax' dmin* dmax ” graniczna wartość średnicy zewnętrznej i wew
nętrznej i-tego elementu podstawowego 

dgt, dgtt det - operatory funkcji wyznacznikowej liczb struk-
turalnych pierwszej i wyższych kategorii oraz 
zupełnych

E (V} - moduł Younga i-tego pręta
E < i , F <Ł>J “ -YCi—  ” sP°sci,b zapisu sztywności na jednostkę długości

i-tego pręta o długości 1 *v*
CEFJ ,ił Cef)h1> < l>— —  _ —    = — ——  - sposób zapisu sztywności na jednostkę długoś

ci i-tego elementu podstawowego o długości L 
Cgdzie: zamiast należy podstawić odpowie
dnio indeks "r" lub "z") 

f “ k-ta wartość z przyjętego ciągu częstotliwości
w Hz

- przekrój i - tego prętaF
a d

H = b’“ « — - stała rzeczywista dodatnia
n k

HCpFlD^l>p = y L * C p} - retransformacja odwrotności ruchliwości i-tego
elementu inercyjnego

Y ~ retransformacja odwrotności ruchliwości i-tego
elementu sprężystego 

= > ” retransformacja i-tego elementu inercyjnego po
zastosowaniu szczególnego warunku współmier
ności

- m :



-  10 -

HCEF}^'* = ̂ c^v* - wartość i-tego elementu sprężystego po zasto
sowaniu szczególnego warunku współ mi erności 
C gdzie: w miejsce "*•' należy podstawić
odpowiednio indeks "r", "s", "u", "z"D

HCEFI)^* - sztywność i-tego elementu sprężystego w pod-
układzie utworzonym z dwóch elementów podsta
wowych: swobodnego “s" i utwierdzonego "u", po 
retransformacji płaszczyzny p w s 

HCEFD^* - sztywność i-tego elementu sprężystego w pod-
układzie utworzonym z dwóch elementów podsta
wowych swobodnych po retransformacji płaszczy
zny p w s

i,j,k,1 ,m.n, ... e I - zbiór liczb naturalnych - wskaźników bieżących
J = y - 1 - jednostka urojona
k , k. - wartości residuów w biegunach odpowiednio00 O

równych oo, O
1*,1, L*,L - długość elementu podstawowego
1 <V) - długość i-tego pręta
1 * 1 * = 1 - szczególna postać warunku współ mierności
L< ] > fl ł ( } I , L ( L > fl ’ ( v 51 - graniczne wartości długości i-tego elementu mi n k mi n' max t max^ 59

podst awowego
m^v } * m^Ł J , m^005 - wartość zsyntezowanego elementu dyskretnego

o ęharakterze inercyjnym 
p = thys - transformacja płaszczyzny zmienej zespolonej

sC= a  + joy> w pC= I + jfD 
P - tablica rzędów pochodnych algebraicznych licz

by strukturalnej
p. . - rząd pochodnej algebraicznej liczby struk-

1 ^ k - ituralnej A .
1 J

( x > < V >
■L ’ P M

Lh -g- ys = thrs - transformacja płaszczyzny zmienej zespolonej
sC= a  +  joO wrC= Z •+ jCD 

tg f t B n f - i-ta wartość zera lub bieguna syntezowanej 
charakterystyki dynamicznej Ci = 0,1, ..., k3

- reszta dzielenia licznika i mianownika synte
zowanej charakterysyki

s = y=r o - argument charakterystyk dynamicznych przed
transf ormacją

1si e ” zbiór uogólnionych przemieszczeń

llSi € 1 1S ~ zbiór prędkości uogólnionych
e - zbiór sił uogólnionych

- relacja biegunowa 
UCs> - odwrotność ruchliwości
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UCs) = - ZCs) - transformacja sztywnośwci dynamicznej ZCs)

u 3 m^t>r - odwrotność ruchliwości i-tego elementu iner
cyjnego

i +1 r

12O

12O

w odwrotność ruchliwości UCs)

<1+1>/ r - odwrotność ruchliwości i-tego elementu sprę
żystego

U^v>Cr)= n/v>r - odwrotność ruchliwości elementu inercyjnego
VCs) = s YCs) - transformacja podatności YCs) w ruchliwość

VCs)
V - ruchliwość obliczona wzdłuż łańcucha a wyz-a r Jr

naczona metodą liczb strukturalnych 

- ruchliwość i-tego elementu sprężystego

V - ruchliwość o charakterze współczynnika tłu-ooa
mienia wiskotycznego 

^X - skończony zbiór wierzchołków
gX — rodzina krawędzi
lc2X - zbiór krawędzi Chi perkrawędzi lub bloków)
X =* *X - graf pierwszej kategorii
X^ - graf zupełny
X - graf drzewo
X - graf biegunowy

X<v>= 2X/iv> - zorientowany i-ty graf biegunowy
^  3 0

- hipergraf, graf blokowy, graf kategorii k
k>► - hipergraf modelu pręta
X - obciążony hipergraf, obciążony graf blokowy,

obciążony graf kategorii k
kXQ - szkielet hipergraf u
kX<L> — obciążony i-ty graf kategorii k, i-ty obcią

żony blok kategorii k 
^X^Ł ' - obciążony i-ty graf zupełny - zastępczy grafu

drugiej kategorii
2X * * * - obciążony i-ty szkielet Lagrange’a grafu

drugiej kategorii
2X* 1 * - obciążony zorientowany i-ty szkielet Lagran-

ge’a grafu drugiej kategorii
2Xq'- * - i-ty szkielet grafu drugiej kategorii
9X<^>. - struktura hipergrafu 3X <^>
Y = 1 / Z  - związek pomiędzy podatnością i sztywnością dy

namiczną
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Y _  - podatność dynamiczna
Y - podatność dynamiczna wzdłuż łańcucha a w>zna-

r
czona metodą liczb strukturalnych 

Y ^  - podatność dwuodcinkowego podukładu prętowego.
utworzonego z dwóch podukładów swobodnych

^rz’ ^zr^1> podatność dwuodcinkowego podukładu prętowego,
utworzonego z podukładów: o równych wartoś
ciach przemieszczeń uogólnionych - "z" i o ró
wnych wartościach sił uogólnionych - "r"

Y ^ > , - podatność dwuodci nkowego podukładu prętowego,
utworzonego z podukładów: swobodnego "s" i u-
twierdzonego "u"

YCsD - podatność dynamiczna na płaszczyźnie zmiennej
zespolonej s

Z ( v * - sztywność dynamiczną pręta “i" o równych war-r
tościach sił uogólnionych 

> - sztywność dynamiczna i-tego pręta swobodnego
Z^Ł* - sztywność dynamiczna i-tego pręta utwierdzo

nego
Z_̂ v > - sztywność dynamiczna i-tego pręta o równych

wartościach uogólnionych przemieszczeń Jego 
końców

ZCs} - sztywność dynamiczna na płaszczyźnie zmiennej
zespólonej s

c*' >== Y - T  k 1 <V> - argument charakterystyk dynamicznych i-tego
pręta

fi -  V p/E - odwrotność prędkości propagacji fali w ciałach
stałych

y<1 >=y<2>= ... =y<r*>=y - ogólna postać warunku współ mi er ności (gdzie:

< i- > /  < i  > . i > , i v > \r  -  y p  /  E 1 )
p < v} - gęstość tworzywa i-tego pręta
<*> - częstość w rad/s

- równość strukturalna liczb strukturalnych: ka-
ktegorii k - A i zupełnej

- symbol operacji przeniesienia wskaźników dol
nych.



1 . WPROWADZENIE

W wielu środkach technicznych1ł stosowane są mechaniczne elementy, 
podzespoły lub zespoły o określonych własnościach dynamicznych. Zapotrze
bowanie na tego typu wytwory oraz stawiane im wymagania odnośnie do gaba
rytów, zakresów przemieszczeń i prędkości roboczych, wysokiej sprawności 
oraz niezawodności działania powoduje poszukiwanie metod opisu i interpre
tacji zjawisk dynamicznych - istotnych dla danego podzespołu czy element u- 
- i wynikających z tego opisu metod projektowania. W tych warunkach metody 
oparte na doświadczeniu i intuicji stają się coraz mniej przydatne. Speł
niają one swoją rolę przy powstawaniu nowego pomysłu, nowej idei konstruk
cyjnej, w przypadku gdy każdy wytwór poddawany jest specjalnym zabiegom 
technologicznym w celu skorygowania niedoskonałości opisu lub metody.

Dlatego naturalnym zjawiskiem jest potrzeba udoskonalenia opisu oraz 
metod projektowania, tak aby formalizm matematyczny w pełni ujmował istotę 
problemu w żądanym zakresie zmian podstawowych wielkości, a wyniki 
obliczeń były możliwie bliskie danym z pomiarów wytworu z uwzględnieniem 
niezbędnych tolerancji parametrów. Pozytywne rozwiązanie tego problemu 
stwarza przesłanki nowych jakościowo poszukiwań, rozwiązań i uogólnień, 
które trudno było przewidzieć przy dotychczas stosowanych metodach opisu 
i projektowania zespołów o określonych własnościach dynamicznych.

Rozwijane od kilkunastu lat w ośrodku gliwickim, między innymi przez 
autora tej pracy, pod kierunkiem Józefa Wojnarowskiego zastosowania gra
fów i liczb strukturalnych dały asumpt do podjęcia niniejszej pracy. Jest 
to również o tyle istotne, że proponowany tutaj aparat matematyczny stwa
rza jakościowo inne możliwości opisu zjawisk dynamicznych. Ponadto modelu
jąc drgające układy mechaniczne obciążonymi grafami różnych kategorii oraz 
stosując związki tych grafów z liczbami strukturalnymi różnych kategorii 
stwierdzono wiele wspólnych obszarów z innymi dyscyplinami naukowymi, 
a głównie z teorią dyskretnych i ciągłych układów elektrycznych. W tym 
miejscu jednak należy wyraźnie podkreślić, iż dostrzeżenie podobieństw 
w dwóch różnych gałęziach nauki nie oznacza bezkrytycznego przenoszenia 
rezultatów z jednej do drugiej. Istotne jest natomiast wykorzystanie tylko 
tych, które - ze względu na specyfikę różnych dyscyplin - dają się sfor
mułować, a przede wszystkim zinterpretować fizycznie w kategoriach danej 
dziedziny nauki. W pracy każdorazowo w sposób krytyczny przedstawiano te 
zagadni eni a.

Por. wykaz zastosowań silników wibracyjnych £6,913, filtrów kwarcowyc' ,
ceramicznych £803 czy mechanicznych filtrów pasmowych £893.
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Dlatego uznano za celowe, stosując modele rozpatrywanej klasy układów 
mechanicznych w postaci obciążonych grafów i algebrę liczb strukturalnych, 
podjąć próbę sformułowania, sformalizowania i rozwiązania problemu
wyznaczenia określonej klasy struktur układów1> ciągłych - konfiguracji 
połączeń prętów oraz wartości parametrów tych struktur na podstawie żąda
nych wymagań, które powinny poszukiwane układy zrealizować.

Ponadto proponowany aparat matematyczny umożliwia w sposób jednolity
przedstwienie sformułowanego problemu w kategoriach typowych zarówno
w dziedzinie filtrów mechanicznych, Jak również w dynamice ciągłych układów 
odkształcalnych.

1.1. Geneza problemu

Zagadnienie poszukiwania struktury układu spełniającego określone
wymagania, dotyczące realizowania żądanych zjawisk dynamicznych Jest 
zadaniem odwrotnym2’ do problemu analizy, czyli Jest to synteza.

Jeśli wynikiem odpowiednich działań jest model o parametrach skupio
nych wraz z ich wartościami, to ma się do czynienia z syntezą układów 
dyskretnych.

W wielu przypadkach jednak zsyntezowany model dyskretny Jest zbyt 
odległym przybliżeniem obiektu rzeczywistogo i w związku z tym zachodzi 
konieczność poszukiwania modelu ciągłego.' W najprostszych przypadkach 
zagadnienie to sprowadza się do wyznaczenia parametrów pręta prosto
padłości ennego3> ze znanego równania częstości drgań własnych, przyj
mując odpowiednie stałe materiałowe. Tego typu elementy znalazły 
zastosowanie w wielu rozwiązaniach konstrukcyjnych silników wibracyjnych, 
wykorzystywanych między innymi w napędach: chwytaków mikromanipulatorów,
mikropomp, stabilizatorów położeń i prędkości, urządzeń pozycjonujących, 
ogniw mikrorobotów, rejestratorów sygnałów dyskretnych, wzbudników drgań 
okresowych, stolików do badań astronomicznych (6,913. Mikromanipulatory 
z napędem wibracyjnym stosuje natomiast się w optyce, elektronice, 
holografii, medycynie (913.

W przeważającej większości przytoczonych urządzeń zamierzony efekt 
otrzymuje się bądź za pomocą pojedynczego silnika wibracyjnego, bądź po
przez złożenie efektów kilku takich silników, w których wykorzystano 
wzbudzone drgania wzdłużne, w elementach je przekształcających, w założoną 
postać ruchu członu wykonawczego.

4>Pojęcie struktury układu nie Jest Jednoznaczne i każdorazowo powinno 
być uściślone. W niniejszej pracy rozumie się Je tak jak w pracach 
Cpor.np. (11,94,9533.

2 >Warto w tym miejscu podkreślić, i ±  rozpatrywany w pracy przypadek tego 
zadania jest inny od spotykanego w mechanice klasycznej czy teorii 
sterowania Cpor. np. (7,42,48,76,8133.

3*W przypadku drgań wzdłużnych i giętnych. Gdy chodzi natomiast o drgania 
skrętne, są to pręty o przekrojach pełnych lub tuleje.
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Proces wyznaczania parametrów elementów zastosowanych w tych urzą
dzeniach nie można jednak traktować jako syntezy ciągłych układów pręto
wych. Takie postępowanie nosi bowiem nazwę projektowania C por. np. C16, 
64,80,8931) albo syntezy kinematycznej C por. np. [583D, lub parametrycznej 
czy też zawężonej C 4 . 8. 27. 33. 94+97] 1

Inne ujęcie stosuje się natomiast w projektowaniu filtrów mechanicz
nych wykorzystywanych w urządzeniach elektrycznych. Z uwagi na współ dzia
łanie filtru z podzespołami i zespołami elektrycznymi tworzy się jego ele
ktryczny schemat zastępczy. Główną wadą takiego ujęcia Jest nie tylko 
utrata bezpośredniej interpretacji zjawisk mechanicznych,lecz przede wszy
stkim najczęściej rutynowe zastępowanie2’ ciągłego układu mechanicznego 
Jego modelem dyskretnym i na tej podstawie, po wykorzystaniu analogii ele
ktromechanicznych, obwodem elektrycznym o parametrach skupionych. Ponadto 
sposób przedstawiania mechanicznego modelu dyskretnego, badanego filtru 
mechanicznego, Jest co najmniej kontrowersyjny Cpor. np. rys. 5. 5 w C893D.

Opracowanie zatem metody syntezy drgających wzdłużnie lub skrętnie 
układów prętowych uznano nie tylko za celowe, aby w sposób zalgorytmizo- 
wany wyznaczać struktury i ich parametry, ale także, by rozszerzyć zakres 
przydatności praktycznej różnych przyczynkowych wyników, często zadowa
lających, a nawet bardzo dobrych, lecz otrzymywanych bądź w wyniku prostej 
procedury wyznaczenia wymiarów elementarnej postaci konstrykcyjnej pręta, 
bądź syntezy zawężonej przyjętego a priori elektrycznego dyskretnego mode
lu zastępczego.

1 - 2. Ogólna charakterystyka 'piśmiennictwa

Problem syntezy dyskretnych układów fizycznych [2,35,50,64,77,783, 
zarówno mechanicznych Cnp. C 4, 26, 40, 62, 70, 90, 94-5-973 a przede wszystkim 
elektrycznych i elektronicznych [5,8+11,13,15,16,41,50,55,65,72+74,80,893 
Jest bardzo dobrze poznany.

O ile Jednak w przypadku układów elektrycznych i elektronicznych, 
o parametrach skupionych, możliwe jest jednoznaczne przejście od zsynte- 
zowanego modelu do układu rzeczywistego, to w przypadku układów mechanicz
nych takie bezpośrednie przejście, w świetle przyjętych założeń, a wynika
jących z praw mechaniki, nie zawsze jest jednoznaczne Cnp. rys. 5.8, 5.9,
5.10 w C 403 3). To zagadnienie będzie Jeszcze rozważane w rozdziale szóstym 
niniejszej pracy.

W tym bogatym piśmiennictwie z dziedziny syntezy układów fizycznycha> 
niewiele miejsca poświęcono syntezie układów o parametrach rozłożonych

£>Te określenia odnoszą się również do procesu wyznaczania parametrów 
modelu dyskretnego przy założonej a priori Jego strukturze.

2>Oparte na doświadczeniu projektanta i to zwykle specjalisty z dziedziny 
filtrów elektrycznych.

3>Por. wykazy literatury w cytowanych pozycjach monograficznych Cnp. [11,
15, 50, 55, 80, 89 3 3).
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w sposób ciągły, a wielu autorów prac z dziedziny syntezy filtrów elek
trycznych, gdzie osiągnięto już pewne rezultaty, stwierdza, że problem ten 
znajduje się w początkowym stadium rozwoju.

Jako pierwszą, dającą podstawy syntezy ciągłych układów elektrycznych, 
uznaje się pracę R.W. Wyndruma Jr.1*, w której wykorzystując transformację 
płaszczyzny zmiennej zespolonej podaną przez P.I. Richardsa2*, przedsta
wiono syntezę ciągłych układów elektrycznych, stosując w tym celu struk
tury drabinkowe zrealizowane metodami syntezy układów dyskretnych. Podo
bne rezultaty otrzymano również dzięki transformacji Richardsa w monogra
fiach C16,50,72,73,893. Inną transformacją płaszczyzny zmiennej zespo
lonej, umożliwiającą rozszerzenie klasy syntezowanych struktur. Jest 
transformacja O’Shea, którą wykorzystano do realizacji ciągłych układów 
elektrycznych przy zastosowaniu również metod syntezy układów dyskretnych. 
Wyniki tych badań można znaleźć w cytowanych Już monografiach. W pracy 
[803 omówiono natomiast własności, sposoby projektowania i realizacji fil
trów ceramicznych, kwarcowych i filtrów z akustycznymi falami powierz
chniowymi, ilustrując otrzymane rezultaty głównie ich elektrycznymi 
schematami zastępczymi .

W cytowanych monografiach, dotyczących teorii i projektowania filtrów, 
niewiele miejsca poświęcono układom mechanicznym o parametrach rozłożonych 
w sposób ciągły z wyjątkiem [80,893 - po jednym rozdziale w każdej pracy - 
z tym że w pracach tych własności ciągłych układów mechanicznych poddaje 
się analizie na elektrycznych schematach zastępczych.

Warto jednak podkreślić, iż we wszystkich cytowanych monografiach po
dano bardzo obszerną bibliografię, dotyczącą problematyki filtrów elek
trycznych o parametrch skupionych Cgłówniej oraz rozłożonych w sposób 
ciągły, a zatem w niniejszej pracy ograniczono się tylko do zacytowania 
tych monografii.

W związku z brakiem w dostępnej literaturze ogólnej metody syntezy 
ciągłych układów mechanicznych na początku lat osiemdziesiątych podjęto 
w ośrodku gliwickim prace nad tym problemem w reprezentacji grafów i liczb 
strukturalnych [22-4-28, 334-34,115,1163, które stanowią naturalną kontynua
cję prac zapoczątkowanych w 1971 roku artykułem [933, rozwijanych Cnp.
[ 21 ,964-10 7,109,1123 J 3 * , a uwieńczonych Jak dotychczas jedną pracą habili
tacyjną [943, czterema doktoratami [20,66,86,1183, monografią [953 
i skryptem [1173.

1 * R.W. Wyndrum Jr.: The exact synthesis of distributed RC networks, New
York Univ. ,Dept. Electrical Engng. , Techn. Rep. C1963J, p. 4004-476. Pra
cę tę, ze względu na Jej niedostępność, zacytowano za jej autorem 
z monografii [893, rozdz.9.

2>P.I. Richards: Resistor - transmission - line Circuits, Proc. IRE. 36, 
p. 2174-220, CFeb.l948J. Tę z kolei pracę, mimo iż transformacja ta jest 
stosowana w wielu publikacjach lecz bez podania źródła, zacytowano 
natomiast na podstawie rozdz. 7 w [893.

3 * Wymieni ono tutaj tylko prace, które dotyczą zastosowań grafów i ich 
związków z liczbami strukturalnymi w badaniu drgających złożonych
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1•3* Teza, hipoteza 1 cele pracy

Pomimo obszernej bibliografii z dziedziny syntezy dyskretnych układów 
fizycznych, a także wielu udanych prób w zakresie syntezy ciągłych układów 
elektrycznych, brak jest ogólnego opracowania dotyczącego syntezy drga
jących układów prętowych, które umożliwiałoby bądź rozszerzenie, bądź inne 
ujęcie dotychczasowych metod syntezy układów ciągłych w wielu gałęziach 
nauki. Rezultaty syntezy uzyskano natomiast - mimo zadowalających efektów 
i to nawet praktycznych - metodami bardzo prostymi bez możliwości ich 
uogólnienia lub też przez zastąpienie układu mechanicznego dyskretnym 
modelem elektrycznym, ze wszystkimi konsekwencjami z tym związanymi, a wy
nikającymi z bezpośredniej utraty interpretacji zjawisk, które są właściwe 
ciągłym prętowym układom drgającym.

Dotychczasowe osiągnięcia, dotyczące modelowania drgających układów 
prętowych w postaci obciążonych grafów kategorii k oraz badania tych 
układów przy zastosowaniu związków grafów z algebrą liczb strukturalnych 
kategorii k Ck = 1,2,3) i zupełnych, stały się podstawą do podjęcia 
niniejszej pracy, której tezę można ująć następująco:
" Problem syntezy drgających wzdłużnie lub skrętnie ciągłych układów
prętowych - w reprezentacji grafów i liczb strukturalnych - można rozwią
zać metodami syntezy układów dyskretnych oraz metodą kaskadową z wyko
rzystaniem transformacji płaszczyzny zmiennej zespólonej

Rozwiązany problem syntezy określonej klasy układów mechanicznych, 
jako próba podsumowania, uogólnienia dotychczasowych rezultatów i wska
zania nowych możliwości oraz kierunków badań w projektowaniu maszyn,
umożliwia natomiast sformułowanie hipotezy jako:
" Opracowana metoda syntezy rozważanej klasy układów ciągłych może być 
dogodnym aparatem algebraicznym wspomagania projektowania elementów mecha
nicznych podsystemów maszyn o żądanym widmie częstości

Algorytm syntezy oraz załączone przykłady, potwierdzające poprawność 
otrzymanych na Jego podstawie wyników, przedstawiono w rozdziałach 7 i 8. 
Takie ujęcie rozważanego zagadnienia wymagało:
- sformułowania modeli pojedynczeh prętów i układów prętowych w postaci 

obciążonych hipergrafów - grafów blokowych drugiej i trzeciej kategorii,
- wyznaczenia charakterystyk dynamicznych prętów pojedynczych, układów 
dwuprętowych i n-prętowych w tym również przypadku, gdy n — ► co i wy

układów mechanicznych Cprętowych, belkowych i ramowych). Ponadto wiele 
prac poświęcono zastosowaniu grafów do analizy wrażliwości układów me
chanicznych Cnp. C66,073} czy modelowania i analizy układów mechanicz
nych ze sprzężeniami Cnp. C29+31,86+883 oraz określonej klasy dys
kretnych i ciągłych układów nieliniowych C32,88,108.111,113,1143 .
Oddzielną grupę stanowią natomiast prace, dotyczące wygenerowania - na 
podstawie graficznej formy opisu struktury dynamicznej, w postaci grafu 
więzów Cbond graph) - równań różniczkowych lub algebraicznych Cnp. C36, 
06.68.753D.
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rażenia tych charakterystyk za pomocą podatności dynamicznych ele
mentów podstawowych,

- przedstawienia interpretacji mechanicznych wybranych transformacji 
płaszczyzny zmiennej zespolonej do przekształceń charakterystyk dynami
cznych i wynikających z nich reprezentacji modeli prętów i układów 
prętowych w postaci grafów biegunowych,

- określenia formuł umożliwiających wyznaczenie parametrów układu prę
towego na podstawie retransformacji charakterystyk dynamicznych na 
płaszczyźnie zmiennej zespolonej,

- sformułowania warunków fizycznej realizacji charakterystyk syntezowanej 
klasy układów prętowych,

- krytycznego przedstawienia w reprezentacji grafów biegunowych wybranej 
klasy ścisłych metod syntezy układów dyskretnych w aspekcie ich wy
korzystania do syntezy układów ciągłych,

- sformułowania w formalizmie grafów i liczb strukturalnych metody 
syntezy układów o strukturze kaskadowej,

- sformalizowania wymagań nałożonych na syntezowany układ w postaci 
funkcji podatności lub sztywności dynamicznej1 *,

- opracowania algorytmów, programów, podprogramów i procedur niestan
dardowych do cyfrowego wspomagania syntezy układów fizycznych,

- sformułowania problemu teoretycznego i praktycznego sprawdzenia wyników 
syntezy.

Próbę osiągnięcia tak określonych celów podjęto w rozdziałach 2 -r 8.

1 • 4 • Przegląd treści pracy

Treść pracy ujęto w siedmiu rozdziałach, poprzedzając Je wprowadzeniem 
i finalizując uwagami końcowymi.

W rozdziale drugim podano przegląd podstawowych pojęć z zakresu mode
lowania drgających układów prętowych, z klasycznymi warunkami brzegowymi, 
za pomocą obciążonych hipergrafów. W dalszym ciągu przedstawiono związki 
hipergrafów i grafów z liczbami strukturalnymi. Opis modelowania rozpa
trywanej klasy układów mechanicznych i sposób Jego algebraizacji zilu
strowano przykładem wyznaczenia podatności dynamicznej.

W rozdziale trzecim wyprowadzono zależności na podatności dynamiczne

1>Jest to jeden z bardziej złożonych etapów syntezy, a w niniejszej pracy 
przedstawiono pierwszą próbę Jego ujęcia. różną od formułowanych 
zarówno w projektowaniu elementów przekształcających drgania w silni
kach wibracyjnych. Jak i w projektowaniu filtrów elektromechanicznych. 
Ponadto taki sposób otrzymywania charakterystyki wynika również z braku 
- w dostępnej literaturze - naukowego przedstawienia tego zagadnienia, 
które stanowi odrębny, otwarty probl.em. Zamierzeniem autora Jest cho
ciaż w części wypełnienie tej 1uki. PropozycJa ta wynika również z fak
tu, że bezkrytyczne przenoszenie rezultatów z jednej dyscypliny 
naukowej, na przykład z elektrotechniki, do drugiej, czyli mechaniki, 
może prowadzić do nierealizowalnych struktur opisywanych charak
terystyką dynamiczną.
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prętów o stałym przekroju przyjmując klasyczne oraz nieklasyczne warunki 
brzegowe. Reprezentacje prętów z klasycznymi warunkami brzegowymi, w po
staci obciążonych grafów drugiej kategorii, zastosowano we wcześniejszych 
pracach autora do modelowania drgających złożonych układów prętowych Cpor. 
np. C20, 21,23,27,34,104,110,114,117] i rozdz. 25 oraz do sprawdzenia wa
runków koniecznych syntezy w rozdziale ósmym. Modele prętów w ujęciu 
obciążonych grafów, najpierw drugiej a następnie trzeciej kategorii, 
implikowane nieklasycznymi warunkami brzegowymi, sformułowano natomiast 
wyłącznie w celu porównania różnych metod syntezy, w wyniku którychf
otrzymuje się układy o strukturze kaskadowej i rozgałęzionej Cpor. rozdz. 
4,7 i 85. W dalszym ciągu wykazano słuszność takiego przedstawienia modeli 
prętów z nieklasycznymi warunkami brzegowymi.

Następnie, po określeniu pojęcia elementu podstawowego, wyprowadzono 
zależności na podatności dynamiczne układów dwu- i n-prętowych Crównież
przy n  ► ocD stosując algebrę liczb strukturalnych i funkcję
wyznacznikową, zdefiniowaną na pierścieniu tych liczb. Charakterystyki 
układów złożonych wyrażono przez podatności dynamiczne tego elementu.

W czwartym rozdziale przedstawiono wybrane transformacje płaszczyzny 
zmiennej zespolonej, które zastosowano do przekształcenia - wyprowadzonych 
w rozdziale trzecim charakterystyk dynamicznych - podatności lub sztyw
ności dynamicznych.

Po transformacjach otrzymano wyrażenia na ruchliwości i ich od
wrotności w postaci dogodnej do syntezy. Ciąg działań na charakterystykach 
zilustrowano odpowiednio przekształceniami obciążonych grafów drugiej lub 
trzeciej kategorii w dwójni ki mechaniczne, czyli w ich grafy biegunowe. 
Wykazano równoważność ujęć wyznaczania charakterystyk dwójników, roz
poczynając przekształcenia - z Jednej strony - od modeli prętów w postaci 
obciążonych hi pergrafów i z drugiej - wychodząc od modeli w postaci grafów 
biegunowych.

W rozdziale tym, dokonując przekształcenia odwrotnego charakterystyk, 
podano formuły umożliwiające wyznaczenie parametrów inercyjnych i sprę
żystych prętów pojedynczych lub układów złożonych z dwóch elementów 
podstawowych.

Piąty rozdział poświęcono przedstawieniu warunków fizycznej realizacji 
charakterystyk dynamicznych opisujących własności dynamiczne poszukiwanej 
struktury układu prętowego. Wykazano słuszność tych własności charakterys
tyk - funkcji argumentu r oraz p, które w istotny sposób decydują o rodza
ju dwójników otrzymanych w wyniku syntezy, a po retransformacJach - ele
mentów podstawowych układu prętowego.

W zakończeniu tego rozdziału podano warunki fizycznej realizacji, in
terpretację przekształceń, implikowanych transformacją Richardsa - w przy
padku charakterystyk Jako funkcji argumentu r - oraz wskazano praktyczny 
zakres ich stosowania.

W szóstym rozdziale dokonano krytycznego przeglądu tych ścisłych metod
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syntezy układów dyskretnych, których rezultaty można Jednoznacznie 
retransformować w konfiguracje połączeń elementów podstawowych układu 
mechanicznego o parametrach rozłożonych w sposób ciągły. Przy omawianiu 
każdej metody wskazano zakres Jej stosowalności, mając na uwadze prze- 
transformowane, zdefiniowane w rozdziale trzecim charakterystyki i modele 
elementów podstawowych oraz układy tych elementów w reprezentacji grafów.

Ponadto stosując algebrą liczb strukturalnych wyznaczono rekurencyjną 
formułą syntezy ciągłych układów prątowych o strukturze kaskadowej. 
Wykazano równoważność opisów układów ciągłych: klasycznego i stosowanego 
w pracy ilustrując, grafami i liczbami strukturalnymi, wnioski wynikające 
z twierdzenia Richardsa £893.

W nastąpnym siódmym rozdziale sformułowano problem syntezy ciągłych 
układów prątowych drgających wzdłużnie lub skrątnie. Przy czym zapro
ponowana postać sformułowania wymagań jest pierwszą próbą ującia tego 
zagadnienia w odniesieniu do ciągłych prątowych układów drgających i sta
nowi uogólnienie dotychczasowych osiągniąć w tym zakresie.

Nastąpnie zilustrowano na przykładach wszystkie omówione w rozdziale 
szóstym metody syntezy przy tych samych wymaganiach nałożonych na syn
tezowaną charakterystyką, przyjmując różny zakres zmienności jej argu
mentu, implikowany transformacją Richardsa oraz zakładając, że chara
kterystyka może być zarówno ruchliwością, Jak i jej odwrotnością.

Każdy przypadek struktury układu, wynikający z zastosowanej metody 
syntezy, zakończono konkretną propozycją geometrycznej postaci konstru
kcyjnej prąta o odcinkowo stałym przekroju wraz z układem wymiarów, 
przyjmując uprzednio jego tworzywo, stosowane na elementy przekształcające 
drgania w silnikach wibracyjnych.

Z kolei w rozdziale ósmym sprawdzono rezultaty wszystkich zsyn- 
tezowanych w poprzednim rozdziale przypadków i na tej podstawie wybrano po 
Jednym "reprezentancie" A> każdej struktury, dla których sprawdzono przy
kładowo warunki praktyczne przy założonych tolerancjach wymiarów. Przed
stawiono przy tym również inne możliwości grafów i liczb strukturalnych, 
tym razem w planowaniu eksperymentu, ograniczając sią z konieczności tylko 
do eksperymentu numerycznego.

Obliczenia cyfrowe w pracy wspomagano mikrokomputerem, zgodnym z IBM 
PC, 2- wykorzystaniem programów napisanych przez autora.

W zakończeniu tego rozdziału wskazano na możliwość modyfikacji 
wymagań, wynikających ze sprawdzenia wyników syntezy i w związku z tym 
rozszerzenie klasy syntezowanych układów ciągłych, oczywiście po podjąciu 
decyzji wytwórczych.

Po przyjąciu kryterium wyboru, czyli największej szerokości pasma 
rezonansowego przy założonym poziomie drgań.



2. PRZEGLĄD PODSTAWOWYCH POJĘĆ Z ZAKRESU MODELOWANIA DRGAJĄCYCH 
UKŁADÓW PRĘTOWYCH GRAFAMI I ICH ANALIZY LICZBAMI STRUKTURALNYMI

Syntezę drgających ciągłych układów prętowych i problemów z nią zwią
zanych poprzedzono przeglądem podstawowych pojęć z teorii grafów i liczb 
strukturalnych, w celu ustalenia znaczenia niezbędnych terminów i stosowa
nej symboliki.

Do modelowania rozważanej klasy układów mechanicznych zastosowano 
obciążone grafy kategorii k, zwane również w pracy obciążonymi grafami 
blokowymi lub obciążonymi hipergrafami. Definicje grafów, Jako obiektów 
matematycznych, podano powołując się na 1 iteraturę1*. Główną uwagę po
święcono natomiast problemowi "obciążenia'* grafów, aby następnie zasto
sować Je do opisu rozważanej klasy ciągłych układów mechanicznych. W dal
szym ciągu podano podstawowe pojęcia, dotyczące związków hipergrafów 
z liczbami strukturalnymi.

Proponowany opis rozpatrywanej klasy układów prętowych, w repre
zentacji obciążonych hi pergrafów i sposób jego algebraizacji w ujęciu 
funkcji wyznacznikowej - określonej na pierścieniu liczb strukturalnych - 
- zilustrowano przykładem wyznaczenia podatności dynamicznej układu 
prętowego o odcinkowo stałym przekroju.

2. 1. Podstawowe po leci a związane z klasa stosowanych grafów

Wykorzystując symbolikę zaproponowaną w [94,953 i oznaczając przez

krawędzi, którymi są dwuelementowe podzbiory wierzchołków, w postaci

teorii, jak i jej zastosowań Cnp. [14,46,59+61,64,82+85,11933; por. rów
nież wykaz prac dotyczących analizy i syntezy układów fizycznych, z za
stosowaniem grafów i liczb strukturalnych, który podano w rozdz. 1 .2.

- rodzinę

grafem X Cpor. np. [1433 nazywa

się parę
X = ( tX. 2X ). C2.13

Niech X będzie zbiorem Jak w C2. 15 1 niech *X = [ *X‘1’ / i e I
)cCk = 2,3, ... € 13 będzie rodziną podzbiorów X̂. Rodzinę ^X nazywa się

hipergrafem na ^XjJeśli

1 >Bibliografia z tej dziedziny jest bardzo obszerna i dotyczy zarówno



kX = ( X. ) . C2. 23

gdzie: kX = 3  ̂* 1 > * 3^(2 * • ••• * kX<m> ^ “ zfc>iór krawędzi [14], zwanych
również w niniejszej pr acy. hi perkr awędzi ami lub blokami.

jęJeśli w hipergrafie X o n wierzchołkach wyróżnić podzbiór z rodziny
kpodzbiorów wierzchołków o n^< n, to grafem zupełnym X^ hi pergrafu X Jest 

graf X, w którym każda para wierzchołków Jest incydentna, a graf X^ ma 
m = £ 2 ] krawędzi.

k ]cSzkieletem XQ hipergrafu X jest graf, który otrzymuje się w wyniku 
zastąpienia każdego podzbioru wierzchołków drzewem X, utworzonym z kra
wędzi Jednowymiarowych i rozpiętym na wszystkich wierzchołkach hipergrafu
kX, natomiast drzewem X grafu X o n wierzchołkach i m krawędziach Jest 
spójny podgraf X^c X o tej samej liczbie wierzchołków i o m = m-1 krawę
dzi, w którym nie ma obwodów i pętli.

Każdy szkielet podzbioru wierzchołków jest drzewem grafu zastępczego - 
- zupełnego.

Szkieletem Lagrange’a Cpor. np:t20,110]D nazywa się drzewo, w którym
każdy wierzchołek Cj =1, ... , n3 jest incydentny poprzez krawędź

ixo ) P »Hp 2 wierzchołkiem łXq-
Przyjęto w pracy konwencję o orientacji krawędzi od wierzchołka

0 wskaźniku C prawy indeks u dołu symbolu rdzeniowego J wyższym do wierz
chołka o wskaźniku niższym, natomiast orientacja będzie oznaczana 
strzałką nad symbolem rdzeniowym.

kW dalszym ciągu grafy X oraz hi pergrafy X przedstawiano w reprezen
tacji geometrycznej na płaszczyźnie. Zbiory krawędzi ^X oznaczano liniami,

knatomiast podzbiory rodziny ^X Chi perkrawędzie lub blokiJ - kontinuami
dwuwymiarowymi z wyróżnionymi wierzchołkami, w postaci okręgów.

kW pracy stosowane są hipergrafy - grafy kategorii k - X Ck = 2,3D
1 za każdym razem będzie to wyraźnie zasygnalizowane oraz grafy X, zwane 
również grafami pierwszej kategorii - 1X Cpor. C123J.

2.2. Opis drgających układów prętowych obciążonymi hipergrafaml

Przedmiotem rozważań są drgające wzdłużnie wieloodcinkowe mechaniczne 
układy prętowe w postaci modeli o parametrach rozłożonych w sposób ciągły 
i o odcinkowo stałym przekroju.

W modelowaniu rozpatrywanej klasy układów ciągłych zależności po
między amplitudami sił uogólnionych 2sfc e gS i uogólnionych przemieszczeń

Hipergrafem nazywa się parę
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1si e ^S wyraża się stosując pojęcie podatności dynamicznej Yik [183,
czyli opatrzonej znakiem amplitudy przemieszczenia uogólnionego w kierunku 
i-tej współrzędnej uogólnionej, wywołanego uogólnioną siłą w postaci 
funkcji harmonicznej o amplitudzie jednostkowej, odpowiadającą k-tej
współrzędnej uogólnionej, to znaczy

lSi = Yik 2sk . C 2 3 >
gdzie: ^s^ = 1  e'̂ *', J = V-1 ', co - częstość.

W przypadku drgań wzdłużnych pręta o stałej 'sztywności na rozcią
ganie CEFD CE - moduł Younga, F - pole powierzchni przekroju poprzecz
nego pręta!) oraz długości 1 przyjmuje się Jego model w postaci układu 
ciągłego ograniczonego, w którym przemieszczenia uogólnione ^s^ i 1sp 
przyporządkowano odpowiednio jego skrajnym punktom. Przemieszczenia te 
odmierza się - wzdłuż osi pręta - względem inercjalnego układu odniesie
nia, którego początkowi przyporządkowano uogólnioną współrzędną 1sQ = O 
Cpor.np. C203D. Zatem zbiór uogólnionych przemieszczeń pręta można zapisać

w postaci is 2 na^om*as^ zbiór podatności dynami —

cznych jako T - { }.
Dokonując wzajemnie Jednoznacznego odwzorowania

f : ±S  -----► XX, C2. 4D
w ten sposób, że

f ( 1sJ ) = .X,, C2. 5)
g dz ie :  ^Sj e  AS, e  1X, J * 0 , 1 , 2 ,

1 J ’

otrzymuje się hipergraf modelu pręta
k>f = [ kX. f ]. C2. 6!)

gdzie: kX = £ ^X, kX ) , = |ixo* 1 X1 ł 1*2 }* 2X ~ ementowa rodzi
na - trójelementowy podzbiór wierzchołków X̂.

Rozpatrując i-ty odcinek, w n - odcinkowym mechanicznym układzie 
prętowym o odcinkowo stałym przekroju, przyjmuje się Jego model w p o s ta c i .  

hipergrafu k£ ('">. Wszystkie elementy hipergrafu. Jak również prze
mieszczenia uogólnione, a także stałe materiałowe oraz geometryczne pręta 
należy uzupełnić wskaźnikiem t i. > z prawej strony u góry symbolu rdze
niowego, natomiast po lewej stronie u góry tego symbolu przyjmuje się 
k - 2.

Przy tych założeniach reprezentację geometryczną odwzorowań C2. 4D 
oraz C 2.5} pokazano na rys. 2 .1 .

W dalszym ciągu pracy rysunki grafów z odpowiednimi przedrostkami 
i przydawkami, o ile nie zostanie to wyraźnie zaznaczone, traktowane będą 
Jako reprezentacje geometryczne tych grafów.
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f
Rys. 2.1. Geometryczna reprezentacja odwzorowań C2. 4!) i C2. 52)

Fig. 2.1. Geometrical interpretation of transformations C2. 4) and C2. 52)

Dokonując z kolei przyporządkowania f wierzchołkom
2 ( i ) JX wartości uogólnionych przemieszczeń, jako

f l  C 1*J ) = | i s j | -
gdzie: j = 0,1 .2 ,
otrzymuje się obciążony hipergraf

V 1 ’ -  [  r j .

x<Jv> hipergrafu

C2. 73

C2. 83
C2.73, wierzchołkom grafuPrzyporządkowując natomiast, zgodnie 

zupełnego hipergrafu 25£<l> wartości uogólnionych współrzędnych oraz
dokonując przyporządkowania 
dynamicznych w ten sposób, że

f.

krawędziom tego grafu podatności

( K ' ! . « r } ]  ■

■ [ { > ; ; ■ } • {  « » } • {  > ; ; ' } ] •

otrzymuje się obciążony graf zupełny - zastępczy

l i i 1' -  [ ' f z -  V  ' = ] •

C2. 93

C2. 103

Rys. 2.2. Reprezentacja geometryczna 
obciążonego grafu zastępczego

Fig. 2.2. Geometrical representation 
of a weighted substitute graph

Reprezentację geometryczną
grafu 2X^Ł> pokazano na rys.2.2.

Obciążony szkielet Lagrange*a

l ł o ' m [ f i*  f a  ]  C £ 1 1 >

jest obciążonym podgrafem obcią
żonego grafu zupełnego - zastęp-

2 v ( Ł > czego tXz .
Dokonując natomiast przypo

rządkowania f^ krawędziom szkie
letu Lagrange*a 2£qV * hipergrafu 
£ v symboli a^ oraz b^ w Cen spo

sób , że



ca . 123rk  {  lXO l l K '  } ■ {  lXo'- 1 X 4 1 > } ]  =  {  a i } -  {  b i }

otrzymuje się szkielet Lagrange’a, zwany w dalszym ciągu wprost szkieletem

2 £ > l >  -  [  2 f ó l > * ] •  C 2 1 3 3

Szkielet opisany zależnością C2. 13} ma szczególnie ważne znaczenie
przy obliczaniu liczby strukturalnej hipergrafu i będzie przedmiotem
rozważań w dalszej części pracy. Reprezentację geometryczną szkieletu

X( 1 
20

- 25 -

2 < i > , _ _pokazano na rys. 2. 3a.
Jeśli zorientuje się krawędzie obciążonego szkieletu Lagrange*a,

zgodnie z przyjętą konwencją, to otrzyma się obciążony zorientowany
2„ < i >szkielet Lagrange*a ^Xq 

rys. 2. 3b.
którego reprezentację geometryczną pokazano na

Rys. 2.3. Szkielet Lagrange’a Ca} i obciążony zorientowany szkielet
Lagrange*a Cb}

Fig. 2.3. Lagrange’s skeleton Ca} and the weighted oriented Lagrange’s
skeleton Cb}

W przypadku obciążonego szkieletu Lagrange’a można zapisać
< i > i i >

1 SJ i s o O = < i > Cj = 1,2 }. C2. 14}

Mając natomiast na uwadze C2. 9}, C2. 11} oraz C2. 3}, zorientowany 
obciążony szkielet Lagrange*a można traktować jako zorientowany graf
biegunowy X

krawędziom zorientowanego szkieletu Lagrange’a * hipergrafu modelu
i-tego pręta - 2^ (l>, par wartości - odpowiednio - współrzędnych
uogólnionych i sił uogólnionych

.Nietrudno bowiem zauważyć, że dokonując przyporządkowania
2« < i >inego sziciexeiu Lagr a n g e  a

2 „ < i >

w ten sposób, że

f s [ {  t * o '  i V } -  {  1 X Ó ‘ ’ =

= v ' I}- { | i s a l , | -  |2 s 2 l > | } ] C 2.153
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otrzymuje się zorientowany graf biegunowy
2 „  < i )X<L> = .  «l >

00 9 0

Ponadto w przypadku zorientowanego grafu biegunowego 
Lagrange*a można zapisać równania biegunowe [94,953 w postaci

( i  >
1 S1

( i >
.  l S 2 22

< i  > 
2 S1

< i > 
2S2

C 2. 16D 

szkiełetu

C 2. 175

Równania C2.175 są szczególnym przypadkiem równania C2.35.
W przypadku n - odcinkowego modelu układu rozgałęzionego, zwanego 

również modelem układu o strukturze rozgałęzionej Crys. 2.4a5 warunki 
zgodności - ni erozdzielności uogólnionych współrzędnych Crys. 2.4b5, zapi
suje się Jako

( i >
i s a

< 2 ) < 9 > ( n ł4 = , s. = ... = „ s. C2. 1851 1  1 1  1 1
oraz warunek sił uogólnionych w postaci

n
2 2i "  * £  a - .“ ’- »• C 2 .  1 9 5

1=2

a)

■b)
.idfL 

□

4 1 )
1 2

i 11 „s121

42)
r i

41) 42) 43L _4n)
i V i V r i " i  i "  ■" " u

s - s(nl
1 n+1 1 2

A =if
7 Z

(2)

bzz ; s ; n j /n r r r m \

42)
1 2

43)
1 1

43)
cln)
ri

4n)
1 2

A

V/,
-< D -

41) 42) 43) 4n)
i V  i o ~ i o " i o" ‘'' "ro

,77

2 1

7ZL

777777

©

¡zzzzzz;

Rys. 2.4. Model n- odcinkowego układu prętowego o strukturze rozgałęzionej 
Fig. 2.4. Model of an n- bar system with a branched structure
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Modele prętów C15, C25, C35, 
( 2 )*  . 2V( ł >pergrafów X

» Cn) w reprezentacji obciążonych hi- 
X‘ “' , *'X'S > , ... ,2X <n> można łączyć przez te wierz

chołki, którym przyporządkowano odpowiadające sobie wartości uogólnionych 
współrzędnych, otrzymując w ten sposób obciążony hlpergraf 2X Crys. 2.55.

s = 11 ri

X: 
1

S = ęW= c(3)_ _ c(n)
ro ro ro ro -  ro

Rys. 2.5. Obciążony hipergraf n •odcinkowego układu prętowego z rys. 2.4 
Fig. 2.5. Weighted hypergraph of an n -bar system C Fig. 2. 45

Wybierając zorientowany obciążony szkielet X^ w ten sposób, aby był 
on utworzony z obciążonych zorientowanych szkieletów Lagrange*a Crys. 
2.65, zapisuje się zasadę niezależnych cykli [94.953 Coznaczonych liniami 
pr z er ywanymi 5

( 1  > 

1 S 2

(  2  )

"  i s i  =
0

< 1  > 

i s a

< a  >

-  i s i  =
0

< i  >
i s a

< n >

oraz zasadę wierzchołkową w 
Jako

< i  > 
2S2

( 2 > 
2 Si  •

1 1

wierzchołku

< •  i + .  .  .

a O.

< 1 > 
1 * 2  !

< 2 > 
1X1

C2. 205
{ n > 

1X1

< n > 
2 S 1*

O. C2. 215 
C2.195' Jest

2 1
Identyczność równaiS C2.205 i C2.215 oraz C2.185' i 

potwierdzeniem słuszności proponowanego ujęcia modelowania rozpatrywanej 
klasy układów mechanicznych w reprezentacji obciążonych hipergrafów.

W przypadku badania złożonego układu prętowego, drgającego wzdłużnie, 
utworzonego z podukładów o odcinkowo stałym przekroju Crys. 2.7a5 modelu
je sie go obciążonym grafem drugiej kategorii o n blokach - trójwierzchoł- 
kowych obciążonych grafach blokowych Crys.2.7b5.



Rys. 2.6. Zorientowany obciążony szkielet obciążonego hipergrafu
z rys. 2. 5

Fig. 2.6. Oriented weighted skeleton of the weighted hypergraph CFig. 2.5}

Rys. 2.7. Obciążony hipergraf Cb} drgającego wzdłużnie n - odcinkowego
układu prętowego Ca}

Fig. 2.7. Weighted hypergraph Cb} as a model of an n-section longitudi
nally vibrating bar system Ca)

Również i w tym przypadku modelu układu o strukturze kaskadowej Crys.
2. 7a} wykazano słuszność równań zgodnych z C2.18 2.21} Cpor. np. [20,
110,117]}.

Rozpatrywaną w pracy klasę układów dyskretnych - Jako etap syntezy 
układów ciągłych - modeluje się grafem biegunowym X. W celu określenia 
pojęcia grafu biegunowego tej klasy, rozważa się model fenomenologiczny
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dyskretnego układu mechanicznego, który utworzono z n elementów inercjnych 
oraz m elementów sprężystych typu Cc). Elementy tego modelu są natomiast 
traktowane jako dwójni ki mechaniczne bierne Cpor. [40,94,95]).

Do opisu przyjętego modelu dyskretnego stosuje się - podobnie jak 
w przypadku układów ciągłych - dwa podstawowe zbiory wielkości fizykalnych

i 2S oraz zbiór parametrów U [gdzie: ^ S  - zbiór wielkości biegunowych
- uogólnionych prędkości liniowych jprzy czym C^s ) = ^ s  e -
zbiór wielkości przepływowych - uogólnionych sił, U - zbiór odwrotności 
ruchliwości1> - impędancji mechanicznych Cpor. np.[40,903), czyli zbiór 
współczynników równań biegunowych elementów układu mechanicznego o para
metrach skupionych].

Relację c x x ^S, określoną następująco

llSi 3S llSj ^ >\ / { [ l l SJ " llSi]Uk = 2Sk} ~ llSi’ 11SJ€ 11S ~ 2Sk€ 2S ^ 
Uk

^ ufc e U, i,J = 0,1, ... ,n, k = 1, ... ,n+m, iXj,

[gdzie: |^isj ” n sij uk = 2Sk "" równan*e biegunowe elementu k w układzie]
nazywa się relacją biegunową i oznacza się również Jako

{ llSi ’ 2sk- 11SJ } e 3S' C2 e2:>
Przyporządkowując rozpatrywanym dwójnikom biegunowe i przepływowe 

wielkości fizykalne, model mechanicznego układu dyskretnego można 
reprezentować strukturą dynamiczną

-  { i i

Dokonując wzajemnie Jednoznacznego owzorowania

S = \ „„S, 2S, 3S V C2.23)

{ 11S * 2S’ 3S }  * { 1X’ 2X }F: i  . . S ,  „ S , „S J- ----► 4 HX, „X  ̂ C2.2-0
takiego, t e

f , f: ,,S ---->,X, C2. 2S3(_ 1 11 1
w następujący sposób:

l f  (  i l s i  )  =  l x l -  g d z i e  l l s i  e  1 1 S - l x i  «  j X .  1 -  0 . 1  n  j  „

2 f :  2 S U 3S  ► 2 X- C 2 2 6 >
w następujący sposób:
2 C 2 S k  )  =  2 ^  ~  2 f C 3 S k  )  =  2 X k '  9 d Z i e  2 S k e  2 S ’ 2 X k  «  g X .  *  -  1  .

{  l l S i ’ 2 s k  * l l s j  }  e  3 S  d l a  e l e ">e r - Ł u  *  u k ł ad u ,  ^  ^  ^  J  e  2 X

d l a  k r a w ę d z i  k  g r a f u ,  ^ x ^  e  j X ,

otrzymuje się graf X jako model struktury S dyskretnego układu

Pojęcie ruchliwości, określane w badaniu dyskretnych mechanicznych 
układów drgających jest różne od definicji stosowanej w teorii maszyn 
i mechanizmów Cpor. £33).
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mechanicznego w postaci

X = [ jX. 2X. F ] = [ X. F J , C2. 275

gdzie: F = | j, 1 =1,2.

Dokonując z kolei w grafie X przyporządkowań F ’= ^ f U g f ’, gf'“
Ci = 1.2}, czyli :
- przyporządkowania wierzchołkom ^x^ Ci = 0,1, ... ,nZ> wartości współrzę
dnych uogólnionych

lf ’( l xi ) = | lSi |* cPrzX czy® = 05 C2. 285

- przyporządkowania krawędziom 2x^ Cj =1, ... ,n3 par wartości współrzę
dnych uogólnionych i sił bezwładności

21 f , C 2 * j  ) -  { |  n - j  | -  | a * j  | } -  C2 2 9 >

22
takich, że

- przyporządkowania krawędziom Ck = n+1 n+nO par wartości wzglę
dnego przemieszczenia uogólnionego i siły uogólnionej w elementach typu 
CcD modelu układu, jako

:f’ ( 2X1 ) = {| llsk ” llsi |’ | 2S1 [}' C2.305

{ llsi- 2S1 ’ llsk } e 3S- C2-3i:>

W wyniku opisanych odwzorowań C 2 . 2 B -r 2.312> otrzymuje się graf 
biegunowy

X = [x. F-] C2.325

rozpatrywanego modelu fenomenologicznego drgającego dyskretnego układu
mechanicznego. Reprezentacje geometryczne układów o parametrach skupio
nych, w postaci grafów biegunowych, przedstawiono w dalszych rozdziałach 
pracy.

2.  3. Algebra! zacla modelowania rozpatrywanej klasy układów mechanicz
nych metoda liczb strukturalnych

W tej części pracy podano podstawowe zależności między grafami bloko
wymi - hipergrafami a liczbami strukturalnymi wyższych kategorii i liczba
mi strukturalnymi zupełnymi, wykorzystywane w dalszej części pracy z za
stosowaniem symboliki podanej w pracach tli,94,95].

k t, —Liczbą strukturalną kategorii k - A nazywa się rodzinę zbiorów a 
takich, źe

k , ( k k - 1 . k~ k-2 . k - i , . . ...* - 1 - A e a, A e a, . . . , a e a k. C2. 332>_ / k 7 k - i
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_i i k -  1 , k - 2 .gdzie: A, A. - liczby strukturalne Ck-1 ), Ck-2), kategorii.
k kLiczbę strukturalną A grafu X wyznacza się stosując zależność

‘A = K  ]i C2. 34)

gdzie: Aq - liczba strukturalna dopełniająca, równa iloczynowi - w sensie
iloczynu liczb strukturalnych - czynników pierwszych, odpowiadają- 
cych wszystkim liniowo niezależnym cyklom szkieletu Xq grafu 
blokowego kX, ^ oznacza operację przeniesienia wskaźników dolnych, 
równoważną operacji pochodnej algebraicznej liczby strukturalnej 
Cpor . np. C113 ) .

Przy wyznaczaniu liczb strukturalnych hipergrafów zachodzi konieczność
stosowania liczb strukturalnych zupełnych i wtedy, przekształcając liczbę 

ystrukturalną A grafu kategorii k na liczbę strukturalną zupełną j f .

zastępuje się wszystkie elementy A liczbami strukturalnymi zupełnymi
z uwzględnieniem - w najogólniejszym przypadku - defektu sumy kolumn licz-

]cby strukturalnej A Cpor. np. [113).
są pochodnymi algebraicznymi liczb strukturalnychElementy

1 ’

i  J
k -  i  kA poszczególnych bloków grafu X, czyli

i j

gdzie: p - rząd pochodnej algebraicznej liczby strukturalnej
jeJeśli liczbę strukturalną A przedstawić Jako

A =
1CP )ii

A2C

nCP )ni

12^

^ C p  5 22

nCp )n 2

l Cp  ) 1 m

2CP )2 m

nC p )nm

to tablicę P, utworzoną z elementów pA w postaci

C2. 35)

i j '

C2. 3 6 5

P =
12 

p22 p2m C2. 375

nazywa się tablicą rzędów pochodnych algebraicznych liczby strukturalnej 
A. Sumy kolumn tablicy P są sobie równe i równe liczbie cyklomatycznej 

szkieletu kXp hipergrafu kX.
Identyczność dwóch kolumn p ^  Pj tablicy P zachodzi wtedy, gdy p1 = p^ . 

to znaczy, gdy
A  CP i j = P i k 51 1 = 1 ................. n .  J . k  = 1 ...................m. C 2 . 3 8 5



32 -

W przypadku rozważanej w pracy klasy układów ciągłych i ich modeli 
w postaci obciążonych hipergraf ów, przy wyznaczaniu liczb strukturalnych 
tych hipergraf ów, w tabl 
identycznych1>, a zatem
tych hipergrafów, w tablicy P liczby strukturalnej A nie ma kolumn

XT A , C2. 39)
J = 1  i = l

gdzie: = oznacza równość strukturalną liczb strukturalnych zupełnej
i k-tej kategorii.

Funkcja wyznacznikowa liczby strukturalnej hipergrafu, za p»omocą 
której można wyrazić podatności dynamiczne badanej klasy układów
ciągłych, jest zdefiniowana następująco:

.  •  k .= A, C2. 4-0)

gdzie: JD = ^............ = det , i = 1 , ... ,n - liczba bloków grafu blo
kowego, J = 1 m - liczba kolumn liczby strukturalnej.

Do obliczenia podatności dynamicznej drgającego wzdłużnie układu 
mechanicznego o parametrach rozłożonych w sposób ciągły, którego modelem 
Jest obciążony graf kategorii k, stosuje się zależność2>

det kA det s f

Y = ------- —  = -- kA = ja i A '  C2. 415
r det A d®t *z 2>

gdzie: - podatność dynamiczna, wyznaczona wzdłuż łańcucha a^ = i-jX =
= , ^x^), równa podatności dynamicznej między dwoma dowolnymi
wierzchołkami  ̂x^ , ^x^ obciążonego hipergrafu kX, którym przypo
rządkowano zmienne , ^s^ i równa podatności dynamicznej
det kA - funkcja wyznacznikowa pochodnej algebraicznej liczby 

r
strukturalnej kategorii k względem łańcucha a^, równa wyznacznikowi 
charakterystycznemu układu równań opisuących drgania mechanicznego 
układu prętowego, zwanego w dalszym ciągu wyznacznikiem charakte
rystycznym układu mechanicznego D z zastąpioną i-tą kolumną,

r
w której to kolumnie występuje siła harmoniczna odpowiadająca J-teJ

)cwspółrzędnej, det A - funkcja wyznacznikowa liczby strukturalnej 
równa wyznacznikowi charakterystycznemu układu mechanicznego D, 
D = < D. , 5. D. . = det j i . . . j t ,  , = kA< . .IJ ij z ij ij ij

Problem ten występuje w przypadku modelowania hipergrafami drgających 
giętnie układów belkowych oraz ich analizy z zastosowaniem liczb 
strukturalnych C p>or. [ 2 0 , 1 1 0 , 1 1 7 ] ) .

2 } Uzasadnienie zależności zapisanych w notacji funkcji wyznacznikowej,
a wynikających z reprezentacji rozważanej klasy układów ciągłych w p>o- 
staci obciążonych hipergrafów i liczb strukturalnych, można znaleźć 
w [ 1 1 , 9 4 . 9 5 ]

3 >Por. określenie podatności dynamicznej C2. 3).
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W przypadku rozważanej klasy układów ciągłych podatność dynamiczną
Y^ określa się za pomocą podatności dynamicznych poszczególnych bloków 

r
obciążonego hi pergrafu - modeli podukładów złożonego układu prętowego, 
stosując zależność

= ( D a  /  T T  Dj) = (  D  /  Y t  D ] .
- ^ r j=l JJ J=1 J J

C2. 425

gdzie: D1 , D^, ... , - wyznaczniki charakterystyczne podukładów mecha
nicznych, modelowanych obciążonymi hipergrafami .

Korzystając ze wzoru C2.425 stosuje się w praktyce [11,20,117] na
stępujące wyrażenie:

D D D D
ala2 • • ' an aia2 • • ’an a2a3 * * *an an

ala2’

D D D D
a2a3 *•* an a3a4 ■*• an

= Y Y . . . Y , C2. 435a„ a* ... a a*a_ ... a a '1 2  n 2 3 n n
gdzie: D - wyznacznik charakterystyczny układu mechanicznego,a a . . . a 1 2  n

równy wyznacznikowi obciążonego hipergrafu, zwartego wzdłuż łańcu
chów a^, a^ a^, - wyznacznik charakterystyczny układu me-

n
chanicznego, równy wyznacznikowi charakterystycznemu obciążonego 
hipergrafu układu, zwartego wzdłuż łańcucha a^, Yfl
- podatność dynamiczna obciążonego hipergrafu, zwartego wzdłuż 
łańcuchów a^, a^, . . . *an* wyznaczona między wierzchołkami skraj
nymi łańcucha â  , a^, . . . » an* Ya “ podatność dynamiczna układu

n
mechanicznego, obliczona między wierzchołkami końcowymi łańcucha a^ 
obciążonego hipergrafu kX.

Przedstawione formuły, w ujęciu funkcji wyznacznikowej określonej na 
pierścieniu liczb strukturalnych wyższej kategorii i liczb strukturalnych 
zupełnych, będą zastosowane do wyznaczania charakterystyk dynamicznych
rozpatrywanej klasy układów mechanicznych. W związku z tym pokazano
sposób wyznaczania podatności dynamicznej modelu układu prętowego CCrys.
2. 4a lub 2. 7a5, gdy n = 23 , w miejscu skokowej zmiany przekroju, którego
obciążony hipergraf 2X przedstawiono na rys. 2.8.

* 2 2 Wybierając szkielet XQ hiperghafu X Crys.2.85, utworzony ze szkie
letów Lagrangeta, otrzymuje się graf przedstawiony na rys. 2.9.

Liczba strukturalna dopełniająca szkieletu Crys. 2.95 Jest równa
Ao = [ bi aa ]• C2-44>

liczba strukturalna A na podstawie C2.345 jest natomiast następująca:

' A1 ' _ ' Aib > 

---
--

1

- Aa - - A2 2a
C2. 455
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Rys. 2.8. Obciążony hi per graf dwu- 
odcinkowego układu prętowego 

z rys. 2. 4, gdy n = 2
Fig. 2.8. Weighted hyper graph of 

a two-bar system C Fig. 2. 43 
for n = 2

Fig. 2.9. Skeleton of the hyper- 
graph CFig. 2. 8}

a jej pochodna algebraiczna względem elementu b^ lub a^ wynosi

- X 2 = [>i Ul  ]
l b  

. A2a -
W tablicach rzędów pochodnych liczby strukturalnej A oraz A^

- ■ ( # ) 1 v  )

C2. 46)

C2. 47)
nie ma kolumn identycznych, w sensie C 2. 3b) , a zatem liczby strukturalne 
zupełne są równe

*  = ^ l b  * *1  ^ a a ’ 
rfb, = ^lb *2a ’

Wyznaczniki: D - liczby strukturalnej zupełnej
strukturalnej zupełnej są więc następujące:

C2. 48) 
C2. 49)
liczby

D - °lb ° 2 + D1 
lb D2a

°2a- C2. 50) 
C2. 51)

Dzieląc C2.503 i C2. 51) zgodnie z C2 ■ 423 przez otrzymuje się na
podstawie C2. 435

D Dib + D1 D2a -  y + y r  D  R O I

D1 D2 D i D2 D1 °2 lb 2a ’ t  C .  O w J

Dlb °2a — y Y C2. 53)
DiD2 D1 °2 lb 2a*

Podatność dynamiczna w miejscu skokowej zmiany przekroju układu
prętowego Crys. 2.4) Y. = 

bl
Y Cpor 

2
. rys. 2. 83 wynosi

Y — y — *ib Y2a
bi a2 Yib + Y2a C2.54)

Taki sam wynik można otrzymać stosując przykładowo metodę podatności 
dynamicznych Cpor. Cl8])
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Problem algebraizacjl modelowania klasy układów dyskretnych - Jako 
etapu syntezy układów ciągłych - w postaci grafów biegunowych przedsta
wiono stosując związki tych grafów z liczbami strukturalnymi pierwszej 
kategorii i wykorzystując symbolikę podaną w pracach [11,94,95].

Liczbę strukturalną pierwszej kategorii A = *A grafu biegunowego X 
wyznacza się Jako iloczyn - w sensie iloczynu liczb strukturalnych
Cpor. Cli]} - Cn-1) czynników pierwszych Jednowierszowych, utworzonych
z oznaczeń krawędzi incydentnych z dowolnie wybranymi Cn-ID wierzchołkami
grafu biegunowego X.

Funkcję wyznacznikową liczby strukturalnej A - det A określa się 
następująco:

det A = ) I l u  , C2.55}det A = ) I I u
u  Z   I I  ^ i jj=l i=l iJ

gdzie: u € U - zbiór odwrotności ruchliwości - impedancji mechanicz-
aiJnych Cpor. np. [40,90]} elementów układu mechanicznego o parame
trach skupionych.

Za pomocą funkcji C2.55} wyznacza się ruchliwość układu dyskretnego
Jako

det A u a
v  = . , . r  . C2 . s a ia det Ar u

gdzie: V - ruchliwość wyznaczona wzdłuż łańcucha a^, det A^ - funkcja
ar r

wyznacznikowa pochodnej algebraicznej liczby strukturalnej A
względem łańcucha a^, det A - funkcja wyznacznikowa liczby
strukturalnej A.

Praktyczny sposób wyznaczania liczb strukturalnych pierwszej kategorii 
i funkcji wyznacznikowej, określonej na ich pierścieniu, przedstawiono 
w dalszej części pracy.

Opis drgających układów mechani cznych o parametrach rozłożonych w spo
sób ciągły i skupionych miał na celu:
- określenie ich modeli w reprezentacji obciążonych grafów różnych kate
gorii i wyznaczenie wyrażeń niezbędnych do bezpośredniej syntezy w uję
ciu funkcji, zdefiniowanych na pierścieniu liczb strukturalnych różnych 
kategorii i liczb strukturalnych zupełnych

oraz
- sprawdzenie rezultatów syntezy metodą liczb strukturalnych wyższych 

kategorii i liczb strukturalnych zupełnych z wykorzystanien mikro
komputera.

Zagadnienia te są przedmiotem rozważań przedstawionych w dalszych 
rozdziałach pracy.



3. WYZNACZENIE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH UKŁADÓW PRĘTOWYCH 
MODELOWANYCH OBCIĄŻONYMI HIPERGRAFAMI METODĄ LICZB STRUKTURALNYCH

W niniejszym rozdziale wyznaczono charakterystyki dynamiczne, takie 
Jak: sztywność dynamiczna - Z i podatność dynamiczna - Y4>. Charakterys
tyki te, zwane również w pracy funkcjami charakterystycznymi lub wprost 
funkcjami elementów układu - pojedynczych prętów oraz podukładów złożonych 
z dwóch prętów są, po transformacjach zdefinowanych w dalszej części pra
cy, podstawą syntezy drgających układów prętowych.

W przypadku pojedynczych prętów funkcje charakterystyczne wyznaczono 
metodą klasyczną. Za ich pomocą wyrażono podatności dynamiczne Ci tym 
samym sztywności dynamicznej złożonych dwu- oraz n - elementowych drga
jących wzdłużnie lub skrętnie mechanicznych układów prętowych o paramet
rach rozłożonych w sposób ciągły. Zależności na podatności dynamiczne 
układów wieloodcinkowych wyprowadzono natomiast stosując algebrę liczb 
strukturalnych Cpor. Cli,13) } i jej związki z obciążonymi hipergrafami 
Jako modelami ciągłych układów prętowych Cpor. [20,94,95) oraz rozdz. 2}.

3. 1. Sztywności / podatności dynamiczne pręta o stałym przekroju

W przypadku drgającego wzdłużnie2> pręta “i" o stałym przekroju F(v>. 
długości 1<Ł> oraz gęstości tworzywa p ł 1 * o module Younga E(,->Crys. 2.1}, 
związki między wartościami sił uogólnionych ( 1 * -  [ ^s^ v ’ 2S2V>]T * war-

„, . _ « t > r < v > < i  >-,ttościami uogólnionych przemieszczeń ^s = j_ ^s^ ^s^ J ,  mierzonymi na
jego końcach określa się zależnością

< V » " 
2 S 1

E < c > F < i > a < v > * w  1 >-ctha , cosecha* v > < V > ’
i s i

< i > 
2 S 2

l<i>
-cosecha* 1 . . i i > ctha ( V > 

1 S 2

. < i ) /—r- . . ( i )  ,2  ( v > 2 , _.< V > ,gdzie: a = y-1 k l  , k = p / E , co - częstość.

i ) *Ponadto w następnych rozdziałach będą obliczone ruchliwości - V oraz 
ich odwrotności - U zwane również w układach dynamicznych impedancjami 
mechanicznymi Cnp. [40,90)} lub ni er uchl i wości ami Cnp. C89)}. W dal
szym ciągu oprócz symbolu rdzeniowego, określającego rodzaj charak
terystyki, stosowane będą indeksy wskazujące sposób zamocowania oraz 
numer pręta lub prętów.

2 Podobnie postępuje się w przypadku pręta drgającego skrętnie zamie
niając E na G oraz F na J Cpor. np. C17,18,43,54J}.
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Z  r ó w n a n i a  C 3 .  1 }  w y z n a c z a  s i ę  k o l e j n o :  
< i  >

-  s z t y w n o ś ć  d y n a m i c z n ą  Z  

Z

p r ę t a  s w o b o d n e g o

— c t  > — < i > n i  E  F  a  A x > ---------------------------- t h c t C 3 .  2 }

= O o r a zp r z y j m u j ą c ,  ż e

-  s z t y w n o ś ć  d y n a m i c z n ą  Z

p o  p r z y j ę c i u  1 s j Ł>:

Z
u

O.

p r  ę t  a  u t w i  e r  d z o n e g o

C 3 .  3 }

Z  z a l e ż n o ś c i  C 3 . 1 }  w y z n a c z a  s i ę  t a k ż e :  
_< v >

s z t y w n o ś ć  d y n a m i c z n ą  Z p r ę t a  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  u o g ó l n i o n y c h

p r z e m i e s z c z e ń  J e g o  k o ń c ó w ,  c z y l i  ^ s ^
< \ > < v > . .

= ^ 2  .  J a k o

= 2 - t h  ■
C 3 .  4 }

-  s z t y w n o ś ć  d y n a m i c z n ą  Z  p r ę t a  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  s i ł  u o g ó l n i o n y c h ,
, . < \ ) < v >

c z y l i  = 2 S 2  • w p o s t a c i

c t h  ■ C 3 .  5 }

G r a f y  b l o k o w e  p r ę t ó w :  s w o b o d n e g o  C p o r .  r o z d z .  2 }  i  u t w i e r d z o n e g o

p r z e d s t a w i o n o  w [ 2 0 , 2 3 , 9 5 ) ,  n a t o m i a s t  h i p e r g r a f y  o b c i ą ż o n e  p r ę t ó w  

o d p o w i e d n i o  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  p r z e m i e s z c z e ń  u o g ó l n i o n y c h  o r a z  s i ł  

u o g ó l n i o n y c h  p o k a z a n o  n a  r y s .  3 . 1  a  i  b .

b)

R y s .  3 . 1 .  O b c i ą ż o n e  h i p e r g r a f y  p r ę t ó w  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  p r z e m i e s z c z e ń  
u o g ó l n i o n y c h  Cal)  i  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  C b }

F i g .  3 . 1 .  W e i g h t e d  h y p e r g r a p h s  o f  b a r s  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  
d i s p l a c e m e n t s  C a }  a n d  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  C b }

P r o p o n o w a n y  w a r u n e k 1 1
< V ł 

1 S 2 i m p l i k u j e  j e d n o c z e ś n i e  w a r u n e k

d y n a m i c z n e j  r ó w n o w a g i  d ’ A l e m b e r t  a  C n p .  i 4 3 . 5 4 ) } .  W t e n  s p o s ó b  s p e ł n i e n i e

> S z t  y w n o ś ć  d y n a m i c z n ą  m o ż n a  w y z n a c z y ć  w i n n y  s p o s ó b  C n p .  [ 1 7 , 1 8 , 4 5 , 7 9 ) } .
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k l a s y c z n e j  z a s a d y  d y n a m i k i  p u n k t u  m a t e r i a l n e g o  j e s t  j e d n o z n a c z n e  z  p r z y 

j ę c i e m  m o d e l u  p r ę t a ,  z  n a ł o ż o n y m i  n a ń  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i ,  w p o s t a c i  h i  -  

p e r g r a f u  3 X <V> o  d w ó c h  w y r ó ż n i o n y c h  w i e r z c h o ł k a c h  C r y s .  3 . 2 ) ,  k t ó r y m  p r z y 

p o r z ą d k o w a n o  u o g ó l n i o n e  p r z e m i e s z c z e n i a  > o r a z  ^ s j [ V>*
3 ( i. ) 3 < i >

W y r ó ż n i e n i e  w h i p e r g r a f i e  X d o w o l n e g o  s z k i e l e t u  XQ C r y s .  3 . 3 ) ,

w  t y m  p r z y p a d k u  z a w s z e  s z k i e l e t u  L a g r a n g e ’ a  C p o r .  n p .  [ 2 0 , 9 5 ]  o r a z  r o z d z .  

2 ) ,  u m o ż l i w i a  w s p o s ó b  J e d n o z n a c z n y  p r z y p o r z ą d k o w a n i e  j e d n e j  z  d w ó c h  

k r a w ę d z i  l u b  b ^  t e g o  s z k i e l e t u  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e j  Z ^ v> 4 > , k t ó r ą  

m o ż n a  w y z n a c z y ć  -  p r z e k s z t a ł c a j ą c  C 3 .  1 ) 2> -  z  n a s t ę p u j ą c e j  z a l e ż n o ś c i

< i  > 
2S2

K r p  .  ( V ) i i i  *iEF 1 <>. >, .  a  1 <i )

—  J ° th— S-J i si ' C3-6D
. f  E F  1 11 

g d z i e :  I —  I

3X'": :3Xn*

R y s .  3 . 2 .  G r a f  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  
p r ę t a  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  u o g ó l 

n i o n y c h  p r z e m i e s z c z e ń  J e g o  k o ń c ó w

F i g .  3 . 2 .  T h i r d  c a t e g o r y  g r a p h  o f  a  
b a r  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i 
z e d  d i s p l a c e m e n t s  o f  i t s  b o u n d a r i e s

R y s .  3 . 3 .  S z k i e l e t  h i  p e r g r a f u  *X 

z  r y s .  3 .  2

F i g .  3 . 3 .  S k e l e t o n  o f  t h e  h y p e r g r a p h  

3x ' i> C F i g .  3 .2 3

W a r t o  r ó w n i e ż  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p o  p r z e n i e s i e n i u  n a  J e d n ą  

w s z y s t k i c h  s k ł a d n i k ó w  w y r a ż e n i a  C 3 . 6 )  o t r z y m a  s i ę  s k a l a r o w ą  

w s p o m n i a n e g o  J u ż  w a r u n k u  d * A l e m b e r t a ,  k t ó r ą  m o ż n a  u z y s k a ć  r ó w n i e ż  

m e t o d a m i  C p o r .  n p .  [ 4 3 , 5 4 , 7 9 ] ) .

P r z y j m u j ą c  n a t o m i a s t  r ó w n o ś ć  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  n a  k o ń c a c h  p r ę t a ,  
< i > < i >

2 2 2 2 o t r z y m u j e  s i ę  z  C 3 .  i )

] f  < i > < i > X
C i S 2  -  l S i  )■

s t r o n ę  

p o s t a ć  

i  n n y m i

c z y l i  

C 3 .  7 )

S z t y w n o ś c i  t e j  w t y m  m o m e n c i e  n i e  p r z y p o r z ą d k o w a n o  k r a w ę d z i  s z k i e l e t u ,  
p o n i e w a ż  b ę d z i e  o n a  J e s z c z e  p r z e k s z t a ł c o n a  d o  p o s t a c i  m o ż l i w e j  w r e a 
l i z a c j i  f i z y c z n e j .

2 > ^  . , . < i ł < i ł
O c z y w i ś c i e  p r z y  w a r u n k u  ^ s ^  = i s 2
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W [ 7 9 3  A u t o r z y  t w i e r d z ą ,  ż e  z a l e ż n o ś ć  C 3 . 7 )  J e s t  s ł u s z n a  w p r z y p a d k u

W r o z d z i a l e  C 5 . 1 )  p o d a n o  n a t o m i a s t  s p o s ó b  w y z n a -  
< i  ł

m a ł y c h  w a r t o ś c i  a

c z e n i a  p r a k t y c z n e g o  z a k r e s u  z m i e n n o ś c i  o»'

Z  C 3 . 7 )  w y n i k a  t a k ż e  J e d n o z n a c z n e  p r z y j ę c i e  m o d e l u  p r ę t a  w p o s t a c i  

h i p e r g r a f u  9 X <V> o  d w ó c h  w i e r z c h o ł k a c h ,  k t ó r y m  p r z y p o r z ą d k o w a n o  w s p ó ł 

r z ę d n e  o r a z  C r y s .  3 . 4 ) .  W c e l u  u n i k n i ę c i a  n i e p o r o z u m i e ń  t a

r e p r e z e n t a c j a  o b c i ą ż o n e g o  h i p e r g r a f u  C r y s .  3 . 4 a )  b ę d z i e  z a w s z e  w p r a c y  

p r z e d s t a w i a n a  w p o s t a c i  " p o z i o r n e j

Is?  : X ' }

s (i! 3w (i)
1 2 : A n

R y s .  3 . 4 .  G r a f  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  p r ę t a  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  s i ł  
u o g ó l n i n y c h  n a  J e g o  k o ń c a c h  C a )  i  J e g o  s z k i e l e t y  C b )

F i g .  3 . 4 .  T h i r d  c a t e g o r y  g r a p h  o f  a  b a r  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  
f o r c e s  a t  i t s  b o u n d a r i e s  C a )  a n d  s k e l e t o n s  o f  t h i s  g r a p h C b )

W k a ż d y m  -  J e d n y m  z  d w ó c h  m o ż l i w y c h  -  w y r ó ż n i o n y m  z  h i p e r g r a f u  X 

s z k i e l e c i e  9 Xq V * s p e ł n i o n y  J e s t  n a t o m i a s t  w a r u n e k  b r z e g o w y  n a ł o ż o n y  n a  

w s p ó ł r z ę d n e  u o g ó l n i o n e .

W d a l s z y m  c i ą g u  n a l e ż y  s p r o w a d z i ć  s z t y w n o ś c i  o k r e ś l o n e  z a l e ż n o ś c i a m i  

C 3 .  4 )  i  C 3 . 5 )  d o  p o s t a c i  r e a l i z o w a l n e j  f i z y c z n i e .  W z o r y  t e  w y p r o w a d z o n o

w p r z y p a d k u  p r ę t a  o  d ł u g o ś c i  1 

J e s t  r ó w n y

< i  >

. n a t o m i a s t  a r g u m e n t  f u n k c j i  t h  i  c t h

/ < i  > . i  > i < * > sp  /  E 1 -3-2 -  2 2 

P r z e k s z t a ł c a j ą c  z a t e m  C 3 . 4 )  o r a z  p r z y j m u j ą c ,  

o t r z y m u j e  s i ę

ż e

C 3 .  8 )

L ( i > =  l ( i V  2 ,

2 L ' 1 ’
/ p , l V  Eł i >

_< i  > _,< i  ł
= 2  —----- - -------r ‘ l >s  t h  r ‘ l>

< l > -  t h v V ^

< i  > ~< i. >

2L "  s  

E
C3.  9)

o r a z  p o s t ę p u j ą c  p o d o b n i e  J a k  w p r z y p a d k u  C 3 . 4 )  w z ó r  C 3 . 5 )  p r z y j m i e  p o s t a ć

_ 1
_< i  > _< i >
s  L —  r ‘ 1 >s  c t h  r < v > s

g d z i e :  r r * 1 ’ . F  =  2  F * 1 ’ . F* T  I-
1 _< i  >
2
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T o  f o r m a l n e  p o d s t a w i e n i e  F ^ ’' >= 2  F ( 1 ) o z n a c z a ,  ż e  " s k r a c a j ą c "  d ł u g o ś ć  

p r ę t a  z  l ( x >  d o  L ( x > = ^  l ( v >  n a l e ż y ,  z a c h o w u j ą c  t ę  s a m ą  m a s ę ,  d w u k r o t n i e  

p o w i ę k s z y ć  j e g o  p r z e k r ó j .  P r z y j ę c i e  1 ^  F * x )  w y n i k a  n a t o m i a s t  z  f a k t u ,  

ż e  " s k r ó c e n i e "  p r ę t a  o  p o ł o w ę  p o w o d u j e  d w u k r o t n y  w z r o s t  j ^ g o  s z t y w n o ś c i .  

A b y  w i ę c  s z t y w n o ś c i  p r ę t a  o  d ł u g o ś c i  1 * x * o r a z  L* x * b y ł y  r ó w n e ,  

w p r o w a d z e n i e  w a r u n k u  r ó w n o ś c i  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  n a  J e g o  k o ń c a c h  i m p l i k u j e  

z m n i e j s z e n i e  r ó w n i e ż  o  p o ł o w ę  p r z e k r o j u  p r ę t a  k r ó t s z e g o .  A z a t e m  w a r u n k i  

b r z e g o w e  = i S 2 V> o r a z  2 s i   ̂ > =  * ~  r ó ż n e  o d  k l a s y c z n y c h  -  u m o ż l i 

w i a j ą  w s p o s ó b  o d m i e n n y  t r a k t o w a n i e  w y z n a c z o n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  

d y n a m i c z n y c h  p r ę t ó w .  Z a g a d n i e n i u  t e m u  p o ś w i ę c o n o  r o z d z i a ł  p i ą t y  n i n i e j 

s z e j  p r a c y .  P r z e k s z t a ł c o n o  t a m  w y p r o w a d z o n e  d o t y c h c z a s  o r a z  w y r a ż o n e  z a  

i c h  p o m o c ą  p o d a t n o ś c i  /  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  w i e l o p r ę t o w y c h  n a  

p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j ,  n a d a j ą c  i m  t y m  s a m y m  p r o s t e  i n t e r p r e t a c j e  

f i z y c z n e .

W t e n  s p o s ó b  s z k i e l e t o m  o b c i ą ż o n e g o  h i  p e r g r a f u ,  p r z e d s t a w i o n y m  n a  r y s .

3 . 3  o r a z  3 .  4 b ,  n a l e ż y  p r z y p o r z ą d k o w a ć  o d p o w i e d n i o  s z t y w n o ś c i  Z ( v > Cs2> o r a z

Z  C s } . r
P o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  p o j e d y n c z y c h  p r ę t ó w :  s w o b o d n e g o ,  u t w i e r d z o n e g o ,

o  r ó w n y c h  p r z e m i e s z c z e n i a c h  i  s i ł a c h  u o g ó l n i o n y c h  o k r e ś l a  s i ę  j a k o  o d w r o 

t n o ś c i  w i e l k o ś c i ,  z a p i s a n y c h  z a l e ż n o ś c i a m i  C 3 . 2 D ,  C 3 . 3 } ,  C 3 . 9 } ,  C 3 .  1 0 } ,

c z y i  i

Y s  1 >  Z .  C 3 .  1 1 }

W C 3 . l l }  p o m i n i ę t o  p r z y  s y m b o l u  r d z e n i o w y m  i n d e k s y  o z n a c z a j ą c e  n u m e r  

p r ę t a  o r a z  s p o s ó b  j e g o  p o d p a r c i a .  W d a l s z y m  c i ą g u  j e d n a k  p r z y  o p e r a c j a c h  

s t o s o w a n y c h  n a  c h a r a k t e r y s t y k a c h  C 3 . 2 } ,  C 3 .  3 } ,  C 3 . 9 } ,  C 3 . 1 0 }  i n d e k s y  t e

b ę d ą ,  g ł ó w n i e  w c e l u  u n i k n i ę c i a  n i e p o r o z u m i e ń ,  z a w s z e  e k s p o n o w a n e .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  r o z w a ż a  s i ę  w s p ó ł m i e r n e  u k ł a d y  p r ę t o w e .  c z y l i  t a -

k i e .  w k t ó r y c h  w i e l k o ś c i  y  = V  p  /  E  1 i  t y m  s a m y m  r  =  y  /  2

C i  = 1 , 2 ,  . . .  , n ,  n  -  l i c z b a  p r ę t ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  o  o d c i n k o w o  s t a ł y m

p r z e k r o j u }  s ą  m i ę d z y  s o b ą  z a l e ż n e ,  c o  o z n a c z a ,  i ż  i s t n i e j e  t a k a  w a r t o ś ć  y ,  

ż e  y ( 1 y ~  y ( 2 y = . . . = y < n > = y .  T a  z a l e ż n o ś ć  j e s t  n a j b a r d z i e j  o g ó l n ą

p o s t a c i ą  w a r u n k u  w s p ó ł  mi e r n o ś c i , u m o ż l i w i a j ą c ą  r e a l i z a c j ę  p r a k t y c z n ą  

w y n i k ó w  s y n t e z y  w i e l o o d c i n k o w e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  u t w o r z o n e g o  z  p r ę t ó w  

o  o d c i n k o w o  s t a ł y m  p r z e k r o j u .  W t a k i m  u k ł a d z i e  z a w s z e  m o ż n a  w y r ó ż n i ć  e l e 

m e n t  p o d s t a w o w y ,  s c h a r a k t e r y z o w a n y  w i e l k o ś c i ą  y  i  w ó w c z a s  u k ł a d  t e n  t r a k 

t u j e  s i ę  j a k o  z ł o ż o n y  d r g a j ą c y  w z d ł u ż n i e  m e c h a n i c z n y  u k ł a d  p r ę t o w y  o  p a 

r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y ,  u t w o r z o n y  z  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h .  

P o n a d t o  p r ę t y  r o z p a t r y w a n e g o  u k ł a d u  -  e l e m e n t y  p o d s t a w o w e  l u b  z b u d o w a n e  

z  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  -  m o g ą  b y ć  w y k o n a n o  z  t w o r z y w  o  r o ż n y c h  

w ł a s n o ś c i a c h  i  t o  n i e  t y l k o  m e c h a n i c z n y c h .  W a r t o  j e d n a k  p o d k r e ś l i ć ,  i ż  

p r z e d s t a w i o n e  u j ę c i e  w a r u n k u  w s p ó ł  m i e r n o ś c i  j e s t  r ó w n i e ż  z a g a d n i e n i e m  

b a r d z o  z ł o ż o n y m  g ł ó w n i e  w k o n k r e t n e j  r e a l i z a c j i  w y n i k ó w  s y n t e z y 1  ̂ m a j ą c  n a

4 > P r o b l e m  w y t w a r z a n i a  m a t e r i a ł ó w  o  o k r e ś l o n y c h  w ł a s n o ś c i a c h  s t a n o w i  p o l e
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u w a d z e  r a c j ę  m o ż l i w o ś c i  w y t w ó r c z y c h  [ 3 9 3 .

W p r a k t y c e  J e d n a k  b e z  n a r u s z e n i a  o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń  m o ż n a  p r z y j ą ć  

s z c z e g ó l n ą  p o s t a ć  w a r u n k u  w s p ó ł  mi e r n o ś c i  J a k o  1 <V>= 1 l u b  L < 1 > = L. 

O z n a c z a  t o ,  ż e  w s z y s t k i e  o d c i n k i  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  s ą  w y k o n a n e  

z  t e g o  s a m e g o  t w o r z y w a ,  c z y l i  p ( 1 > =  p ,  E ( v * -  E  C i = l ,  . . .  , n } . T a k i e  u j ę 

c i e  z n a c z n i e  u p r a s z c z a  p r a k t y c z n ą  r e a l i z a c j ę  w y n i k ó w  s y n t e z y ,  m a j ą c  p r z e d e  

w s z y s t k i m  n a  u w a d z e  w s p o m n i a n ą  j u ż  r a c j ę  m o ż l i w o ś c i  w y t w ó r c z y c h .  I n n y m i  

s ł o w y  w k a ż d y m  n  -  o d c i n k o w y m  c i ą g ł y m  u k ł a d z i e  p r ę t o w y m  m o ż n a  w y r ó ż n i ć  

e l e m e n t  p o d s t a w o w y  o  d ł u g o ś c i  1CLD i  w t e n  s p o s ó b  d ł u g o ś ć  1 ( x * £ L < x > } 

k a ż d e g o  p r ę t a  o  s t a ł y m  p r z e k r o j u  F* x * J e s t  r ó w n a  d ł u g o ś c i  e l e m e n t u  

p o d s t a w o w e g o .

W d a l s z y m  c i ą g u  b ę d z i e  r o z p a t r y w a n y  p r z y p a d e k  o g ó l n y ,  p r z y  c z y m  w k o n 

k r e t n y c h  p r z y k ł a d a c h  s y n t e z y  J e j  w y n i k i  z o s t a n ą  p r z e d s t a w i o n e  z  w y k o 

r z y s t a n i e m  s z c z e g ó l n e j  p o s t a c i  w a r u n k u  w s p ó ł  m i e r n o ś c i  . P r o p o n o w a n a  r e p r e 

z e n t a c j a  r e z u l t a t ó w  s y n t e z y  n i e  o g r a n i c z a  j e j  o g ó l n o ś c i , l e c z  -  z  j e d n e j  

s t r o n y  -  p o z w a l a  b e z p o ś r e d n i o  p r z e d s t a w i ć  J e j  e f e k t y  w f o r m i e  m o d e l i  d r g a 

j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  ( s y n t e z a  s t r u k t u r a l n a } ,  z  d r u 

g i e j  s t r o n y  n a t o m i a s t  -  z a p r o p o n o w a ć  i c h  r e a l n e  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  g e o 

m e t r y c z n y c h  i  m e c h a n i c z n y c h  C s y n t e z a  p a r a m e t r y c z n a } .

U w z g l ę d n i a j ą c  w y m i e n i o n e  w y ż e j  z a ł o ż e n i a ,  s z t y w n o ś c i  l u b  p o d a t n o ś c i  

d y n a m i c z n e  C 3 . 2 } ,  C 3 . 3 } ,  C 3 . 9 }  i  C 3 .  1 0 } ,  m o ż n a  z a p i s a ć  w  p o s t a c i

C E F } {x > y s  t h y s ,  C 3 . 1 2 }
1

< i >C E F }
— ------  y s  c t h y s  , C 3 .  1 3 }

z ‘ 1 ’ = i /  y ' ‘ ' = —:— ^ ------ r s  t h r s ,  C 3 .145z  z  L
r « i >  o * g
z  L

, « i ,  CEfrr )

< i  >

C3.  1 5 }

C E F 3 < 1 > E < v . F < i »  ce e ) ; 1 e f 2  ( E p r ) m

g d z i  e :  ------T------  =  --------- j --------- . --------—  = — c   =  — r ~  . — c   -  —

E F iŁ >r
. s  *

W y r a ż e n i e  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  z ł o ż o n e g o  w i e l o o d c i n k o w e g o  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  p r z e z  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  J e s t  

z a s a d n i c z y m  w a r u n k i e m  u m o ż l i w i a j ą c y m  s y n t e z ę  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h .  

I n n e  w a r u n k i  d o t y c z ą c e  s p r a w d z e n i a  j e j  r e z u l t a t ó w  z o s t a n ą  p r z e d s t a w i o n e  

w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  C p o r .  r o z d z .  8 } .

d o c i e k a ń  s p e c j a l i s t ó w  z  d z i e d z i n y  n a u k i ,  k t ó r ą  J e s t  i n ż y n i e r i a  m a t e 
r i a ł o w a  i  w t e j  p r a c y ,  J a k o  w y k r a c z a j ą c y  p o z a  j e j  r a m y ,  n i e  b ę d z i e  
r  o z p a t r  y w a n y .
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3 . 2 .  P o d a t n o ś c i  /  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e  w l e l o o d c l n k o w y c h  u k ł a d ó w  

p r ę t o w y c h

C h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  z ł o ż o n e g o  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  m o ż n a  o k r e ś l a ć  n i e  t y l k o  p o p r z e z  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  

J e d n o o d c i n k o w e g o  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  C r o z d z .  3 . I D ,  l e c z  t a k ż e  z a  p o m o c ą  

p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n y c h  u k ł a d ó w  z ł o ż o n y c h  z  d w ó c h  o d c i n k ó w  -  d w ó c h  e l e 

m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h .

A b y  z a t e m  w y z n a c z y ć  p o d a t n o ś c i  /  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e  n  — o d c i n k o w e g o  

m o d e l u  d r g a j ą c e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  r o z p a t r y w a n e g o  j a k o  s t r u k t u r a  

e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h ,  o p i s u j e  s i ę  g o  o b c i ą ż o n y m  h i  p e r g r a f e m  -  o b c i ą ż o n y m  

g r a f e m  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  C n p .  C 2 0 3  o r a z  r o z d z .  2D

3x = | Y j>. Y k’}-

a .

p e ł n i  a j  ą c a  s z k i  

A0  = [  b J  a k ]  '

k t ó r y  p o k a z a n o  n a  r y s .  3 .  5 a .

L i c z b a  s t r u k t u r a l n a  d o p e ł n i a j ą c a  s z k i e l e t u  3 X

C 3 . 1 6D

C r y s .  3 .  5 bD  J e s t  r ó w n a

n a t o m i a s t  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  A o r a z A s ą  n a s t ę p u j ą c e :
a j

3 A ~  [  b j  ak ] i

1
N >

C- =
2  A 2 A

AJ b  AJ

L Y  J Y  2 A,l- k  k a

[  * J  ] i  [  3 a  ] J a b

Y

J a

Y a

C 3 .  1 7 3

C 3 .  1 8 3

b)

3
X„:

Qk

R y s .  3 . 5 .  O b c i ą ż o n y  g r a f  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  J a k o -  m o d e l  n — o d c i n k o w e g o  
u k ł a d u  p r ę t o w e g o  CaD i  j e g o  s z k i e l e t  CbD

F i g .  3 . 5 .  W e i g h t e d  g r a p h  o f  t h i r d  c a t e g o r y  a s  t h e  m o d e l  o f  a n  n  -  s e c t i o n  
b a r  s y s t e m  CaD a n d  s k e l e t o n  o f  t h i s  g r a p h  CbD

W p r z y p a d k u  n  =  2 ,  J  = 1 ,  k  = 1 + 1  o r a z  g d y  s t r u k t u r a  b l o k ó w  3 X (, i>  =
_ 9 « < k >  2v ( j ł _ 2 v < i - ł - l ) .  _ . *
=  X -  X =  X J e s t  p o k a z a n a  n a  r y s .  3 .  6 a  C p o r .  n p .  [ 2 0 , 2 3 , 9 5 3
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i  r o z d z .  2 5 ,  w ó w c z a s  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  A l  A w y n o s z ą  o d p o w i e d n i o

2 * i . Z A S  3 A =a .  a .
2  A 2  A

i a b  i  a

2 A, 2 A , i  i 2 a  2 a
- i + 1 i  + 1 , a  - L i + l  i  + 1 , a

C 3 . 1 9 3

a)

=t

R y s .  3 .  6 .  S t r u k t u r a  b l o k ó w  h i p e r g r a f u  z  r y s .  3 .  5  C a )  i  j e j  s z k i e l e t  C b 5

F i g .  3 . 6 .  T h e  s t r u c t u r e  o f  b l o c k s  o f  t h e  h y p e r g r a p h  f r o m  F i g .  3 . 5  C a 5  a n d
s k e l e t o n  o f  t h i s  g r a p h  C b 5

W t a b l i c a c h  r z ę d ó w  p o c h o d n y c h  l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h  2 A i  2 A

C 3 .  2 0 5

n i e  ma k o l u m n  i d e n t y c z n y c h ,  z a t e m  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  z u p e ł n e  s ą  r ó w n e

*  -  +  j4 .  J f .  ^  ,  s f  »  J f .  . J*f. + j* . j4 . .  . C 3 .  2 1 5i b  i + 1  i  i + l , a  a^^ i  a b  i +1  i  a  i +1 , a

P o d a t n o S ć  d y n a m i c z n a  Y , o b l i c z o n a  w t y m  p u n k c i e  u k ł a d u ,  k t ó r e m u
a i  ( t  (

p r z y p o r z ą d k o w a n o  w s p ó ł r z ę d n ą  ^ s^  C r y s .  3 . 6 5 ,  j e s t  r ó w n a

Y Y i a b  i b Y Y i  a  i  + 1  , î

Y + Y i b  i  +1 , a
C 3 .  2 2 5

a  w y r a ż a j ą c  j ą  p r z e z  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  p o j e d y n c z y c h  p r ę t ó w ,  w r o z 

w a ż a n y m  p r z y p a d k u  p r z e z  p o d a t n o ś c i  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  o t r z y m u j e  s i ę

_  C E F 3  '  1 V s
t h y s

C E F 3 ‘ 1 V s

y ‘ Ł ’ =  Ï  = s s  a i

i
- c t h y s  +

C E F 5  < Ł * y s
c t h y s - t t  + i >

C E F 5 ________ y s
t h y s

. C 3 .  2 3 5
- c t h y s - ^ < i. + i  >CEF5 y s

c t h y s

W C 3 .  2 3 5  w s k a ź n i k  z  p r a w e j  s t r o n y  u  d o ł u  s y m b o l u  r d z e n i o w e g o  " s s "  

o z n a c z a ,  i ż  j e s t  t o  p o d a t n o ś ć  d w u  o d c i  n k  o w e g o  p o d u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  u t w o 

r z o n e g o  z  d w ó c h  p o d u k ł a d ó w  s w o b o d n y c h .

J e ż e l i  n  =  3 .  J  =  i .  k  =  i  +1 o r a z  3 X ‘ J 1 = 2 X <1> C r y s .  3 . 6 3  i  3 j f < k , =



_ 2 ĉ v-*-i> ęryS 3  7 } , to liczby strukturalne 2A i 2 A są równe

A aMi +1 ,b i+1 , ab
i  a b i  a

Ai + 1  , b  Ai + 1  , a b

C 3 .  2 4 5

n a t o m i a s t  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  z u p e ł n e ,  p o  w y z n a c z e n i u  t a b l i c  r z ę d ó w  

p o c h o d n y c h

( Ï 2 ) • ( 1 2 ] C3. 255

i  s t w i e r d z e n i u ,  i ż  n i e  m a  w n i c h  k o l u m n  i d e n t y c z n y c h ,  p r z y j m ą  p o s t a ć

st = st. . s(. „ . + Jf. j4 - si. . j4. ̂  . + s f .  s f t , . . C 3 .  2 6 5i b  i + l , b  i  i + 1 , a b  i a b  i +1 , b  i  a  i +1 , a b

c f i+ lL  c (i+ 1) 
P O  " 1 2

b)

Q i+1

2 v ( i+ U

/

X o : V 9 i+ 1

R y s .  3 . 7 .  S t r u k t u r a  b l o k u  3 )£( k >  =  2 x < t  + 1>  ę a 3 h i p e r g r a f u  o b c i ą ż o n e g o

z  r y s .  3 . 5  i  j e j  s z k i e l e t  C b 5
_ . . , . . 3u ( k > 2„< i + i ) ,

ï  o f  t h e  b l o c k  X »  X C
i  i

h y p e r g r a p h  J X C F i g .  3 . 5 5  a n d  s k e l e t o n  o f  t h i s  s t r u c t u r e  C b 5

F i g .  3 . 7 .  T h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  b l o c k  3 } i ( k > s= 2 X < *’ Ł> C a 5  o f  t h e  w e i g h t e d

P o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  d w u o d c i n k o w e g o , u t w i e r d z o n e g o  w p r a w y m  k o ń c u  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  (  i s £>l> = :  ® 3*  l i c z o n a  w t y m  p u n k c i e  u k ł a d u ,  k t ó r e m u  p r z y 

p o r z ą d k o w a n o  w s p ó ł r z ę d n ą  ^ s ^ 1 > C p o r .  r y s .  3 . 6 5  w y n o s i

Y Y Y + Y Y Yiab la i+1, b ia i+1 , ab i+1 , b
Y Y i b  i + l , b Y Yi+1 ,ab i+1 ,b

C 3 .  2 7 5

a wyrażając Ją przez podatności dynamiczne elementu podstawowego otrzymuje 
się ostatecznie

Y , l * = YSU <
CEF5 C.v >ys

t  h y s
C E F 5  ( v  >y s

c t h y s
C E F 3  1

cthys +

C E F 3  ‘ 1 V s
• cthys

C E F 3 '  i ł l  V s
c t h y s

C E F 5  y s
- c  t h y s « i ♦ i  >C EF 5________ y s

t h y s
C E F 3 , l ł ł  V s

•cthys
C 3 .  2 8 5

r  ( *■ + 1 >C E F 5  y s
t h y s

C E F 3 ' 1 * 1 ‘ y s

cthys
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W y z n a c z a j ą c  n a t o m i a s t  p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n ą  r o z w a ż a n e g o  -  u t w i e r d z o n e g o  

w p r a w y m  k o ń c u  -  u k ł a d u  c i ą g ł e g o ,  1 e c z  t e r a z  w p u n k c i e ,  k t ó r e m u  p r z y p o 

r z ą d k o w a n o  w s p ó ł r z ę d n ą  u o g ó l n i o n ą  > =  n a l e ż y  o b l i c z y ć  p o c h o 

d n ą  a l g e b r a i c z n ą  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e j  z u p e ł n e j  C 3 . 2 1 5  w z g l ę d e m  k r a w ę d z i  b ^  

C r y s .  3 .  6 b 5  l u b  k r a w ę d z i  a i C r y s .  3 .  7 b 5  , c z y l i

¿ = 4  -  j  j f  C 3 . 2 9 5
b ^  a i  + i  *

p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  Y . = Y w y n o s i  z a t e m
i  a  i  + i

Y = Y =   y - 1-- — -------------------  . C 3 . 3 0 5
i  i + 1  i b  i + 1  , b  i + 1 , a b  i + 1 , b

a  p o  p o d s t a w i e n i u  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n y c h  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o t r z y m u j e

y < i > = Y = Y
b i  a i + l

- c t h y s  ------------- t h y s ------------------:-------------- c t h y s
C E F 5  y s ___________ C E F 5 ________ y s ___________ C E F 5  . y s

c t h y s -----------^ ---------------- c t h y s  + --------------- t------------- c t h y s ---------------r --------------- c t h y s
C E F 5 ( i > y s  C E F 5 < i  + 1 ) y s  C E F 5 <v + 1 > y s  C E F 5  < v ^ 4 }y s

C 3 .  3 1 5
W C 3 . 2 8 5  i  C 3 .  3 1 5  w s k a ź n i k  z  p r a w e j  s t r o n y  u  d o ł u  s y m b o l u  r d z e n i o w e g o  

" s u "  C " u s " 5  o z n a c z a ,  i ż  J e s t  t o  p o d a t n o ś ć  d w u o d c i n k o w e g o  p o d u k ł a d u  p r ę t o 

w e g o ,  u t w o r z o n e g o  z  p o d u k ł a d ó w :  s w o b o d n e g o  i  u t w i e r d z o n e g o .

W y z n a c z o n e  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  d w u p r ę t o w y c h :  s w o b o d n y c h  -

C 3 . 2 3 5  o r a z  s w o b o d n e g o  i  u t w i e r d z o n e g o  -  C 3 .  2 8 5  i  C 3 . 3 1 5  b ę d ą  o p r ó c z  p o 

d a t n o ś c i  d y n a m i c z n y c h  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  z a l e ż n o ś c i a m i  w y j ś c i o w y m i  d o  

s y n t e z y  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  d ł u g o ś c i  1 e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o .

J e ś l i  p r z y j ą ć ,  ż e  p o d u k ł a d  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  b ę d z i e  z b u d o w a n y  z  d w ó c h  

p r ę t ó w  o  d ł u g o ś c i  L ,  t o  g r a f y  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  m o ż l i w y c h  i c h  p o ł ą c z e ń  

p o k a z a n o  n a  r y s .  3 .  8 .

R y s .  3 . 8 .  H i p e r g r a f y  m o ż l i w y c h  p o ł ą c z e ń  u k ł a d ó w  d w u p r ę t o w y c h r
u t w i e r d z o n e g o  i  s w o b o d n e g o  C a 5  o r a z  s w o b o d n y c h  C b 5

F i g .  3 . 8 .  H y p e r g r a p h s  o f  p o s s i b l e  c o n n e c t i o n s  o f  t w o - b a r  s y s t e m s :  
c l a m p e d - f r e e  C a 5  a n d  f r e e - f r e e
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L i c z b y  s t r u k t u r a l n o  d o p e ł n i a j ą c e  s z k i e l e t ó w  w y n o s z ą  o d p o w i e d n i o :  

w p r z y p a d k u  s z k i e l e t u  C r y s .  3 .  9 a )

Aó d = C a i  a i  + J *  C 3 - 323

w p r z y p a d k u  s z k i e l e t u  C r y s .  3 .  9 b 5

«  [  3  ]  C p o r  . n p .  C l i ,  OSI  5 . C 3 .  3 3 5

Q)

X :

‘ ¡♦1

R y s .  3 . 9 .  S z k i e l e t y  h i p e r g r a f ó w  z  r y s .  3 . 8  

F i g .  3 . 9 .  S k e l e t o n s  o f  h y p e r g r a p h s  C F i g .  3 . 8 5

L i c z b y  s t r u k t u r a l n e  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  i  i c h  p o c h o d n e  a l g e b r a i c z n e  

w z g l ę d e m  k r a w ę d z i  a 1 l u b  C r y s .  3 .  9 a 5  o r a z  [ a ,  a i + 1 ]  C r y s .  3 .  9 b 5  s ą

o d p o w i e d n i o  r ó w n e

= [ ai ai +i ] i

A* = A ’ 
a i  * i  +1

i  + 1

[  ^  ] 1 [  3 a ’ ]  =

[  *  ] 1

i  a  " i
9 A 3 A

i  +1 i + 1  , a - l

i  +1  .  a J

\ a\  } [  3 \ a . 3 A" 3 A,  3 A
a i a i + l l a  1 +1 . a  J C 3 .  3 4 5

a  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  z u p e ł n e  w y z n a c z o n y c h  l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h  t r z e c i e j  

k a t e g o r i i  -  z  u w a g i  n a  f a k t .  ± e  w i c h  t a b l i c a c h  r z ę d ó w  p o c h o d n y c h  C p o r .  

r o z d z .  2 5  n i e  m a  k o l u m n  i d e n t y c z n y c h  -  s ą  n a s t ę p u j ą c e

~ ' ' l a  + * t  ^ i  +1 , a  • * "  = - " l - l  ’

j t % = jrf\ ,
a ^  i  a  i  +1 , a ¿4, + d

i a  i  + 1 , a C 3 .  3 S 5

P o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  w y n o s z ą  z a t e m  

Y = i  a  1 +1 . a

Yi a  *  V l . a i a i + l . a ’ C 3 .  3 6 5

a  w y r a ż a j ą c  j e  p r z e z  p o d a t n o ś c i  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o  d ł u g o ś c i  L ,  o t r z y 

m u j e  s i ę
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Y = 
a i

Y < i ♦ i  > _ y
zr £

g d z i e :  ( E F ) ^

- c t h r s  ■
( E F ) “

- t h r s
r s

(e f ^
- c t h r s  +

r s
■ t h r s

' r s

i  i + i

e f ‘ 1 ’ ,

C E F ) ^ V s
- c t h r s  +

ce f );
t h r s

r s

C 3 .  3 7 5

C 3 .  3 8 5

W C 3 . 3 7 5  i  C 3 . 3 8 5  w s k a ź n i k  z  p r a w e j  s t r o n y  u  d o ł u  s y m b o l u  r d z e n i o w e g o  

o d p o w i e d n i o  " r z "  i  " z r "  o z n a c z a ,  i ż  J e s t  t o  p o d a t n o ś ć  d w u o d c i n k o w e g o  p o d -  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  u t w o r z o n e g o  z  p o d u k ł a d ó w :  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  p r z e 

m i e s z c z e ń  u o g ó l n i o n y c h  -  " z "  i  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  -

W a r t o  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  w y z n a c z o n e  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  

d w u p r ę t o w y c h  o  d ł u g o ś c i  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  1 -  C 3 .  2 3 5 ,  C 3 . 2 8 5  i  C 3 . 3 1 5  

o r a z  L  -  C 3 .  3 7 5  i  C 3 . 3 8 5  s ą  p o d s t a w o w y m i  z a l e ż n o ś c i a m i  p o d u k ł a d ó w  d w u -  

p r ę t o w y c h ,  r o z w a ż a n y c h  w p o ł ą c z e n i u  z  p o z o s t a ł ą  c z ę ś c i ą  u k ł a d u  p r ę t o w e g o .  

G r a f y  b a d a n y c h  u k ł a d ó w  C l i n i e  c i ą g ł e 5  w r a z  z  g r a f e m  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  

3 X < v + 2 > , m o d e l u j ą c y m  t ę  " p o z o s t a ł ą  c z ę ś ć  u k ł a d u "  p o k a z a n o  n a  r y s .  3 . 1 0 .

N a  r y s u n k u  t y m  n i e  o z n a c z o n o  p r z y p a d k u  d o ł ą c z e n i a

u k ł a d u "  C r y s .  3 . 1 0 a 5  d o  w i e r z c h o ł k ó w  s * x >
1 2  1 1

" p o z o s t a ł e j  c z ę ś c i
< i ♦ i  > , s „  i  o c z y w i ś c i e  1 s q*

p o n i e w a ż  p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n ą  w y z n a c z o n ą  w z g l ę d e m  k r a w ę d z i  b ^  i  t y m
1 " 

s a m y m

a i +1 m o ź n a  s p r o w a d z i ć  d o  p o d a t n o ś c i  p o j e d y n c z e g o  p r ę t a  [ p o r .  C 2 . 4 3 5 3  p o  

p o d s t a w i e n i u  w m i e j s c e  o z n a c z e ń  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n y c h  C 3 .  1 2 5

e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o  d ł u g o ś c i  1 .

N a  z a k o ń c z e n i e  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  w y z n a c z e n i a  

p o d a t n o ś c i  i  t y m  s a m y m  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e j  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  z ł o ż o n e g o  

z  n  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  o  d ł u g o ś c i  1 .  W t y m  c e l u  p r z y j ę t o ,  ż e

ł £<k>_ 2 ^ < n - i ) _  r  2 ^ ( 2 )  2X<3> 2X<n>\
l  1 ’ 1   1 J '

h i  p e r g r a f u

X < n ~ 1> i  p r z y j m u j ą c .

p r z e z  A^ l i c z b ę  s t r u k t u r a l n ą  

s t r u k t u r a l n ą  h i p e r g r a f u  

c z a  s i ę  k o l e j n o :

-  l i c z b ę  s t r u k t u r a l n ą  d o p e ł n i a j ą c ą  s z k i e l e t u

A0 = [  b l  a n - J -
-  l i c z b ę  s t r u k t u r a l n ą  h i p e r g r a f u  *X

ż e  b ^ =  b 2 i

O z n a c z a j ą c  

2  .p r z e z  A .
n - 1

a n - l

2 A. 2 A. . 2 A.1 _ Ib 1
2 . 2 2A , > >n-1 n-i n-i , a

p o n a d t o

l i c z b ę

w y z n a -

C 3 .  3 9 5

C 3 .  4 0 5

-  p o c h o d n ą  a l g e b r a i c z n ą  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e j  A ^  w z g l ę d e m  k r a w ę d z i  a,^ J a k o

C “l ] i [ ' An ]
l a b

n - 1

l a

n - 1  , a

C 3 .  4 1 5
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R y s .  3 . 1 0 .  H i p e r g r a f y  p o d u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  d w u o d c i n k o w y c h  w p o ł ą c z e n i u  
z  h i p e r g r a f e m  m o d e l u j ą c y m  " p o z o s t a ł ą  c z ę ś ć  u k ł a d u  p r ę t o w e g o " :  s w o b o d n y c h

C a , e 5  o r a z  u t w i e r d z o n e g o  i  s w o b o d n e g o  C b , c , d 5

F i g .  3 . 1 0 .  H y p e r g r a p h s  o f  t w o - b a r  s u b s y s t e m s  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  h y p e r -  
g r a p h s  m o d e l l i n g  " r e m a i n i n g  p a r t  o f  a  b a r  s y s t e m " :  f r e e - f r e e  C a . e D  a n d

c l a m p e d -  - f r e e  C b , c , d 5
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W t a b l i c a c h  r z ę d ó w  p o c h o d n y c h  l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h  o r a z  An a *

c z y l i

P = f ri ? 1 • P = f n Î 1 C 3 .  4 2 )n  [  O 1 J  n a  ^ O 1 J

n i e  m a  k o l u m n  i d e n t y c z n y c h ,  z a t e m  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  z u p e ł n e  j f  i  *^n a  s ą  

o d p o w i e d n i o  r ó w n e

*  =  - +  * 4  *  « » ^  ^  •<. + « • C 3 .  4 3 )n  l b  n - 1  i  n - l , a  n a  l a b  l a  l a  n - i  , a

P o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  z ł o ż o n e g o  z  n  e l e m e n t ó w

p o d s t a w o w y c h  w y n o s i

y =  l a b v^  v l a  .Pr.*.- » ..... C3.44)
n a  l b  + n - 1 , a

J e S l i  n  -------► co, t o  Y . =  Y o r a zn - 1 , a  n a

Y Y +  Y Y 
Y =   l b   l a . ,, y _ .  C 3 .  4 S )

Yl b  +  coa

P o  r o z w i ą z a n i u  r ó w n a n i a  C 3 . 4 5 )  o t r z y m u j e  s i ę

Yooa = 'I- { Yla - Ylb + [ ( Y1 a " Y1 b ) + 4 YlabYlb Y'*}' C3‘463

P o d s t a w i a j ą c  d o  C 3 .  4 6 )  ,  w m i e j s c e  * l a . Yi b ’ Yl a b *  P o d a t n o ś c i  d y n a m i c z 

n e  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o t r z y m u j e  s i ę

Y =  1 /  Z  =  -------. C 3 . 4 7 )ooa coa E F y s

W y z n a c z o n e  w t y m  r o z d z i a l e  p o d a t n o ś c i  /  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e :

-  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  t p o r .  C 3 . 1 2  +  3 . 1 5 ) ] ,

-  d w u o d c i n k o w e g o  u k ł a d u  z ł o ż o n e g o  z  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  C 3 .  2 3 ) , C 3 . 2 8 ) ,

C 3 .  3 1 ) ,  C 3 . 3 7  -i- 3 . 3 8 ) 3  o r a z

-  n - o d e  i  n k o w e g o , p r z y  n ---- ---- ► oo e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  C 3 .  4 7 )  s ą  -  p o  t r a n 

s f o r m a c j a c h  -  p o d s t a w ą  s y n t e z y  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  m e c h a 

n i c z n y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .

T r a n s f o r m a c j e  w y z n a c z o n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  o r a z  i c h  

i n t e r p r e t a c j e  f i z y c z n e  n a  p r z e t r a n s f o r m o w a n e j  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j

z e s p o l o n e j  p r z e d s t a w i o n o  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m .



4 . PRZEKSZTAŁCENIA CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH NA PŁ A SZC ZY 2N IE

ZM IENNEJ ZESPOLONEJ

W ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  z ł o ż o n e g o  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  C p o r .  r o z d z .  3 )  m o ż n a  o p i s a ć  c h a r a k t e r y s t y k a m i  d y n a m i c z 

n y m i ,  t a k i m i  j a k  s z t y w n o ś c i  /  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e .  C h a r a k t e r y s t y k i  t e  

p r z e d s t a w i o n o  w p o s t a c i  n i e w y m i e r n y c h  f u n k c j i  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j ,  m i m o  i ż  

w p r z y p a d k u  r o z p a t r y w a n e j  w p r a c y  k l a s y  u k ł a d ó w  d r g a j ą c y c h  s ą  o n e  f u n 

k c j a m i  n i e w y m i e r n y m i  z m i e n n e j  r z e c z y w i s t e j  C p o r .  n p .  [ 1 7 , 1 8 , 2 0 , 7 9 ] ) .  T a 

k i e  u j ę c i e  p r z e d s t a w i e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  w p o s t a c i  f u n k c j i  

a r g u m e n t u  u r o j o n e g o  w y n i k a  p r z e d e  w s z y s t k i m  z  f a k t u ,  ż e  w s z y s t k i e  w s p ó ł 

c z y n n i k i  w y p r o w a d z o n y c h  s z t y w n o ś c i  l u b  p o d a t n o ś c i  s ą  d o d a t n i e ,  w p r z e 

c i w i e ń s t w i e  d o  w y r a ż e n i a  i c h  j a k o  f u n k c j i  z m i e n n e j  r z e c z y w i s t e j ,  g d z i e

n i e k t ó r e  w s p ó ł c z y n n i k i  s ą  d o d a t n i e  a  i n n e  u j e m n e  C p o r .  n p .  [ 1 7 , 1 8 , 2 0 ] ) .

P o n a d t o  p o  t r a n s f o r m a c j a c h  c h a r a k t e r y s t y k , t a k  p r z e d s t a w i o n y c h  j a k

w n i n i e j s z e j  p r a c y ,  o t r z y m u j e  s i ę  “ n a t u r a l n e "  i n t e r p r e t a c j e  f i z y c z n e  

w y r a ż e ń .  W r e s z c i e ,  c o  j e s t  p o d s t a w o w y m  c e l e m  p r a c y ,  z a s t o s o w a n i e  -  n a  t y c h  

p r z e t r a n s f o r m o w a n y c h  w y r a ż e n i a c h  -  m e t o d  s y n t e z y  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  d o  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  d r g a j ą c y c h .  T o  o z n a c z a ,  ż e  

a b y  z s y n t e z o w a ć  f u n k c j ę  n i e w y m i e r n ą  z m i e n n e j  r z e c z y w i s t e j  m e t o d a m i  

s y n t e z y  f u n k c j i  w y m i e r n e j  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j ,  n a l e ż y  n a j p i e r w  p r z e d s t a w i ć  

f u n k c j ę  z m i e n n e j  r z e c z y w i s t e j  w  p o s t a c i  n i e w y m i e r n e j  f u n k c j i  z m i e n n e j  

u r o j o n e j  C p o r .  r o z d z .  3 ) ,  a  n a s t ę p n i e  p r z e k s z t a ł c i ć  j ą  d o  p o s t a c i  w y m i e r 

n e j  f u n k c j i  a r g u m e n t u  u r o j o n e g o .  O k r e ś l e n i e  c i ą g u  t r a n s f o r m a c j i ,  z a  p o m o c ą  

k t ó r y c h  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  f u n k c j e  n i e w y m i e r n e  w f u n k c j e  w y m i e r n e ,  m a  n a  

c e l u  n i e  t y l k o  p r z e k s z t a ł c e n i e  p ł a s z c z y z n y  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j ,  l e c z  t a k ż e  

o d w z o r o w a n i e  -  n a  t e j  p ł a s z c z y ź n i e  -  c h a r a k t e r y s t y k  o p i s u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i  

d y n a m i c z n e  u k ł a d u  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y  w f u n k c j e  

o p i s u j ą c e  w ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o .

D z i ę k i  o p i s o w i  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  z a  p o m o c ą  o b c i ą ż o n e g o  h i  p e r g r a f u  -  o b 

c i ą ż o n e g o  g r a f u  k a t e g o r i i  k  C k  =  2 , 3 )  o r a z  J e g o  o b c i ą ż o n e g o  s z k i e l e t u  

C p o r .  r o z d z .  2  i  3 )  m o ż n a  z a s t ę p o w a ć  e l e m e n t y  u k ł a d u  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o 

ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y  d w ó j n i  k a m i  m e c h a n i c z n y m i ,  k t ó r y c h  g r a f y  b i e g u n o w e  

z d e f i n i o w a n o  i  z a s t o s o w a n o  d o  m o d e l o w a n i a  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  o  p a r a 

m e t r a c h  s k u p i o n y c h  C p o r .  n p .  [ 9 4 , 9 5 ] ) .

D o k o n a n i e  t r a n s f o r m a c j i  o d w r o t n e j 1 * -  r e t r a n s f o r m a c j i  J e s t  n a t o m i a s t

* M o ż l i w e j  w p r z y p a d k u  o k r e ś l o n e j  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  k l a s y  e l e m e n t ó w  
p o d s t a w o w y c h  J e d n o o d c i n k o w y c h  l u b  u k ł a d ó w  d w u o o d c i n k o w y c h , n i e  z a w s z e  
J e d n a k  w y k o n a l n e j  d l a  u k ł a d ó w  w i e l o o d c i n k o w y c h ; z a g a d n i e n i e  t o  s z c z e 
g ó ł o w o  p r z e d s t a w i o n o  w r o z d z i a l e  s z ó s t y m .
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o d w z o r o w a n i e m  f u n k c j i  c h a r a k t e r y z u j ą c e j  w ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  e l e m e n t ó w  

u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  w i c h  o d p o w i e d n i k i  -  e l e m e n t y  p o d s t a w o w e  d r g a j ą c y c h  

u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .

W y p r o w a d z o n e  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  z a l e ż n o ś c i  C 3 . 1 2  -f- 3 . 1 5 5 »  C 3 .  2 3 5 ,

C 3 . 2 8 5 ,  C 3 . 3 1 5 ,  C 3 . 3 7 5 ,  C 3 .  3 8 5  o r a z  C 3 .  4 7 5  s ą  r ó w n a n i a m i  w y j ś c i o w y m i  d o

p r z e k s z t a ł c e n i a  e l e m e n t ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  w e l e m e n t y  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o  z a  

p o m o c ą  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  n a  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j .

4 . 1 .  W y b r a n e  t r a n s f o r m a c i e  p ł a s z c z y z n y  z m i e n n e j  z e s p ó l o n e . 1

K a ż d a  f u n k c j a  c h a r a k t e r y s t y c z n a  [ s z t y w n o ś ć  /  p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  

C p o r . r o z d z .  2  i  3 5 ] ,  k t ó r ą  o p i s u j e  s i ę  w ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  d r g a j ą c e g o  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  j a k o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o  o  p a r a m e t r c h  r o z ł o ż o n y c h  

w s p o s ó b  c i ą g ł y .  J e s t  n i e w y m i e r n ą  f u n k c j ą  z m i e n n e j  u r o j o n e j  s .

A b y  z s y n t e z o w a ć  t a k ą  f u n k c j ę  m e t o d a m i  s y n t e z y  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  C p o r .  n p .  C 5 , 1 0 , 1 6 ,  4 0 »  4 1  , 5 0 ,  5 5 ,  5 7  , 6 5 ,  7 2 4 * 7 4 ,  8 0 ,  8 9 ,  9 0 3 5j 

n a l e ż y  o k r e ś l i ć  t r a n s f o r m a c j e  p r z e k s z t a ł c a j ą c e  f u n k c j e  n i e w y m i e r n e  d o

r e a l i z o w a n y c h  C p o r .  r o z d z . 5 5  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  a r g u m e n t u  z e s p o l o n e g o  n a

p ł a s z c z y ź n i e  i n n e j ,  n o w e j  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j .

J e ś l i  J a k o  f u n k c j e  o p i s u j ą c e  w ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  

l u b  s k r ę t n i e  m e c h a n i c z n e g o  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  p r z y j ą ć  s z t y w n o ś c i  /  p o d a t n o ś c i  

d y n a m i c z n e  z a r ó w n o  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  J a k  i  d w u -  o r a z  n  -  o d c i n k o w e g o  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  C p o r .  z a l e ż n o ś c i  C 3 . 1 2  -*• 3 . 1 5 5 ,  C 3 .  2 3 5  , C 3 . 2 8 5 ,  C 3 .  3 1 5 ,

C 3 . 3 7 5 ,  C 3 . 3 8 5  o r a z  C 3 . 4 7 5  3 ,  t o  w z g l ę d e m  d a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  s t o s o w a n e  

b ę d ą  k o l e j n o  n a s t ę p u j ą c e  t r a n s f o r m a c j e .

1 °  T r a n s f o r m a c j a  t y p u

V C s 5  =  s  Y C s 5  , C 4 .  1 5

g d z i e :  V C s 5  -  r u c h l i w o ś ć ,  Y C s 5  -  p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  n a  p ł a s z c z y ź n i e  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  s .

2 °  T r a n s f o r m a c j a  t y p u

UCsD = —  Z C s 5 .  C 4 . 2 3
s

g d z i e :  U C s 5  — o d w r o t n o ś ć  r u c h l i w o ś c i ,  Z C s 5  -  s z t y w n o ś ć  d y n a m i c z n a  n a  p ł a 

s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  s .

Z a  p o m o c ą  t r a n s f o r m a c j i  C 4 . 1 5  i  C 4 . 2 5  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  o p i s  r u c h u

u k ł a d u  c i ą g ł e g o  z  p r z e m i e s z c z e ń  u o g ó l n i o n y c h  1 s < i > =  i s a V>}  o r a z

s i ł  u o g ó l n i o n y c h  ^ s ( 1 >=  1 * * 2 s 2 l > |  W o p i s  r u c h u  2 a  p o m o c ą  p r ę d k o ś c i

u o g ó l n i o n y c h  -  j l i s i V > ' , , l s 2 l > j ’ * s i i  u o g ó l n i o n y c h  -  2 s < v > . W t e n

s p o s ó b  o d w z o r o w u j e  s i ę  f u n k c j ę  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e j  -  Y u k ł a d u  o  p a r a 

m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y  w f u n k c j ę  r u c h l i w o ś c i  -  V  u k ł a d u  c i ą 

g ł e g o  l u b  f u n k c j ę  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e j  -  Z  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  w f u n k c j ę  

o d w r o t n o ś c i  r u c h l i w o ś c i  -  U u k ł a d u  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  

c i ą g ł y .



-  5 2  -

3 °  T r a n s f o r m a c j a  t y p u 1 ’

4 °  T r a n s f o r m a c j a  t y p u 2 *

r  =  t h  i -  r s  = t h r s .  C 4 . 4 }

O d w z o r o w a n i e m  C 4 . 3 )  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  f u n k c j ę  r u c h l i w o ś c i  -  V C s )  l u b  

f u n k c j ę  d o  n i e j  o d w r o t n ą  -  U C s )  u k ł a d u  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o 

s ó b  c i ą g ł y ,  w f u n k c j ę  o p i s u j ą c ą  n a  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  p  

r u c h l i w o ś ć  -  V C p )  l u b  j e j  o d w r o t n o ś ć  -  UC p )  u k ł a d u  o  p a r a m e t r a c h  

s k u p i o n y c h .

T r a n s f o r m a c j ą  C 4 . 4 )  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  n a t o m i a s t  f u n k c j ę  r u c h l i w o ś c i  -  

V C s )  l u b  j e j  o d w r o t n o ś ć  -  U C s )  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  w f u n k c j ę  -  V C r )  l u b  U C r )  

u k ł a d u  d y s k r e t n e g o  n a  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  r .

I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  o r a z  f i z y c z n ą  o k r e ś l o n y c h  t r a n s f o r m a c j i  

C 4 . 1  +  4 . 4 )  o t r z y m u j e  s i ę  s t o s u j ą c  j e  d o  p r z e k s z t a ł c e ń  c h a r a k t e r y s t y k  

d y n a m i c z n y c h  o p i s a n y c h  z a l e ż n o ś c i a m i  C 3 .  1 2  +  3 . 1 5 )  o r a z  C 3 . 2 3 ) ,  C 3 .  2 8 ) ,

C 3 .  3 1 ) ,  C 3 . 3 7 ) ,  C 3 .  3 8 ) ,  C 3 .  4 7 ) .

4 . 2 .  T r a n s f o r m a c i e  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  n a  p ł a s z c z y ź n i e  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j

4 . 2 . 1 .  P r z e k s z t a ł c e n i a  c h a r a k t e r y s t y l  d y n a m i c z n y c h  p r ę t ó w  p o j e d y n c z y c h

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  p r z e k s z t a ł c e n i a  f u n k c j i  

o p i s u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  w c h a r a k t e r y s t y k i  

d y n a m i c z n e ,  k t ó r e  m o ż n a  p r z y p o r z ą d k o w a ć  k r a w ę d z i o m  g r a f u  b i e g u n o w e g o  j a k o  

m o d e l u  m e c h a n i c z n e g o  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o .

T r a n s f o r m u j ą c  w y r a ż e n i a  C 3 .  1 2 )  i  C 3 .  1 3 )  z g o d n i e  z  C 4 .  2 ) ,  o t r z y m u j e  s i ę

V ) ,  .. 1 _<  i  ,  1 f  E F  i “ 1 . . f  E F  I  ’ 1 ’ , ,  _
Us  C s }  -- -  Z s  C s }  =  -  [ — j - J  r s  t h y s  =  [ —J - J  r  t - h ^ s .  C 4 . 5 }

i  > ,  ,  1 _ <  i k  .  1 f  E F  l ' 1 ’ . . f  E F  1 ‘ 1 ’ _  ,  ,
Uu  C s }  =  -  Z u  C s }  =  -  [ — j - J  r s  c t h ^ s  =  [ — ¡ - I  r  c t h j - s .  C 4 . 6 }

W y k o n u j ą c  n a s t ę p n i e  t r a n s f o r m a c j ę  C 4 . 3 )  w y r a ż e ń  C 4 . 5 )  i  C 4 .  6 ) y u z y s k u j e

s i  ę

l / l > C p }  =  / C p F }  ‘ Ł ’ C E F }  ‘ 4 ’ p .  C 4 .  7 }

U ^ ’ c p }  =  / c p F ^ ^ C E F } 1 " '  Ł .  C 4 .  8 }

Z a l e ż n o ś c i  C 4 . 7 )  i  C 4 . 8 )  m o ż n a  z a t e m  t r a k t o w a ć  J a k o  o d w r o t n o ś c i  

r u c h l i w o ś c i  C n i e r u c h l i w o ś c i , i m p e d a n c j e  m e c h a n i c z n e )  e l e m e n t ó w  d y s k r e t 

n y c h .  We w z o r z e  C 4 . 7 )  w y r a ż e n i e  p o d  p i e r w i a s t k i e m  t r a k t o w a n e  . b ę d z i e  j a k o

4 ) P r z e k s z t a ł c e n i e  t o  w l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  f i l t r ó w  e l e k t r y c z n y c h  z w a n e  
j e s t  t r a n s f o r m a c j ą  W y n d r u m a  C p o r .  n p .  C 1 6 3  s . 2 0 8 ,  [ 5 0 3  s . 8 2 + 8 3 ) .

2 > Z w a n a  t r a n s f o r m a c j ą  R i c h a r d s a  C p o r . n p .  [ 8 9 ]  s . 2 2 8 ) .

p  =  t h y s .  C 4 . 3 )
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m a s a  n / v > i  w t e n  s p o s ó b  l / v > C p )  =  n / v > p ,  n a t o m i a s t  w C 4 . 8 )  -  j a k o

s z t y w n o ś ć  c ^ v * , p o n i e w a ż  U ^ v } =  c ^ v > /  p .  G r a f i c z n ą  r e p r e z e n t a c j ę  p r z e 

k s z t a ł c e ń  C 4 .  5  +  4 . 8 )  p o k a z a n o  n a  r y s .  4 . 1 .

b)

z % r

p ła szczyzna

______ x\___
płaszczyzna (g) 

/\______

Uls)-4-Zts) . /
isJ’=,s«=o

R y s .  4 . 1 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  g r a f u  
p r ę t a :  s w o b o d n e g o  C a )  i  u t w i e r d z o n e g o  C b )

F i g .  4 . 1 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c  
a n d  o f  t h e  g r a p h  o f  a  b a r :  f r e e  C a )  a n d  c l a m p e d  C b )

W p o d o b n y  s p o s ó b  m o ż n a  p r z e t r a n s f o r m o w a ć  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  -  j e ś l i

z a s t o s u j e  s i ę  k o l e j n o  C 4 . 1 )  i  C 4 . 3 )  -  o t r z y m u j ą c  w t e n  s p o s ó b  r u c h l i w o ś c i

V ( i > C p )  =  1 /  U < l > C p )  o r a z  V < v > C p )  =  1 /  U < Ł > C p ) .  s  s  u  u
T r a n s f o r m u j ą c  n a t o m i a s t  w y r a ż e n i a  C 3 .  1 4 )  i  C 3 .  1 5 )  z g o d n i e  z  C 4 . 2 ) ,  

c z y l i

1 /  V C s )  s  U C s )  =  -  Z  C s )  
z  z  s  z

IX  V < i l C s }  a  U , l > C s }  = -  Z < l > C s }  =  -  
r  r  s  r  s

o r a z  p r z e k s z t a ł c a j ą c  C 4 . 9 }  i  C 4 . 1 0 }  w e d ł u g  C 4 .  4 } ,  o t r z y m u j e  s i ę  

U ‘ 1 ’ C r )  =  l x  v ‘ 1 ’ c r C p F  } C E F  } C 4 .  l i }

u '  '  ’ C r }  s  IX  v “ ’ Cr}  = Y  CpF } ‘ 1 *CEF } ‘ * ’ -
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R e p r e z e n t a c j ę  g r a f i c z n ą  p r z e k s z t a ł c e ń  C 4 . 9  -r 4 . 1 2 )  o t r z y m a n y c h  w p o s 

t a c i  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h .  J a k o  m o d e l i  d w ó j n i k ó w  m e c h a n i c z n y c h ,  e l e m e n t ó w  

d y s k r e t n y c h :  i n e r c y j n e g o  i  s p r ę ż y s t e g o ,  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s .  4 . 2 .  P r a k 

t y c z n y  z a k r e s  z a s t o s o w a ń  t y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  p o d a n o  n a t o m i a s t  w r o z d z i a l e  

p i ą t y m .

p ła szczyzna
 -N_____

płaszczyzna©

- \

R y s .  4 . 2 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  g r a f u  
p r ę t a :  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  p r z e m i e s z c z e ń  J e g o  k o ń c ó w  C a 5  i  r ó w n y c h  

w a r t o ś c i a c h  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  C b 5

F i g .  4 . 2 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c  
a n d  o f  t h e  g r a p h  o f  a  b a r :  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  d i s p l a c e m e n t s  

a t  i t s  b o u n d a r i e s  C a 5  a n d  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  C b 5

N a  r y s .  4 . 2  n i e  p o k a z a n o  e l e m e n t ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o ,  k t ó r y m i  s ą  p r ę t y  

d r g a j ą c e  w z d ł u ż n i e ,  l e c z  i c h  g r a f y  d r u g i e j  k a t e g o r i i  z X l l >  C p o r  r o z d z .  2 5  

w s z c z e g ó l n y c h  s t a n a c h  z w a r c i a  i c h  w i e r z c h o ł k ó w .  S t a n y  t e  w y n i k a j ą  z  p r z y 

j ę t y c h  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  k l a s y c z n y c h  i  n i e k l a s y c z n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o 

w y c h .

D a l s z e  p r z e k s z t a ł c e n i a ,  k t ó r e  z i l u s t r o w a n o  n a  r y s .  4 . 2 ,  s ą  k o n s e k w e n c j ą  

o k r e ś l o n y c h  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  J a k  r ó w n i e ż  t e z y  

p r  a c y .

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  r o z w a ż a ń  w y n i k a ,  ż e  z a r ó w n o  m o d e l e  e l e m e n t a r n y c h  

o d c i n k ó w  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  w p o s t a c i  o b c i ą ż o n y c h  g r a f ó w  d r u g i e j  i  t r z e c i e j  

k a t e g o r i i  C r y s .  4 . 1 ,  4 . 2 5 ,  J a k  r ó w n i e ż  d w ó j n l k i  d y s k r e t n e  t y p u  i n e r c y j n e g o  

-  r n ' 1 ’ !  m ‘ 1 ’ o r a z  s p r ę ż y s t e g o  -  c < l > i  c <l >  i  i c h  m o d e l e  w p o s t a c i  g r a f ó w

b i e g u n o w y c h  w y n i k a j ą  z  p r z y j ę t y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i  

t r a n s f o r m a c j i  i c h  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h .

o k r e ś l  o n y c h
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4 . 2 . 2 .  P r z e k s z t a ł c e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  u k ł a d ó w

d w u p r ę t o w y c h

W t y m  r o z d z i a l e  p r z e t r a n s f o r m o w a n o  c h a r a k t e r y s t y k i  u k ł a d ó w  d w u 

p r ę t o w y c h ,  w y p r o w a d z o n e  w r o z d z i a l e  t r z e c i m ,  a  o p i s a n e  z a l e ż n o ś c i a m i  

C 3 .  2 3 ) ,  C 3 . 2 8 ) ,  C 3 .  3 1 ) .  C 3 . 3 7 ) ,  C 3 . 3 8 )  o r a z  C 3 . 4 7 ) .

T r a n s f o r m u j ą c  C 3 .  2 3 ) ,  C 3 .  2 8 ) ,  C 3 . 3 1 ) ,  k o l e j n o  w e d ł u g  C 4 . 1 )  i  C 4 . 3 )

o t r z y m u j e  s i ę

1 ^ 1  1 2 w. p  w, -  +  w. -  w. . -  a _ p  +  a _
1 /  U < l > Cp 5  =  V < l , Cp 5  = —  ---------------------------- p  1 1 p  = — , C4 .  1 3 5

s s  s s  w  -  +  w -  b l pi  P  i  +1 P

1 1 1  1 w.  p  w.  -  w . .  -  +  w.  -  w.  p  w.  -  a .  p
1 /  U c l , Cp 5  =  V < l > C p 5  =  — --------—  P -i —E— i _ ł   Ł ..1 P  = ---------------------- 1------------ ,

SU ^  SU  1 1 , 1 , 2 , .
Wi  p  Wi + 1 p  +  Wi + l P  Wi + 1 p  b 2 P  +  O

C 4 .  1 4 )
1 1 w, -  w. p  w. -  a „  p

1 /  U <V>C p )  =  V < x > C p ) =  -----------------------^ ---------f— i .-E ------------—  =     , C 4 . 1 5 )
US US 1 1 1 . 2  Ł .

Wi  p  Wi + 1 p  +  Wi + l P  Wi + 1  p  2 P  + b 0

1 1 2g d z i e :  w  =     , w =---  :-----;------------  , a  =  w , a  =  w w , b  = w  +
1 C E F 5 < l V  1 1  C E F 5  y* 2  1 0  i i - l  1 i

+ Wi + 1 -  a l =  Wi2 w i + 1 + Wi Wi2 + i ’ b 2 =  " W  b 0 = Wi Wi + l '  a i = Wi Wi + l -

P r z e d  i n t e r p r e t a c j ą  g r a f i c z n ą  i  f i z y c z n ą  o t r z y m a n y c h  r u c h l i w o ś c i  d w u -  

p r ę t o w y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  w y z n a c z o n e  r u c h l i w o ś c i  d w u e l e m e n t o w y c h  d w ó j -  

n i k ó w  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r y c h  g r a f y  b i e g u n o w e  p o k a z a n o  n a  r y s .  4 . 3 .

R y s .  4 . 3 .  G r a f y  b i e g u n o w e  d w ó j n i k ó w  e l e m e n t ó w  d y s k r e t n y c h  p o ł ą c z o n y c h  
s z e r e g o w o  C a )  i  r ó w n o l e g l e  C b )

F i g .  4 . 3 .  P o l a r  g r a p h s  o f  t w o - t e r m i n a l  d i s c r e t e  e l e m e n t s  c o n n e c t e d :  i n  t h e  
c a s c a d e  w a y  C a )  a n d  i n  t h e  p a r a ł l e i  w a y  C b )
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R e p r e z e n t a c j ę  g r a f i c z n ą  p r z e k s z t a ł c e ń  C 4 . 9  -r 4 . 1 2 }  o t r z y m a n y c h  w p o s 

t a c i  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h .  J a k o  m o d e l i  d w ó j n i k ó w  m e c h a n i c z n y c h ,  e l e m e n t ó w  

d y s k r e t n y c h :  i n e r c y j n e g o  i  s p r ę ż y s t e g o ,  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s .  4 . 2 .  P r a k 

t y c z n y  z a k r e s  z a s t o s o w a ń  t y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  p o d a n o  n a t o m i a s t  w r o z d z i a l e  

p i ą t y m .

p ła szczyzna
_____~s_____

płaszczyzna©

R y s .  4 . 2 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  g r a f u  
p r ę t a :  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  p r z e m i e s z c z e ń  J e g o  k o ń c ó w  C a }  i  r ó w n y c h  

w a r t o ś c i a c h  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  C b }

F i g .  4 . 2 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c  
a n d  o f  t h e  g r a p h  o f  a  b a r :  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  d i s p l a c e m e n t s  

a t  i t s  b o u n d a r i e s  C a )  a n d  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  C b }

N a  r y s .  4 . 2  n i e  p o k a z a n o  e l e m e n t ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o ,  k t ó r y m i  s ą  p r ę t y  

d r g a j ą c e  w z d ł u ż n i e ,  l e c z  i c h  g r a f y  d r u g i e j  k a t e g o r i i  2 X <1> C p o r  r o z d z .  2 }  

w s z c z e g ó l n y c h  s t a n a c h  z w a r c i a  i c h  w i e r z c h o ł k ó w .  S t a n y  t e  w y n i k a j ą  z  p r z y 

j ę t y c h  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  k l a s y c z n y c h  i  n i e k l a s y c z n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o 

w y c h .

D a l s z e  p r z e k s z t a ł c e n i a ,  k t ó r e  z i l u s t r o w a n o  n a  r y s .  4 . 2 ,  s ą  k o n s e k w e n c j ą  

o k r e ś l o n y c h  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  J a k  r ó w n i e ż  t e z y  

p r a c y .

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  r o z w a ż a ń  w y n i k a ,  ż e  z a r ó w n o  m o d e l e  e l e m e n t a r n y c h  

o d c i n k ó w  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  w p o s t a c i  o b c i ą ż o n y c h  g r a f ó w  d r u g i e j  i  t r z e c i e j  

k a t e g o r i i  C r y s .  4 . 1 ,  4 . 2 } ,  J a k  r ó w n i e ż  d w ó j n i k i  d y s k r e t n e  t y p u  i n e r c y j n e g o  

-  m ^ ' , > l  n / v ) o r a z  s p r ę ż y s t e g o  -  c ^ 1 * !  c ^ l >  i  i c h  m o d e l e  w  p o s t a c i  g r a f ó w
u  r

b i e g u n o w y c h  w y n i k a j ą  z  p r z y j ę t y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i  

t r a n s f o r m a c j i  i c h  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h .

o k r e ś l o n y c h
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4 . 2 . 2 .  P r z e k s z t a ł c e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  u k ł a d ó w

d w u p r ę t o w y c h

W t y m  r o z d z i a l e  p r z e t r a n s f o r m o w a n o  c h a r a k t e r y s t y k i  u k ł a d ó w  d w u 

p r ę t o w y c h ,  w y p r o w a d z o n e  w r o z d z i a l e  t r z e c i m ,  a  o p i s a n e  z a l e ż n o ś c i a m i  

C 3 .  2 3 }  , C 3 .  2 8 }  , C 3 .  3 1 } .  C 3 . 3 7 } ,  C 3 .  3 8 }  o r a z  C 3 .  4 7 } .

T r a n s f o r m u j ą c  C 3 . 2 3 } ,  C 3 . 2 8 } ,  C 3 . 3 1 } ,  k o l e j n o  w e d ł u g  C 4 .  1 }  i  C 4 . 3 }  

o t r z y m u j e  s i ę

1 ^ 1  1 2 w. p  w. — +  w. -  w,  . -  a _ D  +  a _
1 /  U < l > C p 3  s  V < l > CpD = —  i - E   P  ■ ■ p .. = — ® , C 4 . 1 3 3

s s  s s  w,  Ł  +  w, ,  Ł  b l p
i  p  i  +1  p

1 1 1  1w. p  w. -  w,  -  + w. -  w . . p  w.  -  a .  p
1 /  U ( Ł ł CpD H V , ł , C p 5  =  1 1 P  l ł l  P  1 P  l ł l  ;  —  • P -  =   i  .

s  s  W Ł  W,  ,  Ł  +  w  p  w  Ł  b  p 2 +  b
i  p  i  +1  p  i  + 1 K i  +1  p  2  O

t C 4 .  1 4 }

1 /  u ( Ł * C p }  s  v { 1 ł C p } *  --------7-^—2 -----1 ^ — ---- i l ł - E ----------- —  a  --------— --------  .  C 4 .  1 5 }
U S  r  U S  r  1 1 1 . 2 ,

W — w — +  w D W  — D _ D  +  D  _
i  p  i + 1  p  i + l p  i + 1  p  2  “ O

. . 1 1 2 . g d z i e :  w.  =   : ,  w.  . =---- :-----:-------------  . a  =  w , a  =  w w , b  =  w +
1 C E F3 < l V  1+1 C E F3 “ ł l V  2 1  0  1 1 +1 1 1

+ wi + i -  a l =  wi2 w i + i +  wl wi + l -  b a = wl + l ’ b o =  wi wi + i -  a i =  wi ' W

P r z e d  i n t e r p r e t a c j ą  g r a f i c z n ą  i  f i z y c z n ą  o t r z y m a n y c h  r u c h l i w o ś c i  d w u -  

p r ę t o w y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  w y z n a c z o n e  r u c h l i w o ś c i  d w u e l e m e n t o w y c h  d w ó j -  

n i k ó w  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r y c h  g r a f y  b i e g u n o w e  p o k a z a n o  n a  r y s .  4 . 3 .

R y s .  4 . 3 .  G r a f y  b i e g u n o w e  d w ó j n i k ó w  e l e m e n t ó w  d y s k r e t n y c h  p o ł ą c z o n y c h  
s z e r e g o w o  C a }  i  r ó w n o l e g l e  C b }

F i g .  4 . 3 .  P o l a r  g r a p h s  o f  t w o - t e r m i n a l  d i s c r e t e  e l e m e n t s  c o n n e c t e d :  i n  t h e  
c a s c a d e  w a y  C a )  a r i d  i n  t h e  p a r a l l e l  w a y  C b }



N a  r y s .  4 . 3  o z n a c z o n o  k r a w ę d z i e  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h ,  k t ó r y m  p r z y 

p o r z ą d k o w a n o  l i c z b y  n a t u r a l n e  C l , 2 . 3 , 4 3  o r a z  o d w r o t n o ś c i  r u c h l i w o ś c i  

C i m p e d a n c j e  m e c h a n i c z n e }  -  u ^ , u ^ .

L i c z b y  s t r u k t u r a l n e  p i e r w s z e j  k a t e g o r i i  o r a z  p o c h o d n e  a l g e b r a i c z n e  

t y c h  l i c z b  s ą  o d p o w i e d n i o  r ó w n e :

-  w p r z y p a d k u  g r a f u  C r y s .  4 .  3 a 3

■ [ i ] -
A "  = 1 1 3  [ 2 3  =  I * | .  A “ a  =  a d i  = C i  2 3 .  C 4 . 1 6 D

-  w p r z y p a d k u  g r a f u  C r y s .  4 .  3 b 3

A -  C l  2 3 .  AJ -  A £  =  C43 =  1 .  C 4 . 1 7 3

P r z y j m u j ą c ,  ż e  u ^  = n / l > p ,  u ^  = c ^ l + 1 > /  p ,  r u c h l i w o ś c i  V ’ C p 3  i  V*'Cp3 

w y n o s z ą  o d p o w i  e d n i  o

V* C p 3  =  d e t  A ! /  d e t  A ’ = ---- :-------- £  , C 4 . 1 8 3
U  1  U  ( V > 2  '  • -  * '

m_ P

V C p 3  =  d e t  A "  /  d e t  A =   :  . C 4 .  1 9 3u  1 2  u  < v 4-1 >
c  pu  r

I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 1 3  -r 4 . 1 5 3 ,  C 4 . 1 8 3 ,  C 4 .  1 9 3

p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s .  4 . 4  4 > , z  k t ó r e g o  w y n i k a ,  ż e  m i m o  t y c h  s a m y c h  s t o p n i  

l i c z n i k ó w  w w y r a ż e n i a c h  C 4 . 1 4 3  i  C 4 .  1 5 3  o r a z  C 4 . 1 8 3  i n n a  j e s t  p o s t a ć  

w s p ó ł c z y n n i k a  a ^  i  a ^ J . S t ą d  p o  p r z y r ó w n a n i u  d o  s i e b i e  w y r a z ó w  p r z y  t y c h  

s a m y c h  p o t ę g a c h  p  w  C 4 . 1 4 3  i  C 4 .  1 5 3  z  C 4 . 1 8 3  o t r z y m a  s i ę  r ó ż n e  w a r t o ś c i  

wi >  w o r a z  C E F 5  ‘ 1 ’ .  C pF D  ‘ 1 * a  t a k i e  CEF3><1 + 1 > . C p F D < l ł l > . R ó w n i e ż  i n n y  

b ę d z i e  s p o s ó b  w y z n a c z a n i a  wi . P o r ó w n u j ą c  b o w i e m  C 4 . 1 4 3  z  C 4 . 1 8 3  o t r z y m u j e  

s i ę  u k ł a d  d w ó c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  n i e l i  n i  o w y c h 2 * ,  n a t o m i a s t  z  p o 

r ó w n a n i a  C 4 . 1 5 3  z  C 4 . 1 9 3  m o ż n a  w p r o s t  w y z n a c z y ć  p a r a m e t r y  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  

w ^ . Z a g a d n i e n i e  t o  b ę d z i e  p r z e d m i o t e m  r o z w a ż a ń  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  p r z y  

r e t r a n s f o r m a c j i  w y n i k ó w  o t r z y m a n y c h  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  

w r e z u l t a t y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .

P r z e d s t a w i o n e  t r a n s f o r m a c j e  c h a r a k t e r y s t y k  u k ł a d ó w  d w u p r ę t o w y c h  d o t y 

c z y ł y  p r z e k s z t a ł c e n i a  p ł a s z c z y z n y  s  w p .  O b e c n i e  z o s t a n ą  p o k a z a n e  

t r a n s f o r m a c j e  c h a r a k t e r y s y k  t a k i c h  u k ł a d ó w  z  z a s t o s o w a n i e m  p r z e k s z t a ł c e n i a  

p ł a s z c z y z n y  s  w r .  T r a n s f o r m u j ą c  z a t e m  C 3 .  3 7 3  o r a z  C 3 .  3 8 3  k o l e j n o  z g o d n i e  

2  C 4 . 1 3  i  C 4 . 4 ^  o t r z y m u j e  s i ę

1w.  — w r  c „  r
V - > C O  =  - V  * + .1 . . ,   l i   C 4 . 2 0 3

Wi  7  + wi + i r  d 2 r  + d o

P o r .  r ó w n i e ż  r y s .  3 . 1 0  a , b , c ,  n a  k t ó r y m  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  p o ł ą c z e n i a  
g r a f ó w  d w u b l o k o w y c h  z  g r a f e m  m o d e l u j ą c y m  " p o z o s t a ł ą  c z ę ś ć  u k ł a d u  
p r  ę t  o w e g o " .

2 > P o d o b n i e  n a l e ż y  p o s t ę p o w a ć  p o r ó w n u j ą c  o d p o w i  e d n i  o  w s p ó ł c z y n n i k i
w C 4 . 1 3 3  i  w C 4 .  1 9 3 .
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płaszczyzna (s) płaszczyzna (g)

R y s .  4 . 4 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  g r a f u  
u k ł a d u  d w u p r ę t o w e g o  u t w o r z o n e g o  z  p r ę t ó w :  s w o b o d n y c h  C a )  o r a z  s w o b o d n e g o

i  u t w i e r d z o n e g o  C b ,  c )

F i g .  4 . 4 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c  
a n d  o f  t h e  t w o - b a r  s y s t e m  g r a p h  c r e a t e d  o f  b a r s :  f r e e - f r e e  C a )  a n d  f r e e -

- c l a m p e d  C b ,  c )

V ( l > C r 5  =  v .  -  +  w . ^ , r  =  ■ — -■.------- —  ,  C 4 . 3 1 3
z r  i  r  i + i  d ^ r

g d z i e :  w,  =   —---------  ,  v ,  =   —--------  , c ,  = w.  w , , d _  =  w. , d _  =  w. ,
C E F i  C E F 3 < l 'tIL l i + 1 2  i +1 O i

z  r

C 2  =  Wi  +1 ’ ° 0  = W1 * d l  1 ’

I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  t r a n s f o r m o w a n y c h  w y r a ż e h  C 3 . 3 7 )  i  C 3 . 3 8 )  

w C 4 . 2 0 )  i  C 4 . 2 1 )  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s .  4 . 5  C p o r .  r y s .  3 . 1 0  d , e ) ,  n a  k t ó 

r y m  z a m i e s z c z o n o  r ó w n i e ż  w y z n a c z o n e  r u c h l i w o ś c i  d w u e l e m e n t o w y c h  d w ó j n i k ó w  

u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r y c h  g r a f y  b i e g u n o w e  p o k a z a n o  n a  r y s .  4 . 3 .  

R u c h l i w o ś c i  t e ,  p o  p o d s t a w i e n i u  u ^ *  n / v > r  i  =  C p V + 1 > /  r * w y n o s z ą

C 4 .  2 2 )
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V * * C r 5  =
C 4 .  2 3 5

Z 7

b)

vb)--sY(s) , 

r = th r s
i | Qi*1

p ła szczyzna  
 /\_____

_ y \ _

V w  = mjJr&cjHł 

: X
oo

~ \ / ~

p ła szczyzna  ©  
 /\________

f * U
R y s .  4 . 5 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  g r a f u  
u k ł a d u  d w u p r ę t o w e g o  u t w o r z o n e g o  z  p r ę t ó w  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  
u o g ó l n i o n y c h  p r z e m i e s z e ń  k o ń c ó w  o r a z  o  r ó w n y c h  w a r t o ś c i a c h  s i ł

u o g ó l n i o n y c h  p o ł ą c z o n y c h  r ó w n o l e g l e  C a 5  i  s z e r e g o w o  C b 5

F i g .  4 . 5 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c  
a n d  o f  t h e  t w o - b a r  s y s t e m  g r a p h  w i t h  e q u a l  v a l u e s  o f  g e n e r a l i z e d  
d i s p l a c e m e n t s  a t  i t s  b o u n d a r i e s  a n d  e q u a l  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  c o n n e c t e d :  i n

t h e  p a r a l l e l  w a y  C a 5  a n d  i n  t h e  c a s c a d e  w a y  C b 5

2  r y s .  4 . 5  w y n i k a j ą  z a r ó w n o  r e p r e z e n t a c j e  g r a f i c z n e  p r z e t r a n -  

s f o r m o w a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  u k ł a d ó w  d w u p r ę t o w y c h  o  d ł u g o ś c i  e l e m e n t u  

p o d s t a w o w e g o  r ó w n e j  L ,  J a k  r ó w n i e ż  s ł u s z n o ś ć  p r z y j ę c i a  m o d e l i  t y c h  

e l e m e n t ó w  w p o s t a c i  h i p e r g r a f ó w  3 X < 1 > * 9 X < v * 4>f  o  c z y m  ś w i a d c z y  i z o m o r f i z m  

s z k i e l e t ó w  X ^  z  g r a f a m i  b i e g u n o w y m i  X. P o n a d t o  z  p o r ó w n a n i a  z a l e ż n o ś c i  

C 4 . 2 0 5  i  C 4 . 2 1 5  o d p o w i e d n i o  z  C 4 . 2 2 5  i  C 4 . 2 3 5  m o ż n a  w p r o s t  w y z n a c z y ć  

w a r t o ś c i  wJ , w, . „ . Z a g a d n i e n i e  t o  o m ó w i o n o  w  d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y ." i *  wi + l *

4 . 2 . 3 .  P r z e k s z t a ł c e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  w i  e l o o d c i  n k o w y c h  

u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h

P r z e d  t r a n s f o r m a c j a m i  -  i  i c h  r e p r e z e n t a c j ą  g r a f i c z n ą  -  p o d a t n o ś c i  

d y n a m i c z n e j  d r g a j ą c e g o  c i ą g ł e g o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o  z ł o ż o n e g o  z  n i e 

s k o ń c z o n e j  l i c z b y  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  C p o r .  r o z d z .  3 . 2 5  p r z e d s t a w i o n o
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t r a n s f o r m a c j e  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  

s k ł a d a j ą c y c h  s i ę  z e  s k o ń c z o n e j  l i c z b y  t y c h  e l e m e n t ó w .

O g ó l n a  p o s t a ć  f u n k c j i  c h a r a k t e r y s t y c z n e j  o p i s u j ą c e j  w ł a s n o ś c i  

d y n a m i c z n e  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  p r z y j m u j e  

p o s t a ć

a_ t h my s  +  am-1 t h m *ys + ... + a^
Y C s J  = - Z C s J s  (  b n  t h n y s  +  b n _ 1 t h r  s bo )

l u b

Y C s )
c k t h k y s  +  c k _ 1 t h k V s  +

Z C s )

g d z i e :  k , 1 ,  m ,  n  -

c .  , c .  . . k k.-i

s  (  d 1 th1 y s  +  d 1 - : l

liczby naturalne, a , a , m m- 1
. - . » c

a u  1 - 1t h  y s

n - 1

C 4 .  2 4 )

C4.  2 5 )  

• . b -o*

V  d i - i -
, d Q -  l i c z b y  r z e c z y w i s t e .

T r a n s f o r m u j ą c  C 4 . 2 4 3  i  C 4 . 2 5 3  z g o d n i e  z  C 4 . 1  +  4 .  4 3 ,  o t r z y m u j e  s i ę
m  m -  1

a  p  + a  p  +1 m»- <-
VCp3

V C r 3

m
UCpJ

U C r 3
- k - 1 *

d l r
l  - 1

+ a .

+ c /-

C 4 .  2 6 )

C 4 . 2 7 )

Z a l e ż n o ś c i  C 4 . 2 6 ) f u n k c j a m i  , 

s k r ę t n i  e

k t ó r e

u k ł a d ó w

M e t o d y  t e

1  - 1

C 4 . 2 7 )  s ą  p o d s t a w o w y m i  

u m o ż l i w i a j ą  s y n t e z ę  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b  

m e c h a n i c z n y c h  ś c i s ł y m i  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  

z o s t a n ą  s z c z e g ó ł o w o  p r z e d s t a w i o n e  w r o z d z i a l e  s z ó s t y m .

N i e p r z y p a d k o w o  p r z e d s t a w i o n o  r ó w n i e ż  d w i e  f o r m y  t e j  s a m e j  p o s t a c i  

s y n t e z o w a n e j  f u n k c j i  C 4 . 2 6 )  i  C 4 . 2 7 ) .  U c z y n i o n o  t o  c e l o w o ,  a b y  u n i k n ą ć  

n i e p o r o z u m i e ń  i  p o m y ł e k  p r z y  r © t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  

o t r z y m a n y c h  w w y n i k u  s y n t e z y  d w ó j n i k ó w  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o .  P o n a d t o  p o s t a ć  

c h a r a k t e r y s t y k i  C 4 . 2 6 )  l u b  C 4 . 2 7 )  i m p l i k u j e .  J a k  z o s t a n i e  p o k a z a n e  w  r o z 

d z i a l e  s z ó s t y m ,  m e t o d ę  s y n t e z y  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o  z e  w z g l ę d u  n a  p r a k t y c z n ą  

r e a l i z a c j ę  o t r z y m a n e j  s t r u k t u r y  d y s k r e t n e j  w p o s t a c i  g r a f u  b i e g u n o w e g o  

i  t y m  s a m y m  m o ż l i w o ś ć  J e g o  J e d n o z n a c z n e g o  o d w z o r o w a n i a  w o b c i ą ż o n y  

h i p e r g r a f  k X ,  k t ó r y  J e s t  m o d e l e m  d r g a j ą c e g o  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  C k  = 2  l u b  3 ) .

N a  z a k o ń c z e n i e  t e j  c z ę ś c i  p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  t r a n s f o r m a c j ę  c h a r a k 

t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  o p ’i s a n e J  z a l e ż n o ś c i ą  C 3 . 4 7 ) .  P r z e k s z t a ł c a j ą c  z a t e m  

C 3 .  4 7 )  z g o d n i e  z  C 4 . 1 ) ,  o t r z y m u j e  s i ę  r u c h l i w o ś ć  Y ^ C s )  w p o s t a c i

V C s )  s  1 / U  oca cc
C s )  = s E F y s

C 4 .  2 8 )

Z a l e ż n o ś ć  C 4 . 2 8 )  m o ż n a

V p F E F  '

t r a k t o w a ć  J a k o  r u c h l i w o ś ć c h a r a k t e r z e

w s p ó ł c z y n n i k a  t ł u m i e n i a  w i s k o t y c z n e g o .  I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  z a r ó w n o  

m o d e l u  u k ł a d u  w p o s t a c i  o b c i ą ż o n e g o  h i p e r g r a f u  ZX ,  J a k o  s t r u k t u r y  b l o k ó w  

o b c i ą ż o n e g o  h i p e r g r a f u  9 X  C p o r .  r y s .  3 . 1 ) ,  n a  p o d s t a w i e  k t ó r e g o  w y z n a c z o n o  

p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n ą  Y ^ C s )  o r a z  p r z e k s z t a ł c e n i a  C 4 . 2 8 )  p o k a z a n o  n a  

r y s .  4 . 6 .
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R y s .

F i g .

4 . 6 .  I l u s t r a c j a  t r a n s f o r m a c j i  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i  h i  -
p e r g r a f u  u k i a d u  n - p r ę t o w e g o ,  g d y  n — ► oo

4 . 6 .  I l l u s t r a t i o n  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l  c h a r a c t e r i s t i c
o f  t h e  h y p e r  g r a p h  o f  a  b a r  s y s t e m  w h e n  n  — ► oo

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  r o z w a ż a ń  d o t y c z ą c y c h  w y z n a c z e n i a  r u c h l i w o ś c i  

d w ó j n i k a  m e c h a n i c z n e g o  t y p u  t ł u m i k  w i s k o t y c z n y  w y n i k a ,  ± e  m i m o  i s t n i e n i a  

s k o ń c z o n e j  w a r t o ś c i  t e j  r u c h l i w o ś c i ,  t o  J e d n a k  -  m a j ą c  n a  u w a d z e  r a c j ę  

m o ż l i w o ś c i  w y t w ó r c z y c h  -  n i e m o ż l i w a  j e s t  p r a k t y c z n a  r e a l i z a c j a  t a k i e g o  

c i ą g ł e g o  u k ł a d u  d r g a j ą c e g o .  W a r t o  r ó w n i e ż  d o d a ć ,  ż e  z a l e ż n o ś ć  o k r e ś l a j ą c ą  

p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n ą ,  o m a w i a n e g o  o b e c n i e  u k ł a d u ,  w y z n a c z o n o  s t o s u j ą c  

p r z y j ę t ą  w p r a c y  r e p r e z e n t a c j ę  s y n t e z o w a n e j  k l a s y -  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  z a  

p o m o c ą  o b c i ą ż o n y c h  h i p e r g r a f ó w  o r a z  i c h  z w i ą z k i  z  a l g e b r ą  l i c z b  

s t r u k t u r a l n y c h  p i e r w s z e j  i  w y ż s z y c h  k a t e g o r i i  o r a z  l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h  

z u p e ł n y c h .

Z d e f i n i o w a n e  t r a n s f o r m a c j e  m i a ł y  n a  c e l u ,  z  j e d n e j  s t r o n y ,  p o k a z a n i e  

i n t e r p r e t a c j i  f i z y c z n e j  w y z n a c z o n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  e l e m e n t ó w  

u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  p r z e t r a n s f o r m o w a n y c h  n a  p ł a s z c z y z n y  i n n y c h  z m i e n n y c h  

z e s p o l o n y c h ,  a  z  d r u g i e j  -  w y k a z a n i e  m o ż l i w o ś c i  z a s t o s o w a n i a  n i e k t ó r y c h  

ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h .  O t y m ,  c z y  d a n ą  

m e t o d ę  s y n t e z y  u k ł a d ó w  o  p a r a m e t r a c h  s k u p i o n y c h  m o ż n a  w y k o r z y s t a ć  d o  

s y n t e z y  u k ł a d u  c i ą g ł e g o , n i e  d e c y d u j e  s t o s o w a n y  w p r a c y  a p a r a t  m o d e l o w a n i a ,  

l e c z  m o ż l i w o ś ć  r e t r a n s f o r m o w a n i a  w y n i k ó w  s y n t e z y  z  p ł a s z c z y z n y  p  l u b  r  n a  

p ł a s z c z y z n ę  s .

T o  o g r a n i c z e n i e  w y n i k a  z  f a k t u ,  ż e  o  i l e  z a w s z e  i s t n i e j e  p r z e 

k s z t a ł c e n i e  o d w r o t n e  o k r e ś l o n y c h  w p r a c y  f u n k c j i  c h a r a k t e r y s t y c z n y c h  e l e 

m e n t ó w  d w u o d c i n k o w y c h  i  J e d n o o d c i n k o w y c h  z  p ł a s z c z y z n y  p  l u b  r  n a  

p ł a s z c z y z n ę  s ,  t o  w n i e k t ó r y c h  p r z y p a d k a c h  s t r u k t u r  d y s k r e t n y c h ,  

p r z e d s t a w i o n y c h  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  C r o z d z .  6 } ,  t r a n s f o r m a c j a  g r a f u  

b i e g u n o w e g o  w o b c i ą ż o n y  g r a f  d r u g i e j  l u b  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  n i e  J e s t  

m o ż l i w a  n a  p o d s t a w i e  t r a n s f o r m a c j i  C 4 . 3 D  i  C 4 . 4 3 .  T y m  s a m y m  p r z e 

k s z t a ł c e n i e  b l o k ó w  o b c i ą ż o n e g o  h i p e r g r a f u  w e l e m e n t y  p o d s t a w o w e ,  

d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  m o d e l u  u k ł a d u  c i ą g ł e g o ,  j e s t  r ó w n i e ż  

n i  e m o ż l  i  w e .

P r z e d s t a w i o n e  o b e c n i e  n i e j e d n o z n a c z n o ś c i  o d w r o t n y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  

o t r z y m a n y c h  w y n i k ó w ,  Ś c i s ł y m i  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  n i e  s ą
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i m p l i k a c j ą  -  c o  s z c z e g ó l n i e  n a l e ż y  p o d k r e ś l i ć  -  z a s t o s o w a n y c h  w p r a c y  

g r a f o a l g e b r a i c z n y c h  m e t o d  m o d e l o w a n i a ^ l e c z  w y n i k a j ą  z e  s p e c y f i k i  u k ł a d ó w  

m e c h a n i c z n y c h ,  w k t ó r y c h  z a w s z e  i s t n i e j ą  e l e m e n t y  i n e r c y j n e 1 > .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  u d a ł o  s i ę  c z ę ś c i o w o  " o m i n ą ć "  t e n  f a k t ,  w p r o w a d z a j ą c  

i n n e ,  n i e  z n a n e  a u t o r o w i  w d o s t ę p n e j  l i t e r a t u r z e ,  w a r u n k i  b r z e g o w e  i  z a 

p r o p o n o w a ć  w t y m  p r z y p a d k u  t r a n s f o r m a c j ę  o k r e ś l o n ą  z a l e ż n o ś c i ą  C 4 . 4 D .  

T a k i e  u j ę c i e  u m o ż l i w i ł o  r o z s z e r z e n i e  k l a s y  s y n t e z o w a n y c h  s t r u k t u r  i  j e d n o 

z n a c z n e  r e t r a n s f o r m a c j e  u z y s k a n y c h  w y n i k ó w  z  p ł a s z c z y z n y  r  n a  p ł a s z 

c z y z n ę  s .

P o n a d t o  w s z y s t k i e  o k r e ś l o n e  w p r a c y  t r a n s f o r m a c j e  m a j ą  n a  c e l u :

-  n a d a n i e  i n t e r p r e t a c j i  f i z y c z n e j  p r z e k s z t a ł c a n y m  e l e m e n t o m  l u b  u k ł a d o m  

d w u e l e m e n t o w y m  z  p ł a s z c z y z n y  s  n a  r  l u b  p  i  o d w r o t n i e ,

-  w y k o r z y s t a n i e  n i e k t ó r y c h  ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  

C p o r .  n p .  C5 , 1 0 , 1 6 ,  40,  4 1  , 50 ,  5 5 ,  5 7 , 6 5 , 72-*-74 . 8 0 , 8 9 , 90] J d o  s y n t e z y  m e c h a 

n i c z n y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  p a r a m e 

t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .

4 .  3 .  R e t r a n s f o r m a c 1 e  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  

n a  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j

O t r z y m a n e  w w y n i k u  ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  z a r ó w n o  

s t r u k t u r y  d y n a m i c z n e ,  j a k  r ó w n i e ż  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  i c h  e l e m e n t ó w  -

-  d w ó j n i k ó w  m e c h a n i c z n y c h  w p o s t a c i  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h  -  n a l e ż y  p r z e t r a n -  

s f o r m o w a ć  z  p ł a s z c z y z n y  r  l u b  p  n a  p ł a s z c z y z n ę  s .  P r z e k s z t a ł c e n i a  

p o j e d y n c z y c h  d w ó j n i k ó w  w e l e m e n t y  p o d s t a w o w e  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  d o k o n u j e  s i ę  

n a  p o d s t a w i e  r y s .  4 . 1  i  4 . 2 ,  w y k o n u j ą c  d z i a ł a n i a  o d w r o t n e  d o  p r z e d s t a 

w i o n y c h  p r z y p a d k ó w  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y  s  w p ł a s z c z y z n ę  p  l u b  r .  

W a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  w y z n a c z a  

n a t o m i a s t  s i ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h  z a l e ż n o ś c i :

-  w p r z y p a d k u  r e t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y  p  w s

H C p F 1 5 < l > p  =  r  U < l > C p 5 ,  C 4 .  2 9 5

< V .

-  =  -  U < l > C p 5 ,  1 = 1 .  . . .  , n ,  C 4 . 3 0 5
„  P  Y  u

-  w  p r z y p a d k u  r

W r  rJPt .*>{ v ł r  =  rH C p F L 5 < 0 r  =  T  u ' U C r ) .  C 4 .  3 1 5

1 U* 1 1C r  5 . i = l .....................k .  C 4 . 3 2 5
r  r

gdzie: k, n - liczba elementów układu ciągłego. H - stała rzeczywista do
datnia, której sposob wyznaczania podano w rozdziale siódmym.

J e ś l i  p r z y j ą ć ,  ż e  w s z y s t k i e  e l e m e n t y  p o d s t a w o w e  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u

4 > W a r u n k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  o p i s u  t e g o  t y p u  e l e m e n t ó w  g r a f a m i  
b i e g u n o w y m i  p o d a ł  w p r a c y  h a b i l i t a c y j n e j  J .  W o j n a r o w s k i  [ 9 4 ] .
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b ę d ą  w y k o n a n e  z  t e g o  s a m e g o  t w o r z y w a  

p r z y j m ą  p o s t a ć

t o  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 2 9 4 .  3 2 )

H C p F 3  “  ’ =  (3 m , 1 s C 4 .  3 3 3

H C EF3 1 1 ’
1 ( i >= -x c , C 4 .  3 4 3U (3 u

H C p F ) ^  > 1 1 >= ft mz , C 4 .  3 5 3

HC E F 3 ‘ 1 ’r
1 < V >

= rt c  • C 4 .  3 6 3

g d z i e :  (3 =  V  p / E

N i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  ż e  J e ś l i  z e  w z o r u  C 4 . 3 3 )  l u b  C 4 . 3 5 )  w y z n a c z y  s i ę
( i  >o d p o w i e d n l o  H C p F 3  ' 1 ’ l u b  H C p F 3  * 1 * n a t o m i a s t  z  C 4 . 3 4 3  H CEF3

HCEF3“ ’ , t o  o d p o w i e d n i e  w a r t o ś c i  HCEF3^1 * , 

m o ż n a  o b l i c z y ć  J a k o

. < i  >

HC E F 3 ( i > H C p F 3 , '

a  z  C 4 .  3 6 3
. < i  >

H CEF3
HC p F 3  J H CEF 3

- E ,  H C p F 3

HC p F )  '

C4. 37)

H C E F )
H C p F ) J H C E F )

- E ,  H C p F ) C 4 .  3 8 )

d o  w y z n a c z a n i a  

r u c h l i w o ś c i  s ą

T e  s a m e  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 3  -i- 4 . 3 8 )  m o ż n a  z a s t o s o w a ć  

p a r a m e t r ó w  d w u e l e m e n t o w y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h ,  k t ó r y c h  

o p i s a n e  w z o r a m i  C 4 . 1 5 )  o r a z  C 4 . 2 0 )  i  C 4 . 2 1 ) .

W p r z y p a d k u  c h a r a k t e r y s t y k  >C p )  C 4 . 1 3 )  i  C 4 . 1 4 )  n a l e ż y

n a t o m i a s t  r o z w i ą z a ć  u k ł a d  n i e l i n i o w y c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  z e  w z g l ę d u  n a  

w^ C i  =  1 , 2 ) ,  k t ó r e  w y n i k a j ą  z  p o r ó w n a n i a  w s p ó ł c z y n n i k ó w  w y s t ę p u j ą c y c h  

p r z y  t y c h  s a m y c h  p o t ę g a c h  p ,  o d p o w i e d n i c h  r u c h l i w o ś c i  C r y s .  4 . 4 )  o r a z  

w z o r y  C 4 . 1 3 )  i  C 4 . 1 4 )  z  C 4 .  1 9 )  i  C 4 . 1 8 ) ,  s k ą d  p o  p r  z e k s z t a ł  c e n i  a c h  

o t r z y m u j e  s i ę

{ i  i  >

H C E F ) 1  < i  >m 
(3 s

H C E F ) _ _ ±    C E F )  v /
< v i  > < t  > s u

C4. 39)

HC E F ) H C E F ) C E F ) C 4 .  4 0 )

Z a s t o s o w a n i e  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 9 )  i  C 4 . 4 0 )  w y n i k a  z  *,m i e J s c a ,, e l e m e n t ó w  

p o d s t a w o w y c h  w u k ł a d z i e  i  h i p e r g r a f i e ,  w k t ó r y m  t o  m i e j s c u  z o s t a ł a  w y z n a 

c z o n a  c h a r a k t e r y s t y k a  d y n a m i c z n a  C p o r .  r y s .  3 . 1  O b  i  4 . 4 b ) .  V p r z y p a d k u  

p r z e l i c z e n i a  p a r a m e t r ó w  p o d u k ł a d u  m o d e l o w a n e g o  o b c i ą ż o n y m  h i p e r g r a f e m  

C p o r .  r y s .  3 . 1 0 c  i  4 .  4 c )  z e  w z g l ę d u  r ó w n i e ż  n a  " m i e j s c e "  o b l i c z a n i a  

f u n k c j i  c h a r a k t e r y s t y c z n e j  o b o w i ą z u j ą  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 3 )  i  C 4 . 3 4 ) .  Z  z a 

l e ż n o ś c i  C 4 . 3 9 )  i  C 4 .  4 0 )  m o ż n a  w y z n a c z y ć  w a r t o ś c i  C E F ) ( ', > , C E F ) (V + 1> o r a z
s u  s u

C E F ) _ ^  , C E F ) . Z  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 7 )  i  C 4 . 3 8 )  w y z n a c z a  s i ę  n a t o m i a s t

C g d z i e  w m i e j s c e  g w i a z d e k  p o d s t a w i a  s i ę
s s s s

o d p o w i  e d n i  e  w a r  t o ś c i  C p F ) < i  >

1 > N i e  J e s t  t o  n a r u s z e n i e  o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń ,  w y n i k a j ą c e  z e  s t o s o w a n e j  
w p r a c y  m e t o d y  m o d e l o w a n i a ,  l e c z  p r o p o z y c j a  r o z w i ą z a ń  p r a k t y c z n y c h  
s y n t e z o w a n y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .
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s y m b o l e  -  s u  l u b  s s } . W a r t o  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  g ł ó w n y m  c e l e m  s y n t e z y  J e s t  

n a j p i e r w  o b l i c z e n i e  w a r t o ś c i  c  i  m C z  o d p o w i e d n i m i  i n d e k s a m i } ,  a  z a t e m  

z a l e ż n o ś c i  C 4 . 2 9  -r 4 . 4 0 }  u m o ż l i w i a j ą  p r z e l i c z e n i e  w y n i k ó w  o t r z y m a n y c h  

ś c i s ł y m i  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  w w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  

e l e m e n t ó w  p d s t a w o w y c h  s y n t e z o w a n e g o ,  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  

m e c h a n i c z n e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .

4 . 4 .  Z w i ą z k i  m i e d z y  e l e m e n t a m i  u k ł a d ó w  o  p a r a m e t r a c h  s k u p i o n y c h  

1 r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y

P o  w y p r o w a d z e n i u  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  z a l e ż n o ś c i  n a  c h a r a k t e r y s t y k i  

d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  -  p o d a t n o ś c i  l u b  s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e ,  

p r z e k s z t a ł c o n o  J e  d o  p o s t a c i  r u c h l i w o ś c i  b ą d ź  i c h  o d w r o t n o ś c i  r ó ż n y c h  

s t r u k t u r  d w ó j n i k ó w  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h .  T o  u j ę c i e  o s i ą g n i ę t o  d z i ę k i  

o k r e ś l o n y m  w r o z d z i a l e  4 . 1  i  4 . 2  t r a n s f o r m a c j o m ,  a  p r z e d e  w s z y s t k i m  -  

p r z e k s z t a ł c e n i o m  p ł a s z c z y z n y  s  w p  l u b  r .

W n a j o g ó l n i e j s z y m  p r z y p a d k u  J e s t  t o  z a t e m  o d w z o r o w a n i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  

p ł a s z c z y z n y  s  C= o  + J<*0 w e  w s p ó ł r z ę d n e  p ł a s z c z y z n y  p  C = Z  + J O }  w n a s 

t ę p u j ą c y  s p o s ó b

Z Ch° 2----- . C4 . 41D
c o s  y w  + s h  a

f l =  s h i - M  c h ^   C 4 . 4 2 b
c o s  yo> +  s h  o

I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 4 2 }  p o k a z a n o  n a  r y s .  4 . 7 .

R y s .  4 . 7 .  I n t e r p r e t a c j a  g r a f i c z n a  o d w z o r o w a ń  w s p ó ł r z ę d n y c h  p ł a s z c z y z n y
s  w p

F i g .  4 . 7 .  G r a p h i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  p r o j e c t s  o f  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  " s "
s u r f a c e  i n t o  " p "  s u r f a c e

N a  r y s .  4 .  7  a  i  b  c i ą g ł ą  l i n i ą  p o g r u b i o n ą  p r z e d s t a w i o n o  p r z y p a d e k  

r o z p a t r y w a n y  w p r a c y ,  a  w y n i k a j ą c y  z e  s p e c y f i k i  s y n t e z o w a n y c h  u k ł a d ó w
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c i ą g ł y c h ,  t o  z n a c z y ,  g d y  a  =  O C p o r .  t r a n s f o r m a c j e  c h a r a k t e r y s t y k i  u k ł a d u

n  -  o d c i n k o w e g o ,  g d y  n   ► a d  i  w ó w c z a s  C 4 . 4 2 }  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  w C 4 . 3 ) ,

n a t o m i a s t  m i ę d z y  z m i e n n y m i  s  i  p  z a c h o d z ą  n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i  p o k a z a n e  

w t a b l i c y  4 .  1 .

T a b l i c a  4 . 1

p ł a s z c z y z n a  s p ł a s z c z y z n a  p

S  = 00, p  = 00,

s  =  0 , p  =  0 .

s  =  Joo, p = JO = J tg CJ =-/-T

P r z e d s t a w i o n e  z w i ą z k i ,  z a c h o d z ą c e  m i ę d z y  u k ł a d a m i  d y s k r e t n y m i  i  o  p a 

r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y ,  u m o ż l i w i a j ą  n i e  t y l k o  f o r m a l n e  

p r z e k s z t a ł c e n i a  t y c h  p i e r w s z y c h  w d r u g i e  i  o d w r o t n i e ,  l e c z  p r z e d e  

w s z y s t k i m  p r z e n i e s i e n i e  r o z w a ż a ń  n a  p r z e t r a n s f o r m o w a n ą  p ł a s z c z y z n ę  z m i e n 

n e j  c z ę s t o t l i w o ś c i o w e j .  N a  p ł a s z c z y ź n i e  t e j  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  n i e  

s ą  J u ż  p r z e s t ę p n e ,  l e c z  s t a j ą  s i ę  w y m i e r n y m i  f u n k c j a m i  z m i e n n e j  u r o j o n e j .

O p r ó c z  t e g o  t a k i e  p o s t ę p o w a n i e  m a  i s t o t n ą  z a l e t ę .  P r o w a d z i  o n o  w s p o 

s ó b  n a t u r a l n y  d o  d o k ł a d n y c h  m e t o d  s y n t e z y .  Z e  w z g l ę d u  b o w i e m  n a  

h i p e r b o l i c z n ą  p o s t a ć  f u n k c j i  c h a r a k t e r y s t y c z n y c h  z s y n t e z o w a n i e  u k ł a d u  n a  

p r z e k s z t a ł c o n e j  p ł a s z c z y ź n i e  j e s t  j e d y n y m  ś c i s ł y m  s p o s o b e m  u m o ż l i w i a j ą c y m  

u z y s k a n i e  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  o  s k o ń c z o n e j  l i c z b i e  b i e g u n ó w  i  z e r .  

A u t o r  z d a j e  s o b i e  r ó w n i e ż  s p r a w ę  z  c z ę ś c i o w e j  u t r a t y  b e z p o ś r e d n i e j  

i n e r p r e t a c j i  f i z y c z n e j  r o z w a ż a ń ,  z w i ą z a n e j  z  d z i a ł a n i a m i  n a  p r z e t r a n -  

s f o r m o w a n e j  p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  c z ę s t o t l i w o ś c i o w e j .  P r z e d s t a w i o n e  w  t y m  

r o z d z i a l e  r o z w a ż a n i a  m i a ł y  n a  c e l u  c z ę ś c i o w e  z ł a g o d z e n i e  t e j  n i e s t e t y  

k o n i e c z n e j  n i e d o g o d n o ś c i .



5 .  WARUNKI F I Z Y C Z N E J  R E A L I Z A C J I  CH ARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH

5 . 1 .  P r z e g l ą d  w y b r a n y c h  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  w y m i e r n y c h

C h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  z ł o ż o n e g o  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  

m e c h a n i c z n e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  m i m o  i ż  s ą  n i e w y m i e r n y m i  f u n k c j a m i  z m i e n 

n e j  r z e c z y w i s t e j ,  p r z e d s t a w i o n o  w p o s t a c i  f u n k c j i  n i e w y m i e r n y c h  z m i e n n e j  

z e s p o l o n e j .  N a s t ę p n i e  p o k a z a n o ,  ż e  z a  p o m o c ą  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  c h a r a k t e r y s y k i  t e  m o ż n a  p r z e d s t a w i a ć  J a k o  f u n k c j e  

w y m i e r n e  i n n e j ,  n o w e j  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  w p o s t a c i  C 4 . 2 6 }  i  C 4 . 2 7 } .  T a k i e  

u j ę c i e  J e s t  z a t e m  c e l  o w e ,  p o n i e w a ż  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  a r g u m e n t u  

z e s p o l o n e g o  z o s t a ł y  d o k ł a d n i e  z b a d a n e  i  z a s t o s o w a n e  w a n a l i z i e  i  s y n t e z i e  

u k ł a d ó w  f i z y c z n y c h  C p o r .  n p .  [ 5 , 1 0 , 1 6 , 4 0 . 4 1 , 5 0 . 5 5 , 5 7 , 6 5 , 7 2 + 7 4 , 8 0 , 8 9 , 9 0 3 } .

D o  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  b ę d ą  p o d a n e  t y l k o  t e  t w i e r d z e n i a  i  w ł a s n o ś c i  

f u n k c j i  w y m i e r n y c h ,  k t ó r e  s ą  n i e z b ę d n e  d o  w y k a z a n i a  w a r u n k ó w  f i z y c z n e j  

r e a l i z a c j i  s y n t e z o w a n y c h  p o s t a c i  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h .

T W I E R D Z E N I E  5 .  1 .  1 ’ F u n k c j a  F C p I  l u b  F C r O 2 ’ J e s t  w t e d y  1 t y l k o  w t e d y  

c h a r a k t e r y s t y k ą  d y n a m i c z n ą  . [ r u c h l i w o ś c i ą  -  V C p }  l u b  j e j  o d w r o t n o ś c i ą  -  

-  U C p } 3 ,  g d y  j e s t  o n a  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą  f u n k c j ą  z m i e n n e j  p  l u b  

r  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n k i :

W C 5 .  1 }  w a r u n e k  C i }  o z n a c z a ,  ż e  F C p }  J e s t  f u n k c j ą  r z e c z y w i s t ą ,  

w a r u n e k  C i i }  o z n a c z a  n a t o m i a s t ,  i ż  F C p }  j e s t  f u n k c j ą  d o d a t n i ą .

T W I E R D Z E N I E  5 . 2 .  K a ż d ą  f u n k c j ę  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą  m o ż n a  

z r e a l i z o w a ć  j a k o  r u c h l i w o ś ć  l u b  J e j  o d w r o t n o ś ć  m o d e l u  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o

0  p a r a m e t r a c h  s k u p i o n y c h  w p o s t a c i  g r a f u  b i e g u n o w e g o ,  k t ó r e g o  k r a w ę d z i o m  

p r z y p o r z ą d k o w a n o  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  t y p u  i n e r c y j n e g o ,  s p r ę ż y s t e g o  

l u b  t ł u m i ą c e g o 3 )  .

Z e  w z g l ę d u  n a  z a s t o s o w a n i a  f u n ł ć c j i  w y m i e r n y c h  r z e c z y w i s t y c h  d o d a t n i c h ,  

z w a n y c h  r ó w n i e ż  f u n k c j a m i  B r u n e ’ a  C p o r .  n p .  £ 6 5 3 } ,  d o  s y n t e z y  g ł ó w n i e  d y s 

1 * W s y n t e z i e  d y s k r e t n y c h  u k ł a d ó w  e l e k t r y c z n y c h  t w i e r d z e n i e  t o  n o s i  n a z w ę
B r u n e ’ a  -  R a i s b e c k a  C p o r .  n p .  [ 6 5 3 } .

2 > Z  u w a g i  n a  t o ,  ż e  t e  s a m e  t w i e r d z e n i a  i  w ł a s n o ś c i  o d n o s z ą  s i ę  r ó w n i e ż  
d o  f u n k c j i  F C r } ,  w d a l s z y m  c i ą g u  z o s t a n ą  o n e  p o d a n e  t y l k o  w p r z y p a d k u  
FC p } .

W p r z y p a d k u  S y n t e z y  d y s k r e t n y c h  u k ł a d ó w  e l e k t r y c z n y c h  b ę d ą  t o  o d 
p o w i e d n i o :  p o j e m n o ś ć ,  i n d u k c y j n o ś ć  i  o p o r n o ś ć ,  a  t w i e r d z e n i e  z w a n e  j e s t
t w i e r d z e n i e m  B o t t a - D u f f i  n a  C p o r .  n p .  £ 6 5 3 } .

3  >

{
i }  I m  F C p }  = 0 ,  g d y  I m  p  =  0 ,  

i i }  R e  F C p }  >  0 ,  g d y  R e  p  >  0 . C 5 .  1 }



k r e t n y c h  u k ł a d ó w  e l e k t r y c z n y c h  o r a z  d y s k r e t n y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h ,  

c e l o w e  b ę d z i e  p o d a n i e  t y c h  i c h  c e c h ,  k t ó r e  b ę d ą  w y k o r z y s t a n e  w p r a c y  d o  

s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h ,  a  w i ę c :

-  s u m a  s k o ń c z o n e j  l i c z b y  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  r z e c z y w i s t y c h  d o d a t n i c h  J e s t  

f u n k c j ą  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ;  w ł a s n o ś ć  t ę  w y k o r z y s t a n o  p r z y  

r o z k ł a d z i e  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  n a  u ł a m k i  p r o s t e ,

-  i l o c z y n  f u n k c j i  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s t e j  d o d a t n i e j  p r z e z  s t a ł ą  d o d a t n i ą  

J e s t  f u n k c j ą  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ;  t ę  w ł a s n o ś ć  w y k o r z y s t u j e  s i ę  

d o  p r z e d s t a w i e n i a  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  w p o s t a c i  n o r m a l n e j  o r a z  

j e j  s k a l o w a n i a .

-  o d w r o t n o ś ć  f u n k c j i  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s t e j  d o d a t n i e j  j e s t  f u n k c j ą  

w y m i e r n a  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  c z y l i  VC p }  =  1 /  U C p } .

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i  w y s t a r c z a j ą c y m  n a  t o ,  ż e b y  f u n k c j a  w y m i e r n a  

b y ł a  f u n k c j ą  r z e c z y w i s t ą  j e s t  w a r u n e k ,  a b y  J e j  w s p ó ł c z y n n i k i  b y ł y  r z e 

c z y w i s t e .

W a r u n k a m i  w y s t a r c z a j ą c y m i  n a  t o ,  a b y  f u n k c j a  w y m i e r n a  r z e c z y w i s t a  b y ł a  

d o d a t n i a ,  s ą :

i }  f u n k c j a  w y m i e r n a  r z e c z y w i s t a  d o d a t n i a  w p o s t a c i  C 4 . 2 6 }  m a  w s z y s t 

k i e  w s p ó ł c z y n n i k i  t e g o  s a m e g o  z n a k u ;  J e s t  t o  J e d n o c z e ś n i e  w a r u n e k  

k o n i e c z n y  p r z e d s t a w i a n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  w p o s t a c i  f u n 

k c j i  z e s p o l o n e g o  a r g u m e n t u ,  

i i }  r ó ż n i c a  s t o p n i  l i c z n i k a  i  m i a n o w n i k a  f u n k c j i  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s 

t e j  d o d a t n i e j  m o ż e  p r z y j m o w a ć  t y l k o  w a r t o ś ć  O ,  ± 1 ,  

i i i }  f u n k c j a  w y m i e r n a  r z e c z y w i s t a  d o d a t n i a  n i e  m a  z e r  a n i  b i e g u n ó w  w p r a 

w e j  p ó ł p ł a s z c z y ź n i e ,  c z y l i  R e  p  > O ,  

i v }  z e r a  i  b i e g u n y  f u n k c j i  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s t e j  d o d a t n i e j  l e ż ą c e  n a  

o s i  u r o j o n e j  R e  p  =  O m u s z ą  b y ć  p o j e d y n c z e ;  p o c h o d n e  w z e r a c h  i  r e 

s i d u a  w b i e g u n a c h  m u s z ą  b y ć  d o d a t n i e ,  

v }  R e  F C j O }  >  O d l a  O <  f i <  co.

J a k  w y k a z a n o  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m ,  z e  w z g l ę d u  n a  p r a k t y c z n ą  

n i e m o ż l i w o ś ć  r e a l i z a c j i  d w ó j n i k a  m e c h a n i c z n e g o  t y p u  t ł u m i k  w i s k o t y c z n y ,  

s z c z e g ó l n e g o  z n a c z e n i a  n a b i e r a j ą  f u n k c j e  c h a r a k t e r y s t y c z n e  r e a l i z o w a n e  z a  

p o m o c ą  d w ó j n i k ó w  t y p u  i n e r c y j n e g o  i  s p r ę ż y s t e g o .  W t y m  w y p a d k u  t w i e r d z e n i a  

i  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  s ą  s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k i e m  t w i e r d z e ń  i  w ł a 

s n o ś c i  p o d a n y c h  u p r z e d n i o .  Z a t e m  t w i e r d z e n i e  5 . 1  m o ż n a  z a p i s a ć  j a k o :

T W I E R D Z E N I E  5 . 3 .  R u c h l i w o ś ć  V C p}  l u b  J e j  o d w r o t n o ś ć  U C p }  J e s t  f u n k c j ą  

w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą  F C p } ,  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n e k

R e  F C p }  = O g d y  R e  p  =  O.  C 5 . 2 }

T w i e r d z e n i e  5 . 2  p r z y j m i e  n a t o m i a s t  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć :

T W I E R D Z E N I E  5 . 4 .  K a ż d ą  f u n k c j ę  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  s p e ł 

n i a j ą c ą  w a r u n e k  C 5 . 2 } ,  m o ż n a  z r e a l i z o w a ć  j a k o  r u c h l i w o ś ć  -  l u b  j e j  o d w r o t 

n o ś ć  -  m o d e l u  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o ,  z b u d o w a n e g o  z  d w ó j n i k ó w  m e c h a n i c z 

n y c h  t y p u  i n e r c y j n e g o  i  s p r ę ż y s t e g o .
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P o n a d t o  w r o z p a t r y w a n y m  p r z y p a d k u  s ł u s z n e  j e s t  r ó w n i e ż  k o l e j n e  t w i e r 

d z e n i e .

T W I E R D Z E N I E  5 . 5 .  F u n k c j a  F C p 5  j e s t  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y  f u n k c j ą  w y m i e 

r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  r e a l i z o w a l n ą  j a k o  r u c h l i w o ś ć  -  l u b  j e j  o d w r o t 

n o ś ć  -  m o d e l u  z b u d o w a n e g o  z  d w ó j n i k ó w  t y p u  i n e r c y j n e g o  i  s p r ę ż y s t e g o ,  g d y  

m o ż n a  j ą  p r z e d s t a w i ć  j a k o

FCp> = ,^ ^ C P 2- P 3) • • CpZ'1' p2n+l) _ 
bn P CpZ+ Pa) (p2+ P2J  ■■■

g d z i e :  a m> b n > 0 ,  O <  P l < p 2  < p 2 < . . .  < p 2 n + l .

P o s t a ć  C 5 . 3 5  -  j e d n a  z  c z t e r e c h 15 -  n a z y w a  s i ę  p o s t a c i ą  n o r m a l n ą  f u n k 

c j i  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s t e j  d o d a t n i e j .

W p r a c y  s y n t e z o w a n e  s ą  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  r e a l i z o w a n e  z a  

p o m o c ą  m o d e l i ,  k t ó r y c h  e l e m e n t a m i  s ą  d w ó j n i k i  m e c h a n i c z n e  t y p u  i n e r c y j n e g o  

i  s p r ę ż y s t e g o ,  p r z e d s t a w i o n e  w p o s t a c i  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h .  W r o z p a t r y w a n y m  

p r z y p a d k u  w a r u n k i  f i z y c z n e j  r e a l i z a c j i  r u c h l i w o ś c i  l u b  J e j  o d w r o t n o ś c i  

p o d a n o  w t a b l i c y  5 . 1 .

T a b l i c a  5 .  1

( p 2 ■ 2 n '

P o s t a ć  f u n k c j i R u c h l i w o ś ć  VC p 5 F u n k c j a  o d w r o t n a  
d o  V C p 5  -  UCp5

1 2 3

W a r u n k i  k o n i e c z n e  i  w y 
s t a r c z a j ą c e  r e a l i z a c j i  
V Cp5  l u b  U C p 5 ;  w a r u n k i ,  
k t ó r e  m u s z ą  s p e ł n i a ć  
b i e g u n y  i  z e r a .

1 . V C p 5  J e s t  f u n k c j ą  w y 
m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o 
d a t n i ą  z m i e n n e j  z e s p o 
l o n e j  p .

2 . a  /  b  > 0 .m •  n
3 .  B i e g u n y  i  z e r a  s ą  p o 

j e d y n c z e .
4.B i e g u n y  i  z e r a  n a  o s i  

J O  w y s t ę p u j ą  p r z e m i e n 
n i  e .

1 . U C p 5  J e s t  f u n k c j ą  w y 
m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o 
d a t n i ą  z m i e n n e j  z e s p o 
l o n e j  p .

2 . b  / a  > 0 .
n  '  m

3 . B i e g u n y  i  z e r a  s ą  p o 
j e d y n c z e .

4. B i e g u n y  i  z e r a  n a  o s i  
J O  w y s t ę p u j ą  p r z e m i e n 
n i e .

W a r  u n k i ,  j a k i  e  m u s z ą  
s p e ł n i a ć  p o c h o d n e  
w z e r a c h  i  r e s i d u a  
w b i e g u n a c h .

1 . V C p 5 - f u n k c j a  w y m i e r n a  
r z e c z y w i s t a  d o d a t n i a .

2 . W a r t o ś c i  p o c h o d n y c h  
w z e r a c h  s ą  d o d a t n i e .

3 . W a r t o ś c i  r e s i d u ó w
w b i e g u n a c h  s ą  d o d a t 
n i e .

1 . U C p 5 - f u n k c j a  w y m i e r n a  
r z e c z y w i s t a  d o d a t n i a .

2 . W a r t o ś c i  p o c h o d n y c h  
w z e r a c h  s ą  d o d a t n i e .

3.W a r t o ś c i  r e s i d u ó w
w b i e g u n a c h  s ą  d o d a t -  

• n i e .

W ł a s n o ś c i  f u n k c j i  
d l a  O  r z e c z y w i s t y c h

1 . R ó ż n i c a  s t o p n i  l i c z 
n i k a  i  m i a n o w n i k a  m o ż e  
m i e ć  t y l k o  w a r t o ś c i  +1 
l u b  - T .

2 . V* C 0 5 - f u n k c j a  n i e p a 
r z y s t a  z m i e n n e j  O.

-
g d z i e :  VC J 0 5  = j  V  C 0 5  . 

d V *C 0 5  v V* C 0 5

1 . R ó ż n i c a  s t o p n i  l i c z 
n i k a  i  m i a n o w n i k a  m o ż e  
m i e ć  t y l k o  w a r t o ś c i  +1 
l u b  - 1 .

2 . U ' C 0 5 - f u n k c j a  n i e p a 
r z y s t a  z m i e n n e j  O.

3  - ^ > 0 -

g d z i e :  UC J f D  = J U '  CC» .
, d U ’ C f D  . U ’ CC»

dO O 4 • do > o * '

i > W s z y s t k i e  c z t e r y  p o s t a c i e  f u n k c j i  F C p 5  o m ó w i o n o  s z c z e g ó ł o w o  w r o z d z i a l e  
s z ó s t y m .



-  6 8  -

c d .  t a b l i c y  5 .  1

5 .  p = 0  i  p=oo s ą  z a w s z e  
c z ę s t o ś c i a m i  k r y t y c z 
n y m i  C b i  e g u n a m i  1 u b  
z e r a m i  ) .

5 .  p = 0  i  p =  oo s ą  z a w s z e  
c z ę s t o ś c i a m i  k r y t y c z 
n y m i  C b i e g u n a m i  l u b  
z e r a m i ) .

U w a g a :  T e  s a m e  w ł a s n o ś c i  i  f o r m y  w y k r e s ó w  s ą  s ł u s z n e  w p r z y p a d k u
f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i  V C r )  l u b  J e j  o d w r o t n o ś c i  U C r ) .

M o ż l i w e  f o r m y  w y k r e 
s ó w  V ' C O )  i  U ’ C O )
CO r z e c z y w i s t e )

P r z e d s t a w i o n e  w t a b l i c y  5 . 1  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i  V C p )  l u b  j e j  

o d w r o t n o ś c i  U C p )  s ą  j e d n o c z e ś n i e  w a r u n k a m i  k o n i e c z n y m i  i  w y s t a r c z a j ą c y m i  

r e a l i z o w a l n o ś c i  f u n k c j i  V C s )  l u b  U C s ) ,  k t ó r e  -  p o  t r a n s f o r m a c j a c h  -  m o ż n a  

s p r a w d z i ć  n a  p r z e k s z t a ł c o n e j  p ł a s z c z y ź n i e  p  l u b  r  C p o r .  r o z d z .  4 . 4 ) .

O b e c n i e  z o s t a n ą  o m ó w i o n e  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i  V C J O )  o r a z  j e j  

o d w r o t n o ś c i  U C j O )  p r z y  O  r z e c z y w i s t y c h ,  k t ó r e  w i s t o t n y  s p o s ó b  d e c y d u j ą

0  r o d z a j u  o t r z y m a n y c h  -  w w y n i k u  s y n t e z y  -  d w ó j n i k ó w  i  t y m  s a m y m ,  p o  r e -  

t r a n s f o r m a c J a c h ,  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  u k ł a d u  p r ę t o w e g o .

W ł a s n o ś ć  1 .  F u n k c j a  V C j O )  l u b  U C j O )  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  J e s t  f u n k c j ą  

w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  p r z y  c z y m  s t o p n i e  w i e l o m i a n u  l i c z n i k a

1 m i a n o w n i k a  r ó ż n i ą  s i ę  d o k ł a d n i e  o  J e d n o ś ć .

G d y b y  w e  w z o r z e  C 4 . 2 6 )  s t o p i e ń  w i e l o m i a n u  l i c z n i k a  b y ł  r ó w n y  s t o p n i o w i  

w i e l o m i a n u  m i a n o w n i k a ,  w t e d y  w g r a n i c y  d l a  p  = J O  o t r z y m u j e  s i ę

f  V C J O )  )  a
l i m  < > =  -r-—  =  i d e m .  C 5 .  4 )

O - *  oo [ U C J O )  J n

W t e n  s p o s ó b  s t a ł y  w y r a z  m o ż n a  b y  z r e a l i z o w a ć  j a k o  d w ó j n i k  m e c h a n i c z n y  

t y p u  t ł u m i k a  w i s k o t y c z n e g o ,  k t ó r y  b y ł b y  p r ę t o w y m  u k ł a d e m  m e c h a n i c z n y m ,  

z ł o ż o n y m  z  n i e s k o ń c z o n e j  l i c z b y  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  C p o r .  r o z d z .  4 ) .



W ł a s n o ś ć  2 .  F u n k c j a  V C j O )  l u b  U C j O )  m a  c z ę ś ć  r z e c z y w i s t ą  r ó w n ą  z e r u ,  

a  c z ę ś ć  u r o j o n a  J e s t  n i e p a r z y s t ą  f u n k c j ą  O.

I l u s t r a c j a  t e j  w ł a s n o ś c i  w p r z y p a d k u  d w ó j n i k a  m e c h a n i c z n e g o  t y p u  

i n e r c y j n e g o  j e s t  n a s t ę p u j ą c a :

a  s t ą d

c z y i  i

U C J O )  =  m J O  =  j m  O

u : <l>cr» = 7  u ‘ l , CJCD = i- J  m ' * ’ o

C S .  5 }s
W p r z y p a d k u  d w ó j n i k a  m e c h a n i c z n e g o  t y p u  s p r ę ż y s t e g o  m o ż n a  z a p i s a ć

< i  > < v >

u u l > c J r o  -  T H -  -  - J  \  •
< i >

i r ‘ l > c r o  = ^  u ‘ l ) c j r o  =  -  c s . s d

i  o s t a t e c z n i e
( v >

c
i/1 *c-ra = - -JJ- . C5.75

J e ś l i  p o ł ą c z y ć  s z e r e g o w o  l u b  r ó w n o l e g l e  d w ó j n i k  m e c h a n i c z n y  t y p u

i n e r c y j n e g o  z  d w ó j n i k l e m  t y p u  s p r ę ż y s t e g o ,  t o  o t r z y m a  s i ę  w y r a ż e n i a  w p o s 

t a c i  C p o r .  r y s .  3 . 4 )

°  2 +  a n  J  a i
V C J 0 3 ---= -------- — r-T--—  . v  C j r o  =  =  . C 5 . 8 D

J  ■>.

P o s t ę p u j ą c  p o d o b n i e  j a k  w p r z y p a d k u  d w ó j n i k ó w  p o j e d y n c z y c h ,  w y k a z u j e  

s i ę  s ł u s z n o ś ć  C 5 . 8 ) .

W p r z y p a d k u  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  z ł o ż o n e g o  z  n  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  

f u n k c j ę  C 4 . 2 6 )  m o ż n a  r o z ł o ż y ć  n a  u ł a m k i  p r o s t e  w p o s t a c i  s u m y  s k ł a d n i k ó w  

t y p u  C 5 .  5  -r 5 . 8 ) .  M e t o d ę  t ę ,  w z a s t o s o w a n i u  d o  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w

p r ę t o w y c h ,  o m ó w i o n o  s z c z e g ó ł o w o  w r o z d z i a l e  7 . 3 . 4 .

W ł a s n o ś ć  3  1 w ł a s n o ś ć  4 .  N a c h y l e n i e  c h a r a k t e r y s t y k i  V ‘ C O )  C U ’ C O ) 3  J e s t  

z a w s z e  d o d a t n i e .

W ł a s n o ś c i  t e  w y n i k a j ą  b e z p o ś r e d n i o  z  f a k t u ,  ż e  f u n k c j a  V * C O )  C U ’ C O ) 3  

J e s t  f u n k c j ą  a n a l i t y c z n ą ,  c z y l i  t a k ą  f u n k c j ą ,  ‘k t ó r a  m u s i  s p e ł n i a ć  w a r u n k i  

C a u c h y ' e g o  -  R l e m a n n a .  O z n a c z a j ą c  d l a  p  =  Z +  J O  o d w r o t n o ś ć  r u c h l i w o ś c i  

U C p )  j a k o

U C p )  =  R e C Z , O )  +  j  I m C Z , 0 )  C 5 .  9 )

z a p i s u j e  s i ę  C p o r .  n p .  C 5 7 3 )

d  R e C Z . O )  d  I m C Z . O )  d  I m C Z . O )  _ d  R e C Z , O )  _ _
•  g g ------------ =   m -------- .  w -------------- ----  --------m ------------ . C S .  1 0 3

O b l i c z a j ą c  n a s t ę p n i e  o d w r o t n o ś c i  r u c h l i w o ś c i  u k ł a d u  z ł o ż o n e g o  z  d w ó c h  

e l e m e n t ó w  C p o r .  r y s .  4 . 4 )  i  t y m  s a m y m  z  n  e l e m e n t ó w ,  o t r z y m u j e  s i ę

^ 2  ^ 0  1 
UCZ +  J O )  = — C Z  +  J O )  + - CZ +  J O )

'n i p .. j ( »  >  -  ° y  ) .
+ o  . c  z  + a  i

z  +  j |  d  i ■ c s . i u
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r b.
Z d

d  R C Z . O ) O -  Z
O z

G d y  Z =  O ,  w t e d y

d  R e C Z . O )  
Ć  Z

d  Z

d  I m C Z . O )

a y Z  + O

■(i)

z=o d  o z=o

W p r z y p a d k u  f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i

d V C p )
dp

o r a z  J e ś l i  p  = J O ,  t o

i  w o b e c  t  e g o

d
d p b h * ) -

U ZC p 3

d U C p 3
d p

- > 0

u  c j r o  = -  im c ro < o

d V C P 3
d p > 0 .

C S .  1 2 3

C S .  1 3 3

C S .  1 4 3

C S .  1 5 3

C 5 . 1 6 3

P=JO
W ł a s n o ś ć  5 .  B i e g u n y  i  z e r a  f u n k c j i  V C p )  E U C p ) 3  s ą  u r o j o n e ,  p o j e d y n c z e  

i  w y s t ę p u j ą  n a  p r z e m i a n  o r a z  g d y  O = O l u b  O  =  oo w a r t o ś ć  f u n k c j i  m o ż e  b y ć  

r ó w n a  n i e s k o ń c z o n o ś c i  l u b  z e r u  Cw  z e r z e  l u b  b i e g u n i e ) .

W ł a s n o ś ć  t a  w y n i k a  b e z p o ś r e d n i o  z  p o w y ż s z y c h  r o z w a ż a ń .  P r z e m i e n n e  

w y s t ę p o w a n i e  b i e g u n ó w  i  z e r  w y n i k a  z  z a l e ż n o ś c i  C 5 .  1 3 )  i  C 5 . 1 6 ) .

K o l e j n e  w y s t ę p o w a n i e  d w ó c h  b i e g u n ó w  l u b  z e r  s p o w o d o w a ł o b y  i s t n i e n i e  

c z ę ś c i  c h a r a k t e r y s t y k i  o  u j e m n y m  n a c h y l e n i u .  G d y  0 = 0 ,  w ó w c z a s  f u n k c j a  

V * C O )  C U * C O ) 3 m o ż e  b y ć  r ó w n a  z e r u  l u b  n i e s k o ń c z o n o ś c i ,  c o  o z n a c z a ,  ż e  

w z a l e ż n o ś c i  C 4 . 2 6 )  a ^  l u b  b ^  m u s i  b y ć  r ó w n e  z e r u .  J e ż e l i  a ^  =  O i  b ^  ^  O ,  

t o
l i m  VC J O )  =  O ,  C 5 .  1 7 )

o - +  O

g d y  n a t o m i a s t  a ^  x  O i  b ^  =  O ,  w t e d y

l i m  VC J O )  = oo.
O -> 0

P r z y p a d e k  a ^  0  i  b ^  *  0  w C 4 . 2 6 )  n i e  m o ż e  z a c h o d z i ć ,  p o n i e w a ż

l i m  V C J O )  = 
O - *  0

-  i  d e m

C 5 .  1 8 )

C 5 .  1 9 )

i  w ó w c z a s  o t r z y m u j e  s i ę  s y t u a c j ę  p o d o b n ą  d o  o m a w i a n e j  J u ż  w p r z y p a d k u  w ł a 

s n o ś c i  1 C 5 .  4 ) .  A w i ę c  f u n k c j a  V C J O )  l u b  U C J O )  j e s t  z a w s z e  i l o r a z e m  c z ę ś c i  

p a r z y s t e j  i  n i e p a r z y s t e j  w i e l o m i a n u  H u r w i t z a  C p o r .  [ 5 3 )  w p o s t a c i

V C p )  s

V C p )  s

1 _  w i e l o m i a n  p a r z y s t y c h  p o t ę g  p

U C p )  w i e l o m i a n  n i e p a r z y s t y c h  p o t ę g  p

1 _  w i e l o m i a n  n i e p a r z y s t y c h  p o t ę g  p

U C p )  w i e l o m i a n  p a r z y s t y c h  p o t ę g  p
C 5 .  2 0 )

W ł a s n o ś c i  1 + 5  o d n o s z ą  s i ę  t a k ż e  d o  f u n k c j i  V C r )  l u b . U C r )  j a k  r ó w n i e ż  -  

-  p o  r e t r a n s f o r m a c j a c h  -  d o  c h a r a k t e r y s t y k  V C s )  i  U C s ) .
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5 . 2 .  F i z y c z n a  r e a l i z a c j a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  I m p l i k o w a n y c h  

t r a n s f o r m a c j ą  r  -  t h  y s

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  p r z e d s t a w i o n o  z a k r e s  s t o s o w a l n o ś c i  t r a n s f o r 

m a c j i  p ł a s z c z y z n y  s  w r .  M a j ą c  n a  u w a d z e ,  ż e  a  =  t h a  C d i  a  m a ł y c h  cO  p o d a n o  

p r a k t y c z n y  p r z e d z i a ł  z m i e n n o ś c i  a r g u m e n t u  a .

J e ś l i  p r z y j ą ć ,  ż e  m o d e l a m i  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  b ę d ą  p r ę t y ,  

k t ó r y c h  o d w r o t n o ś c i  r u c h l i w o ś c i  o k r e ś l o n o  z a l e ż n o ś c i a m i  C p o r .  r o z d z .  3 )

..< v L  C E F )  * L > , . 1  . _  ^C s )  =  2  j- y  t h  -  y s ,  C 5 .  2 1 )

1 C E F 3  '  1 ’ . . 1Ur  C s 3  =  g    - J --------- r  c t h  g  r S .  C S .  2 2 3

t o  a b y  m o ż n a  b y ł o  z a l e ż n o ś c i  C 5 . 2 1 )  i  C 5 .  2 2 )  w y k o r z y s t a ć  p r a k t y c z n i e ,

n a l e ż y  w y k a z a ć ,  ż e  s ą  o n e  r ó w n e  C d i  a  o k r e ś l o n e g o  p r z e d z i a ł u  z m i e n n o ś c i

a r g u m e n t u )  o d w r o t n o s c i o m  r u c h l i w o ś c i  e l e m e n t ó w  d y s k r e t n y c h :

-  i n e r c y j n e g o

s p r ę ż y s t e g o

g d z i e :  s  =  j  co.

Z a p i s u j ą c  C 5 .  2 1 )  j a k o

U < 1 ! C s 3 = p F < l > l s ,  C S . 2 3 3

U < ‘ > c s 3  = C E F ? < l > i - .  C S .  2 4 3

<v >„< i >
I F  C j w 3  = 2  ; ry  —---------- 1  V  p ' E  ' 1 t h  |  y  p / E  l j w  =

j  2  / C p F 3  ‘ 1 ’ C E F 3  \  1 ’ t g  |  V  p ' E  ' l w  C S .  2 S 3

o r a z  m a j ą c  n a  u w a d z e ,  ż e  

a  ~  t g o ,  c:

z a l e ż n o ś ć  C 5 . 2 5 )  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i

a  — t g c t , c z y l i  ^  V p / E  l w  S  t g  ^  V p / E  1 co C5. 2 6 )

u y ’ CJW3 = j  2  V C p F 3 I l > C E F 3 ,C >  |  V p ^ E  1 l w  =

= p F < l ’ l J w  = p F  ’ '  11 s  =  U ( l , C s 3  c . n . w .m

A b y  w y k a z a ć ,  ż e  U ^ l > C s )  = 1 >C s ) , z a l e ż n o ś ć  C 5 . 2 2 )  z a p i s a n o  J a k o

v ‘ l , Cjw3 = U ' 1 , CJW3 = 2  -------Ł - — - t h  J |  =
r  r  C EF 3

=  2 J   i  y  E / p  ‘ r  t g  5  y  p / E  ‘ l w .  C 5 .  2 7 3
C E F 3 <1> 1

P o  u w z g l ę d n i e n i u  w z o r u  C 5 .  2 6 )  z a l e ż n o ś ć  C 5 . 2 7 )  p r z y j m i e  p o s t a ć

V 1 C Jco )  =  J   —  2  V E / p  ‘ f  |  V  p / E  l w  =
r  C E F 3

-  i   i w  = -------- -—   s “ ł / U < v > CJ w3  c . n . w .
C E F 3 , l >  C E F 3 < 1 >  C

T e o r e t y c z n i e  r ó w n o ś c i  C 5 . 2 1  +  5 . 2 4 )  s ą  s p e ł n i o n e ,  g d y  J e d n o c z e ś n i e  

z a c h o d z i  C 5 . 2 6 ) .
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N i e t r u d n o  J e d n a k  z a u w a ż y ć ,  ± e  s ł u s z n o ś ć  z a l e ż n o ś c i  C 5 . 2 1  — S . 2 4 }  w y k a 

z a n o  w p r z y p a d k u  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o  d ł u g o ś c i  1 .  N a l e ż y  w t y m  m i e j s c u  

p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p r z y  p r a k t y c z n e j  r e a l i z a c j i  f u n k c j i  C 5 . 2 1 }  i  C 5 . 2 2 }

w y r a ż e n i e  w y s t ę p u j ą c e  j a k o  a r g u m e n t  f u n k c j i  t a n g e n s  h i  p e r b o i  i c z n y  l u b  

c o t a n g e n s  h i p e r b o l i c z n y  w y n o s i  |  y s  =  T s .

Z  p r z e p r o w a d z o n e g o  d o w o d u  s t o s o w a l n o ś c i  w z o r ó w  C 5 .  5!) i  C 5 .  6 5  w y n i k a ,  

ż e  r e a l i z a c j a  t a  J e s t  m o ż l i w a  p o  p r z y j ę c i u  L  *  |  1 C p o r .  r o z d z .  4 . 1 } ,  l e c z  

w t e d y  r ó w n a n i a  C 5 . 2 3 }  i  C 5 .  2 4 }  p r z y j m ą  p o s t a ć

U ( l > C s 3  =  p  F < l > L s .  C 5 . 2 8 3m z

E F < Ł >
U < l > C s 3  =--- ------r — —  . C 5 .  2 S 3

g d z i e :  f ; 1> = 2  F * '  * , f ' /  1 =  |  F* 1 1 .

P r z e k s z t a ł c a j ą c  z a l e ż n o ś ć  C 5 . 2 5 }  p o  u w z g l ę d n i e n i u  C S .  2 6 } ,  o t r z y m u j e  s i ę  

l / l > C s 3  =  2  p  F < Ł , L  s , C 5 .  303

a  t o  o z n a c z a ,  ż e  o d w r o t n o ś ć  r u c h l i w o ś c i  e l e m e n t u  i n e r c y j n e g o  J e s t  d w a  r a z y  

w i ę k s z a  o d  U ^ v * C s }  , c o  j e s t  z g o d n e  z  p r z y j ę t y m i  z a ł o ż e n i a m i ,  p o n i e w a ż  

1 = 2  L .  A z a t e m  p r z y  p r a k t y c z n e j  r e a l i z a c j i  w y n i k ó w  s y n t e z y  s ł u s z n e  s ą

z a l e ż n o ś c i  C 4 . 2 9 } ,  C 4 . 3 1 } ,  C 4 . 3 3 } ,  C 4 . 3 5 } ,  C 4 . 3 6 }  i  C 4 . 3 7 } .  T o  s a m o  o d n o s i  

s i ę  r ó w n i e ż  d o  z a l e ż n o ś c i  C 5 .  2 7 } ,  p o n i e w a ż

V , l > C s 3  =  2 -------- ---------- s .  C S .  3 1 3
r  C E F 3 <1>

c o  o z n a c z a ,  ż e  e l e m e n t  o  d ł u g o ś c i  1 J e s t  d w a  r a z y  b a r d z i e j  p o d a t n y  o d

e l e m e n t u  o  d ł u g o ś c i  L  = ^ .  T y m  s a m y m  s ł u s z n e  s ą  r ó w n i e ż  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 0 } ,  

C 4 . 3 2 } ,  C 4 . 3 4 }  i  C 4 . 3 6  4 . 3 8 } ,  u m o ż l i w i a j ą c e  p r z e l i c z e n i e  w y n i k ó w  o t r z y 

m a n y c h  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r e  s z c z e g ó ł o w o  o m ó w i o n o  

w r o z d z i a l e  s z ó s t y m .

W a r t o  r ó w n i e ż  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  w w y n i k u  s y n t e z y  z  w y k o r z y s t a n i e m  

r e t r a n s f o r m a c j i  r  w s  o t r z y m u j e  s i ę  p r ę t o w y  u k ł a d  c i ą g ł y .  W a r u n k i e m  

k o n i e c z n y m  s y n t e z y  J e s t  n a t o m i a s t  s p r a w d z e n i e  j e j  r e z u l t a t ó w ,  c z y l i  a n a 

l i z a  C p o r .  r o z d z .  8 } .  U z y s k a n y  u k ł a d  c i ą g ł y ,  z b u d o w a n y  z  e l e m e n t ó w  p o d s t a 

w o w y c h  o  s z t y w n o ś c i  a c h  C E F } <V> o r a z  d ł u g o ś c i a c h  L ,  n a l e ż y  i  t r z e b a  t r a k t o 

w a ć  j a k o  d r g a j ą c y  w z d ł u ż n i e  u k ł a d  p r ę t o w y  b a d a n y  n a  p ł a s z c z y ź n i e  s ,  s t o s u 

j ą c  d o  o p i s u  J e g o  e l e m e n t ó w  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  t y l k o  i  w y ł ą c z n i e  

w p o s t a c i

E F

L

< i  )

y  p / E  L  t h  y  p / E  L s ,  C 5 . 3 2 }

y  p / E  L  c t h  y  p / E  L s .  C S . 3 3 }r  L

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  r o z w a ż a ń  w y n i k a ,  ż e  z a s t o s o 

w a n i e  m o d e l i  p r ę t ó w  o p i s a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k a m i  w p o s t a c i  C 5 . 4 }  o r a z  

C 5 . 5 } ,  c o  w k o n s e k w e n c j i  s p r o w a d z a  s i ę  d o  i c h  r e a l i z a c j i  p r a k t y c z n e j ,  

p r z y j m u j ą c  j e  w f o r m i e  C 5 .  3 2 }  i  C 5 . 3 3 } ,  J e s t  m o ż l i w e  t y l k o  p r z y  

r ó w n o c z e s n y m  s p e ł n i e n i u  C 5 . 2 6 } .
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W t y m  m i e j s c u  n a l e ż y  J e d n a k  z a u w a ż y ć ,  i ż  p r z y j ę c i e  w a r u n k u  a  =  t g a  d o  

w y k a z a n i a  z a k r e s u  s t o s o w a l n o ś c i  t r a n s f o r m a c j i  r  =  t h  -  y s  w y m a g a  k o m e n t a 

r z a  i  o k r e ś l e n i a  p r a k t y c z n e j  z m i e n n o ś c i  a r g u m e n t u  a .

Z  p r z e p r o w a d z o n y c h  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  r o z w a ż a ń  w y n i k a ,  ż e  c h a r a k 

t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e  w i e l o o d c i n k o w e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  m o ż n a  w y r a z i ć  p r z e z  

p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  a  p o  t r a n s f o r m a c j a c h  C p o r .

r o z d z .  4 }  -  p r z e z  J e g o  r u c h l i w o ś c i .  T e  z  k o l e i  s ą  f u n k c j a m i  /? C = Y  p / E  } ,  

L  o r a z  w  C = 2 r i f  } . P o n a d t o  n i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  ż e  r u c h l i w o ś ć  d y s k r e t n e g o  

e l e m e n t u  s p r ę ż y s t e g o

,.< i  > . L= J
EF < i  >

- 2 n f

j e s t  m n i e j s z a  o d  r u c h l i w o ś c i  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o  r ó w n y c h  

s i ł  u o g ó l n i o n y c h  n a  j e g o  k o ń c a c h

Ł > . L  1

C 5 .  3 4 }

w a r t o ś c i a c h

EF (3 L

c z y l i

A  ■
a  = 2 n f  (3

M o ż n a  z a t e m  z a p i s a ć  z a l e ż n o ś ć  

. .< i  >

t g  2 n f L ( 3

->  1 .

b  = - -  1 l O O  y . = f ’ C /? , L ,  f .  o D ,

C S .  3 5 }

C S .  3 6 }

C 5 .  3 7 }

k t ó r ą  w p r z y p a d k u  p i e z o c e r a m i k i  n a  o s n o w i e  t y t a n i a n u  b a r u ,  c z y l i  t w o r z y w a  

s t o s o w a n e g o  w s i l n i k a c h  w i b r a c y j n y c h  n a  e l e m e n t y  p r z e k s z t a ł c a j ą c e  d r g a n i a ,  

p o k a z a n o  n a  r y s .  S .  1 .  W ł a s n o ś c i  f i z y c z n e  t e g o  t w o r z y w a  C p o r . [ 6 3 ,  s . 1 5 3 }  s ą  

n a s t ę p u j ą c e  p  =  5 5 0 0  k g / m 3 , E  = 1 , 1 2 7  *  1 0 5  M Pa .

R y s .  5 . 1 .  G r a f i c z n a  r e p r e z e n t a c j a  z a l e ż n o ś c i  b  *  f ' C f ? , L , f , c O  

F i g .  5 . 1 .  G r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  b  =  f ' C f J . L . f . o D
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N a  p o d s t a w i e  r y s u n k u  5 . 1  m o ż n a  w y z n a c z y ć  n i e  t y l k o  p r a k t y c z n y  z a k r e s  

z m i e n n o ś c i  p a r a m e t r u  a  =  t g a , l e c z  r ó w n i e ż  z a k r e s  c z ę s t o ś c i  r o b o c z y c h  C z e r  

i  b i e g u n ó w }  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  w p r z y p a d k u  r ó ż n y c h  d ł u g o ś c i  L  e l e m e n t u  p o d 

s t a w o w e g o ,  a  t a k ż e  b ł ą d  b ,  j a k i m  o b a r c z o n e  s ą  p o d a t n o ś c i  l u b  r u c h l i w o ś c i  

e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  p r z y  s t o s o w a n i u  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y  s  w r .

P o n a d t o  m a j ą c  n a  u w a d z e  C 5 . 3 7 } ,  m o ż n a  s t w i e r d z i ć ,  ż e  c z ę s t o ś c i  C z e r a  

i  b i e g u n y }  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  b ę d ą  r ó ż n e  o d  c z ę s t o ś c i  p r z y b l i ż a j ą c e g o  g o ,  p o  

t r a n s f o r m a c j i  r  =  t h  ^  y s , u k ł a d u  d y s k r e t n e g o .

W z w i ą z k u  z  t y m  m e t o d ę  s y n t e z y  z  z a s t o s o w a n i e m  o m a w i a n e j  t r a n s f o r m a c j i  

n a l e ż y  t r a k t o w a ć  J a k o  m e t o d ę  p r z y b l i ż o n ą ,  a  o t r z y m a n e  w y n i k i  ■‘p o p r a w i ć ' '  

i n n ą  m e t o d ą  o m ó w i o n ą  w r o z d z i a l e  s z ó s t y m  i  z i l u s t r o w a n ą  p r z y k ł a d a m i  w r o z 

d z i a l e  s i ó d m y m .

O z a l e t a c h  j e d n a k  t e j  t r a n s f o r m a c j i  i  w y n i k a j ą c e j  z  n i e j  m e t o d y  s y n 

t e z y ,  p o m i m o  w s k a z a n y c h  w y ż e j  o g r a n i c z e ń  J e j  s t o s o w a l n o ś c i ,  d e c y d u j ą  

n a s t ę p u j ą c e  f ^ k t y :

-  i s t n i e j e  m o ż l i w o ś ć  o d m i e n n e g o ,  o d  s p o t y k a n e g o  w l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  

s y n t e z y  i  t o  g ł ó w n i e  u k ł a d ó w  e l e k t r y c z n y c h ,  s p o s o b u  f o r m u ł o w a n i a  p r o 

b l e m u  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h ;  p r ó b ę  t a k ą  

p o d j ę t o  w r o z d z i a l e  s i ó d m y m ,

-  o t r z y m u j e  s i ę  p r o s t ą  r e a l i z a c j ę  t e c h n i c z n ą  w y n i k ó w  s y n t e z y  o r a z  i c h  i n 

t e r p r e t a c j ę  f i z y c z n ą ,

-  m o ż n a  u w z g l ę d n i ć  d o d a t k o w e  o g r a n i c z e n i a  n a ł o ż o n e  n a  w y m i a r y  u k ł a d u  c i ą 

g ł e g o ,  c z y  w r e s z c i e

-  n a l e ż y  t r a k t o w a ć  w y n i k i  s y n t e z y  i m p l i k o w a n e j  o m a w i a n ą  t r a n s f o r m a c j ą  

J a k o  p o d s t a w ę  d o  s y n t e z y  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  i n n ą  m e t o d ą  i  t o  

z a r ó w n o  n a  p ł a s z c z y ź n i e  r , j a k  i  p ,  w c e l u  u s t a l e n i a  z n a k ó w  o d c h y ł e k  w y 

m i a r ó w  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ;  z a g a d n i e n i e  t o  z o s t a n i e  s z c z e g ó ł o w o  p r z e d 

s t a w i o n e  w r o z d z i a ł a c h  7  i  8 .



6 .  P R Z E G L Ą D  WYBRANYCH METOD SY N TE ZY  UKŁADÓW DYSKRETNYCH 

I  C I Ą G Ł Y C H  W R E P R E Z E N T A C J I  GRAFÓW I  H IPE R G R A F O W

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  p r z e d s t a w i o n o  t e  ś c i s ł e  m e t o d y  s y n t e z y  f i z y c z 

n y c h  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r e  -  p o  r e t r a n s f o r m a c j i  w y n i k ó w  -  m o ż n a  z a 

s t o s o w a ć  d o  s y n t e z y  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  r o z w a ż a n y c h  w p r a c y .  I n n y m i  s ł o w y  

r e t r a n s f o r m a c j a  o t r z y m a n y c h  r e z u l t a t ó w  s y n t e z y  u k ł a d ó w  o  p a r a m e t r a c h  

s k u p i o n y c h  J e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e m  w z a j e m n i e  j e d n o z n a c z n y m  z a r ó w n o  c o  d o  

r e a l i z o w a n e j  s t r u k t u r y ,  j a k  r ó w n i e ż  w a r t o ś c i  e l e m e n t ó w .

T a k i e  u j ę c i e  n i e  o g r a n i c z a  o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń ,  l e c z  w y n i k a  z e  s p e c y f i 

k i  m e c h a n i c z n y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h ,  p o d a n e j  w r o z d z i a l e  t r z e c i m .  Z n a n e  s ą  

b o w i e m  i n n e  ś c i s ł e  m e t o d y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  C g ł ó w n i e  

e l e k t r y c z n y c h  -  p o r .  n p .  [ 1 6 , 5 0 , 5 5 , 6 5 , 7 4 , 8 0 , 8 9 3 5 ,  k t ó r y c h  r e z u l t a t y  n i e  

m o ż n a  w s p o s ó b  j e d n o z n a c z n y  -  z g o d n i e  z  o k r e ś l o n y m i  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m  

p r z e k s z t a ł c e n i a m i  -  r e t r a n s f o r m o w a ć  w k o n f i g u r a c j ę  p o ł ą c z e ń  p r ę t ó w  u k ł a d u  

c i ą g ł e g o .  T o  o z n a c z a ,  ż e  d o w o l n a  s t r u k t u r a  f i z y c z n a  i z o m o r f i c z n a  z  g r a f e m  

b i e g u n o w y m  n i e  j e s t  p r z e k s z t a ł c a l n a  w o b c i ą ż o n y  h i p e r g r a f  d r u g i e j  i  t r z e 

c i e j  k a t e g o r i i ,  m o d e l u j ą c y  m e c h a n i c z n y  d r g a j ą c y  u k ł a d  p r ę t o w y  o  p a r a 

m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .

M e t o d y ,  k t ó r y c h  r e z u l t a t y  m o ż n a  j e d n o z n a c z n i e  r e t r a n s f o r m o w a ć , o m ó w i o 

n o  w d a l s z e j  c z ę ś c i  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u .  S ą  t o  m e t o d y :

-  r o z k ł a d u  f u n k c j i  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y  C p o r .  n p .  [ 1 , 5 , 8 , 1 9 , 3 7 , 4 9 , 5 0 + 5 2 ,  

5 7 , 6 3 , 6 5 , 7 1 , 7 2 , 8 0 3 5  »

-  r o z k ł a d u  f u n k c j i  n a  u ł a m k i  p r o s t e  C p o r .  n p .  [ 5 , 3 7 , 5 0 , 5 7 , 5 8 , 6 5 , 7 1 , 7 2 ,  

8 0 3  5 ,

-  k a s k a d o w a  C p o r . n p .  [ 1 6 , 5 0 , 5 5 , 8 9 3 5  .

I l u s t r a c j e  l i c z b o w e  o m a w i a n y c h  m e t o d  p r z e d s t a w i o n o  w r o z d z i a l e  

s i  ó d m y m .

6 .  1 .  Ś c i s ł e  m e t o d y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  n Ł  p ł a s z c z y ź n i e  

z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  r  C = t h  T s  5

6 . 1 . 1 .  R o z k ł a d  c h a r a k t e r y s t y k i  . d y n a m i c z n e j  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y

w r e p r e z e n t a c j i  g r a f ó w

D a ñ a  j e s t  r u c h l i w o ś ć  p r z e d s t a w i o n a  z a l e ż n o ś c i ą

V C O
+ . . . +  d ,

+ c-0

0

C 6 .  1 5

k t ó r ą  m o ż n a  z a p i s a ć  j a k o  i l o r a z  d w ó c h  w i e l o m i a n ó w  w p o s t a c i

C6 .  2 5
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g d z i e :  L ^ C r O  -  w i e l o m i a n  s t o p n i a  k  z m i e n n e j  z e s p > o l o n e j  r ,  M ^C rO  -  w i e l o 

m i a n  s t o p n i a  1 t e j  s a m e j  z m i e n n e j ,  k  -  1 = 1 .

P r z y  t y c h  z a ł o ż e n i a c h  p r z e d s t a w i o n o  d w a  p r z y p a d k i  s y n t e z y  r u c h l i w o ś c i  

V C r D .

P i  e r w s z y  p r z y p a d e k  C U Ł l }  -  g d y  l i c z b a  e l e m e n t ó w  s y n 

t e z o w a n e g o  u k ł a d u  j e s t  p a r z y s t a ,  w t e d y  r u c h l i w o ś ć  C 6 . 1 )  p r z y j m u j e  p o s t a ć

k Je -  2
° k  r  +  C k - 2  r  *  • * • + c 0V C r 3  =  --------  ------------ ------ -------------- 2 ------- . C 6 . 3 5

d k - l  r  + d k - 3  ^  • • •  + V

g d z i e :  k -  l i c z b a  n a t u r a l n a  p a r z y s t a .

D r u g i  p r z y p a d e k  C U k .2 )  -  g d y  l i c z b a  e l e m e n t ó w  s y n t e z o 

w a n e g o  u k ł a d u  J e s t  n i e p a r z y s t a ,  w ó w c z a s

k k -  2
^ C k  r  C k - 2  r  + +  c  r

=    i— ---■ ------------ t n  —  • C 6 . 4 3

d k - l  r  + k - 3  r  +  ' • ' +  d 0

g d z i e :  k  -  l i c z b a  n a t u r a l n a  n i e p a r z y s t a .

P r z y s t ę p u j ą c  d o  r e a l i z a c j i  p r z y p a d k u  UŁ.1 , c z y l i  d o  s y n t e z y  f u n k c j i  

C 6 . 3 J .  w t y m  c e l u  f u n k c j ę  t ę  p r z e d s t a w i a  s i ę  r ó w n i e ż  w p o s t a c i

L  C r J

V C r i  =  M ^ C r  3  '  C 6 S 3

P o  p o d z i e l e n i u  w C 6 .  5D l i c z n i k a  p r z e z  m i a n o w n i k  o t r z y m u j e  s i  

V C r 3  = V 1 1 , C r j  +  ^ ■ =  V l l > C r 3  -  1

ę

r  r  “ k - l ^ 3

L k - 2 C r 5

U0 C r 3  u :  U _ C r 3
c. C 2

C 6 .  6 )

I n t e r p r e t a c j ę  g r a f i c z n ą  o p e r a c j i  o p i s a n e j  z a l e ż n o ś c i ą  C 6 . 6 )  p o k a z a n o  

n a  r y s .  6 .  1 .

N a s t ę p n y m  e t a p e m  j e s t  r e a l i z a c j a  w y r a ż e n i a  U g C r }  w C 6 . 6 ) .  P o  p o 

d z i e l e n i u  p r z e z  L ^ ^ C r )  o t r z y m u j e  s i ę

« k _ 3 C r J
U - C r }  =  U C r )  ♦  -------- -——  = U C r )  +

2  z  L k _ 2 C r 3  z  L ^ ^ C r j

“ k - 3 C r 3

1 < 2 ) 1 
~ v ^ C r 3 “ =  mz  r  +  C 6 - 7 3

S t r u k t u r ę  z s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  p o  w y k o n a n i u  o p e r a c j i  C 6 .  7 }  p o k a z a n o  

n a  r y s .  6 . 2 .

S y n t e z o w a n a  r u c h l i w o ś ć  V CrD  C 6 .  3 )  p r z y j m i e  n a t o m i a s t  p o s t a ć

V C r 3  =  v ; ‘ > C r j  -    i   -------- . C 6 .  8 3
U C r 3  +  i ____

z  V3 C r 3

N a s t ę p n i e  r e a l i z u j e  s i ę  r u c h l i w o ś ć  V C r 3  w z a l e ż n o ś c i  C e .  8 3  J a k o



7 7

V0 C r 5  =  V ( 3 > C rO  
j  1 r

L ,k - 4  ..< s  > _ 1-------------------  = V C r 3  +..... .............
Mk - 3 Cl°  3  * W °

W 3

U C r )  4 U C r )  4
C 6 .  9 5

CrJ1)

R y s .  6 . 1 .  I l u s t r a c j a  g r a f i c z n a  r e a -  R y s .  6 . 2 .  I l u s t r a c j a  g r a f i c z n a  r e a 

l i z a c j i  r ó w n a n i a  C 6 . 6 5  l i z a c j i  r ó w n a n i a  C 6 . 7 5

F i g .  6 . 1 .  G r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f  F i g .  6 . 2 .  G r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f
t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q u a t i o n  C 6 . 6 5  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q u a t i o n  C 6 . 7 5

P o  w y k o n a n i u  d z i a ł a h  o k r e ś l o n y c h  w z o r e m  C 6 .  9 5  o t r z y m u j e  s i ę  r u c h l i w o ś ć  

V C r 5  w f o r m i e
1V C r 5 C 6 .  1 0 5

V , 3 > C r D  ♦  , ,  * ,
r  U . C r 5

o r a z  p o s t a ć  g r a f i c z n ą  z a l e ż n o ś c i  C 6 .  1 0 5  p o k a z a n ą  n a  r y s .  6 . 3 .

Ç £Î1)  Cj- f3)
r r

R y s .  6 . 3 .  I l u s t r a c j a  g r a f i c z n a  r e a l i z a c j i  r ó w n a n i a  C 6 .  1 0 5  

F i g .  6 . 3 .  G r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q u a t i o n  C 6 .  1 0 5

P r o c e s  t e n  o p i s a n y  z a l e ż n o ś c i a m i  C 6 .  6  6 . 1 0 5  k o n t y n u u j e  s i ę  a ż  d o

m o m e n t u ,  g d y  w y r a ż e n i e  U ^ C r 5  p r z y j m i e  p o s t a ć

Uk C r i  = U ^ k > CrO = ’ r . C 6 . 1 1 5

O s t a t e c z n i e  r u c h l i w o ś ć  C 6 .  5 5  p r z e d s t a w i a  s i ę  w f o r m i e  u ł a m k a  ł a ń 

c u c h o w e g o 1 ł J a k o

>K a ż d ą  f u n k c j ę  w p o s t a c i  i l o r a z u  w i e l o m i a n ó w  s t o p n i a  p a r z y s t e g o  i  n i e 
p a r z y s t e g o  C l u b  o d w r o t n i e 5 ,  k t ó r ą  m o ż n a  r o z ł o ż y ć  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y  
n a z y w a  s i ę  w i e l o m i a n e m  H u r w i t z a  C p o r .  n p . -  [ 5 3 5 .  w o d n i e s i e n i u  d o  k t ó -



1
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< 1 > ( 2 ) 
z  m r  + •r  z

< k -  1 > < k >: m rr  z

C 6 .  1 2 }

k t ó r e m u  m o ż n a  p r z y p o r z ą d k o w a ć  g r a f  b i e g u n o w y  d y s k r e t n e g o  u k ł a d u

m e c h a n i c z n e g o 1 * C r y s .  6 . 4 } .

00

R y s .  6 . 4 .  G r a f  b i e g u n o w y  J a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  w y r a ż e n i a  C 6 .  1 2 }

F i g .  8 . 4 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  ' i m p l e m e n t a t i o n  o f
e q u a t i o n  C 6 .  1 2 }

Z  k o l e i  z o s t a n i e  r o z p a t r z o n y  d r u g i  p r z y p a d e k  -  U k .2 , g d y  l i c z b a

e l e m e n t ó w  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  J e s t  n i e p a r z y s t a  i  w t e d y  r u c h l i w o ś ć  V C r } ,  

o k r e ś l o n ą  z a l e ż n o ś c i ą  C 6 . 4 } ,  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  u ł a m k a  ł a ń c u 

c h o w e g o  J a k o

1V C r  }
U ł 2 ----------

Z  . , <  3 )
C r }  +

r e g o  p o d a j e  s i ę  r ó w n i e ż  w a r u n k i  n a ł o ż o n e  n a  J e g o  z e r a  C p o r .  n p .  [ 8 0 ,  
8 9 ]  o r a z  r o z d z .  5 } .

1 S t r u k t u r ę  i z o m o r f i c z n ą  z  g r a f e m  X n a z y w a  s i ę  w u k ł a d a c h  e l e k t r y c z n y c h

p i e r w s z ą  d r a b i n k o w ą  s t r u k t u r ą  k a n o n i c z n ą  C a u e r a  C p o r .  n p .  [ 1 , 5 , 5 0 , 5 7 ,  
6 5 , 7 2 , 8 0 ] } .
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V C r } C 6 .  1 3 }

< k - i > 1m r  + -----------z  r

k t ó r e g o  r e p r e z e n t a c j ą  g e o m e t r y c z n ą  J e s t  g r a f  b i e g u n o w y  p o k a z a n y  n a

r y s  6 .  5 .

Cr!!»

C jJ k )

r

:X 
0  0

R y s .  6 . 5 .  G r a f  b i e g u n o w y  j a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  w y r a ż e n i a  C 6 .  1 3 }

F i g .  6 . 5 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f
t h e  e q u a t i o n  C 6 .  1 3 }

N i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  i ż  g r a f  X C r y s .  6 . 5 }  s t a n o w i  r o z s z e r z e n i e  k l a s y  

r e a l i z o w a n y c h  s t r u k t u r  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  i  -  p o  r e t r a n s f o r m a c j i  -  u k ł a 

d ó w  c i ą g ł y c h .

S z c z e g ó ł o w e g o  o m ó w i e n i a  w y m a g a  r ó w n i e ż  s y t u a c j a ,  g d y  k -  1 =  - 1 .  W t y m  

p r z y p a d k u  p r e z e n t o w a n ą  m e t o d ą  -  r o z k ł a d u  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  n a  

u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y  -  s y n t e z u j e  s i ę  f u n k c j ę  o d w r o t n ą  d o  r u c h l i w o ś c i  V C r } ,  

c z y l i  U C r } .  I  p o d o b n i e  J a k  p o p r z e d n i o ,  p o d c z a s  s y n t e z y  r u c h l i w o ś c i  V C r } ,  

r ó w n i e ż  p r z y  s y n t e z i e  U C r }  n a l e ż y  r o z p a t r z y ć  k o l e j n e  d w a  p r z y p a d k i ,  c z y l i  

~ t r z e c i  i  c z w a r t y .

T r z e c i  p r z y p a d e k  C U Ł 3 }  -  g d y  l i c z b a  e l e m e n t ó w ,  o t r z y 

m a n e g o  w w y n i k u  s y n t e z y  u k ł a d u  J e s t  p a r z y s t a  i  w ó w c z a s  V C r }  m a  p o s t a ć  

C 6 . 4 } ,  n a t o m i a s t  f u n k c j a  U C r }  J e s t  n a s t ę p u j ą c a :

U C r }  = -

l 1 - 2
d i  r  +  i - a  r  1

l - l  1 - 3
C l - I r + C l - 3  P +  *•* + C i r

ce.  1 4 }

c z y i  i

U C r }  =
L j C r }

W 5
C 6 .  1 5 3

3 d z i e :  1 -  l i c z b a  p a r z y s t a .
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G r a f i c z n ą  r e p r e z e n t a c j ę  w y r a ż e n i a  C 6 .  1 6 }  p o k a z a n o  n a  r y s .  6 . 6 .
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R y s .  6 . 6 .  G r a f  b i e g u n o w y  j a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  w y r a ż e n i a  C 6 .  1 6 }

F i g .  6 . 6 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e
e q u a t i o n  C 6 .  1 6 }

C z w a r t y  p r z y p a d e k  C U Ł 4 }  d o t y c z y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  m e c h a 

n i c z n y c h ,  w k t ó r y c h  l i c z b a  e l e m e n t ó w  j e s t  n i e p a r z y s t a ,  a  f u n k c j a  r u c h l i 

w o ś c i  V C r }  =  L ^ C r }  /  “  l i c z b a  n i e p a r z y s t a }  r o z ł o ż o n a  n a  u ł a m e k

ł a ń c u c h o w y  p r z y j m u j e  p o s t a ć
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R y s .  6 . 8 .  G r a f  b i e g u n o w y  J a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  r u c h l i w o ś c i  w p o s t a c i
f u n k c j i  z m i e n n e j  r *

F i g .  6 . 8 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a r » - " “1 1 1  u s t r a t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  
m o b i l i t y  a s  a  f u n c t i o n  o f  v a r i a b l e  r *

b i e g u n o w e g o  X C r y s .  6 . 7 ) .

:X
o  o

R y s .  6 . 7 .  G r a f  b i e g u n o w y  J a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  w y r a ż e n i a  C 6 . 1 7 )

F i g .  6 . 7 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f
t h e  e q u a t i o n  C 6 . 1 7 )

O m ó w i e n i a  w y m a g a j ą  r ó w n i e ż  p r z y p a d k i ,  g d y  w C 6 . 1 )  s t o p i e ń  l i c z n i k a  j e s t  

m n i e j s z y  o d  s t o p n i a  m i a n o w n i k a ,  a  s y n t e z o w a n a  f u n k c j a  J e s t  w d a l s z y m  c i ą g u  

r u c h l i w o ś c i ą  V C r ) .  P o d o b n i e  p o s t ę p u j e  s i ę  r ó w n i e ż ,  g d y  w o d w r o t n o ś c i  

r u c h l i w o ś c i ,  c z y l i  w U C r )  s t o p i e ń  l i c z n i k a  J e s t  t a k ż e  o  j e d e n  m n i e j s z y  o d  

s t o p n i a  m i a n o w n i k a .

R o z k ł a d u  t a k i c h  f u n k c j i  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y  d o k o n u j e  s i ę  w e d ł u g  

n a j n i ż s z y c h  p o t ę g  z m i e n n e j  r .  W t y m  c e l u  l i c z n i k  i  m i a n o w n i k  c h a r a k 

t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  d z i e l i  s i ę  p r z e z  r  w n a j w y ż s z e j  p o t ę d z e  i  w p r o 

w a d z a j ą c  n o w ą  z m i e n n ą  r  * =  ^  w y k o n u j e  s i ę  p r z e d s t a w i o n e  p o w y ż e j  o p e r a c j e .

N i e  w n i k a j ą c ,  c z y  w w y n i k u  s y n t e z y  o t r z y m a  s i ę  u k ł a d  o  p a r z y s t e j  l u b  

n i e p a r z y s t e j  l i c z b i e  e l e m e n t ó w ,  u z y s k u j e  s i ę  g r a f  X 4> C r y s .  6 . 8 ) .

1 *I z o m o r f i c z n y  z  n i m  u k ł a d  e l e k t r y c z n y  n a z y w a n y  J e s t  d r u g ą  s t r u k t u r ą  
k a n o n i c z n ą * C a u e r a  C p o r .  n p .  C1 , 5 , 5 0 , 5 7 , 6 5 , 7 2 , 8 0 ] ) .
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M im o  i ż  i s t n i e j e  m o d e l  d r g a j ą c e g o  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o ,  k t ó r y  p o k a z a n e  

n a  r y s .  6 . 9 ,  j a k o  p r a k t y c z n a  r e a l i z a c j a  o t r z y m a n e j  s t r u k t u r y  w p o s t a c i  

g r a f u  C r y s .  6 . 8 ) ,  t o  j e d n a k  n i e  i s t n i e j e  r e t r a n s f o r m a c j a  X w o b c i ą ż o n y  

h i p e r g r a f  3 X ,  z g o d n i e  z  o k r e ś l o n y m i  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m  t r a n s f o r m a c j a m i  

p ł a s z c z y z n y  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j .  W a r t o  r ó w n i e ż  d o d a ć ,  i ż  t e c h n i c z n a  r e a l i 

z a c j a  t e g o  g r a f u  C r y s .  6 . 8 )  w p o s t a c i  m o d e l u  u k ł a d u  p o k a z a n e g o  n a  r y s .  6 . 9  

w y m a g a  k i l k u  s ł ó w  k o m e n t a r z a .  O t ó ż  u k ł a d  m e c h a n i c z n y  C r y s .  6 . 9 )  z a l i c z a n y  

j e s t  d o  t a k  z w a n y c h  m e c h a n i c z n y c h  d y s k r e t n y c h  f i l t r ó w  w y s o k i c h  c z ę s t o 

t l i w o ś c i  l > , k t ó r e  s z c z e g ó ł o w o  p r z e b a d a n o  w p r a c y  ( 4 0 3 ,  z  t y m  j e d n a k ,  ż e  

d o c i e k l i w o ś ć  A u t o r a  c y t o w a n e j  p r a c y  k o n c e n t r u j e  s i ę  g ł ó w n i e  n a  m o d e l u  s i e 

c i o w y m  f i l t r u ,  u t w o r z o n y m  z  m e c h a n i c z n y c h  d w ó j n i k ó w  d y s k r e t n y c h .  R e a l i z a 

c j a  p r a k t y c z n a  w c y t o w a n e j  p r a c y  m a  n a t o m i a s t  c h a r a k t e r  w y ł ą c z n i e  p o g l ą 

d o w y .

R y s .  6 . 9 .  M o d e l  d y s k r e t n e g o  u k ł a d u  d r g a j ą c e g o  J a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  
p r a k t y c z n e j  J e g o  g r a f u  b i e g u n o w e g o  z  r y s .  6 . 8

F i g .  6 . 9 .  M o d e l  o f  a  d i s c r e t e  v i b r a t i n g  s y s t e m  a s  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  
p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m o d e l ’ s  t e r m i n a l  g r a p h

N a  r y s .  6 . 9  o z n a c z o n o  z a r ó w n o  p a r a m e t r y  g e o m e t r y c z n e  -  w y m i a r  " a " y J a k  

r ó w n i e ż  -  s p r ę ż y s t e  i  i n e r c y j n e ,  p r z y  c z y m  w p r z y p a d k u  t y c h  o s t a t n i c h  n a 

l e ż y  p r z y j ą ć ,  ż e  m ^ ( v > =  |  n / v * C i  = 2 , 4 .....................k - 1 )  C p o r .  [ 4 0 3  s . 6 4 ) .

N a  p o d k r e ś l e n i e  z a s ł u g u j e  r ó w n i e ż  f a k t ,  ż e  n i e i s t n i e n i e  r e t r a n -  

s f o r m a c j i  g r a f u  b i e g u n o w e g o  w o b c i ą ż o n y  h i p e r g r a f  n i e  w y n i k a  z e  s t o s o w a 

n e g o  w p r a c y  s p o s o b u  m o d e l o w a n i a ,  l e c z  z e  s p e c y f i k i  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  

w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  m e c h a n i c z n y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  C p o r .  r o z d z .  4 . 2 ) .

S t o s u j ą c  b o w i e m  g r a f y  b i e g u n o w e  i  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  p i e r w s z e j  k a t e 

g o r i i ,  j a k o  g r a f i c z n ą  r e p r e z e n t a c j ę  s t r u k t u r y  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o  n a  p r z e -  

t r a n s f o r m o w a n e j  p ł a s z c z y ź n i e  -  j e s t  t o  p ł a s z c z y z n a  r  -  n i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  

ż e  s y n t e z ę  r u c h l i w o ś c i  l u b  j e j  o d w r o t n o ś c i ,  g d y  s t o p n i e  i c h  l i c z n i k ó w  s ą

0  J e d e n  m n i e j s z e  o d  m i a n o w n i k ó w ,  m o ż n a  p r o w a d z i ć  n a  p o d s t a w i e  o m ó w i o n y c h

1 ' G r a f y  b i e g u n o w e  p o k a z a n e  n a  r y s .  6 . 4  -i- 6 . 7  s ą  m o d e l a m i  d y s k r e t n y c h  m e 
c h a n i c z n y c h  f i l t r ó w  n i s k i c h  c z ę s t o t l i w o ś c i .
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c z t e r e c h  p r z y p a d k ó w .  J e ś l i  w i ę c  o z n a c z y ć  k o l e j n e  c z t e r y  p r z y p a d k i  j a k o  

U L 5  ~  U L 8 1 > , t o  o d p o w i e d n o s ć  n u ę d z y  n i m i  a  c z t e r e m a  p i e r w s z y m i  p o k a z a n o  

n a  r y s .  6 . 1 0 ,  p r z y  c z y m  p r z y  l i c z b i e  1 ~  8  p o m i n i ę t o  s y m b o l  U L ,  n a t o m i a s t  

s y m b o l  V l u b  U p o d  l i c z b ą  o z n a c z a ,  i ż  s y n t e z o w a n a  c h a r a k t e r y s t y k a  « j e s t  

o d p o w i e d n i o  f u n k c j ą  r u c h l i w o ś c i  l u b  j e j  o d w r o t n o ś c i ą .

©
v

©  © © L > M

© L<M

R y s .

F i g .

6 . 1 0 .  O d p o w i e d n i  o S ć  m i ę d z y  p r z y p a d k a m i  s y n t e z y  c h a r a k t e r y s t y k i
d y n a m i c z n e j  m e t o d ą  r o z k ł a d u  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y

6 . 1 0 .  C o r r e s p o n d e n c e  a m o n g  c h a n c e s  o f  t h e  s y n t h e s i s  o f  a  d y n a m i c a l  
c h a r a c t e r i s t i c  b y  t h e  m e t h o d  o f  e x p a n s i o n  i n t o  c o n i n u e d  f r a c t i o n

Z  r y s u n k u  6 . 1 0  w y n i k a ,  ż e  n i e d o g o d n o ś ć  z w i ą z a n ą  z  n i e i s t n i e n i e m  p r z e 

k s z t a ł c e n i a  o d w r o t n e g o  w p r z y p a d k a c h  U L 5  -r- U L 8  m o ż n a  z a s t ą p i ć  s y n t e z ą  

o d p o w i a d a j ą c y c h  i m  p r z y p a d k ó w  U L 3 ,  U L 4 ,  U L I ,  U L 2 ,  d l a  k t ó r y c h  i s t n i e j e  

J e d n o z n a c z n a  r e t r a n s f o r m a c j a  r e z u l t a t ó w  z  p ł a s z c z y z n y  r  n a  s .  W a r t o  

r ó w n i e ż  z a u w a ż y ć ,  ż e  o k r e ś l o n e  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m  t r a n s f o r m a c j e  m i a ł y  n a  

c e l u  w y k o r z y s t a n i e  Ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  d o  s y n t e z y  

u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .  A z a t e m  o g r a n i c z e n i e  c o  d o  k l a s y  r e a l i z o w a n y c h  s t r u k t u r  

d y s k r e t n y c h  m a  z n a c z e n i e  j e d y n i e  w p r z y p a d k u ,  g d y b y  p r z e d m i o t e m  r o z w a ż a ń  

b y ł a  s y n t e z a  u k ł a d ó w  o  p a r a m e t r a c h  s k u p i o n y c h .  W p r e z e n t o w a n y m  n a t o m i a s t  

p r z y p a d k u  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  t o  o g r a n i c z e n i e  n i e  u m n i e j s z a  

o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń  i  s t o s o w a l n o ś c i  z d e f i n i o w a n y c h  w r o z d z i a l e  t r z e c i m  

c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h ,  i c h  m o d e l i  w p o s t a c i  

o b c i ą ż o n y c h  h i p e r g r a f ó w  3 X ( '- ' C i  = 1 , . . .  , nl> i  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y

s  w r  C r o z d z .  4 }  , z e  w z g l ę d u  n a  i s t n i e n i e  o d p o w i e d n i o S c i  m i ę d z y  n i e r e t r a n -  

s f o r m o w a l n y m i  1 r e t r a n s f o r m o w a l n y m i  p r z y p a d k a m i .

2  p r z e d s t a w i o n y c h  r o z w a ż a ń  w y n i k a  r ó w n i e ż ,  ż e  p r z e k s z t a ł c e n i e  p ł a s z 

c z y z n  m a  i s t o t n e ,  l e c z  g ł ó w n i e  f o r m a l n e  z n a c z e n i e .  D o k o n u j e  s i ę  g o  p o  t o ,  

a b y  r e z u l t a t y ,  o t r z y m a n e  m e t o d ą  r o z k ł a d u  p r z e t r a n s f o r m o w a n e j  c h a r a k 

t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y ,  w y k o r z y s t a ć  d o  s y n t e z y  

c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  m e c h a n i c z n y c h  u k ł a d ó w  

p r ę t o w y c h .

W t y m  m i e j s c u  n a l e ż y  u w z g l ę d n i ć  u w a g ę  p o d a n ą  n a  k o h c u  r o z d z i a ł u  5 . 1

^ P r z y j m u j ą c  z a ł o ż e n i a  o d n o S n i e  d o  s y n t e z o w a n y c h  c h a r a k t e r y s t y k  j a k  
w  p r z y p a d k a c h  U L I  -i- U L 4  C p o r  . C 6 .  3 J  , C 6 .  4 J  , C 6 .  8 J  , C 6 .  l O J  3 .
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i  w y n i k i  o t r z y m a n e  t ą  m e t o d ą  t r a k t o w a ć  j a k o  p i e r w s z e  p r z y b l i ż e n i e .  Z  t y m  

J e d n a k ,  ż e  p r z y s t ę p u j ą c  d o  s y n t e z y  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  t ą  m e t o d ą  

m o ż n a  -  j a k  t o  z o s t a n i e  p o k a z a n e  w d a l s z y m  c i ą g u  -  w y z n a c z y ć  p o d s t a w o w y  

p a r a m e t r ,  k t ó r y m  j e s t  d ł u g o ś ć  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  c z y l i  L  i  t y m  s a m y m  

1 =  2 L .  P o n a d t o  s t r u k t u r a  o t r z y m a n e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  o  o d c i n k o w o  s t a ł y m  

p r z e k r o j u  j e s t  t a k a  s a m a  j a k  s t r u k t u r a  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  z s y n t e z o w a n e g o  

d o k ł a d n ą  m e t o d ą  k a s k a d o w ą ,  k t ó r ą  o m ó w i o n o  w d a l s z e j  c z ę ś c i  p r a c y .

6 . 1 . 2 .  R o z k ł a d  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  F C r }  n a  u ł a m k i  p r o s t e  

w r e p r e z e n t a c j i  g r a f ó w

P o d o b n i e  J a k  w r o z d z i a l e  6 . 1 . 1 ,  p r z y  r o z k ł a d z i e  c h a r a k t e r y s t y k i  

d y n a m i c z n e j  n a  u ł a m e k  ł a ń c u c h o w y ,  s t o s o w a n ą  w n i n i e j s z e j  c z ę ś c i  p r a c y  m e 

t o d ą  s z c z e g ó ł o w o  o m ó w i o n o  r ó w n i e ż  o s i e m  p r z y p a d k ó w ,  p r z y  c z y m  o s t a t n i e  

c z t e r y  -  z e  w z g l ę d u  n a  n i e i s t n i e n i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  o d w r o t n e g o  -  m o ż n a  

s p r o w a d z i ć  d o  c z t e r e c h  p i e r w s z y c h .  P o n a d t o  p r z y  o m a w i a n i u  n i e k t ó r y c h  

z  n i c h  o t r z y m u j e  s i ę  s t r u k t u r y  d y s k r e t n e  -  g r a f y  b i e g u n o w e ,  k t ó r e  s ą  

g r a f a m i  s ł  a b o s  p ó j  n y m i  C p o r .  [ 1 1  , 1  4 ,  4 6 ,  6 0 ,  6 1  , 8 2 ' - 8 5 ,  9 4 ,  9 5 , 1 1 9 3 }  i  i c h  r e a 

l i z a c j a  p r a k t y c z n a  -  w p o s t a c i  d y s k r e t n y c h  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  m e c h a 

n i c z n y c h  -  b y ł a b y  m o ż l i w a ,  l e c z  b a r d z o  z ł o ż o n a .  S t r u k t u r y  t e  o p a t r z o n o  

s t o s o w n y m  k o m e n t a r z e m .  W a r t o  j e d n a k  p a m i ę t a ć ,  ż e  c e l e m  p r a c y  n i e  J e s t  

s y n t e z a  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h ,  l e c z  c i ą g ł y c h  i  w z w i ą z k u  z  t y m  w s z y s t k i e  

w c z e ś n i e j  p r z e d s t a w i o n e  w r o z d z i a ł a c h  d r u g i m  i  t r z e c i m  c z y n n o ś c i  p r z y 

g o t o w a w c z e  s ą  p o d s t a w ą  w y k o r z y s t a n i a  ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  

d y s k r e t n y c h  d o  s y n t e z y  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o 

s ó b  c i ą g ł y  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e .

O p r ó c z  t e g o  n a  p o d s t a w i e  r y s .  4 .  5  i  4 . 4  m o ż n a  s t w i e r d z i ć ,  ż e  p o m i m o  

t y c h  s a m y c h  s t o p n i  l i c z n i k ó w  i  m i a n o w n i k ó w  w w y r a ż e n i a c h  n a  r u c h l i w o ś c i  

C p o r .  C 4 . 1 8 D  i  C 4 . 1 9 }  o r a z  C 4 . 1 3  ~  4 .  1 5 }  3 i n n y  j e s t  s p o s ó b  r e t r  a n s f  o r m a c  J i  

o t r z y m a n y c h  w y n i k ó w  m e t o d a m i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  w p a r a m e t r y  

u k ł a d u  c i ą g ł e g o  w z a l e ż n o ś c i  o d :

-  z a s t o s o w a n e j  t r a n s f o r m a c j i  p ł a s z c z y z n y  z m i e n n e j  z a s p o l o n e j ,

-  • ' m i e j s c a * *  w y z n a c z a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  w d r g a j ą c y m  u k ł a d z i e  

p r ę t o w y m .

W z w i ą z k u  z  t y m  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  o m ó w i o n o  r o z k ł a d  c h a r a k t e 

r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  p r z y j m u j ą c ,  ż e  j e s t  o n a  f u n k c j ą  a r g u m e n t u  r ,  p r z y  c z y m  

s a m a  m e t o d a  d o t y c z y  t e ż  a r g u m e n t u  p .  Z a m i e s z c z o n o  r ó w n i e ż  s p o s ó b  p r z e l i 

c z a n i a  r e z u l t a t ó w  s y n t e z y  z  p ł a s z c z y z n y  r  n a  p ł a s z c z y z n ę  s ,  n a t o m i a s t  r o z 

d z i a ł  6 . 2 . 2  z  u w a g i  t y l k o  n a  f o r m a l n e  z m i a n y  p a r a m e t r ó w  i  i n d e k s ó w  -  b o 

w i e m  i s t o t a  m e t o d y  s i ę  n i e  z m i e n i a  -  p o ś w i ę c o n o  g ł ó w n i e  w y z n a c z a n i u  w a r 

t o ś c i  p a r a m e t r ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  n a  p o d s t a w i e  o t r z y m a n y c h  w y n i k ó w  s y n t e z y  

m e t o d ą  r o z k ł a d u  c h a r a k t e r y s t y k i  n a  u ł a m k i  p r o s t e .

P o n a d t o  m a j ą c  n a  u w a d z e ,  ż e  t r a n s f o r m a c j a  p ł a s z c z y z n y  s  w r  ma 

c h a r a k t e r  o g r a n i c z o n y ,  z a l e ż n y  o d  z a k r e s u  z m i e n n o ś c i  a  C r o z d z .  5 . 1 } ,
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a  w i ę c  m i m o  i ż  s a m a  m e t o d a  s y n t e z y  j e s t  m e t o d ą  ś c i s ł ą ,  o t r z y m a n e  r e z u l t a t y  

s t a n o w i ą  J e d y n i e  p o d s t a w ę  z o r i e n t o w a n i a  s i ę  w w a r t o ś c i a c h  p a r a m e t r ó w ,  

a  w ł a ś c i w i e  i c h  i l o r a z ó w .  W z w i ą z k u  z  t y m  o t r z y m a n e  r e z u l t a t y  n a l e ż y  

r ó w n i e ż  p r z e l i c z y ć  w s p o s ó b  d o k ł a d n y  C p o r . C 4 . 3 5 3 , C 4 . 3 6 3  i  C 4 . 3 8 5 3 .

J e ś l i  z a t e m  p r z y j ą ć ,  ż e  n a l e ż y  s y n t e z o w a ć  p r z e t r a n s f o r m o w a n ą  c h a r a 

k t e r y s t y k ę  d y n a m i c z n ą  w p o s t a c i  C 4 . 2 7 5 ,  t o  p r e z e n t o w a n ą  t u t a j  m e t o d ą  

p r z e d s t a w i o n o  n a j p i e r w  r e a l i z a c j ę  f u n k c j i  o d w r o t n e j  d o  r u c h l i w o ś c i  V C r 5 ,

c z y l i  U C r 5 .  U w a g i  o  s y n t e z i e  f u n k c j i  V C r 5  p o d a n o  n a t o m i a s t  

n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u .

w z a k o ń c z e n i u

P i e r w s z y  i  d r u g i  p r z y p a d e k ,  c z y l i  UP1 

c h o d z i  w t e d y ,  g d y  l i c z b a  e l e m e n t ó w  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  j e s t  

i  w ó w c z a s  f u n k c j a  U C r 5  p r z y j m u j e  p o s t a c i e

J  ( r 2 -
U C r 5  =

- i )  ( r Cr 2 n + i 3

1 u b
(rr  r  +  r d ( r 4.3 • • • ( r 2 n )

i  U P 2  z a -  

p a r z y s t a

C 6 .  1 8 5

U C r 5  = -
( r • + r j

r  Z . 2% s  2 2-. r
( r .  +  r j  ( r  +  r 3 )  . . . 2 ^. 2

r 2 n + l

P r z y s t ę p u j ą c  d o  s y n t e z y  p i e r w s z e g o  p r z y p a d k u  

C 6 . 1 8 5 ,  r o z k ł a d a  s i ę  J ą  n a  u ł a m k i  p r o s t e  J a k o

)

UP1 .

U C r 5
H

g d z i e :

B. Bo B.
=  k 2 n - l

r - J r ; r + J r , r - J r
2 n

C 6 .  1 9 3

c z y l i  f u n k c j i

2 n
r + J r C6. 203

2 n

k Q . B2 n - i  

0 ,  J r

B_  -  w a r t o ś c i  
2 n r e s i d u ó w  w b i e g u n a c h

2* - J r s »J>o d p o w i e d n i o  r ó w n e  co,

H .  X
c k

R e s i d u a  t e  w y l i c z a  s i ę  z  n a s t ę p u j ą c y c h  z a l e ż n o ś c i :

2 n ' - J r
2 n  ‘ - T T ' ,

k  = l i m  J K r 3 _  _ k =  l i m  r  U C r 3 ,  
oo r  O _r  - ♦  oo r  —► O

= l i m  ( r - J r 2 )  U C r 3 ,  B g  = l i m  ( r + J r 2 )  U C r 3 ,
r  -  J r 2  r  - »  - J r 2

B2 n - 1  *  l i m ( ( r - J r 2 n )  U C r 5  • S 2 n =  l i m  , ( r + J r 2 n )  1 X 1 0  ' C 8 ’ 2 1 5
r J r 2 n  r -  - J r 2 n

Z  r ó w n a ń  C 6 . 2 1 5  w i d a ć ,  ż e  B ^ , B ^ .................... ® 2 n - l * ^ 2 n  l i c z b a m i  s p r z ę 

ż o n y m i  , l e c z  z  w ł a s n o ś c i  f u n k c j i  w y m i e r n y c h  r z e c z y w i s t y c h  d o d a t n i c h  C p o r .  

r o z d z .  5 5  w y n i k a ,  ż e  w s z y s t k i e  r e s i d u a  n a  o s i  u r o j o n e j  s ą  r z e c z y w i s t e  d o 

d a t n i e ,  a  w i ę c

- B !  =  B2  “  k 2  • B 3  ■ B4  =  k 4 ..........................B2 n - 1  =  B2 n  =  k 2 n  C 6 - 2 2 5

i  s t ą d
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2  k..

r - Jp2

B 3

r + Jr£ 
B4

2
r

2
r2 

k 4  r
r - jr4 r + j r 4 2

r 2+ r4
B£n-1 B£ n

2 k2n r
r - jr2 r + J r £

2r + r3n
U w z g l ę d n i a j ą c  C 6 . 2 3 ) .  r ó w n a n i e  C 6 . 2 0 )  m o ż n a  z a p i s a ć  w p o s t a c i

n
2  k „

U C r )
H = k r  + ■

2m

C 6 .  2 3 )

C 6 .  2 4 )
+  r

m = l
2 m

g d z i e :  k > 0 ,  k - > 0 ,  k _  > 0 ,oo O 2 m m = 1 , 2 ,

N i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  ż e  p o s z c z e g ó l n y m  s k ł a d n i k o m  C 6 .  2 4 )  o d p o w i a d a j ą  

n a s t ę p u j ą c e  w y r a ż e n i a  C p o r . r y s .  3 .  l O d  o r a z  r y s .  4 . 5 a ) :

, , ( 0 0 ) .  .  < oo>
U C r )  =  m z  z

< o  >
c r

c z y i  i  k  = m

c z y l i  k Q = c r C S .  £ 5 3

O d w r o t n o P c i o m  r u c h l i w o ś c i ,  c z y l i  i l o r a z o m  p o d  z n a k i e m  s u m y ,  t o  z n a c z y

/ C r  + r ..
2 m

o d p o w i a d a j ą  n a t o m i a s t  s z e r e g o w e  p o ł ą c z e n i a  e l e m e n t ó w

s p r ę ż y s t e g o  i  i n e r c y j n e g o  C p o r .  r y s .  3 . 1 0  o r a z  4 .  5 b )  , a  z a t e m

t 2m >
2  k

2 m
C 6 .  2 6 )

2 m

i  s t ą d  C p o r .  C 4 . 2 2 ) 3  

< v ♦ i > <2
2  k

= 2  k..
2m

Cm , n ) . C 6 .  2 7 )

2m

I l u s t r a c j ą  g e o m e t r y c z n ą  z a l e ż n o ś c i  C 6 . 2 4 )  j e s t  g r a f  b i e g u n o w y ,  p o k a z a 

n y  n a  r y s .  6 . 1 1  C p o r .  r y s .  4 .  5 ) .

N a  r y s .  6 . 1 1  p r z e d s t a w i o n o  g r a f  b i e g u n o w y  X 1 ! k t ó r e g o  k r a w ę d z i o m  

p r z y p o r z ą d k o w a n o  p r z e t r a n s f o r m o w a n e  n a  p ł a s z c z y z n ę  r  o d w r o t n o ś c i  r u c h 

l i w o ś c i .  R e t r a n s f o r m a c j ę  o t r z y m a n y c h  r e z u l t a t ó w  u z y s k u j e  s i ę  s t o s u j ą c  

p r z e k s z t a ł c e n i e  o d w r o t n e  g r a f u  b i e g u n o w e g o  w h i p e r g r a f  3 X C p o r .  r y s .  

3 . 1  O d .  e  i  4 . 5 ) .  W a r t o ś c i  l i c z b o w e  i n e r c y j n y c h  i  s p r ę ż y s t y c h  p a r a m e t r ó w  

e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  w y z n a c z a  s i ę  n a t o m i a s t  z  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 3 5 ) ,  C 4 . 3 6 )

o r a z  C 4 . 3 8 ) .

P r z y s t ę p u j ą c  d o  s y n t e z y  f u n k c j i  C 6 . 1 9 ) ,  c z y l i  d o  d r u g i e g o  p r z y p a d k u  -  

U P 2 ,  p o  r o z ł o ż e n i u  j e j  n a  u ł a m k i  p r o s t e  o t r z y m u j e  s i ę

I z o m o r f i c z n y  z  g r a f e m  X̂  u k ł a d  e l e k t r y c z n y  n a z y w a n y  j e s t  s t r u k t u r ą  k a n o 

n i c z n ą  r ó w n o l e g ł ą  F o s t e r a  C p o r .  n p .  [ 5 , 5 0 , 5 7 , 6 5 , 7 2 , 8 0 3 ) .
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n

U C r 5
H

m = l

C 6 .  2 8 5

g d z i e :  ^ g m - l ^ O »  s ł u s z n e  s ą  r ó w n i e ż  z a l e ż n o ś c i  C 6 . 2 5 5  C o c z y w i ś c i e , J a k  ł a t w o  

z a u w a ż y ć ,  k ^  O i  k ^ =  0 5  o r a z  C 6 . 2 6 5 ,  p r z y  c z y m  z a m i a s t  2 m  n a l e ż y  

w C 6 . 2 6 5  p o d s t a w i ć  2 m - l .

0 0
R y s .  6 . 1 1 .  G r a f  b i e g u n o w y  j a k o  i l u s t r a c j a  r e a l i z a c j i  w y r a ż e n i a  C 6 . 2 4 5

F i g .  6 . 1 1 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a  g r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  e q u a t i o n  C 6 .  2 4 5

G r a f  b i e g u n o w y  r e a l i z u j ą c y  z a l e ż n o ś ć  C 6 . 2 8 5  j e s t  n a t o m i a s t  p o d g r a f e m  

g r a f u  z  r y s  6 . 1 1  z  u s u n i ę t y m i  k r a w ę d z i a m i ,  k t ó r y m  p r z y p o r z ą d k o w a n o  

o d w r o t n o ś c i  r u c h l i w o ś c i  C r 5  o r a z  U2  C r 5 .  O t r z y m a n y  w t y m  p r z y p a d k u

g r a f  b i e g u n o w y  j e s t  g r a f e m  s ł a b o s p ó j n y m  C p o r .  1 1 1  , 1  4 ,  4 6 ,  6 0 ,  6 1  , 8 2 4 - 8 5 ,  9 4 ,  9 5 ,  

1 1 9 3 5  i  j e g o  r e a l i z a c j a  p r a k t y c z n a  w p o s t a c i  u k ł a d u  d y s k r e t n e g o  j e s t

m o ż l i w a ,  p o d o b n i e  J a k  r e a l i z a c j a  p r a k t y c z n a  d r g a j ą c e g o  u k ł a d u  c i ą g ł e g o ,

o c z y w i ś c i e  p o  r e t r a n s f o r m a c j i  o t r z y m a n y c h  r e z u l t a t ó w .

T r z e c i  -  UP 3  i  c z w a r t y  -  UP 4  p r  z y p a d e k  d o t y c z y  

s y n t e z y  f u n k c j i  U C r 5  u k ł a d u ,  k t ó r e g o  l i c z b a  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  J e s t  

n i e p a r z y s t a .  F u n k c j e  U C r 5  p r z y j m u j ą  z a t e m  f o r m y

:X

1 u b

C 6 .  2 9 5

C 6 .  3 0 5

D o k o n u j ą c  r o z k ł a d u  f u n k c j i  C 6 . 2 9 5  C p r z y p a d e k  t r z e c i  -  U P 3 5  n a  u ł a m k i  

p r o s t e ,  o t r z y m u j e  s i ę



m = l
g d z i e :  k > 0 .  k ^  „ > 0 ;  s ł u s z n e  s ą  r ó w n i e ż  z a l e ż n o ś c i  C 6 . 2 4 5  -  o c z y w i ś c i e  

oo ¿ ro—l
k ^ =  O i  C 6 .  2 6 ) ,  z  t y m  ż e  p o d o b n i e  j a k  w  d r u g i m  . p r z y p a d k u  n a l e ż y  

p o d s t a w i ć  2 m - l  z a m i a s t  2m .

G r a f  b i e g u n o w y ,  r e a l i z u j ą c y  r o z ł o ż o n ą  n a  u ł a m k i  p r o s t e  f u n k c j ą  C 6 . 3 1 5  

j e s t  p o d g r a f e m  g r a f u  z  r y s .  6 . 1 1  z  u s u n i ę t ą  k r a w ę d z i ą ,  k t ó r e j  p r z y 

p o r z ą d k o w a n o  o d w r o t n o ś ć  r u c h l i w o ś c i  U ^ 0 > C r 5  =  c ^ 0 > /  r .

C z w a r t y  p r z y p a d e k  -  U P 4  d o t y c z y  r ó w n i e ż  s y n t e z y  f u n 

k c j i  U C r 5 ,  g d y  l i c z b a  e l e m e n t ó w  o t r z y m a n e g o  u k ł a d u  J e s t  n i e p a r z y s t a .

R o z k ł a d a j ą c  C 6 . 3 0 5  n a  u ł a m k i  p r o s t e , u z y s k u j e  s i ę
n

U C r J  k 0  \  2  lcS m  r  ____
- h — = — —  ♦ )  '  • C 6 3 2 >

Ł— z r -  r  r 2n>
g d z i  e :  k  > 0 .  > 0 .  m
*  o  2 m

P o d o b n i e  J a k  w r o z p a t r y w a n y c h  j u ż  p r z y p a d k a c h  r o z k ł a d u  n a  u ł a m k i  

p r o s t e  f u n k c j i  C 6 .  1 8 5 ,  C 6 .  1 9 5  i  C 6 . 2 9 5  s ł u s z n e  s ą  t a k ż e  z a l e ż n o ś c i  C 6 .  2 5 5  

Cw  t y m  p r z y p a d k u  k  =  0 5  o r a z  C 6 .  2 6 5 .  G r a f  b i e g u n o w y  r e a l i z u j ą c y  f u n k c j ę  

C 6 .  3 2 5  i  t y m  s a m y m  C 6 .  3 0 5  J e s t  r ó w n i e ż  p o d g r a f e m  g r a f u  X z  r y s .  6 . 1 1 ,

z  k t ó r e g o  u s u n i ę t o  k r a w ę d ź  z  p r z y p o r z ą d k o w a n ą  j e j  o d w r o t n o ś c i ą  r u c h l i w o ś c i
,,< c a .  - ( ca
U C r 5  =  m r . 

z  z
O m ó w i e n i a  w y m a g a j ą  r ó w n i e ż  p r z y p a d k i ,  g d y  c h a r a k t r y s t y k i  d y n a m i c z n e  

o p i s a n e  z a l e ż n o ś c i a m i  C 6 .  1 8 5 ,  C 6 .  1 9 5 ,  C 6 . 2 9 5  i  C 6 . 3 0 5  n i e  s ą  f u n k c j a m i  

U C r 5 f l e c z  s ą  r u c h l i w o ś c i a m i  V C r 5 .  R u c h l i w o ś c i  t e  m o ż n a  t a k ż e  r o z ł o ż y ć  n a  

u ł a m k i  p r o s t e ,  o t r z y m u j ą c  w t e n  s p o s ó b  k o l e j n e  c z t e r y  s t r u k t u r y  

C U P 5  U P 8 5 , p r z y  c z y m  n a j b a r d z i e j  o g ó l n y  p r z y p a d e k  u z y s k a  s i ę  w ó w c z a s ,  g d y  

f u n k c j a  r u c h l i w o ś c i  p r z y j m i e  p o s t a ć

r  2  r  2 .  2 ^  r  2 2 \

. - r -  f r  • - * * " >  .
1 r  ( r * . r S ) Cr * . r ; )  ...

P o  r o z ł o ż e n i u  C 8 . 3 3 5  n a  u ł a m k i  p r o s t e  o t r z y m u j e  s i ę

hO \  ' 2 h?m r
H V C r 3  =  h j r  + ------------- *  \   .  .  • C 6 . 3 4 3

— 2 m  m = l
R u c h l i w o ś ć  C 6 . 3 3 5  i  C 6 . 3 4 5  m o ż n a  w y z n a c z y ć  s t o s u j ą c  p r o p o n o w a n y

w  p r a c y  a p a r a t  m a t e m a t y c z n y  i  r o z p a t r u j ą c  g r a f  b i e g u n o w y  p o k a z a n y  n a  r y s .  

6 .  12 .

P o z o s t a ł e  t r z y  p r z y p a d k i  C U P 6  +  U P 8 5  s y n t e z y  f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i

o t r z y m u j e  s i ę  r e a l i z u j ą c  r u c h l i w o ś ć  V C r 5  p o d g r a f ó w  g r a f u  z  r y s .  6 . 1 2 ,  c z y 

l i  u s u w a j ą c  z  n i e g o  k r a w ę d z i e ,  k t ó r y m  p r z y p o r z ą d k o w a n o  o d w r o t n o ś c i  r u c h 

l i w o ś c i ,  c z y l i  n / W>r  o r a z  c ^ 0 ) /  r .  O p e r a c j i  t e j  d o k o n u j e  s i ę  p o p r z e z  u s u 

n i ę c i e  t y l k o  J e d n e j  z  d w ó c h  k r a w ę d z i  a l b o  o b u  J e d n o c z e ś n i e .  I n n y m i  s ł o w y  

b ę d ą  t o  g r a f y ,  w p r z y p a d k u  k t ó r y c h  m o ż n a  o b l i c z y ć  f u n k c j e  r u c h l i w o ś c i ą

w y c z e r p u j ą c  w s z y s t k i e  m o ż l i w e  i c h  p o s t a c i e ,  a  g ł ó w n i e  d o t y c z ą c e  l i c z b y  -  

p a r z y s t e j  l u b  n i e  -  e l e m e n t ó w  u k ł a d u .
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R y s .  6 . 1 2 .  G r a f  b i e g u n o w y  J a k o  i l u s t r a c j a  g r a f i c z n a  r e a l i z a c j i  r u c h l i w o ś c i
V C r 3  C 6 .  33D

F i g .  6 . 1 2 .  T e r m i n a l  g r a p h  a s  a  g r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  
i m p l  e m e n t a t i o n  o f  t h e  m o b i l i t y  V C r 3  C 6 .  3 3 3

O d d z i e l n e g o  k o m e n t a r z a  w y m a g a  r ó w n i e ż  p r a k t y c z n a  r e a l i z a c j a  

o t r z y m a n y c h  g r a f ó w  w p o s t a c i  m e c h a n i c z n y c h  u k ł a d ó w  d r g a j ą c y c h .  O t ó ż  w c y 

t o w a n e j  J u ż  p r a c y  [ 4 0 3  p o d u k ł a d  s i e c i o w y ,  w p o s t a c i  s t r u k t u r y  d w ó j n i k o -  

w e j  t a k  z w a n e g o  m e c h a n i c z n e g o  f i l t r u  z a p o r o w e g o ,  j e s t  i z o m o r f i c z n y  z  g r a 

f e m  b i e g u n o w y m  C r y s .  6 . 1 2 3 .  R e a l i z a c j a  p r a k t y c z n a  f i l t r u  z a p o r o w e g o  

p r z e d s t a w i o n a  j e s t  n a t o m i a s t  w s p o s ó b  g ł ó w n i e  p o g l ą d o w y .  N i e  i s t n i e j e  

t a k ż e  -  m a j ą c  n a  u w a d z e  z d e f i n i o w a n e  w r o z d z i a l e  c z w a r t y m  t r a n s f o r m a c j e  -

-  r e t r a n s f o r m a c j a  g r a f u  X C r y s .  6 . 1 2 3  i  j e g o  p o d g r a f ó w  C p o z a  g r a f a m i  

j e d n o -  l u b  d w u k r a w ę d z i o w y m i  3 w h i p e r g r a f y  3 X < Ł > . T ę  n i e d o g o d n o ś ć ,  n i e  

w y n i k a j ą c ą  z e  s t o s o w a n y c h  w p r a c y  m e t o d  m o d e l o w a n i a  u k ł a d ó w  -  p o d o b n i e  j a k  

w r o z d z .  6 . 1 . 1  -  m o ż n a  o m i n ą ć .  P r o p o n o w a n y  s p o s ó b  p o l e g a  n a  t y m ,  a b y  n i e  

s y n t e z o w a ć  r u c h l i w o ś c i  V C r 3  C p r z y p a d k i  U P S  U P 8 3 ,  l e c z  r o z k ł a d a ć  n a  u ł a m k i  

p r o s t e  i c h  o d w r o t n o ś c i ,  c z y l i  U C r 3  i  t y m  s a m y m  s p r o w a d z i ć  J e  d o  k o l e j n y c h  

c z t e r e c h  p i e r w s z y c h  p r z y p a d k ó w ,  t o  z n a c z y  o d  U P i  d o  U P 4 ,  a  w i ę c  d o  s y n t e z y  

f u n k c j i  w p o s t a c i  C 6 .  1 8 3 ,  C 6 .  1 9 3 ,  C 6 . 2 9 3  i  C 6 . 3 0 3 .  T a k i e  u j ę c i e  u m o ż l i w i a  

w s p o s ó b  j e d n o z n a c z n y  o d w r o t n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  w y n i k ó w  s y n t e z y  u k ł a d u  

d y s k r e t n e g o ,  m o d e l o w a n e g o  g r a f e m  b i e g u n o w y m ,  w s t r u k t u r ę  i  p a r a m e t r y  

u k ł a d u  c i ą g ł e g o .

P o n a d t o  p r z y t o c z e n i e  w r o z d z i a ł o  6 . 1 . 1  i  6 . 1 . 2  z n a n y c h  g ł ó w n i e  

w e l e k t r o t e c h n i c e  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  m i a ł o  n a  c e l u :

-  k r y t y c z n y  i c h  p r z e g l ą d  i  w y k o r z y s t a n i e  t y c h ,  k t ó r e  z e  w z g l ę d u  n a  

s p e c y f i k ę  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  m o ż n a  z a s t o s o w a ć  d o  ś c i s ł e j  

s y n t e z y  r o z p a t r y w a n y c h  w p r a c y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h ,  i  t y m  s a m y m

-  w y k a z a n i e ,  ż e  n i e  m o ż n a  w s p o s ó b  b e z k r y t y c z n y  p r z e n o s i ć  r e z u l t a t ó w  

z  j e d n e j  d z i e d z i n y  n a u k i  d o  i n n e j  b e z  g r u n t o w n e g o  p o z n a n i a  s p e c y f i k i  

r o z p a t r y w a n y c h  w t y m  w y p a d k u  m e c h a n i c z n y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  l u b
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s k r ę t n i e  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y ;  

p r z e n o s z e n i e  b o w i e m  w y n i k ó w  j e d n e j  d y s c y p l i n y  d o  d r u g i e j ,  p r z y  c z y m  

s t o s o w a n y  w p r a c y  a p a r a t  m a t a m a t y c z n y  n i e  t y l k o  t e g o  n i e  o g r a n i c z a ,  l e c z  

w r ę c z  u ł a t w i a  C p o r .  r y s .  6 .  8  i  6 . 1 2 5 ,  m o ż e  p r o w a d z i ć  d o  i z o m o r f i z m u  

s y n t e z o w a n y c h  s t r u k t u r  -  w p o s t a c i  g r a f ó w  b i e g u n o w y c h  -  r ó ż n y c h  u k ł a d ó w  

f i z y c z n y c h ;  a  p o n a d t o  n i e  i s t n i e j e  w j e d n e j  z  d z i e d z i n  n a u k i  -  w t y m  w y 

p a d k u  w m e c h a n i c e  -  p r a k t y c z n a  r e a l i z a c j a  o t r z y m a n e j  s t r u k t u r y ,  i m p l i 

k o w a n a  s p e c y f i k ą  r o p a t r y w a n y c h  u k ł a d ó w .

6 . 2 .  Ś c i s ł e  m e t o d y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  i  d y s k r e t n y c h  n a  p ł a s z 

c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  p  C = t h  y s 5

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  o m ó w i o n o  t e  m e t o d y  s y n t e z y  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h  

i  d y s k r e t n y c h ,  k t ó r e  w s p o s ó b  Ś c i s ł y  m o ż n a  p r z e t r a n s f o r m o w a ć  z  p ł a s z c z y z n y  

p  n a  p ł a s z c z y z n ę  s .  K o l e j n o ś ć  o m a w i a n y c h  m e t o d  i m p l i k o w a n a  J e s t  n a t o m i a s t  

r o d z a j e m  o t r z y m y w a n e j  s t r u k t u r y  g r a f u  i  t y m  s a m y m  -  p o  r e t r a n s f o r m a c j a c h  -  

-  u k ł a d u  c i ą g ł e g o .

Z  t e g o  t e ż  w z g l ę d u  p r z e d s t a w i o n o  n a j p i e r w  m e t o d ę  k a s k a d o w ą  s y n t e z y ,  

w w y n i k u  k t ó r e j  o t r z y m u j e  s i ę  t a k i e  s a m e  k o n f i g u r a c j e  p o ł ą c z e ń  e l e m e n t ó w  

p o d s t a w o w y c h  J a k  w p .  6 . 1 . 1 ,  n a t o m i a s t  r o z d z .  6 . 2 . 2  p o ś w i ę c o n o  g ł ó w n i e  

w y z n a c z e n i u  d o k ł a d n y c h  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  u k ł a d u  c i ą g ł e g o  n a  p o d s t a w i e  

z s y n t e z o w a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  J a k o  f u n k c j i  a r g u m e n t u  pC = t h y s 5 , b e z  n a 

r z u c e n i a  o g r a n i c z e ń  n a  z a k r e s  J e g o  z m i e n n o ś c i  J a k  w p r z y p a d k u  a r g u m e n t u  

r C =  t h r s ) . P o n a d t o  p r z e d s t a w i o n e  w t y m  r o z d z i a l e  m e t o d y  s y n t e z y  s ł u ż ą  d o  

" p o p r a w i e n i a * '  r e z u l t a t ó w ,  o t r z y m a n y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h ,  z b u d o w a n y c h  z  e l e 

m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  o  d ł u g o ś c i  L .

6 . 2 . 1 .  M e t o d a  k a s k a d o w a  s y n t e z y  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  o  p a r a m e t r a c h  

r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y  w r e p r e z e n t a c j i  h i  p e r g r a f ó w

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  w y p r o w a d z o n o  z a l e ż n o ś ć ,  u m o ż l i w i a j ą c a  s y n t e z ę  

r u c h l i w o ś c i  i  t y m  s a m y m  j e j  o d w r o t n o ś c i  m e t o d ą 1 * b e z p o ś r e d n i e j  r e a l i z a c j i  

w y d z i e l a n y c h  z  n i e j  e l e m e n t ó w ,  k t ó r y c h  o b r a z a m i  s ą  o b c i ą ż o n e  p o d g r a f y  

d r u g i e j  k a t e g o r i i  2 X ( l >  h i p e r g r a f u  2 X 2 X ,  i  = 1 ,  . . .  , n ] . P o d g r a 

f y  t e  s ą  m o d e l a m i  p r ę t ó w  o  s t a ł y m  p r z e k r o j u  C p o r .  r o z d z .  2  i  3 ) .

A b y  w y z n a c z y ć  p > o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n ą  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  d r g a j ą c e g o  

w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e  p r z y j ę t o ,  p o d o b n i e  J a k  w r o z d z i a l e  d r u g i m ,  J e g o

m o d e l  w p o s t a c i  o b c i ą ż o n e g o  g r a f u  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  3 X =  | * X * i > , 3 X ( i * 1 *

w k t ó r y m  h i p e r g r a f  3 X < V > = 2 X <V> j e s t  m o d e l e m  i - t e g o  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,

n a t o m i a s t  h i p e r g r a f  p o z o s t a ł e j  c z ę ś c i  u k ł a d u  o b e j m u j ą c e g o

e l e m e n t y  o d  C i + 1 5  d o  n  C r y s .  6 . 1 3 5 .

4 > Z a l e ż n o ś ć  u m o ż l i w i a j ą c ą  s y n t e z ę  t ą  m e t o d ą  w y p r o w a d z o n o  w  e l e k t r o t e c h n i 
c e  i n n y m  s p o s o b e m  C p o r .  n p .  [ 7 2 ) 5 .
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R y s .  6 . 1 3 .  O b c i ą ż o n y  g r a f  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  d r g a j ą c e g o  w z d ł u ż n i e  l u b
s k r ę t n i e  u k ł a d u  p r ę t o w e g o

F i g .  6 . 1 3 .  W e i g h t e d  t h i r d  -  c a t e g o r y  g r a p h  o f  a  l o n g i t u d i n a l l y  o r  t o r s i o - '
n a l l y  v i b r a t i n g  b a r  s y s t e m  N-

S z k i e l e t  h i p e r g r a f u  3 X p o k a z a n o  n a  r y s .  6 . 1 4 .

R y s .  6 . 1 4 .  S z k i e l e t  h i p e r g r a f u
l j +-| z  r y s .  6 . 1 3

F i g .  6 . 1 4 .  S k e l e t o n  o f  t h e  h y p e r -  
g r a p h  C F i g .  6 .  1 3 }. 3

L i c z b a  s t r u k t u r a l n a  A ^ , A i  J © J  p o c h o d n a  3 A ^  w y n o s z ą  o d p o w i e d n i o

A0  [ b i  a i + l  3 ’ '  [  Ao ] i [  b i  a i + l  ] I
i + 1

=
. X  -  C a i ] i l >  ]  =

2 A  2 A  
i  a b  i  a  2 2

1 + 1  i + l . a i A A
i  +1 i + l . a

W t a b l i c a c h  r z ę d ó w  p o c h o d n y c h

C S .  3 5 3

C S .  3 6 3

n i e  ma k o l u m n  i d e n t y c z n y c h .  a  w i ę c  l i c z b y  s t r u k t u r a l n e  z u p e ł n e  s ą  

o d p o w i e d n i o  r ó w n e

j O  = , y t . + J * .  f !  , j4  = ¿ 1 .  j f .  , + s f  j f .i b  1 + 1  i  l + l  a A i  a b  i + 1  l a  i + l . a

P o d a t n o ś ć  _ d y n a m i  c z n a  w y n o s i

Y _  Y i a b  Yi b  + Yi  a  Yi + l , a

Yi b + Y i + l . a

a  w y r a ż a j ą c  J ą  p r z e z  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o t r z y m u j e  
S i ę

C S .  3 7 3

C S .  3 8 3
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( - E r 3 , ł > T 5 - Łh  C - E F ) <V>i é - c t h  *  Y l ^ t > C s ^ - Ê r ) IL>i è c L h  ^

7 i - c t h  y s  +  Y < l ł l > C s 3

E F  J  J  z s z c E F  > y s

( ■ E r ) ” ’ T i -  CLh "  * f ' * ” “ »E F  > y s

. , „  < i  + 1 > y. .  i  E F  1 ( V J
t h  y s  + Y C s 3 ^ — j -  J  y s

E F  1 < i  + ,>
C 6 .  3 9 3

( ^ - 31 + Y C s 3  ! —  J y s  t h  y s

g d z i e :  Y < l + 1 > C s 3  -  p o d a t n o ś ć  d y n a m i c z n a  p o d u k ł a d u  o b e j m u j ą c e g o  o d c i n k i  o d

i + 1  d o  n .

S t o s u j ą c  k o l e j n o  t r a n s f o r m a c j e  C 4 .  1 3  i  C 4 .  3 3  w y z n a c z a  s i ę  r u c h l i w o ś ć

. i i  > ,  t h
„ ( i  + n .  E F  " J ' 1 ’

y s  + V C s 3  — j  r
C 6 .  4 0 3

Y  t h  y s

f i  i ' 11 i  p  + v  C p 3 ^ —j — J r
V 1 C p 3  =  I -=J:— I — ------------------------------------------------------ - -------- ------------- , C 6 .  4 1 3^ EF ) Y ( v >* . ..< t ♦ i  > ^ | EF I

1 +  V Cp!> j — J  Y P

g d z i e :  V < t ł l > C s 3  =  s  Y < l ' ‘ ’ C s 3 .

Z  w y r a ż e n i a  C 6 .  4 1 3  m o ż n a  w y z n a c z y ć  r u c h l i w o ś ć  v ‘ l ', , > C p 3  w p o s t a c i

> f 1 l “ ’1,  V C p 3  -  I - = = -  I -  p
V < l ł < 1 C p 3  =  f - = 4 - l  “   — ------------ ---------- ■ C 6 . 4 2 3

EF r  i  1 1 < 1 , 1l - E T  J r " V Cp3 p
Z a l e ż n o ś ć  C 6 .  4 2 3  J e s t  r u c h l i w o ś c i ą  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  p o  o d ł ą c z e n i u  

e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  o  r u c h l i w o ś c i  V < l > C p 3  i  u m o ż l i w i a  w y z n a c z e n i e  

k o l e j n e j  C i + 1 3  C i  =  1 . 2 .  . . .  . n J  c h a r a k t e r y s t y k i  d y n a m i c z n e j  s y n t e z o w a n e g o

t ą  m e t o d ą  u k ł a d u  p r ę t o w e g o  C p o r .  r y s .  6 . 1 3 3 .  P o n a d t o  w y r a ż e n i e  C 6 .  4 2 3  w y 

n i k a  z  n a s t ę p u j ą c e g o  t w i e r d z e n i a .

T W I E R D Z E N I E  6 . 1  ' !  J e ś l i  V < l > C p 3  J e s t  f u n k c j ą  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t 

n i ą .  a  w y r a ż e n i e  V < l > C p3 . - '  V l l > C 1 3  n i e  J e s t  t o ż s a m o ś c i o w e  r ó w n e  l / p  a n i  p ,  

t o  f u n k c j a

V < l > C P 3 =  V , 1 , CP >  -  V ( t > C ^  P  , ' C 6 . 4 3 J

v ‘ 1 * C 1 3  -  p  V* 1 * C p 3  

j e s t  t a k i e  f u n k c j ą  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  a  l i c z n i k  i  m i a n o w n i k

1 } T w i e r d z e n i e  t o  w s y n t e z i e  u k ł a d ó w  m i k r o f a l o w y c h  n o s i  n a z w ę  t w i e r d z e n i a  
R i c h a r d s a  C p o r .  n p .  C 8 9 3 J .
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w y r a ż e n i a  C 6 .  4 3 )  m o ż n a  u p r o ś c i ć  p r z e z  C p  -  1 ) ,  n a t o m i a s t  V ( Ł * 4 > C p )  j e s t  

t e g o  s a m e g o  s t o p n i a  c o  V < l > C p ) .  G d y  p o n a d t o  V ( v > C l )  + V < v > C - l )  = O ,  w t e d y  

w V < v + 4 > C p )  l i c z n i k  i  m i a n o w n i k  m o ż n a  u p r o ś c i ć  p r z e z  C p  + 1 )  i  V < l > 4 > C p )  

j e s t  o  j e d e n  s t o p i e ń  n i ż s z a  n i ż  V ( v > C p ) .

T w i e r d z e n i e  6 . 1  J e s t  b a r d z o  w a ż n e  w t e o r i i  s y n t e z y  u k ł a d ó w  f i z y c z n y c h  

o  p a r a m e t r a c h  r o z ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y ;  w y n i k a j ą  z  n i e g o  n a s t ę p u j ą c e  

w n i o s k i .

W n i o s e k  6 .  1 . N i e c h  V < l > C p )  b ę d z i e  r u c h l i w o ś c i ą ,  k t ó r a  J e s t  f u n k c j ą  w y m i e r 

n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą  s p e ł n i a j ą c ą  w a r u n e k  V < v > C p ) /  V ( l > C l )  *  p  l u b  - .
< v > ^

E l e m e n t  p o d s t a w o w y  o  r u c h l i w o ś c i  V C l )  m o ż n a  z a w s z e  w y ł ą c z y ć  z  f u n k c j i  

V ( l > C p ) ,  o t r z y m u j ą c  k a s k a d o w e  p o ł ą c z e n i e  w y m i e r n e j  r z e c z y w i s t e j  d o d a t n i e j  

f u n k c j i  r u c h l i w o ś c i  V < l * 4 > C p )  z  r u c h l i w o ś c i ą  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  C p o r .  

r y s .  6 . 1 3 ) .  R u c h l i w o ś ć  V < l + i > C p )  m a  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć

V < v + 1 > C p ) y ‘ Ł *Cp3 p  v ‘ Ł ł C 1 3
C6 .  4 4 3

i  J e s t  t a k ż e  f u n k c j ą  w y m i e r n ą  r z e c z y w i s t ą  d o d a t n i ą ,  a  J e j  s t o p i e ń  j e s t
.< i  >,r ó w n y  s t o p n i o w i  V < v > C p ) ,  g d y  V < v > C l )  

p i e ń  n i ż s z a  n i ż  V < v > C p ) ,  g d y  V < v > C l )  

s t r o w a n o  n a  r y s .  6 .  1 5 .

C - l ) . *  O o r a z  j e s t  o  J e d e n  s t o -  

w n i o s e k  6 .  1 z i l u -v ‘ 1 * c - 1 3  =  O ;

i
R y s .  6 . 1 5 .  G r a f i c z n a  i l u s t r a c j a  w n i o s k u  6 . 1  

F i g .  6 . 1 5 .  G r a p h i c a l  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  c o n c l u s i o n  6 . 1

N i e t r u d n o  z a u w a ż y ć ,  i ż  i l u s t r a c j a  w n i o s k u  6 . 1  C r y s .  6 . 1 5 )  J e s t  

i d e n t y c z n a  z  z a ł o ż e n i a m i  p r z y j ę t y m i  d o  w y z n a c z a n i a  r u c h l i w o ś c i  V < v > C p )  

u k ł a d u  p r ę t o w e g o  m o d e l o w a n e g o  h i p e r g r a f e m  3 X C p o r .  r y s . 5 . 1 3 ) .  P o n a d t o  

w y p r o w a d z o n a  z a l e ż n o ś ć  C 6 . 4 3 )  j e s t  o g ó l n ą  p o s t a c i ą  w n i o s k u  6 . 1  [ p o r .  

C 6 . 4 4 ) ] ,  k t ó r y  j e s t  w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i  w y s t a r c z a j ą c y m  j e j  s t o 

s o w a l n o ś c i  .

W n i o s e k  6 .  2 . D o w o l n a  f u n k c j a  w y m i e r n a  r z e c z y w i s t a  d o d a t n i a  J e s t  r e a l i 

z o w a l n a  z a  p o m o c ą  k a s k a d o w e g o  p o ł ą c z e n i a  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  m o d e 

l o w a n y c h  t r ó j  w i e r z c h o ł k o w y m i  o b c i ą ż o n y m i  h i  p e r  g r a f a m i  2 X ł i  * C i  = . 1 ,  . . .  , n )

z a k o ń c z o n e g o  h i p e r g r a f e m  X o  z w a r t y c h  l u b  r o z w a r t y c h  w i e r z c h o ł k a c h ,  c o
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odpowiada utwierdzeniu lub swobcdner.u końcowi ostatniego elementu pod
stawowego.

W związicu z wnioskiem 6 . 2  należy rozpatrzyć cztery przypadki.
P r z y p a d e k  p i e r w s z y  - Ki i d r u g i  - K2 — gdy 

ruchliwość VCp> rożna zapisać w postaci
m m- 2

P *  i> P + aVCp5 =---- — ----- -■■■- -------------- 5---  , C6 . 455n , n- 2
bn p * n - 2  p * * blp

gezie: m - liczba parzysta Ca = 2, 4, 6 , ...3.
JeSli n = m - 1 Cprzypadek Kij. to VCpD Jest ruchliwością układu

ciągłego o parzystej liczbie elesentów podstawowych. Gdy n = n -*■ i Cprzy
padek K2D. wtedy VCp) jest ruchliwością układu ciągłego o nieparzystej 
liczbie elerrentćw podstawowych. V rozpatrywanych przypadkach ostatni rea
lizowany el ensent podstawowy będzi miał koniec swobodny. a hi per graf
modelujący ten element nie bidzie miał zwartych wierzchołków.

T r z e c i  - K3 i c z w a r t y -  K4 p r z y p a d e k  dotyczy 
układów ciągłych, których ruchliwość VCp> można przedstawić jako

a p*% a p~'2- ... «• a p
vcpj=  ---------------    . C 6 . 460, n , r s - Z

n p * bn - 2  p * ' ‘ ‘ ~ O
gdzie: m - liczba naturalna nieparzysta Cm = 1, 3, 5 , _>.

Gdy n = m 1 Cprzypadek K3">. wówczas funkcja CS. 46J jest ruchliwością
układu ciągłego o parzystej liczbie elementów podstawowych, jeśli nato
miast n = m — 1 Cprzypadek K4D, to C6 . 46} jest ruchliwością układu o nie
parzystej liczbie elementów, przy czym ostatni z syntezowanych elementów 
podstawowych będzie miał koniec utwierdzony, a hipergraf tego elementu bę
dzie miał zwarty wierzchołek z wierzchołkiea odniesienia, któremu przy
porządkowano uogólnioną współrzędną , s^ = O.

Przedstawione przypadki obejmują również funkcje UCpj, które można 
syntezować, sprowadzając je do postaci C6 . 453 lub C6 . 46} przyjmując. że 
VCp} = i /IXp} .

Dokonując zatem syntezy ruchliwości VCp} lub ich odwrotności UCp> 
w postaci CS. 45} lub CS. 46} metodą kaskadową należy:
1° Przyjąć formalne podstawienie, że

VCp5 = V,ł>Cp5.
2° Wyznaczyć wartości CEF} < 1 * oraz CpFD 5 1 * ze wzorów

CS. 47}

przyjmując p = 1 oraz i = i.
3' Z zależności CS. 44) wyznaczyć V * 2 ' Cp} pozostałej części układu 

obejmującego odcinki od i = 2  do n.
4 " Podzielić licznik i mianownik ruchliwości V ' 2 *Cp} przez Cp2- 1}; jest 

to warunek fizycznej realizacji wyliczonej ruchliwości V<2 >CpO.



- 95 -

5 Powtórzyć zalecenie 2 przyjmując i = 2.
6 ° Wykonać zalecenie 3° celem obliczenia V<3 >Cp}.
7° Sprawdzić 4° dzieląc z kolei licznik i mianownik V<3 >Cp} przez Cp2- 1}. 
8 ° Powtórzyć kolejno operacje 2°, 3°. 4°, ... w celu wyznaczenia wyrażeń

4) . . ,.(3> . . , n > .V C p} , V C p} . . . . , V Cp} .
Opisany algorytm kontynuuje się aż do otrzymania ruchliwości V<n>Cp} 

typu : p lub ^ - pomnożone przez stałą rzeczywistą H - i wówczas zgodnie
z twierdzeniem 6.1 wykonanie zalecenia 3° [po wykonaniu zalecenia 2° celem 
wyznaczenia CEF}<n>oraz CpF}<n>] jest niemożliwe. Jest to zatem koniec 
procesu syntezy.

6.2.2. Rozkład charakterystyki dynamicznej FCp} na ułamki proste 
w reprezentacji grafów

Jak wspomniano w rozdziale 6.1.2, metoda rozkładu syntezowanej cha
rakterystyki dynamicznej FCp} jest taka sama jak funkcji FCr}. W związku 
z tym syntezowana odwrotność ruchliwości VCp} przyjmuje jedną z czterech 
postaci C6.18}, C6 . 19}, C6 . 29} i C6 . 30}. We wzorach tych w miejsce d̂  
należy podstawić i w miejsce cfc - podstawić a^ C por. również C4.24} 
i C4.26}] oraz zamiast r - podstawić p z odpowiednimi indeksami.

Następnie wyznacza się wartoSci residuów i wreszcie syntezowaną 
funkcję UCp} przedstawia się w postaci C6.24} z podanymi wyżej formalnymi 
z mi anami .

Porównując C4.18} i C4.19} z C6.24} po zamianie r na p, otrzymuje się
< x > .n p = k p.
S r  00 ^

:< ‘łl> - = - ; Ci = 15 C6 . 485P O P
oraz przy i > 1

2 k p
2 m .. < 2 m >

2 2 SSP + Po™
= U Cp} =     , C6 . 49}( 2 m >

C
2 UP ( 2 m )<r\

S
a stąd

2 k._ p< 2 m > < v ) I2m) 2 m r r . * . _ .: = 2k ̂ , m = m - =  Cm = 1,2, ... n}. C6 . 50}u 2 m s s 2

Po wyznaczeniu parametrów układu przetransformowanego na płaszczyznę 
p, metodą rozkładu funkcji UCp} na ułamki proste, wyznacza się z C4.39} 
i C4.40} parametry sprężyste, a następnie z C4.37} i C4.38} parametry 
inercyjne układu ciągłego.

Kolejnymi etapami syntezy są retransformacje grafu biegunowego Crys. 
6 .1 1 } w hlpergraf Crys. 3.I0a,b,c} w zależności od postaci syntezownej od
wrotności ruchliwości UCp} - jednej z czterech, czyli C6 . 18}, C6.19},
C6 . 29} i C6 . 30}.
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Uwagi odnośnie do syntezy ruchliwości VCp} są identyczne z uwagami
podanymi w rozdziale 6 .1 .2 .

Ponadto warto podkreślić, że otrzymane parametry układu ciągłego 
o długości L elementu podstawowego, implikowane transformacją r = th Ts, 
są wartościami przybliżonymi Cpor. rozdz. 5.1} i dlatego w przypadku
podjęcia decyzji wytwórczych należy przeprowadzić ich obliczenia spraw
dzające według wzorów C4.39} i C4.40}.

Przedstawione w niniejszym rozdziale metody syntezy na przetran-
sformowanej płaszczyźnie zmiennej zespolonej r lub p są tymi sposobami, 
których wyniki można w sposób jednoznaczny retransformować do realizacji 
praktycznej charakterystyk dynamicznych drgających wzdłużnie lub skrętnie 
ciągłych układów prętowych.

Znane są również inne metody syntezy układów o parametrach skupionych, 
stosowane głównie do syntezy układów elektrycznych Cpor. np. [16,50, 
65,74,80,89]}. Wykorzystanie ich do syntezy mechanicznych układów 
prętowych napotyka na, przedstawione w niniejszym rozdziale, trudności
spowodowane:
- specyfiką układów mechanicznych ze względu na istnienie bieguna gene

rującego siły bezwładności i wyróżnienie go również w obciążonym hiper— 
grafie 2X; niedodogodność tę, związaną z wykorzystaniem innych znanych 
metod syntezy układów dyskretnych, udało się częściowo ominąć, przyj
mując nieznane w literaturze warunki brzegowe Cpor. rozdz. 3},

- nieistnieniem przekształcenia odwrotnego wyników metod syntezy układów 
dyskretnych w realizację praktyczną w postaci układu ciągłego, mimo nie
kiedy istnienia realizacji praktycznej w postaci układu o parametrach 
skupionych; tę z kolei niedogodność, implikowaną również specyfiką ukła
dów mechanicznych zarówno dyskretnych, Jak i ciągłych ominięto, sprowa
dzając nierealizowalne - w świetle transformacji odwrotnych do prze
kształceń płaszczyzny zmiennej zespolonej Cpor. rozdz.4} - do realizo
walnych w sposób jednoznaczy funkcji. W ten sposób z trzydziestu dwóch 
możliwych przypadków syntezy postaci charakterystyki dynamicznej, szes
naście z nich można jednoznacznie retransformować na płaszczyznę sf 
otrzymując tym samym praktyczne ich realizacje w postaci ciągłych drga
jących wzdłużnie lub skrętnie mechanicznych układów prętowych o pa
rametrach rozłożonych w sposób ciągły.



7. WSPOMAGANA KOMPUTEROWO SYNTEZA DRGAJĄCYCH WZDŁU2NIE CIĄGŁYCH 
UKŁADÓW PRĘTOWYCH W REPREZENTACJI GRAFÓW I HIPERGRAFOW

7. 1. Podstawowe problemy syntezy drgających układów prętowych

Problematyka syntezy ciągłych układów prętowych drgających wzdłużnie 
składa się z następujących etapów:
1° Przyjęcie wymagań, które musi spełniać charakterystyka dynamiczna 

poszukiwanej klasy drgających ciągłych układów prętowych.
2° Aproksymacja matematyczna, w wyniku której otrzymuje się analityczną 

postać charakterystyki.
3° Sprawdzenie realizowałności charakterystyki dynamicznej.
4° Synteza właściwa, czyli przekształcenie funkcji do postaci, w której 

poszczególne jej części składowe dają się zrealizować metodą syntezy 
bezpośredniej lub wydzielania poszczególnych elementów poszukiwanej 
struktury układu, co prowadzi do zmniejszenia kolejno stopnia 
syntezowanej charakterystyki .

5° Realizacja praktyczna syntezowanego układu ciągłego.
Wymagania dotyczące funkcji charakterystycznych poszukiwanego układu 

mogą być podane w postaci:
- graficznej, na przykład wykresu1>,
- ciągu liczb: zer i biegunów albo tylko zer, lub tylko biegunów; przypadek 

ten będzie rozpatrywany w dalszej części niniejszej pracy Crozdz. 7.2},
- anali tycznej?)

Jeżeli wymagania podane są analitycznie, to proces aproksymacji można 
pominąć. Warto jednak podkreślić, iż w teorii dyskretnych filtrów elek
trycznych pojęcie aproksymacji Jest dobrze poznane i opracowane Cpor. np. 
[8,16,69,72,89,]}. Zaproponowany natomiast w niniejszej pracy sposób 
wyznaczania analitycznej postaci charakterystyki dynamicznej przedstawiono 
w następnym punkcie niniejszego rozdziału.

4>W literaturze dotyczącej filtrów elektrycznych są to tak zwane gaba
ryty odpowiadające typowym charakterystykom filtrów Cpor. np. [16,89]}, 
natomiast w przypadku układów mechanicznych może to być ekspery
mentalnie zmierzona charakterystyka amplitudowo - częstotliwościowa; 
wtedy jednak proces poszukiwania modelu obiektu rzeczywistego będzie 
identyfikacją Cpor. np. [44,90,92]}.

2 * Jest to najczęściej spotykany przypadek syntezy dyskretnych i ciągłych 
układów elektrycznych Cnp. [5,9+11,15,41,42,55,65,72,74.80,89]} oraz 
dyskretnych układów mechanicznych Cnp. [4,62,90,96,97]}.
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7. 2. Wyznaczenie analityczne j postaci syntezowane 1 charakterystyki 
dynamicznej na podstawie żądanych wymagań

Problem przedstawienia wymagań w analitycznej formie stanowi jedną 
z pierwszych prób ujęcia tego zagadnienia w odniesieniu do rozpatrywanej 
w pracy klasy drgających wzdłużnie lub skrętnie mechanicznych układów 
prętowych. Jest to ścisła metoda określenia charakterystyki z dokładnością 
do rzeczywistej stałej dodatniej, którą wyznacza się - a właściwie 
dobiera - w końcowym stadium sjmtezy, mając na uwadze rację możliwości wy
twórczych, a przede wszystkim założenia odnośnie do rozpatrywanej klasy 
układów ciągłych Cpor. np. [17,18,43,54]). Zagadnienie doboru stałej 
przedstawiono w dalszej części pracy.

Przystępując zatem do wyznaczenia, na podstawie danych wymagań, 
postaci analitycznej charakterystyki dynamicznej, dogodnej do syntezy 
z zastosowaniem metod syntezy układów dyskretnych i ciągłych w repre
zentacji grafów Cpor. rozdz. 6 ), należy wykonać następujące czynności:
Krok 1

Przyjąć rodzaj syntezowanej funkcji, to znaczy określić, czy dana 
charakterystyka będzie ruchliwością V, czy też jej odwrotnością U.

Proponuje się - mając na uwadze przedstawione w rozdziale szóstym 
metody syntezy - przyjąć, że poszukiwana funkcja może być zarówno ruch
liwością, Jak i jej odwrotnością.
Krok 2

Przyjąć tworzywo syntezowanego układu ciągłego i jego stałe fizyczne 
p i E.
Krok 3

Przyjąć najpierw, że poszukiwana charakterystyka [V lub U] = fCr). 
W ten sposób można dokładnie wyznaczyć długość elementu podstawowego 
z warunku

L = I  = “ 7 5 ^  a r c t 9  r k ’ C7- 15
gdzie: f^ - największa wartość z przyjętego ciągu częstotliwości, 

r^ < 0,173. a wtedy b = 1 , jeśli natomiast r^< 0,247. to b = 2 V,
Crys. 5.1), ./? = Vp/E *.

W dalszym ciągu przeprowadzono obliczenia w obu przypadkach.
Krok 4

Wyznaczyć kolejne wartości r^, ...... rO Ze wzoru:
r1 * tg /32rrfiL, C7. 2)

gdzie: i = O, 1 , 2 ........k.
Krok 5

Wyznaczyć charakterystykę VCr) CUCr)3 w postaci C4.27) z dokładnością 
do stałej H = ĉ. / d^.
Uwaga: Jeśli przyjąć, że poszukiwana charakterystyka jest funkcją p, to
w C7.2) w miejsre r^ należy podstawić oraz zamiast L podstawić 1 = 2 L.
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Wyznaczona w ten sposób funkcja charakterystyczna przyjmie postać C4.26)
z dokładnością do stałej H = a / b .m ' n

W celu porównania omówionych w rozdziale szóstym metod syntezy układów 
dyskretnych i ciągłych, w zastosowaniu ich do syntezy układów prętowych, 
wyznaczono charakterystyki dynamiczne w przypadku tych samych wymagań, 
które winny spełniać otrzymane w wyniku syntezy różne, drgające wzdłużnie
układy mechaniczne o parametrach rozłożonych w sposób ciągły.

Jeśli założyć, że wymagania, które ma spełniać poszukiwany - syntezo
wany model układu ciągłego, są podane w postaci ciągu częstości rezonan
sowych i antyrezonansowych, to znaczy, iż w przypadku jego charakterystyki 
dynamicznej przyjęto:

bieguny wtedy, gdy
f_ = O Hz. f^ = 20,0 kHz, fA = 26,5 kHz Q 2 4
oraz zera,gdy

= 7.9 kHz, f3 = 21,0 kHz. C7. 3)

Przechodząc zatem do wyznaczenia postaci analitycznej charakterystyki 
dynamicznej wykonuje się kolejno:
Krok 1

Przyjęto, że poszukiwana funkcja Jest ruchliwością VCr).
Krok 2

Przyjęto tworzywo syntezowanego układu - piezoceramikę na osnowie ty
tanianu baru Cpor. rozdz. 5.1), którego p = 5500 kg/m3, E = 1,127*105 MPa.

W przypadku przyjęcia innego tworzywa proponuje się przeanalizowanie 
zależności C5.37) w celu wstępnego zorientowania się odnośnie do wyznacze
nia długości elementu podstawowego.
Krok 3

Aby zilustrować omówione w rozdziale szóstym foetody syntezy, 
postanowiono rozpatrzyć przypadki zarówno gdy syntezowana charakterystyka 
dynamiczna jest funkcją zmiennej r oraz p.

Jeśli zatem najpierw przyjąć, że V Club U) Jest funkcją r, to długość 
elementu podstawowego jest równa [por. C7.1)3

L = 0,004659 m, gdy b = 1  k oraz 
L’ « 0,006561 m, gdy b £ 2 .

Do dalszych obliczeń przyjęto L = 4,66 mm i L* = 6,55 mm.
Krok 4

Wartości r^ oraz r^ ,na podstawie C7.3) Ci =0, ... ,4) są odpowiednio
równe [por. C7.2)]

0, r’ = 0.051117386, r = 0,13002396, r = 0,13660381, r = 0,17301664,0 1 . 2  3 4
r ’= 0, r!= 0,071910632, r1»'0,18376709, ri= 0,19317691, r *= 0,24556976.0 1 2 3 4

Przedstawiono tutaj ilustrację każdego kroku wyznaczania .anali tycznej 
postaci syntezowanej charakterystyki. W rzeczywistości współczynniki przy 
poszczególnych potęgach r charakterystyki Ckrok 5), z odpowiednio przy
jętym formatem wyznaczano numerycznie. Liczba cyfr znaczących w Cri)
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wynika również z przyjętego formatu. Ta sama uwaga odnosi się także do 
zagadnienia wyznaczenia analitycznej postaci charakterystyki, Jako funkcji 
zmiennej p.
Krok 5

Charakterystyka dynamiczna przyjmie postać 
- gdy L = 4 , 6 6  mm

FCr;) = _1_ Crzt 0 . 0026129872)Cr2* 0.01886063 c 7

H rC r 2 + 0,016906233 C r 2 + 0,0299347583
lub

FCr) 1 r 0»021273588 r + 0,00004879911 c 7

H r3 + 0,046840988 r3 + 0,0005060839 r
- gdy L’= 6,55 mm

F . C r 5  = ±_ Cr2* 0,00517113913 C r 2 + 0,0373173173 cy
H rCr2 + 0,0337703453 Cr2* 0,0603045093

1 ub
F , C r 3  _ J_ r** 0,042488458 r2* 0,00019297304 c 7  7 5

H r3 + 0,09407485 r3 + 0.00203650407 r 
Jeśli 1 = 2L Ci tym samym 1*= 2L'), to po wykonaniu kroku 4 oraz 5 

otrzymuje się
- gdy 1 = 9,32 mm

P0= 0, p1= 0,10250261, p2= 0,26451995, p3= 0,27840278, p4= 0,35671135,
- gdy 1*= 13,10 mm

p’= 0, p;= 0,14456885, pl= 0,38037974, p *=  0,40133039, p ’ = 0,52265817. U l  c, o 4
Charakterystyka dynamiczna jest zatem następująca:

1 ub

1 ub

_ 1 Cp2 + 0 . 0 1 0 5 0 6 7 8 5 3  Cp2 + 0 . 0 7 7 5 0 8 1 0 8 3  „ł-0.pj -  -  C7. 8 )
pCp + O, 069970804)Cp + 0,127242299)

FCp;) _ J_ p** 0,088014893 p2* 0,00081436103 C7 93
H p3 + 0.19721379 p3+ 0,0089032941 p

F.Cp3 _ _1_ Cp2* 0.0209001533Cp2* 0,1610066083 c 7

H pC p2 + 0.144688753C p2 + 0,273171573

F,Cp3 = _1_ p** 0.18196623 p2* 0,0033663057 ^  ̂  ̂
H p3+ 0,41786031 p3 + 0,039524851 p

Tak sformułowane zadanie wyznczania postaci charakterystyki dyna
micznej, poszukiwanej klasy drgających ciągłych układów mechanicznych, nie 
wymaga realizacji punktu 3°, podanego na początku siódmego rozdziału, lecz 
od razu umożliwia przejście do punktu 4°, czyli do syntezy właściwej. 
Zbędne są również działania opisane w punkcie 2°.

Gdyby syntezowana charaktrystyka była dana w postaci analitycznej, 
wówczas należałoby sprawdzić warunki Jej fizycznej realizacji, podane 
w rozdziale piątym i to zarówno w przypadku funkcji argumentu p oraz r.
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7. 3. Przykłady syntezy drga jących ciągłych układów prętowych w repre
zentacji grafów i hipargrafów

7.3.1. Sformułowanie problemu syntezy

Problem syntezy rozważanej klasy układów mechanicznych można 
sformułować następująco:

Wyznaczyć klasę układów ciągłych drgających wzdłużnie - ich strukturę 
i parametry - jeżeli charakterystyka dynamiczna jest opisana zależnoś
ciami C7. 4 ~ 7.7} oraz C7. 8 -i- 7.11}.

Algorytm syntezy charakterystyk dynamicznych metodami omówionymi 
w rozdziale szóstym pokazano na rys. 7.1.

Charakterystyka 
dynamiczna - 
ruchliwość lub 
Jej odwrotność:

Metoda syntezy 
układów dyskret
nych lub ciągłych:

Ff r} ! FCp}
uzory <7. 4-Ż-7. 7> 1 vzory (7.0-t-?. li>

UL UP UP*
r ozdz. rozdz. j rozdz.
<5.1.1 <5.1.2 ] <5. 2 . 2

Graf biegunowy 
oraz parametry 
układu dyskretnego:

Retransformacje kra
wędzi grafu bieguno
wego i parametrów 
modelu dyskretnego 
na podstawie:

Hi pergraf jako 
model układu 
prętowego 
i parametry 
układu 
ci ągłego:

Retr ansf or macje 
hi perkrawędzi
grafu 3 X. ZX 
53 1 1
w elementy
podstawowe:
Geometryczna postać 
konstrukcyjna układu 
prętowego wraz z ukła
dem wymiarów:

m z

< i > < i > < i > < i >

rysunków C4.1 -r 4.5}, 
zależności C4.29 -r 4.40}

X , X

CpF}*0 , CEF}<1>

K
rozdz.
<5.2.1

2x1
cpF:
cef:

z a I ©2

< <5.
< <S.

<v>

<i>

•»odc i : 
14 > ,

17 >

Model układu prętowego 
Crys.7.7, 7.10, 7.18,7.20}

'  .1

Tabl ice:
7. la -r 7. 24a

Rys. 7.1. Algorytm syntezy układów prętowych wspomaganej komputerowo 
metodami syntezy układów dyskretnych i ciągłych

Fig. 7.1. Algorithm of computer-aided synthesis of bar systems Dy the 
methods of the synthesis of discrete and continuous systems
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7.3.2. Metoda rozkładu charakterystyki na ułamek łańcuchowy w repre
zentacji grafów

Przystępując zatem do syntezy funkcji C7.4}, przyjęto najpierw, że jest 
to ruchliwość, czyli FCrD = VCr}. W ten sposób na podstawie rozdziału
6 .1 . 1  należy rozpatrzyć przypadek Uk.6 , który sprowadza się do syntezy 
odwrotności funkcji VCrD, czyli do przypadku UŁ4, a więc

_ 1 _ ,, r5+ 0,046840996 r3+ 0.000S060839 r ........Uv. r J — H . C. f . 1 clvcrj

Dzieląc w C7.12} licznik przez mi anowni kf otrzymuje się 

gdzie:
UCr} = 'H r + 1 /  V^r}. C7.13}

V Cr} = —  r + 0.021273588 r + 0,00004879911 C 7

H 0,0255674 r3+ 0,00045732399 r
2 C7.13} wynika, że pierwszym wydzielonym elementem jest dwójnik o cha

rakterze inercyjnym, czyli
n/ 1 V  = H r. C7. 15}

Interpretacją geometryczną operacji C7.13 -f■ 7.14} jest graf pokazany 
na rys. 7.2.

Dokonując w C7. 14} dzielenia licznika p. zez mianownik, uzyskuje się:

V C r 3  _ 39.112307 r , 1___
H U2Cr:)

gdzi e:
U Cr} = H Q» 255674 r + 0,00045732399 r . C7.17}

0,0033865915 r +  0,000048759911 
2 C7.16} wynika ruchliwość dwójnika sprężystego, jako 

r _ 39,112307 r
< 2 > Hc r

Graf po wykonaniu działań C7.13 -r 7.18} przedstawiono na rys. 7. 3.

C 7. 18}

Pys .7.2. Graficzna ilustracja 
równań C7.13 7.14}

Fig. 7.2. Graphical illustration 
of the equations C7.13 7.14}

Rys. 7.3. Graf po wykonaniu działań 
C7. 13 -ś- 7. 18}

Fig. 7.3. Graph after the operations 
C7. 13 -i- 7. 18}
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Dzieląc z kolei w C7. 17} licznik przez mianownik otrzymuje się
1U Cr} 7,5495967 H r + •

V r5
gdzie:

V - 1 0,0033865915 r +  0,00004879911
r H 0,000089206336 r

2 C7.19} wynika, że
r = 7,5495967 H r.

C7. 19}

C7. 20}

C7. 21}

CrL?)

Rys. 7.4. Graf po wykonaniu działań C7.13-»- 
*7. 21}

Fig. 7.4. Graph after the operations 
C7. 13 + 7. 21}

Geometryczną repre
zentację działań C7. 13 -r 
+ 7.21} pokazano na rys. 
7. 4.

Postępując podobnie 
jak poprzednio z wyraże
niem C7.20} wyznacza się 
następnie

37,963576 rVCr}

gdzi e:

H
UCr}4

C7. 22}

U.Cr} = 1,8295016 H r. 4

Na podstawie C7.22} i C7. 23} uzyskuje się ostatecznie 
1 _ 37,963576 r <s>

H 1,8295016 H r,

C7. 23}

C7. 24}

natomiast graf biegunowy 
X po wykonaniu C7.13 +
+ 7.24} przedstawiono na 
rys. 7.5.

Po zastosowaniu tran
sformacji odwrotnych do 
grafu Crys. 7.5}, pokaza
nych na rys. 4. 2, uwzglę
dniając uwagi podane 
w rozdziale 5.1 - odno
śnie do elementu podsta
wowego o długości L=l/2 - 
- otrzymuje się hipergraf 
3X Crys. 7. 6 }.

R

: X
o o

Rys. 7.5. Graf biegunowy X jako ilustracja
działań C7. 13 -i- 7.24}

Fig. 7.5. Terminal graph X as an illustration
co

of operations C7.13 + 7.24}

Retransformując hi perkrawędzie grafu 3X w elementy podstawowe układu 
prętowego o długości L = 1/2, uzyskuje się model układu Crys. 7.7}.
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Na podstawie otrzymanych wartości wag krawędzi grafu biegunowego
Crys.7.4} wyznacza się - stosując odpowiednio C4.32 -r 4. 34} - wartości pa

rametrów inercyjnych,
sprężystych i geometrycz
nych, które zestawiono
w tablicy 7. 1 .

Rys. 7.7. Model układu po 
retransformacji hiperkra-
wędzi grafu 3X z rys 7. 6

w elementy podstawowe
Fig. 7.7. Model of a bar- 
-system after the retran
sformation of hyperedges
of the graph 3X CFig. 7.6}

into basic elements

Rys. 7.6. Hipergraf 3X po 
retransformacji grafu bie

gunowego X̂ z rys. 7.5
Fig. 7. 6 . Hypergraph 3X
after the retransformation 
of the terminal graph ^ 

CFig. 7.5}

i C pF) ‘ v } H*10" 0  
[kg/m]

C EF2) * v * H 
CN3

F(i>H *10"* 
C mm2 ]

1 220.7994 1528,9974 401,4534
2 5,6452 115,7946 10,2641
3 1666,9466 34192,1040 3030,8120
4 5,8160 119,2984 10,5747
5 403,9528 8285,8080 734.4598

2 tablicy 7.1 wynika, że największy przekrój będzie mieć trzeci
odcinek układu drgającego. Przyjmując zatem różne wartości H, w tablicy 
7.la podano wymiary elementów podstawowych w zależności od H oraz ich
geometrycznej postaci konstrukcyjnej.

2 tablicy 7. la wynika, że w zależności od H otrzymuje się różne 
wartości wymiarów poprzecznych elementów podstawowych. Wyznaczonych z tą 
dokładnością wartości d <L>, D(v> i b(v> nie można oczywiście uzyskać 
w praktyce. Wpływ dokładności wymiarów omówiono w rozdziale 8 przy spraw
dzaniu warunków koniecznych syntezy. Na rysunku jednej z możliwych
geometrycznych postaci konstrukcyjnych Ctablica 7.la) liniami przerywanymi 
oznaczono przypadek, gdy gęstość p* i moduł Younga E’ tworzywa elementów 1,
3 i 5 są większe od przyjętych w pracy. W ten sposób jednocześnie można 
zwiększyć wymiary poprzeczne elementów podstawowych 2 i 4. Ponadto po 
przyjęciu p* i E* należy również zmienić długości elementów 1, 3, 5. Można
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D
b<
D(

O

1.5686 
1 ,4167 
O ,2556 
4,3925 
3‘, 8928 
O .2594 
2,1623 
1.9163

50
0.5

1.6750 
1.4844 
O .5615 
4.4209 
3,9179 
O .5633 
2.2193 
1,9668

8856
6711
0321
5049
9924
0331
3823
1113

2,2608 
2,0036 
0 .3615 
6 , 2 1 2 0  
5,5052 
O .3669 
3,0580 
2,7100

1 0 0

0,5
2,3154 
2,0520 
O ,6169 
6,2321 
5,5230 
0,6201 
3,0986 
2,7460

4721 
1908 
0633 
2920 
5761 
0651 
2173 
8513

T a b 1 1 c a 7. la
200

3.1973 
2,8335 
0,5112 
8,7851 
7,7856 
0,5189 
4,3246 
3,8326

0,5
3,2361 
2.8679 
0 ,7151 
8,7993 
7,7982 
O ,7206 
4.3534 
3,8581

3,3500 
2,9689 
1 ,1231 
8,8418 
7,8359 
1 .1266 
4,4887 
3,9337

Uwagi:
— długość elementu podstawowego
- wszystkie 
dano w mm.

wymiary wielkości b
4,6 6  mm,

( i > Ci = 1 , ,5D po-

też postąpić inaczej i przyjąć tworzywo o parametrach p*' i E*' elementów 2 
i 4 mniejszych od p i E przyjętych w pracy. Zagadnienie to Jest związane 
z rozważanym w rozdziale trzecim warunkiem współ mierności .

Innym sposobem prowadzącym do zmniejszenia dysproporcji wymiarów 
poprzecznych jest zwiększenie długości elementu podstawowego, z tym 
Jednak, że wówczas rośnie również b Cpor. rys. 5.ID przy syntezowaniu 
układów ciągłych omawianą metodą. Metoda ta Jest pierwszą próbą 
wyznaczenia geometrycznej postaci konstrukcyjnej oraz wartości parametrów 
syntezowanego układu. W przypadku podjęcia decyzji wytwórczych należy 
uzyskane wyniki poprawić metodą dokładną, omówioną w rozdziale 6.1.3 
i w dalszej części pracy.

Jeśli zatem zwiększyć długość elementu podstawowego do wartości 
L ’= 6,55 mm, czyli gdy b ~ 25* oraz przyjąć, że charakterystyka w postaci 
C7.7D Jest dalej ruchliwością, to po wykonaniu działań analogicznych 
z C7.12 * 7.24D otrzymuje się wartości parametrów dynamicznych, inercyj
nych, sprężystych i geometrycznych, które zestawiono w tablicy 7.2.

T a b l i c a  7. 2
i U<v>CrD H 

C Ns/m=kg/s]
CpF3 ‘ Ł ’h wIO'“ 

[kg/m3
CEFD * v >H 

CN3
F<iłH*lÓ~* 

C mm2']
1 r 220.7994 4528,9974 401,4534
2 0,0515863/r 11.3902 223.6346 20,7095
3 7,6405142 r 1687.0211 34603,8690 3067,3110
4 0.0546703/r 12,0711 247,6020 21,9476
5 1,9127937 r 422,3437 8663.0377 767.8977

W pracy dokładnie przedstawiono i zilustrowano działania C7.12 + 
-i- 7.24D. W praktyce natomiast można skorzystać z programu mikrokomputer o
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wego, który znajduje się w Instytucie Mechaniki i Podstaw Konstrukcji 
Maszyn Politechniki Śląskiej w Gliwicach.

Przyjmując te same wartości H, jak w tablicy 7. la, w tablicy 7. 2a 
zestawiono wymiary syntezowanego układu na podstawie ruchliwości w postaci 
C7. 7!).

T a b l i c a  7.2a
H 50 1 0 0 2 0 0

Uwagi:
d< 0 = d 1 1 1

D(1>
b (1>
d <2>
d <3>
b<3>
d <4>
d <5>
b<5>

1,8856 
1.6711 
1 .0638 
4,5306 
4,0152 
1,0675 
2,4266 
2,1505

2,4721 
2,1908 
1 ,1241 
6,3288 
5.6087 
1 ,1311 
3,2828 
2,9093

3,3500 
2,9689 
1,2358 
8,8942 
7,8823 
1,2485 
4,5336 
4.0178

- długość elementu podstawowego 
L ’= 6 ,55 mm,

- geometryczną postać konstruk- 
cyjną układu pokazano w tabli
cy 7. la,

- wymiary poprzeczne układu po
dano w mm.

Z porównania wymiarów elementów podstawowych zestawionych w tablicach
7. la i 7. 2a wynika, że mniejsze skoki ich przekrojów uzyskuje się przy
większej długości, czyli gdy L ’= 6,55 mm. Istnieje zatem możliwość
wykonania pręta o odcinkowo stałym .przekroju Cpor. tabl. 7. 2} z tego
samego tworzywa, oczywiście po uściśleniu wymiarów układu dokładną metodą
•syntezy, przedstawioną w dalszej części pracy Crozdz. 7. 3. 35 .

W celu pełnego zobra
zowania poszczególnych me
tod syntezy postanowio
no przyjąć, że syntezowana 
charakterystyka C7.55 Jest 
zarówno ruchliwością VCr5, 
którą zsyntezowano powy
żej , jak również jej od
wrotnością, czyli FCr5 = 
= UCr5. Wobec tego zgodnie 
z rozdziałem 6 .1 . 1  należy 
rozpatrzyć przypadek UŁ8 . 
który sprowadza się do 
syntezy funkcji VCr5 - 
- przypadek Uk.25 . Po wyko
nani u działań analogicz

nych z C7. 12 7.245 otrzymuje się graf biegunowy Crys. 7.85.
Wartości wag krawędzi grafu X Crys.7.85 są odpowiednio równe

o o
Rys. 7.8. Graf biegunowy jako ilustracja 

realizacji funkcji UCr5 C7.55 5
Fig. 7.8. Terminal graph as an illustration 
of the realization of. the function UCr5 C7.55

39,112307 Hr, H
7,5495967 r

r = 37,963576 Hr. "r H
1,8295016 r C7. 255
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Dokonując retran- 
sformacji krawędzi gra
fu Crys. 7.85, otrzy
muje się hipergraf 3X 
Crys. 7.95.

Rys. 7.9. Hipergraf 3X 
po retransformacji gra
fu biegunowego X̂ z rys.

7. 8

Fig. 7.9. Hypergraph 3X 
after the retransforma
tion of the terminal 

graph X CFig. 7.85

Dokonując retransformacji hi perkrawędzi grafu 3X w elementy podstawowe 
układu prętowego o długości L = 1 / 2 uzyskuje się model Crys. 7.105.

Rys. 7.10. Model układu prętowego po retransformacji hiperkrawędzi grafu
3X w elementy podstawowe 

Fig. 7.10. Model of a bar-system after the retransformation of hyperedges 
of the graph 3X into baśic elements

Przeliczając wartości wag krawędzi C7.. 255 zgodnie z C4.32 -i- 4.345
wyznacza się parametry inercyjne, sprężyste i geometryczne układu podane 
w tabl icy 7. 3.

T a b l i c a  7. 3
i CpF5*1 ’hhIO"* 

C kg/ml
C EF5*v > H 

C N)
f ‘v >h^io“ 4

t mm2 ]
1 220,7994 4528.9974 401,4534
2 8635,9745 177139,5400 15701,7720
3 29.2465 599.8992 53,1754
4 8382,3356 ■ 171936,9400 15240,6100
5 120.6882 2475,5362 219,4332

Przyjmując zatem - metodą prób - wartości H o połowę mniejsze niż 
w tablicy 7.1 a,otrzymuje się wymiary poprzeczne elementów podstawowych 
C tabl. 7.3a5.
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T a b l i c a  7.3a
H 25 50 1 0 0

d tl>=d 1 1 1

d ’1’ 1,5092 1.8856 2,4721
b* 1 1,3375 1,6711 2,1908
d <2> 7,1400 10,0479 14,1746
b<2> 6,3277 8,9047 12. 5619
d <3> 1,0813 1.1569 1,2950
b<3> <d 1,0253 1.1476
d <4> 7,0365 9,9007 13.9660
b(4> 6,2359 8,7743 12.3770
d <5> 1,3032 1,5482 1.9477
b<5> 1 ,1549 1,3720 1,7261

Uwagi:

- długość elementu podstawowego 
L = 4 , 6 6  mm,

- wymiary poprzeczne układu podano w mm.

Wszystkie uwagi przedstawione po omówieniu rezultatów z tablicy 7. la 
są również słuszne w odniesieniu do tablicy 7. 3a.

Jeśli obecnie przyjąć L*= 6,55 mm oraz F'Cr) = U’Cr) w postaci 7.7, to 
po wykonaniu działań na funkcji odwrotnej do U’Cr), czyli V ’Cr),
analogicznych z C7.13 -ł* 7.24) otrzymuje się wartości parametrów
dynamicznych, inercyjnych, sprężystych i geometrycznych, które przed
stawiono w tablicy 7.4.

T a b l i c a  7. 4
i U<v>Cr) H 

C Ns/m=kg/s3
C pFD ‘ 1 ’h«10 “ 

C kg/m3
C EF)( 1 * H 

[N]
F* 1 *H*10" 4 

C mm2 ]
1 1 /r 220.7994 4528,9974 401,4534
2 19,3849570 r 4280,1873 87794.4200 7782,1587
3 0,1308812/r 28,8985 592,7608 52,5427
4 18,2914360 r 4038,7385 82841.8660 7343,1608
5 0,5227953/r 115,4329 2367,7396 209,8780

Przyjmując te same wartości H jak w tablicy 7.3a, w tablicy 7. 4a . ze
stawiono wartości wymiarów syntezowanego układu na podstawie funkcji 
odwrotnej do ruchliwości, czyli U*Cr) =.F’Cr) w postaci C7.7).

T a b l i c a  7. 4a
H 25 50 1 0 0

Uwagi:
d (i>=d 1 1 1

D (1>
b <Ł>
d <2>
b<2>
d <3>
b <3>
d <4>
b<4>
d (5>
b<5>

1,5092 
1,3375 
5,0765 
4,4989 
1,0803 

<d 
4,9370 
4.3753 
1,2915 
1,1445

1,8856 
1,6711 
7,1093 
6,3004 
1,1552 
1,0237 
6.9099 
6,1238 
1,5284 
1.3545

2,4721 
2,1908 

1 0 , 0 0 0 2  
8,8660 
1.2918 
1,1449 
9.7209 
8,6149 
1.9163 
1.6982

- długość elementu podstawowego 
L’= 6 ,55 mm,

- geometryczną postać konstruk- 
cyjną pokazano w tablicy 7. 3a

- wymiary poprzeczne układu po
dano w mm.

Otrzymane dwa układy ciągłe, których modele pokazano na rys. 7.7 
i 7.10, natomiast geometryczne postacie konstrukcyjne w tablicach 7.la 
i 7.3a, są próbą zorientowania się zarówno co do ich struktury oraz 
wartości, a przede wszystkim ilorazów parametrów. Są to parametry inercyj-
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ne, sprężyste i wartości przekrojów poszczególnych elementów podstawowych 
zsyntezowanych prętów o odcinkowo stałym przekroju. Ponadto oprócz uwag 
podanych przy omawianiu rezultatów otrzymanych w wyniku syntezy charak
terystyki dynamicznej w postaci C7. 4 -7.73, a przedstawionych w tablicach
7. la i 7. 3a oraz 7. 2a i 7.4a, warto dodać, że przy tym samym tworzywie 
elementów podstawowych po wyznaczeni u Lg< L Cpor. rozdz. 4 oraz rys.5. ID 
można rozszerzyć klasę syntezowanych układów o drgające skrętnie układy 
prętowe o parametrach rozłożonych w sposób ciągły. Układy drgające 
skrętnie będą spełniały te same wymagania, które przyjęto w przypadku 
syntezowanych, omawianą - w tym rozdziale - metodą rozkładu charakterys
tyki dynamicznej na ułamek łańcuchowy w reprezentacji grafów, drgających 
wzdłużnie układów prętowych.

W rozdziale 7.3.3 przedstawiono kaskadową metodę syntezy, którą 
zastosowano do realizacji charakterystyki dynamicznej FCpD oraz do "popra
wienia" rezultatów syntezy funkcji FCrD metodą Jej rozkładu na ułamek 
łańcuchowy.

7.3.3. Kaskadowa metoda syntezy charakterystyki dynamicznej w re-

Przystępując do syntezy charakterystyki dynamicznej FCpD metodą 
kaskadową,należy rozpatrzyć najpierw wyrażenie C7.9D. Podobnie Jak poprze
dnio przyjęto, że C7.9D może być ruchliwością jak również Jej odwrotnoś
cią. W ten sposób na podstawie rozdziału szóstego, po przyjęciu, że FCpD = 
= VCpD, zadanie syntezy sprowadza się do przypadku pierwszego, czyli KI, 
natomiast realizacja algorytmu syntezy jest następująca.

W pierwszym kroku należy przyjąć formalne podstawienie, że VCpD = 
= V( 1 > C pD , czyi i

v ‘ 1 *Cp5 = —  P*'*' 0.088014893 p z + 0.00081436103 c?
H p5+ 0.19721379 p3+ 0.0089032941 p

oraz wyznaczyć wartość V(1>CpD przyjmując p = 1 i wtedy

prezentacji obciążonych hipergrafów

y ^ C l D  = 0.90275585 ✓ H.
W następnym kroku wylicza się na podstawie C6 .47D

C7. 27D

CEFD < i > = 5016,8573 H,
(3 V(1 >C1D

CpFD < i > p = 0,00024458376 H, C7.28D
gdzie: CEF3<1 >[N), CpF3 “  ’ [ kg-On] .

2 zależności CB. 443 wyznacza się V<z>Cp3 Jako

0,90275585 
H

x -0.90275585 p"*+ 0,8219641 p** 0.079977392 p2+ 0.000814366103 
-0,09724415 p5+ 0,09002101 p3 + 0.0072231398 p

. C7. 293
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Zgodnie z rozdziałem szóstym należy sprawdzić warunek fizycznej 
realizacji otrzymanej ruchliwości V<2 >Cp). to znaczy podzielić licznik 
i mianownik w C7.29} przez Cp2- 1}. Po wykonaniu dzielenia otrzymuje się

, < 2 > . „ 0.90275585 0.90275585 p4+ 0,080791753 p2 + 0,00081436112 or..V Cp) - ----- p----  -------------------- -------- - . C7.30)
0.09724415 p + 0,00072231395 p

Wyrazy przy najniższych potęgach p w liczniku i mianowniku wyrażeń 
C7.29) i C7.30) różnią się między sobą przy tak ustalonym formacie 
wydruku. Wyznaczono zatem reszty dzielenia licznika 
- r ł 4 1 , które wynoszą:

,  < i >

r^lł i mianownika -

L
< i >
M

-2,0463631 * 10 / Cp - 1),
= 2,6921043 * 10 p / C p -  1 }. C7. 31)

Ze względu na rząd 
wartości tych reszt 
postanowiono Je pomi
nąć, a do kolejnego 
kroku syntezy funkcji 
V<2 >Cp) przyjąć wyrazy 
przy najniższych potę
gach p takie. Jakie o- 
trzymano po oblicze
niach na podstawie 
C6 . 38), czyli w wyra
żeniu C7.29). Hipergraf 
układu po wykonaniu 
operacji C7.26 7.31)
przedstawiono natomiast 
na rys. 7.11.

W dalszym ciągu syntezy należy wyznaczyC wartość 
czyi i

V(p)=Vl1,(p)
Pys. 7.11. Hipergraf układu prętowego p° wyko

naniu operacji C7. 26 + 7.31)
Fig. 7.11. Hypergraph of a bar-system after the 

operations C7. 26 -r 7.31)

V <I,Cp5, gdy 1 .

C7. 325

CpF5 * 2ł= 0.000025956917 H. C7. 335

przy czym jednostki w C7.33) są takie jak w C7.28).
Kolejnym krokiem jest wyznaczenie ruchliwości V Cp) z C6.44), czyli

V<3 >Cp5 = V,ł,C15
„(2 >, ^V Cp) - p V Cl)
V<3>C15 - p V<ł>Cp5

8.5063806
H

-0. 0-1 2227624 p - 0.011 49345* p * 0.00073516937 
-0,81496812 p5f 0.75436052 p*->- 0.060707604 p

C7. 345

Aby ruchliwość C7.34) była realizowalna fizycznie, tak jak w przypad
ku C7.29). 
czyli

jej licznik i mianownik być podziel ny przez Cp 1 ) .
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_ 8,5063806 0.012227624 p ♦ 0,00073516928u C7. 35)
0,81496812 p + 0.060707604 p 

reszty dzielenia są natomiast następujące
' -<2>= 9,276846 * 10"11/ Cp2- 1),L 

( 2 > 
'm = 1,4551915 * l o “ 11 p / Cp2- 1 ). C7. 36)

Postępując tak samo Jak w przypadku C7.31), ze względu na rząd 
wartości reszt C7.36), postanowiono Je pominąć, a do dalszej syntezy 
funkcji V(3 >Cp) przyjąć ją w postaci C7.35). Graf po wykonaniu operacji 
C7.27 + 7.35) przedstawiono na rys. 7.12.

Rys. 7.12. Hipergraf układu prętowego po wykonaniu operacji C7.27 +7.35) 
Fig. 7.12. Hypergraph of a bar-system after the operations C7.27 + 7.35)

Kolejnym krokiem jest wyliczenie wartości V Cp), gdy p = 1, to 
znaczy

Cl) = 0,12592156 / H C7. 37)

[ CpF3<3>= 0,0017S3468 H. 
przy czym jednostki w C7.39) są takie same jak w C7.28).

Zgodnie z C6 .44), gdy i = 3, ruchliwość V* *Cp) wynosi

0.12592156V(* * C pl = v‘3 >C1D V Cp) - p V CIP
V Cl) - p V Cp) H

-0,10262205 p + 0,096368425 p + 0,00073516928 
-0,0013907664 p3 + 0,0013907664 p

C7. 38)

C 7. 39)

Podobnie jak w przypadku C7. 29) i C7.34) należy w C7. 39) podzielić 
licznik i mianownik przez Cp2- 1) i wtedy

.< 4 > _ O ,12592156 0,10262205 p + 0,0062536297
C p 5 = H 0.0013907664 p

a reszty dzielenia są odpowiednio równe
< 3 > „ „ . . - 1 1r^ = -4,0017767 * 10 / Cp - 1).

r 's’= 3.4560799 * 10_ 1 1  p ✓ Cp2- 13. M

C7. 40)

C 7.41)
Do dalszej- syntezy, tak jak w przypadkach C7.30) i C7.35), przyjęto
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postać C7.40}, natomiast hipergraf, po wykonaniu operacji C7.26 
pokazano na rys. 7. 13.

7. 405,

V(p)=V (P)
Rys. 7.13. Hipergraf układu prętowego po wykonaniu operacji C7. 26 -r 7.405 
Fig. 7.13. Hypergraph of a bar-system after the operation C7. 26 + 7.405

Następnym krokiem Jest obliczenie V Cp5, gdy p = 1, czyli 
V<4>C15 = 9.8577276 / H C7. 425

CEF5 - 459,43625 H,
, CpF5(4>= 0,0000022398612 H, C7.435

przy czym Jednostki w C7.435 są odpowiednio równe Jednostkom w C7.285.

Ruchliwość V Cp5, na podstawie C6 . 445, Jest równa

V<5 >Cp3 = V<4>C13 V<*>Cp3 - p _ 9.8577276
V<,ł,C13 - p v ‘4>Cp3

-0,00078746678 p + 0.00078746678 
-0.012922329 p3+ 0,012922329 p

C 7 .  4 4 3

i po podzieleniu licznika i mianownika C7. 443 przez Cp - 13 otrzymuje się
,,U), . 9,8577276 0,00078746678V Cp3 = ----- p-----

oraz
0,12922329 p

rL = 2.2737368 » 10 ✓ Cp - 13.
= 0 Cw przyjętym formacie wydruku3.

C7 .  45 3

C7. 463

Po wyznaczeniu V Cp5, gdy p = 1, uzyskuje si<Ę
f CEF3< = > = 7539,3483 H.
1 CpF3(5>= 0,00036756119 H, 

gdzie: CEF315’ [N] oraz CpF3<5> [kg/m]
C7 .  4 7 3

oraz hipergraf zsyntezowanego układu, realizującego funkcję ruchliwości 
VCp3 Crys. 7.143.

Retransformując bloki hipergrafu ZX Crys. 7.143 w elementy podstawowe 
układu ciągłego Cpor. rys. 4.13, otrzymuje się model układu Jak na



- 113 -

Rys. 7.14. Hipergraf układu prętowego realizującego funkcję ruchliwości
VCp) C7. 26}

Fig. 7.14. Hypergraph .of a bar system fulfiling the function of the
mobil i ty C7. 26}

rys. 7.7. Wartości przekrojów poszczególnych elementów podstawowych są 
następujące:

f f“ ’ = 0.04446977 H, F<21= 0.004719439 H. F<3>= 0.31881236 H.
I F**’= 0,00407247 H. F <5>= 0,066829309 H, C7. 483

gdzie: F* 1 * CmraZ] Ci = 1...... 53.
W tablicy 7. 5a zestawiono wymiary elementów podstawowych w zależności 

od H oraz geometrycznej postaci konstrukcyjnej prętów. Podobnie jak 
w przypadku metody syntezy rozkładu charakterystyki na ułamek łańcuchowy, 
również - prezentowaną w niniejszym rozdziale metodą kaskadową - przedsta
wiono i zilustrowano działania krok po kroku. W praktyce korzystano 
z programu mikrokomputerowgo.

T a b l i c a  7. 5a

< a > 
>

100

2.3795 
2.1087 
0.7751 
0,6869 
6,3712 
5,6463 
0.7200 
0,6381 
2,9170 
2,5851

5810
2874
2652
1213
4492
7154
2322
0920
0836
7328

3,1083 
2,7547 
2,1449 
<d<2> 

6,6777 
5,9180 
2.1256 
<d<4> 
3,5368 
3,1344

3,3651 
2.9822 
1.0962 
0,9715 
9,0102 
7.9851 
1,0183 
0.9024 
4,1252 
3,6559

200

3.5105 
3,1111 
1,4838 
1,3150 
9.0655 
8,0341 
1,4272 
1,2648 
4,2447 
3,7618

3,9146 
3,4692 
2,2807 
2 . 0 2 1 2  
9,2295 
8,1794 
2,2443 
<d<4> 

4,5845 
4,0629

4.1214 
3,6525 
1.3426 
1,1898 

11,0352 
9,7798 
1,2472 
1.1053 
5.0524 
4,4775

300

4,2410 
3.7585 
1,6741 
1.4836 

11,0804 
9,8198 
1.5986 
1,4167 
5,1504 
4,5644

4.5810 
4,0598 
2,4088 
2,1348 

11.2150 
9,9390 
2.3570 
2,0888 
5,4338 
4.8156

Uwagi:
- długość elementu podstawowego 1 = 9,32 mm,
- wszystkie wymiary wielkości b (Ł), D* 1 * , d<v> Ci = 1, ... ,5} podano
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Jeśli przyjąć, że długości elementu podstawowego wynosi 1’= 2 L ‘ = 
= 13,lmm oraz funkcją FCp}, w postaci C7.ll}, w dalszym ciągu traktować 
jako ruchliwość VC p} . to wykonując działania identyczne z C7. 26 -r 7.47} 4> 
otrzymuje się

f  V ‘ ” c i 2  = 0 , 8 1 3 3 2 8 2 6  H, V <Z>C13 = 3 . 6 6 1 2 8 3 1 H ,  V , 3 > C13 = 0 . 1 1 8 3 1 4 3 7  H, 

l  v'4>C13 = 4 , 9 2 9 7 6 8 8  H, v ‘ 5>C13 = 0 . 6 3 1 4 0 7 9 1 H  C 7 . 4 9 5

oraz wartości parametrów inercyjnych, sprężystych i geometrycznych układu 
prętowego, które podano w tablicy 7.6. W tablicy 7. 6 a zestawiono natomiast 
wymiary elementów podstawowych w zależności od H oraz geometrycznej 
postaci konstrukcyjnej układu prętowego.

T a b l i c a  7. 6
1 CpF} * v ̂ «lCT *5 

[kg/mJ
C EF}( 1 * H 

[ N]
F( v ‘H^IO" 4 

[ mm2 ]
1 271,4763 5568,4742 493,5934
2 60,3065 1236,9973 109,6483
3 1866.2097 38279.3530 3393,1085
4 44,7890 918,7038 81.4345
5 349,6937 7172,8551 635,8068

T a b l i c a  7.6a
H 1 0 0 2 0 0 300

d*1*=d 0 1 2 0 1 2 0 1 2

d <4>
b<4>
d <2>
b<2>
d <3>
b<3>
d <4>
b<4>
d <5>
b<S>

2,5069 
2.2216 
1 .1815 
1 ,0471 
6,5728 
5,8250 
1 ,0182 
0,9024 
2.8452 
2,5215

2,6990 
2,3919 
1,5479 
1.3718 
6.6484 
5.8920 
1,4271 
1,2648 
3,01 58 
2.6727

3. 2069 
2,8420 
2,3229 
2.0586 
6,8704 
6,0887 
2,2442 
1.9889 
3,4778 
3,0821

3,5431 
3,1419 
1.6709 
1.4808 
9,2954 
8.2378 
1.4400 
1.2762 
4,0237 
3.5659

3.6836 
3,2645 
1,9473 
1,7257 
9.3490 
8,2853 
1,7532 
1.5537 
4,1461 
3,6744

4,0705 
3,6074 
2,6061 
2,3096 
9,5081 
8,4263 
2,4644 
2,1840 
4,4934 
3.9827

4,3421 
3,4821 
2,0465 
1,8136

13.1457
11.1457 
2.0365 
1,8048 
5,6904 
5,0430

4,4557 
3,9488 
2,2777 
2 . 0118 

13,1836 
11.6837 
2,2667 
2,0106 
5,7776 
5.1203

4,7805 
4.2366 
2,8615 
2,5359 

13,2969 
11,7841 
2,8543 
2,5292 
6.0316 
5,3454

Uwagi:
- długość elementu podstawowego 1’= 13,10 mm,
- wszystkie wymiary wielkości b* 1 v } , d <l,> Ci =1, ... ,5} podano 

w mm,
- geometryczną postać konstrukcyjną zsyntezowanego układu pokazano 

w tablicy 7. 5a.

Aby zilustrować metody syntezy omówione w rozdziale szóstym oraz 
pokazać możliwości otrzymywania różnych struktur, przyjęto, że funkcja
C7.9} będzie traktowana jako odwrotność ruchliwości, to znaczy

. 1 p4* 0,088014893 p2+ 0,00081436103UCp3 = -p- -Z--------------- J-------------------. C7.5CD
p f 0.19721379 p + 0,0089032941 p 

A zatem syntezę C7.50} można sprowadzić do przypadku drugiego - K2,
gdy n = m - 1, czyli do syntezy funkcji VCp} = 1  / UCp}. Po wykonaniu 
działah analogicznych do C7.26 -i- 7.47} 2> otrzymuje się następujące warto

4>Wartości reszt dzielenia były rzędu CIO-42- 10’10} * Tl/Cp2- 1} lub 
p/C ~ 2 - ID).

2>W tyra przypadku wartości reszt dzielenia były rzędu CIO”13* lO”11}»*
* tp/Cp2- 13 lub 1/Cp2- 13].
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ści ruchliwości elementów podstawowych

/ V<ł)C15 = 1,1077192 H, V ,2,C15 =0,1175588 H. V,3>C13 = 7,9114512'H,
<■ v ‘*>C1 D = 0.1014432 H. v ‘ 5 , C 1 3  = 1,6646844 H C7.513

2oraz hipergraf X zsyntezowanego układu, realizującego funkcję VCpD 
w postaci C7.50D, który przedstawiono na rys. 7. 15

Rys. 7.15. Hipergraf układu prętowego realizującego funkcję UCpD C7. 502 
Fig. 7.15. Hypergraph of a bar-system fulfiling the function UCpD C7. 50D

Retransformując bloki hipergrafu 2X w elementy podstawowe układu 
ciągłego Cpor. rys. 4. ID otrzymuje się jego model Crys. 7.10D. Wartości 
parametrów inercyjnych, sprężystych i geometrycznych poszczególnych ele
mentów podstawowych zestawiono w tablicy 7.7.

T a b l i c a  7.7
• i C pFD ' v >Hxi0"(S 

C kg/m3
CEFD(1’H 

r N3
F lx

[ mm2 3
1 199,3279 4088,5790 362,4144
2 1878,2039 38525,3760 341 4 , 9165
3 27,8034 570.2984 50,5516
4 2176.5799 44645,6100 3957,4179
5 132,6374 1664,6844 241,1589

W tablicy 7. 7a zestawiono wymiary elementów podstawowych drgającego 
wzdłużnie układu prętowego w zależności od H oraz geometrycznej postaci 
konstrukcyjnej prętów.

Jeśli przyjąć, że długość elementu podstawowego lł= 2L* = 13,1 mm, to
wykonując działania analogiczne do C7. 26 -r 7. 47D i>~ w przypadku funkcji 
C7.11D, traktowanej Jako owrotność ruchliwości UCpD otrzymuje się
następujące wartości ruchliwości elementów podstawowych

/ y ^ C l }  = 1,2296159 H’, V<2>C13 = 0,27312829 H', V<3>C13 = 8,4520591 H’’
*- V<4 1 C10 =.0.2028492 H' , V<5>C13 = 1,5837623 H ' C7. 523
oraz wartości parametrów inercyjnych, sprężystych i geometrycznych 
zsyntezowanego układu prętowego, które zestawiono w tablicy 7.8, natomiast 
w tablicy 7. 8a - wymiary elementów podstawowych, w zależności od- H’- oraz

ł>Wartości reszt dzielenia były rzędu C10'12r 10~44D * [p s  Cp2- ID lub
1 / Cp - 1D 3.
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ich geometrycznej postaci konstrukcyjnej Cpor. tabl. 7.7aJ
T a b l i c a  7.7a

H lOO 2 0 0 300

= d 0 1 2 0 1 2 0 1 2

D11’ 2.1 461 2.3694 2,9350 3,0378 3,1982 3.3671 3,7206 3,8526 4,2241
b‘ 1 ’ 1.9037 2.0998 2,6011 2,6922 2.8343 3,2233 3,2973 3,4143 3,7435
d “ ‘ 6 ,5939 6,6693 6,8905 9,3252 9.3787 9,5337 11,4210 11,4647 11,5948
b l4‘ 3,8437 5,9105 6,1066 8,2642 8,3116 8,4522 1 0,1216 10,1603 10,2756
D‘J’ 0,8022 1,2820 2,1549 1,1345 1 .5123 2,2994 1.3895 1 ,7119 2,4353
b‘J' 0,7109 1,1361 <d(3> 1,0055 1.3403 2,0377 1,2314 1,5172 2,1582
d ,4> 7,0984 7,1685 7,3747 10, 0386 10,0881 10,2359 12,2948 12,3354 12,4564
b'4' 6,2908 6,3529 6 ,5357 8,8965 8.9405 9,0713 10,8959 10,9319 11.0392
D ,J' 1,7322 2,0175 2,6590 2.4781 2,6722 3,1845 3,0350 3,1955 3,6347
blJ'
.. _

1.5529 1,7880 2,3565 2,1961 2,3682 2,8221 2,6897 2,8319 3 . 2 2 1 2

Uwagi:
- długość elementu podstawowego 1 - 9,32 mm.
- wszystkie wymiary wielkości b*v), D(1>. d <v> Ci = 1...... 5J podano

w mm.

T a b l i c a  7.8
i CpF) * v >H’m i o"<S 

C kg/m]
CEF) * v * H * 

CN]
F* v >H*mio“ 4 

C mm2 ]
1 179.5824 3683,5616 326,5134
2 808,4091 16581,9420 1469,8349
3 26,1237 535,8454 47,4977
4 1088.4900 22326,9090 1979.0728
5 139, 4144 2859,6448 253.4809

T a b l i c a  7. 8a
H lOO 2 0 0 400
divi
=d 0 1 2 0 • 1 2 0 1 2

D<A> 2,0389 2,2709 2,8560 2.8835 3,0519 3,5092 4,0778 4,1987 4,5419
b(AJ 1.8069 2.0125 2.5311 2.5554 2.7047 3.1099 3,6139 3.7210 4.0251
d <2> 4,3260 4.4401 4,7659 6,1179 6,1991 6.4365 8.6520 8.7096 8,8802
b‘2> 3.8338 3.9349 4,2237 5,4218 5,4938 5,7042 7.6676 7,7187 7,8698
D ‘JJ 0,7776 1,2667 2,1458 1,0997 1,4864 2,2824 1.5553 1.8490 2,5335
bl JJ 0,6891 1 .1226 <d<3> 0,9746 1 .3173 2,0227 1.3783 1.6386 2,2453
D(“> 5,0197 5,1184 5,4035 7,0990 7.1691 7,3754 10,0395 10,0892 10,2368
b ‘4J 4,4486 4.5360 4,7887 6.2913 6,3534 6,5362 8,8973 8,9413 9,0721
D l 1,7965 2,0560 2,6883 2,5406 2,7303 3.2333 3,5930 3.7295 4,1121
b ‘"J 1,5921 1 .8221 2,3825 2.2515 2,4197 2.8655 3,1842 3.3052 3,6442

Uwagi:
- długość elementu podstawowego 1'= 13,10 mm,
- geometryczna postać konstrukcyjna oraz pozostałe uwagi jak w ta- 

blicy 7. 7a.__________________________________ _

Na zakohczenie omawianych w tym rozdziale rozważań ‘■poprawiono" wyniki 
syntezy funkcji FCr3, ktćre przedstawiono w rozdziale 7.3.2. Wykonując
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działania analogiczne do C7.26 -i- 7. 47} AJ na funkcji FCrO = VCrO w postaci 
C7.5J, otrzymano następujące wartości ruchliwości elementów podstawowych
0 długości L = 4,66 mm

/  V(1>Ć15 = O,9751 SI i 7 H’ . V<2>C15 = 3 8 , 4 0 1 1 5 8  H' .  V<3>C15 = 0 , 1 3 8 0 1 0 5  H’ , 

L v ‘ 4>C15 = 3 9 , 8 0 1 0 7 6  H’ , V<S>C15 = 0 , 5 7 8 9 2 0 4 3  H’ C7.535

1 tym samym wartości parametrów inercyjnych, sprężystych oraz geome
trycznych, które podano w tablicy 7.9.

T a b l i c a  7. 9
i CpFJ { v >H«10" <5 

t kg/m]
C EFJ* 1 * H 

CNJ
F ( 1 >H*tlO" 4 

[ mm2 ]
1 226.4256 4644.4027 411,1683
2 5,7498 117,9390 10,4542
3 1672,5892 34307,8450 3041,0713
4 5,5475 113,7908 10,0864
*5 381,39856 7823.1779 693,4519

W tablicy 7.9a, przyjmując te same wartości H jak w tablicy 7. la, 
zestwiono natomiast wymiary poprzeczne elementów podstawowych.

T a b l i c a  7. 9a
H 50 1 0 0 2 0 0 Uwagi:

d ( v * = d 1 1 1 0,5
D (1>
b <4>
d <2>
d <9>
b<3>
d <4>
d <5>
b<5>

1 ,9028 
1 ,6863 
1 ,0327 
4.5122 
3.9988 
1.0316 
2.3269 
2,0621

2,4983 
2,2140 
1,0644 
6.6023 
5,5853 
1,0622 
3,1351 
2,7784

3.3887 
3,0031 
1.1252 
8.8566 
7,8490 
1 , 1 2 1 0  
4.3195 
3,8281

3,2761 
2,9034 
0,7184 
8,8142 
7,8113 
0,7119 
4,2318 
3,7503

- długość elementu podstawowego 
L = 4 , 6 6  mm,

- geometryczną postać konstruk
cyjną układu
pokazano w tablicy 7. la,

- wymiary poprzeczne układu po
dano w mm.

Porównując wartości parametrów w tabl. 7. la i 7.9a widać najpierw
wzrost, a potem zmniejszenie wartości CpFD<l>, CEF}1v’, F* 1 * Cnajwiększy 
błąd S 6  */i ).

Z porównania natomiast wymiarów poprzecznych układu ciągłego 
zsyntezowanego dwiema metodami wynika, że w zależności od H maksymalne 
różnice między wymiarami wynoszą od c* 0.06 mm Cgdy H = 502) do 2* 0,12 mm
Cgdy H = 2002>. W przypadku podjęcia decyzji wytwórczych należy uwzględnić 
wyniki otrzymane metodą dokładną, czyli kaskadową. Oprócz tego porównanie 
wartości rezultatów może posłużyć do ustalenia możliwych oraz wymaganych 
odchyłek wymiarów poprzecznych, a przede wszystkim ich znaków. Zagadnienie 
to przedstawiono w r ozdzi al e-* ósmym przy praktycznym ujęciu warunku ko
niecznego syntezy.

Jeśli przyjąć, że L* = 6,55 mm oraz F*Cr2> = VCr} w postaci C7.7J, to 
poprawione metodą kaskadową wyniki, pokazane w tablicach 7.2 i 7.2a, 
zestawiono w tablicach 7.10 i 7.10a, natomiast ruchliwości elementów 
podstawowych wynoszą odpowiednio
f v“ *C15 = 0,95125502 H’, V<2>C15 = 18,693643 H’, V<3>C15 = 0,1300076 H’ , 
ł V ,*>Cl5 = 20,084387 H‘. V<S>C15 = 0,58584521 H ‘. C7.545

'’Wartości reszt dzielenia były rzędu CIO”12-*- •10’\i°5 * Cp/Cp2- 15 łub
1/Cp2- 151.
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T a b l i c a  7. 10
i CpFD ‘ v *14*10"* 

lkg/mi
C EF3 ‘ 1 ’ H 

[ N]
Fll>H*10- 

[ mm2 3
1 232,1138 4761.0760 422.0251
2 11.8114 242.2747 21,4754
3 1 698,3576 34836,4020 3087,9230
4 10.0935 225,4984 19,9883
5 376,8903 7730.7067 685,2552

T a b l i c a  7.10a
H 50 1 0 0 2 0 0 Uwagi :

d ‘ 1 ’ = d 1 1 1

D,l>
b'1'
d <2>
d ,3>
b'3’
D“ '
d ,5>
b'5>

1,9200 
1 ,7016 
1.0661 
4,5451 
4.0280 
1,0617 
2,3157 
2.0522

2,5245 
2,2373 
1,1284 
6,3495 
5,6271 
1 . 1 2 0 0  
3,1184 
2.7636

3,4273 
'3.0374 
1.2437 
8.9237 
7,9084 
1,2284 
4,2953 
3,8066

- dlugoSć elementu podstawowego 
L* = 6,55 mm,

- geometryczną postać konstruk
cyjną układu pokazano
w tablicy 7. la,

- wymiary poprzeczne układu po
dano w mm

Porównując wartości parametrów w tabl. 7. 2 i 7.10, podobnie jak: przy
porównaniu metod, gdy L = 4,66 mm, następuje najpierw wzrost, a potem 
zmniejszenie parametrów CpFJ<v>, CEFJ(1 > , F <v>. Największy błąd parametrów 
również rośnie i wynosi 12 . Maksymalne różnice między wymiarami wynoszą
natomiast od 2* 0,11 mm, gdy H = 50 do de 0,14 mm, gdy H = 200.

Dokonując z kolei "poprawienia" wyników, otrzymanych w rozdziale 
7.3.2, stosowaną w niniejszym rozdziale metodą kaskadową syntezy funkcji 
odwrotnej do VCrJ, czyli UCrJ w postaci C7. 5J i C7.7}, uzyskano rezultaty, 
które zestawiono w tablicach 7.11 + 7. 12a C por. tabl. 7. 3 -r 7.4aJ.

T a b l i c a  7. 11
i V*1 ’Cl) H 1 CpFl 1 1 ’h^mio" * 5 CEFJ ii>H t F {1 'H‘̂ 1 0 “ 4

[Ns/m=kg/s3 t kg/m] C N] C mm2 3
1 1.0254814 215,3129 4416,4599 391.4780
2 0,0260408 8478,9534 173918.7500 15416,2790
3 7.5751302 29,1479 597.8771 52,9962
4 0,0251232 8788,6534 180271,2600 15979.3700
5 1,7272104 127.8358 2622,1458 232,4288
Uwaga: długość elementu podstawowego L = 4,66 mm.

T a b l i c a  -7.1 la
H 25 50 1 0 0 Uwagi:

d*v >= d 1 1 1

d <4>
b<4>
d <2>
b<2>
d <3>
b<3>
d ,4>
b<4>
Dt5‘
b‘5>

' 1.4987 
1 ,3281 
7.0761 
6,2710 
1 ,0810 

< d 
7,2016 
6.3823 
1 ,3190 
1.1689

1,8687 
1,6561 
9,9570 
8,8242 
1,1564 
1.0248 
10,1354 
8.9823 
1,5747 
1,3955

2,4463 
2.1679 

14.0458 
12,4478 
‘ 1.2941 
1.1468 

14,2987 
12,6719 
1.9898 
1.7634

- długość elementu podstawowego 
L = 4 , 6 6  mm,

- geometryczną p°stać konstruk
cyjną układu pokazano
w tablicy 7.3a, 

w wymiary poprzeczne układu' po
dano w mm.
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T a b l i c a  7. 13
i Vil>C15 H‘ CpF5 ‘ 1 ’h 1 *10 ° CEFJ(v >H* F (i>H’*icr*

C Ns/m=kg/s] [kg/m) CN) C mm2)
1 1,0512428 210,0365 4308,2316 381,8846
2 0,0534941 4127,5454 84663,4610 7504,6281
3 7,6918558 28,7056 588,8042 52,1920
4 0,0497895 4434,6500 90962,7350 8063,0002
5 1,7069219 129,3553 2653,3127 235,1914
Uwaga: długość elementu podstawowego L* = 6,55 mm.

T a b l i c a  7. 12a
H 25 50 1 0 0

Uwagi:d <i}= d 1 1 1

D'1’
b “ ’
d <2>
b<2>
d <3>
. ( 3 > O
d <4>
b <4>
D <5'
b<5>

1,4884 
1 ,3191 
4,9887 
4,4211 
1.0798 

< d 
5,1638 
4,5763 
1.3223 
1 .1719

1,8523 
1.6459 
6.9839 
6,1893 
1,1542 
1.0229 
7,2339 
6,4109 
1,5802 
1.4004

2,4212 
2,1457 
9,8260 
8,7081 
1,2901 
1,1433 
10,1814 
9,0230 
1.9986 
1 , 7712

- długość elementu podstawowego 
L * = 6 ,55 mm,

- pozostałe uwagi - por. tabl.7.4a.

Porównując wartości parametrów w tablicach 7. 3 i 7.11 oraz 7. 4 i 7.12 
obserwuje się najpierw zmniejszenie, a potem wzrost wartości tych parame
trów, przy czym największy błąd wynosi: ^ 6  */. , gdy L = 4,66 mm i sc 12 V* ,
gdy L* =6,55 mm. Największe odchylenia od wymiarów poprzecznych, za
leżne - co należy szczególnie podkreślić - od H ’, nie przekraczają
wartości £* 0,4 mm, gdy H ł= 100. Te różnice wymiarów mają istotne znaczenie 
przy doborze przede wszystkim znaków oraz wartości odchyłek, oczywiście po 
podjęciu decyzji wytwórczych. Praktyczne ujęcie, związane z porównaniem 
rezultatów poszczególnych metod syntezy, przedstawiono w rozdziale ósmym.

7.3.4. Metoda rozkładu charakterystyki na ułamki proste w repre
zentacji grafów

Omawianą w niniejszym rozdziale metodą zsyntezowano charakterystykę
dynamiczną w postaci C7. 4J i C7.6J, jak również C7.8J oraz C7.10J.

Następnie, podobnie jak w rozdziale 7.3.3, wyniki otrzymane przez
retransformację płaszczyzny r ---► s wyznaczono z tych zależności, które
wynikają z retransformacji płaszczyzny p w s.

Przystępując zatem do syntezy funkcji C7. 4J, przyjęto najpierw, że jest
ona ruchliwością VCrJ. W ten sposób, na podstawie rozdziału 6.1.2, należy
rozpatrzyć przypadek UP7, który można sprowadzić do syntezy funkcji
UCrJ = i / VCrJ, czyli do przypadku UP3, zatem

 ̂ „ rCr 2 + O. 016906235Cr-2 + 0.0299347585UCr5 = H --------------------------------------  , C7. 555
Cr2-*- 0, 00261298725C r 2 + 0.01886065 

gdzie: H = d^ / ĉ_ - stała, która zostanie dobrana metodą prób w dalszej 
części niniejszego rozdziału.
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Funkcję C7.55} rozkłada się na ułamki proste Jako

UCr}
2  k« 2  k_

1 ub
UCr }

r + 0,0026129872

 ! t_______- 0.031117386 J

r + 0,01866606 

B2
r + 0.031117386 J

C7. 565

B„ B,
r - 0,13660381 J r + 0.13660381 J C7. 375

Wartości residuów k
C6.205 1 1 jako

k = lim 
00

V  B2 ’ B3- B4 wyznacza się z zależności

UCr } = H,

i  (r s  -  r i X r l  -B1 = B2  = lim (r - Jrj UCr5 = |    ---- -----—
r — ►Jr1

= k = 0.012167439 H.

B3 = B4 = 1 1 1
(r - Jr3) UCr5 =

r  2
Cr i  -  r 3 )

k3 = 0.0001626144 H.
W ten sposób funkcja UCr} przyjmie postać

2 * 0,01216743 H  ̂ 2 * 0,00061626144 HUCr} = H r + ■
0,0026129872 

Na podstawie C6.24} otrzymuje się
H r.

0,0186606

( 00) rc r z

C7. 58}

C7. 59}

C7. 60}
Uwzględniając natomiast C6.25} - po podstawieniu 2m zamiast C2m - 1} - 

- wyznacza się

2  0.0243347 H _ 2_^2 = 9 > 3 1 3 0 4 8 8  H r>< 1 >

< 9 >
2  k_ 0,0012322 H

1
2 k„

-= 0,0660494 H r. C7.61}

Graf biegunowy zsyntezowanej funkcji UCr} pokazano na rys. 7.16. 
Retransf ormując krawędzie grafu Crys. 7.16} 2>, otrzymuje się

hipergraf 3X Crys. 7.17} Cpor. rys. 4.5}.
Retransformując z kolei krawędzie hipergrafu w elementy podstawowe 

o długości L = 4,66 mm,otrzymuje się mpdel układu Crys. 7.18}. Prze-

Przy czym zgodnie z zaleceniami podanymi w rozdziale szóstym w C6 .20} 
zamiast 2n należy przyjąć C2n-1} [por. -postać charakterystyki UCr} - 
C 7.55}J.
*Przy oznaczeniach wag krawędzi grafu X zastosowano numerację implikowa
ną metodą syntezy, natomiast kolejne liczby naturalne w nawiasach 
przyporządkowano w celu jednoznacznego przetransformowania krawędzi
grafu X w hi per krawędź i e 3 X<'’> Ci = 1.......5} grafu 3 X.
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liczając natomiast zgodnie z C4.33 ~ 4. 38} wartości wag kr.awędzi grafu Xoo
uzyskuje się parametry inercyjne, sprężyste i ..geometryczne, które 
zamieszczono w tablicy 7.13.

T a b l i c a  7. 13
i CpF) ( 1 >HM10"<S 

C kg/m]
C EF)(v * H 

CN]
F( ̂ HulO “ 4 

C mm2 ]
1 220,7994 4528.9974 401,4534
2 5,3731 110.2125 9,7693
3 2056,3158 42178.7740 3738,7560
4 0,2721 5,5820 0.4948
5 14.5836 299.1379 26,5157

Rys. 7.17. Hipergraf 3X po retran- 
sformacji grafu biegunowego ^ 

z rys. 7. 16 
Fig. 7.17. Hypergraph 3X after the 
retransformati on of the terminal 

graph X CFig. 7. 16)

Rys. 7.16. Graf biegunowy X̂ Jako 
ilustracja realizacji funkcji UCr) 

C7. 55)
Fig. 7.16. Terminal graph- X as an 

illustration of the fulfilment of 
the function UCr)C7.55)

Rys. 7.18. Model układu prętowego 
po retransformacji hiperkrawędzi 
grafu 3X Crys. 7.17) w elementy 

podstawowe

Fig. 7.18. Model of a bar-system 
after the retransformation of hy-

3peredges of the graph X CFig. 
7.17) into basie elements

F )  J 0
,4rr„~, ■■ y-f7T? 7 7 V A

'V 7 7 7 / 7 7 7 ,
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Na podstawie tablicy 7.13, z uwagi na najmniejszy przekrój elementu 4 
i bezpośrednio z nim połączonego elementu 5 Crys. 7.17 i 7.18}, wyznaczo
no najpierw ich wymiary poprzeczne. Pozostałe wymiary, zdeterminowane 
między innymi parametrami prętów 4 i 5 oraz geometryczną postacią 
konstrukcyjną jednej z możliwych realizacji technicznych zsyntezowanego 
układu, przedstawiono w tablicy 7.13a.

T a b l i c a  7. 13a
H 1 0 0 0 2 0 0 0 4000

d ,4i
= d<5> 0 1 2 0 1 2 0 1 2

d “ ’
d ,5>

0,2509 
1 ,8374

1 .0310 
2,0919

2,0156 
2,7158

0,3459
2,5984

1,0611 
2,7842

2,0312
3,2790

0,5019
0,3748

1.1189 
3,8084

2,0620 
4,1838

dlt>
d '1’

2,5 
7,5739

3.5
7,7533

3.0
10,5465

3.5
10.6995

4.0 
14,8478

4.5 
14,9902

d <2>
b,3>
d <3>

1 ,1.152 
19.3358 
2 1 .81 81

1.5772 
27.3450 
30.8555

2,2305
38,6717
43,6363

Uwagi
- długoSć elementu podstawowego L = 4,66 mm,
- wszystkie wymiary poprzeczne podano w mm.

W tablicy 7.13a linia/ni przerywanymi oznaczono element podstawowy, 
którego p* oraz E ’ są odpowiednio większe od p i E przyjętych w pracy. Nie 
oznaczono natomiast, aby nie komplikować rysunku, możliwości powiększenia 
jednocześnie wymiarów porzecznych pozostałych elementów podstawowych przy 
pozostawieniu parametrów ich tworzywa p i E.

Prezentowaną w niniejszym rozdziale metodą - podobnie Jak w przypadku 
syntezy metodą rozkładu w ułamek łańcuchowy i kaskadową - dokładnie przed
stawiono i zilustrowano niezbędne działania. W praktyce korzystano z pro
gramu mikrokomputerowego.

Jeśli przyjąć długość elementu podstawowego L ’= 6,55 mm, a funkcję
F’Cr}, w postaci C7.63, w daiszym ciągu traktować jako ruchliwość VCr), to 
wykonując działania C7. 56 7. 59D , otrzymuje się
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2 k
r = H r .

2 k .

1 _ 0.0490500 H

2
r i

2 k_

2  k..
■= 9,4853399 H r. 0,0035363 H

■= 0,0679679 H r. C 7.62>

Graf biegunowy zsyntezowanej funkcji VCrD w postaci C7.6} pokazano na 
rys. 7.16, przetransformowany z niego hipergraf 3X - na rys. 7.17 oraz 
model układu - na rys. 7.18. Parametry inercyjne, sprężyste i geometryczne 
układu ciągłego zamieszczono w tablicy 7.14.

T a b l i c a  7. 14

i CpF) * 1 >Hh10"<S 
C kg/m]

CEF3 ' 1 *H 
CN3

f' 1 ’h*io 4
t mm2 1

1 320,7994 4528,9974 401 ,4534
a 10,8302 222,1473 19,6912
3 2094,3575 42959,0800 3807.9228
4 0,5600 11.4872 1,0182
5 15,0072 307,8267 27,2859

W tablicy 7.14a zestawiono wymiary układu ciągłego, ktOrego 
geometryczną postać konstrukcyjną pokazano w tablicy 7.13a.

T a b l i c a  7.14a
H 1 0 0 0 2 0 0 0 4000

d ‘4i
= d<5> 0 1 2 0 1 2 0 1 2

D14'
d <5>

0,3600 
1,8639

1,0628 
2,1152

2,0321 
2,7338

0.5092 
2,6359

1 , 1 2 2 1  
2,8192

2.0638 
3,3088

0,7201 
3,7278

1,2343 
3,8596

2,1256 
4.2304

d ' 1 1
D * 1 1

2.5 
7,5739

3,0 
7.7533 1 0

3.0
5465

3,5
10,6995

4,0 
14,8478

4,5 
14,9902

d ,2>
b<3>
d <3>

1.5834 
19, 51 39 
22,0190

2,2392 
27,5668 
31.1396

3.1668 
39.0277 
44,0381

Uwagi:
- długość elementu podstawowego L’= 6,55 mm,
- wszystkie wymiary poprzeczne podano w mm,
- geometryczną postać konstrukcyjną pokazano w tablicy 7.l3a.

Przedstawione w tablicach 7.13a i 7.14a parametry jednego z możliwych 
układów ciągłych mogą stanowić podstawę do podjęcia decyzji wytwórczych, 
oczywiście po przyjęciu racjonalnych .jego wymiarów wraz z odpowiednimi -, 
odchyłkami. Zagadnienie to przedstawiono w rozdziale ósmym.

Aby zilustrować możliwości otrzymywania różnych struktur syntezowanych 
układów ciągłych, przyjęto w dalszym ciągu, że charakterystyka FCr."> w po
staci C7. 4!) będzie teraz traktowana jako odwrotność ruchliwości Vtri), 
czyli FCr} = Utr>, zatem
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UCrO = H’ 

qdzi e: H’ = 1 / H.

Cr O.0026129872)Cr O ,0186606}
rC r + O.01690623}Cr + 0,029934758}

C7. 63}

Zgodnie z rozdziałem 6.1.2 należy rozpatrzyć przypadek czwarty - UP4. 
Po rozłożeniu C7. 63} [por. C7. 56 -i- 7.59}] na ułamki proste i uwzglę
dnieniu C6.20}, C6.24} i C6.25} otrzymuje się wartości wag krawędzi gra
fu biegunowego X Crys. 7.19}, które wynoszą odpowiednio

0,0963474 H*

= 6,7338474 H*
= 26,3843310 H*

0,1138439 H*

0,7898085 H*
C7. 64}

C r(M 
r

Retransformując krawędzie grafu X^Crys. 7.19} i uwzględniając dodatko
we oznaczenia w nawiasach kwadratowych, otrzymuje się hipergraf 3X Crys.

7.16}, z tym że hipergraf 
3X<1> Jest modelem pręta Jed
nym końcem utwierdzonego 
Cpor. rys. 4.5a}. Dokonując 
następnie transformacji od
wrotnej hiperkrawędzi w ele
menty podstawowe o długości 
L = 4,66 mm, uzyskuje się
model układu prętowego Crys.
7. 20}.

Przeliczając zgodnie
z C4.33 -r 4.38}} wartości wag 
krawędzi grafu biegunowego 
Crys. 7.19}, otrzymuje się
parametry inercyjne, sprę
żyste i geometryczne modelu 
układu Crys. 7.20}, które
zestawiono w tablicy 7.15.

l> >

Rys. 7.19. Graf biegunowy jako ilustracja 
realizacji funkcji UCr} C7.63}

Fig. 7.19. Terminal graph as an illustra
tion of an implementation of the function 

UCr} C7.63}

T a b l i c a  7. 15
i C pF} ‘ v * H * Ml 0“ * 

C kg/m]
CEF} < x > H * 

CN]
F <i>H’Ml0 " ‘4 

C mm2 ]
1 21.2734 436,3575 38,6790
2 25,1366 515,5990 45,7030
3 1486,8295 30497,5760 2703,3264
4 174,3892 3577,0408 317,0714
5 5825,6450 119494,5700 10592,0820

Na podstawie tablicy 7.15 wyznaczono wymiary poprzeczne geometrycznej 
postaci konstrukcyjnej. Jednej z możliwych realizacji technicznych 
zsyntezowanego układu ciągłego. Wymiary te zestawiono w tablicy 7.15a.



... ......-  ■

I
.......  ’  -

3 mL ....

Rys. 7.20. Model układu prętowego po retransformacji grafu biegunowego 
Crys. 7.19} w hipergraf Crys. 7.17} oraz krawędzi hipergrafu w elementy

podstawowe
Fig. 7.20. Model of a bar system after a retransformation of terminal 
graph CFig. 7.19} into a hypergraph CFig. 7.17} and of edges of the 

hypergraph into basic elements
T a b l i c a  7. 15a

H* 2 0 0 400 600
d <£>
d <2>
d<3>

0 1 2 0 1 2 0 1 2

D(1> 0,9924 1,4088 2,2327 1.4035 1.7233 2.4433 1.7189 1,9886 2,6372
d (2> 1,0788 1.4709 2,2724 1.5256 1,8241 2,5154 1,8685 2,1193 2,7370
D l JJ 8,2969 8.3570 8,5346 11.7336 11.7762 11,9029 14,3707 14,4055 14,5092
d <4>
d <5> 9,0 O(Url 15,0
d (4> 9,4379 12.6549 15,7867

18,7276 26,1428 32,1585
Uwagi:
- długość elementu podstawowego L = 4,66 mm,
- wszystkie wymiary poprzeczne podano w mm.

Jeśli przyjąć długość elementu podstawowego L’= 6,55 mm, a funkcję
F ’Cr} w postaci C7.6} dalej traktować'jako odwrotność ruchliwości, czyli 
F łCr} = UCr}, to po wykonaniu dział aft anal ogi cznycfj -z C7. 56 -r. 7. 59} otrzy-
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0,0947570 H* ~  1 2 > “r 0,1132064 H*

0,7920365 H*r = 3,3522450 H'r,
V = 13,133952 H*r. C7. 65}

Graf biegunowy X zsyntezowanej funkcji UCrD pokazano na rys. 7.19,
hipergraf 3X - na rys. 7.16 oraz model układu - na rys. 7.20. Po
wyznaczeniu zgodnie z C4.33 ~ 4.383 wartości wag krawędzi grafu bie-
.gunowego otrzymuje się parametry inercyjne, sprężyste i geometryczne
układu Ctabl. 7. 163.

T a b l i c a  7. 16
i CpF3 < x >H ,«10 * 

[kg/ml
CEF3 ( 1 >H ’ 

CN3
F ( i >H,*10‘“ 4 

C mm2 3
1 20,9222 429,1543 38,0405
2 24.9959 512,7117 45,4471
3 740.1737 15182,3090 1345,7705
4 174.8812 3587,1313 317.9586
5 2899,9690 59483,6340 5272,6709

Postępując podobnie Jak w przedstawionym przykładzie syntezy funkcji 
UCr3 w postaci C7.573, wymiary geometryczne zsyntezowanego układu, na 
podstawie odwrotności ruchliwości C7.63, przedstawiono w tablicy 7.16a.

T a b l i c a  7. 16a
H * 2 0 0 400 600

d(1>
d <2>
d<3>

0 1 2 0 1 2 0 1 2

d <4>
d <2>
d <3>

0,9842 
1,0757 
5.8540

1.4031 
1,4687 
5,9388

2,2290 
2,2709 
6,1862

1 ,3919 
1 ,5213 
8,2788

1.7138 
1,8206 
8.3390

2,4366 
2 ,5128 
8 ,5170

1,7047 
1,8633 

10,1394
1,9763 
2,1146 

10,1886
2,6279
2,7334

10,3348
d<4>
d<5> 6,5 9.0 1 1  , 0

d <4>
d <5>

7,0955 
13,2285

9,8586 
18,6958

12,0536 
22,8867

Uwagi:
- długośó elementu podstawowego L'= 6,55 mm,
- wszystkie wymiary poprzeczne podano w mm,
- geometryczną postać konstrukcyjną pokazano w tablicy 7.15a.

Otrzymane w niniejszym rozdziale rezultaty, ze względu na ograniczony 
zakres transformacji r = th Ts Cpor. rozdz. 53, należy “poprawić“, wy
znaczając je ze wzorów retr ans formacyjnych C4.39 -r 4.403. Tak obliczone 
wartości parametrów inercyjnych, sprężystych oraz wynikające z nich wy
miary poprzeczne, zaproponowanych geometrycznych postaci konstrukcyjnych 
układu Ctabl. 7.13a +■ 7. 16a3, zamieszczono w tablicach 7. 21 a -*• 7.24a, po 
przedstawieniu syntezy charakterystyki dynamicznej jako funkcji zmiennej 
urojonej p.

Syntezując zatem charakterystykę dynamiczną, omawianą w niniejszym 
rozdziale metodą, należy rozpatrzyć wyrażenie C7.83. Funkcja opisana tym 
wyrażeniem będzie, podobnie jak w przypadku funkcji C7.43, traktowana
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zarówno Jako ruchliwość VCp}, Jak i Jej odwrotność, czyli UCp}. Przyjęto 
najpierw, że FCp} Jest ruchliwością. W ten sposób na podstawie rozdziału
6.1.2 i 6.2.2 należy rozpatrzyć przypadek UP7, który można sprowadzić do
syntezy funkcji UCp} = 1/ VCp}, to znaczy do przypadku UP3. Po rozłożeniu
UCp} na ułamki proste Cpor. C7.56 + 7.59}], na podstawie C6 . 24 -r 6.26}, po
podstawieniu C2m-l}C2n-l} zamiast C2nOC2n}. uzyskuje się

^ < i >
~i _ 0.1036039 HP = H p.

p = 9,8606738 H p, 
’p = 0,0721849 H p.

0.00SS949 H

C7. 663

Graf biegunowy X zsyntezowanej funkcji UCp} pokazano na rys. 7.16, 
przy czym w miejsce indeksów z i r należy podstawić odpowiednio s i u .

Retransformując krawędzie grafu biegunowego zgodnie z rys. 4. la i 4. 4a, 
otrzymuje się hipergraf 2X Crys. 7.21}.

Rys. 7.21. Hipergraf 2X po retransformacji grafu biegunowego X̂ Crys. 7.16}
zgodnie z rys. 4. la i 4. 4a 

Fig. 7.21. Hypergraph 2X after a retransformation of the terminal graph X 
CFig. 7.16} in accordance with Fig. 4.1a and 4.4a

Przeliczając wartości wag krawędzi C7.6 6 } grafu biegunowego zgodnie 
z C4.33J, C4.34} oraz C4.39} i C4.40}, uzyskuje się model układu Crys. 
7.18}, po zmianie L na 1, którego parametry inercyjne, sprężyste i geo
metryczne podano w tablicy 7.17.

T a b l i c a  7.17
1 C,oF3 ‘ 1 ’h»10 * 

[kg/m]
C EF}(v > H 

CN3
F<V>H*10“ 4 

C mm2 ]
1 220,7994 4528,9974 401,4534
2 22,6378 464,3434 41,1597
3 2134,3932 44194,6230 3917.4422
4 1,1464 23,5166 2,0845
S 1 4 . 791 9 303,4087 26,8943
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Na podstawie tablicy 7.17 wyznaczono wymiary poprzeczne elementów 
podstawowych, które zestawiono w tablicy 7.17a.

T a b l i c a  7. 17a
H 1 0 0 0 2 0 0 0 3000

d'4>
d'5> 0 1 2 0 1 2 0 1 2

D<4’
d <5>

0,5151 
1,8504

1,1249 
2,1034

2,0652 
2,7247

0,7285 
2,6169

1,2372 
2.8015

2,1285 
3,2937

0,8923 
3,2051

1.3402 
3,3575

2,1900 
3,7719

d “ ’ 
D( 1 ł

2,5 
7.5739

3.0 
7.7533

3.0 
10,5465

3,5 
10,6995

4.0 
13,0132

D,J’
bl9>
d ,3>

2,2892 
19.7925 
22,3334

3,2374 
27,9908 
31,5843

3,9650 
34,2816 
38,6827

Uwagi:
- długość elementu podstawowego 1 = 9,32 mm,
- wszystkie wymiary poprzeczne podano w mm,
- geometryczną postać konstrukcyjną pokazano w tablicy 7.13a.

Jeśli przyjąć długość elementu podstawowego 1 ’= 2L* = 13,1 mm, nato
miast funkcję F*CpJ w postaci C7.10J traktować w dalszym ciągu jako 
ruchliwość VC pJ , to po wykonaniu działań analogicznych z C7. 56 -r 7. 59} 
otrzymuje się

p = H p. 0,2227963 H p = 10,6600330 H p.

0,0130988 H p = 0,081325658 H p. C7. 672)

Postępując podobnie jak w przedstawionym już przykładzie syntezy 
funkcji F’CrJ i FCp2>, parametry inercyjne, sprężyste i geometryczne podano 
w tablicy 7.18, natomiast wymiary elementów podstawowych - możliwej 
realizacji technicznej układu Cpor. tabl. 7.13aJ - w tablicy 7.18a.

T a b l i c a  7. 18
i C pF3 ‘ 1 ’ H*10~ a 

C kg/m]
C EF2>(x}H 

C ND
F<l>H*1 0 - 4 

C mm2 ]
1 220,7994 4528,9974 401,4534
2 48,1861 988.3865 87,6112
3 2305,5429 47290,8750 4191,8962
4 2,4909 51,0948 4,5290
5 15,4656 317.2288 28.1193

Wyznaczone w tablicach 7.17a i 7.18a parametry, możliwych do wytwo
rzenia, układów ciągłych mogą stanowić podstawę’ podjęcia decyzji wytwór
czych, po przyjęciu racjonalnych ich wymiarów wraz z odpowiednimi odchył
kami Cpor. rozdz.8 J.

Podobnie jak w przypadku funkcji .FCrJ, w celu zilustrowania możliwości 
oti .ymywania różnych struktur syntezowanych układów ciągłych, przyjęto 
w dalszym ciągu, że charakterystyka FCpj w postaci C7.8 } będzie traktowana 
Jako odwrotność ruchliwości VCp2>, czyli FCp2> = UCjiO. Postępując zatem po-
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dobnie jak w przypadku syntezy funkcji UCr), czyli zgodnie z ¿7:56 + 7.59) 
otrzymuje się

< o >cu 
p
i 2 >ms

m<,4>p = 6,2611654 H ’p.

0,0914673 H ’

p = 1,5984271 H'p.

u
P 
 ̂< ■* ) 
"u

0,1118432 H’

0,7966893 H’

C 7. 6 8 ) 
T a b l i c a  7.18a

H 1 0 0 0 2 0 0 0 3000
d"“
d ,B> 0 1 2 0 1 2 0 1 2

d <4>
d ’ 5 1

0.7593 
1.8921

1,2556 
2,1475

2.1393 
2,7532

1,0739 
2,6759

1,4674 
2,8566

2,2700 
3.3407

1,5187 
3,7843

1 ,8184 
3,9142

2. 5113 
4,2803

d “ ’
d “ ’

2,5 
7,5739

3,0 
7,7533

4,0 
10,5465

5,0
15,1478

d ‘2’
b‘3’
d '3’

3,3399 
20,4741 
23,1025

4,7233 
28,9547 
32,6719

6,6798
40,9482
46,2051

Uwagi :
— długość elementu podstawowego 1*= 13,10 mm,
- pozostałe uwagi jak w tabl. 7.17a.

Graf biegunowy zsyntezowanej funkcji UCp) w postaci C7. 8) pokazano
na rys. 7.19, z tym że w miejsce indeksów wag krawędzi z i r należy 
podstawić odpowiednio s i u.

Po retransformacji grafu otrzymuje się hipergraf 2 X, który pokazano 
na na rys. 7.22 Cpor. rys. 4. Ib i 4.4a).

Rys. 7.22. Hipergraf 2X po retransf ormacji grafu biegunowego X̂ Crys. 7.16)
zgodnie z rys. 4.Ib i 4.4a 

Fig. 7.22. Hypergraph 2X after a retransformati on of the terminal graph X 
CFig. C7.16) in accordance with Fig. 4.1b and 4.4a

Przeliczając zgodnie z C4.33), C4.34) oraz C4.39) i C4. 40) wartości 
wag krawędzi C7.68) grafu X̂, wyznaczono parametry inercyjne, sprężyste 
i geometryczne modelu układu Crys. 7.20), które podano w tablicy 7.19,
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obliczone natomiast na jej podstawie wymiary poprzeczne - jednej 
z możliwych postaci konstrukcyjnych Ctabl. 7.15a) - w tablicy 7.19a.

T a b l i c a  7. 19
i CpF3<l>H'M10 ** 

C kg/m]
CEFD *1 ’tr 

CN]
F<l,H-*10' 4 

E mm2 ]
1 20,1939 414,2555 36,7199
2 23,0799 473, 4126 41,9636
3 329,8517 6765,8595 599,7305
4 156,0520 3200,91 07 283,7309
5 1226,4097 25155,8910 2229.8357

Jeśli przyjąć, że długość elementu podstawowego 1*= 2L’ = 13,1 mm, 
natomiast funkcja F’CpJ jest odwrotnością ruchliwości VCpJ, czyli UCpD 
w postaci C7.10J, to wykonując działania C7.56 -i- 7. 59J otrzymuje się

u 0,0851693 H*
P

< 2 > 
"s f
( 4 >

0,7537187 H'p, 

p = 2,9497069 H’p.

~ ( 2  > "u
P
( 4 >

0,1090546 H*

0,8057760 H ’

C7. 69} 
T a b l i c a  7.19a

H' 2 0 0 400 600
d(1>
d <2>
d <3>

0 1 2 0 1 2 0 1 2

D(1>
D <2’
d <3>

0.9669 
1,0337 
3.9079

1.3910 
1.4382 
4,0338

2,2215 
2,2513 
4.1389

1,3675 
1 ,4619 
5.5266

1,6941 
1 ,7712 
5,6164

2.4222 
2,4773 
5,8774

1,6774 
1.7904 
6,7668

1,9506 
2,0508 
6.8422

2,6086 
2,6843 
7,0580

d ‘4>
d<5> 5, Ó 6,5 7,5
D<<>
d <5>

5,6767 
9.0433

7,5299 
12,4825

8,8227 
15,0531

Uwagi :
- długość elementu podstawowego 1 = 9,32 mm,
- pozostałe uwagi jak w tabl. 7.15a.

W tablicach 7.20 i 7.20a przedstawiono parametry technicznej 
realizacji układu ciągłego, którego geometryczną postać konstrukcyjną 
pokazano w tablicy 7.15a.

T a b l i c a  7. 20
i CpFD ‘ 1 ’h 1 mi O “ 5 

t kg/m]
CEF3 ‘ v ’h 1 

[N]
F^H-mio-* 

[ mm2 ]
1 18,8053 385,7317 34,1915
2 21,0355 431,4780 38,2465
3 145,3850 2982,1122 264,4336
4 139,7414 2866,3518 254,0754
5 511,5520 10492,8630 930,0947

Jak już wspomniano, po przedstawieniu przykładów syntezy funkcji FCr) 
i F’CrD, otrzymane wyniki, zamieszczone w tablicach 7.13 -i- 7.-16a, należy
■'poprawić", wyznaczając wartości wag krawędzi grafów biegunowych Crys. 7.16 
i‘7.19J Cwz. C7.56 -i- 7. 62J , C7.64 -r 7.6533, zgodnie z zależnościami
C4.333, C4.343, (.4.393, C4.403. Poprawione wartości parametrów syntezowa
nych układów ciągłych zestawiono w tablicach 7.21 -i- 7.24a.
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T a b l i c a  7. 20a

H’ 2 0 0 400 600
d (1>
d <2>
d <3'

0 1 2 0 ' 1 2 0 1 2

D(1>
D 1 2 1
d <3>

0.9933 
0,9868 
2,5944

1,3677 
1,4049 
2,7805

2,2069 
2,2302 
3,2758

1 .3196 
1,3956 
3,6691

1,6557 
1 ,7169 
3,8029

2,3961 
2,4388 
4,1788

1 ,6161 
1,7093 
4,4937

1,9005 
1,9803 
4,6036

2,5713 
2,6309 
4,9187

d ,4>
d<5> 3,5 4,5 5,0
d ‘4>
d <5‘

4,3266 
5,9945

5,7610
8,2230

6,6640 
9,8007

U wg i :
- długość elementu podstawowego 1'= 13,10 mm,
- pozostałe uwagi Jak w tabl. 7.19a.

Podobnie Jak w przypadku układów o strukturze kaskadowej, porównując 
wartości parametrów inercyjnych i sprężystych - pokazanych w tablicach 
7.13 -r 7.16, z wartościami tych parametrów, które przedstawiono w tabli
cach 7.21 -i- 7. 24 - obserwuje się ich zmniejszenie Coczywiście oprócz 
pierwszego!). Wynika ,to z zastosowania, przy retransfor mac Jach rezultatów 
z płaszczyzny p na s, zależności C4.37 4.402), innych od implikowanych
przekształceniem r w s, czyli C4.332), C4.35> i C4.38D.

T a b l i c a  7. 21
1 CpFi ‘ 1 ’H*10 6 < EF5 ‘ 1 ’ H F( 1 ’H*10- 4

t kg/m] CNI [ mra2 1

1 220,7994 4528,9974 401.4534
2 5,3591 109,9253 9,7438
3 2050,9567 42068,8480 3725,0121
4 0,2671 5.4798 0,4857
5 1 4,3165 293.6580 26,0300
Uwaga: por.tabl. 7. 13.

T a b l i c a  7. 21 a
H 1 0 0 0 2 0 0 0 4000

d<4>
d <5> 0 1 2 0 1 2 O 1 2

d <4>
D,5>

0,2486 
1.8205

1.0304 
2.0770

2,0154
2,7044

0,3516 
2,5745

1,0600 
2,7619

2,0306
3,2601

0,4973
3,6410

1,1168 
3.7758

2,0609
4,1541

d'1’
o“ ’

2.5 
7.5739

3.0
7,7733

3.0 
10.5465

3,5
10,6995

4,0
14,8478

4.5 
14.9902

d <2>
b<3>
d <3>

1,1138 
19,3106 
21,7897

1,5751 
27,3093 
30,8153

1,9742 
38.6213 
43,5794

Uwaga: por. wyniki w tabl. 7.13a.
T a b l i c a  7.22

1 CpF} ‘ 1 *H*1 0~a 
[ kg-Onl

C EF3 1 1 ’ H 
[NI

Fl 1 ’h* 1 0  4
[ mm2 ]

1 220,7994 4528,9974 401.4534
2 10,7744 221,0045 19,5899
3 2083,5831 42738,0750 3788.3328
4 0,5398 11,0740 0,9816
5 14,4674 296,7526 26,3043
Uwaga: por. tabl. M 4 .
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T a b l i c a  7. 22a
H 1 0 0 0 2 0 0 0 4000

d'4>
d ‘5> 0 1 2 0 1 2 0 1 2

d ,4>
d ‘”

0,3535 
1,8300

1.0606 
2.0854

2.0310 
2,7209

0,4999 
2,5881

1,1180 
2,7745

2,0615
3,2708

0.7070 
3.6601

1,2247 
3,7942

2,1213
4,1709

d'“
D*1*

2,5 
7,5739

3.0 
7,7533

3.0 
10,5465

3.5 
10,6995 14

1 . 0
8478

4,5 
14,9902

d ,2> 1.5793 2.2335 3.1586
b' 19,4636 27.5257 38,9272
D lJ' 21,9623 31,0594 43.9247

Uwaga: por. wyniki w tabl. 7.14a.

T a b l i c a  7. 23
i CpF3 * 1 ’h 1 *10 

[kg/m]
C EFD‘1 ’H 1 

CN]
F* Ł ’h* *10~ 4 

I mm2 3
1 21.2734 436.3575 38.6790
2 24,7187 507,0271 44,9432
3 1462,1107 29990, 5480 2658,383
4 169,3206 3473.0752 307,855
5 5656,3243 116021,4900 10284,2260
Uwaga: por.tabl. 7.15.

T a b l i c a  7. 23a
H* 2 0 0 400 600

d'l>
d ‘2>
d <3>

0 1 2 0 1 • 2 0 1 2

d '1’
D<2’
d <3>

0,9924 
1,0697 
8,2277

1,4088 
1.4644 
8,2882

2.2327 
2.2681 
8.4673

1.4035 
1 .51 29 

11,6357
1.7233 
1 ,8135 
11.6786

2,4433 
2.5077 

11,8063
1,7189 
1,8529 

14,2508
1 .9886 
2,1055 
14,2858

2.6372 
2,7264 
14,3904

d ‘4>
d ‘” 9.0 1 2 , 0 15,0
d ‘4>
D' = >

9.4254 
18,5171

12,6364
25.8412

15.7908
31.7908

Uwaga: por. wyniki w tabl. 7.15a

T a b l i c a  7.24
i CpFD * 1 ’h^IO'" 

t kg/mJ
c ef:> *v * H •

CN]
Fl v >H**10" ‘4 

[ mm2 ]
1 20,9222 429,1543 38.0405
2 24.1793 495,9629 43.9625
3 715.9943 14686.3460 1301.8080
4 164,9348 3386,1143 299,8816
5 2735,0341 561OO. 5200 

-...... . 4972.7893
Uwaga: por.tabl. 7.16

Z porównania natomiast wymiarów poprzecznych, otrzymanych geometrycz
nych postaci konstrukcyjnych, podanych w tablicach 7.13a 7.16a, z wymia-
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T a b l i c a  7. 24a

H’ 2 0 0 400 600
d “ ’
d<2>
d ,9>

0 1 2 0 1 2 0 1 2

D (1>
d <2>
d <3>

0,9842 
1.0580 
5,7576

1,4031 
1,4558 
5,8438

2.2290 
2,2626 
6,0951

1,3919 
1,4963 
8,1425

1 ,7138 
1,7997 
8,2036

2,4366 
2,4977 
8,3845

1,7047 
1,8326 
9,9725

1,9763 
2.0876 

10,0225
2,6279 
2,7126 

10,1710
d'4>
d ,5> 6,5 9,0 1 1  , 0

d ,4> 
d ‘ = >

7.0630 
12.9954

9. 8118 
18,2828

11,9962 
22,3806

Uwaga: por. wyniki w tabl. 7.l6a

rami pokazanymi w tablicach 7. 21 a -i- 7. 24a wynika, iż wartości tych wymia
rów, zależne - co należy szczególnie podkreślić od HC H ’3 - są, w przy
padku retransformacji p w s, mniejsze od wymiarów implikowanych retrans- 
formacją r w s. Porównanie wartości wymiarów poprzecznych, omawianą w tym 
rozdziale metodą, służy przede wszystkim do ustalenia możliwych oraz 
wymaganych ich odchyłek, w przypadku podjęcia decyzji wytwórczych. 
Zagadnienie to będzie rozważane w następnym rozdziale przy sprawdzaniu 
warunku koniecznego syntezy.

Ponadto zaproponowane geometryczne postacie konstrukcyjne zsyntezo- 
wanych struktur rozgałęzionych - głównie na podstawie założeń odnośnie do 
rozpatrywanej klasy układów ciągłych - mogą znaleźć zastosowanie Jako ele
menty podzespołów środków technicznych o żądanych częstościach z wykorzy
staniem drgań skrętnych. Zagadnienie to jest analogiczne do rozpa
trywanego w pracy po formalnej zamianie E na G oraz F na J Cpor. np. C17, 
18, 43,54]} .

Rozwiązane przykłady są ilustracją liczbową omawianych metod syntezy 
w reprezentacji grafów. Dowód poprawności rozwiązanego problemu syntezy, 
Jak również skuteczności, stosowanej do sprawdzenia, metody liczb 
strukturalnych - przy wykorzystaniu techniki cyfrowej - przedstawiono 
w rozdziale ósmym.



8 . SPRAWDZENIE WYNIKÓW SYNTEZY - ANALIZA DRGAJĄCYCH UKŁADÓW PRĘTOWYCH 
W REPREZENTACJI HIPERGRAFOW METODĄ LICZB STRUKTURALNYCH

Stosowany w niniejszej pracy aparat matematyczny, czyli grafy i ich 
związki z liczbami strukturalnymi, umożliwia - jak to pokazano w rozdzia
łach 5 7 - nie tylko reprezentację syntezy ciągłych układów prętowych,
lecz również ich analizę, a więc sprawdzenie wyników poszukiwania 
struktury i parametrów. Zagadnieniu temu poświęcono wiele prac autora 
Cpor. np. [20,27,34,110,117]}. Wszystkie obliczenia sprawdzające 
przeprowadzono na mikrokomputerze zgodnym z IBM/PC za pomocą programów 
napisanych przez autora. Programy te znajdują się w Instytucie Mechaniki 
i Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Śląskiej w Gliwicach.

Sposób prowadzenia analizy przedstawiono również w rozdziale drugim 
i trzecim przy wyznaczaniu postaci podatności dynamicznych wielo- 
odcinkowych układów prętowych metodą hipergrafów i liczb strukturalnych.
W niniejszym rozdziale pokazano najpierw ujęcie teoretyczne, polegające na 
wyznaczeniu charakterystyki dynamicznej na podstawie otrzymanych wartości 
parametrów geometrycznych, inercyjnych i sprężystych elementów podstawo
wych oraz jej zer i biegunów. Ponadto w wyniku porównania względnych war
tości otrzymanych charakterystyk Cw zależności od H lub H’ - rozdz. 7} za
proponowano także ujęcie praktyczne wybranych - z czterech otrzymanych 
struktur układów prętowych - "reprezentantów" do ewentualnego wytworzenia 
mając na uwadze nie tylko rację możliwości wytwórczych, uwzględniającą 
środki wytwórcze producenta.

8.1. Sformułowanie problemu analizy drgających wzdłużnie ciągłych 
układów prętowych

Problem analizy wyznaczonej klasy ciągłych drgających wzdłużnie 
mechanicznych układów prętowych można sformułować następująco:

Dokonać analizy zsyntezowanej klasy układów mechanicznych, czyli 
wyznaczyć zera i bieguny oraz przebiegi podatności dynamicznych tych 
układów.

Algorytm wspomaganej komputerowo analizy ciągłych drgających wzdłużnie 
układów prętowych w reprezentacji hipergrafów metodą liczb strukturalnych 
drugiej kategorii i liczb strukturalnych zupełnych - Jako algorytm 
odwrotny do algorytmu syntezy Crys. 7. ID - pokazano na rys. 8.1. Dokładny 
opis parametrów numerycznych przedstawiono natomiast we wcześniejszych 
pracach autora Cpor. np. [20,27,34,110,117]}.
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Konkretna realizacja 
techniczna — geome
tryczna postać kon- 
strukcyjana wraz z 
układem wymiarów:

Model drgającego 
wzdłużnie układu 
prętowego:
Hipergrafy zsynte- 
zowanych model i :
Związki grafów z licz
bami strukturalnymi 
różnych kategorii 
i liczbami struktu- 
r alnymi z upełnymi :
Charakterystyki dyna
miczne zsyntezowanej 
klasy układów drgają
cych:
Zera i bieguny charak
terystyki - częstości 
rezonansowe i antyre- 
zonansowe:
Realizacje praktyczne 
i modyfiakaęje wyma
gań:

Rys. 8.1. Algorytm wspomaganej komputerowo analizy • drgających wzdłużnie
układów prętowych

Fig. 8.1. Algorithm of a computer-aided analysis of longitudinally
vibrating bar systems

8 . 8 . Sprawdzenie wyników syntezy - ujęcie teoretyczne

W wyniku przedstawionych w rozdziale szóstym trzech metod syntezy 
układów dyskretnych otrzymano cztery podstawowe struktury .układów cią
głych. Wartości biegunów i zer podatności dynamicznych zsyntezowanych 
układów prętowych zestawiono w tablicy 8 .1 .

Jak wynika z tablicy 8.1, w przypadku modeli o długości- elementu pod
stawowego L = 4,66 mm i L ’ = 6,55 mm syntezy dokonano dwiema metodami , 
oznaczonymi symbolicznie przez Uk. i K tpor.‘ rozdz. 6  i 7J, otrzymując w ten 
sposób strukturę kaskadową układów. Ponadto przy tych samych długościach 
elementu podstawowego również dwiema metodami CUP i UP*j przeliczono 
wartości elementów .geometrycznych, inercyjnych i- sprężystych, wynikających 
z retransformac ji płaszczyzny r 1 ub p w s Cpor. rozdz. 4, 6 , 7J.. Wartości 
otrzymanych w ten sposób c z ę s t o ś c i - zer i biegunów syntezowanej cha-

1>Jako kryterium dokładności obliczeń przyjęto tę samą liczbę cyfr zna
czących w wyznaczanej częstości - wynikającą z przyjętego formatu 
wydruku - przy zmianie znaku badanej funkcji. Program mikrokomputerowy 
umożliwia natomiast wyznaczenie zer i biegunów z dowolną dokładnością.
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Tablica 8.1

LP
Bieguny lub zera Metoda

syntezy
wVyniki syntezy 
-dane cb anolizy

Długość
elementu
podst..mm

Model
zsyntezowanego
układu<1 <2 f3 k

1
2
3
4
5
6

7790.55A
7899.976
7532,300
7899,991
7900000
7899999

20000,448
19999998
19963581
19999,999

(•19999,999

21027,177
21000,009
21033,579
21000,007

j. 21000,000

26564 301 
26500002 
26109862 
26500001 
26500,000 
26499,999

UŁK
UŁ
K
Kwzf7.;

tabl. 7.1 
tabl. 7.9 
tabl. 7.2 
tabl. 7.10 

3.033^431,(7«

L=4.56

1=6,55
711=932 

l' = 13J0

E H i Q

7
8 
9

10
11
12

7790,554
7900,055

7900,000
7899,999

20000.448 
20000.028 
20000,763 
20000.001 
19999,999 
2 0000.000

21027,199
20999,980
21054018

(21000,000
21000,001

26564,302
26499,972
26622,951
26499,999

(26500.000

Yt
UŁ
K
K
K

tabl. 7.3 
tabl. 7.11 
tabl. 7.4 
tabl. 7.12 
tabl. 7.7 
tabl. 7.8

L =4.66 
L'=655
1 =9,32 
l '=13,10

E B

13
U
15
16
17
18

7899.999

19990.323

m m
•20000,000

21000 000 
21000,001

■21000,000

26544,717
26499.999 
26587805
26499.999 
26500.000 
26500,645

UP
u r
UP'
UP'
UP'

tabl. 7.13 
tabl. 721 
tabl. 7.14 
tabl. 7.22 
tabl. 7.17 
tabl. 7.18

L= 4,66 
L'= 6,55 
l = a32 
l =13,10

-E E

19
20

l i
s

7805,739
7699.999 
7713,650

7899.999

20000,000

■19999.999
20000.000
19999.999

20987,580
21000,001
20975,453
21000,000
21000,001
21000,000

26499.999

UP
UP'
UP
UP'
UP'
UP'

tabl. 7.15 
tabl. 7.23 
tabl. 7.16 
tabl. 7.24 
tabl. 7.19 
tabl. 7.20

L= 4,66 
l>  6,55
l =9,32 
l *13,10

Vf-— '

Uwagi:
-  wartości czgstętliwości fj {i = 1 ......Alpodano w Hz,
-  Ut oznacza skrót metody rozłożenia charakterystyki w ułamek łańcuchowy, K-kaskadowej, 

UP.UP’- rozłożenia charakterystyki na ułamki proste, przy czym w przypadku UP stosowano 
retransformację płaszczyzny r w s , natomiast w przypadku UP1-p o ra ź  rw s i wynika iace
z nich zależności -  por. rozdz. 47-7,

-  symbole K oroz UP'oznaczajq metody dokładne w odróżnieniu od UŁiUP.kióre należy 
traktować jako pierwsze przybliżenie-por. stosowne komentarze w rozdz. 4 -r7 .

rakterystyki dynamicznej w wierszach 1, 3, 7, 9, 13, 15, 19 i 31 różnią 
się od częstości podanych odpowiednio w wierszach 3, 4, 8 , 10, 14, 16, 30
i 33. Różnica ta wynika z przyjęcia, że a = th a oraz z zakresu a Cpor.
rozdz. 5 i 7).

W związku z tym postanowiono porównać przebiegi podatności dyna
micznych1 y zsyntezowanych - różnymi metodami struktur układów w przy
padku elementów podstawowych o długościach L, 1 oraz L* i 1*.

Przypadki te zestawiono na:

rys. 8 . 2  - przypadki 1 1 2  oraz 3 1 4 ,
rys. 8 .3 - przypadki 7 1 8  oraz 9 i 10,
rys. 8 .4 - przypadki 13 i 14 oraz 15 i 16,
rys. 8 .5 - przypadki 19 i 20 oraz 21 i 22 ',

gdzie kolejnemu przypadkowi odpowiada numer wiersza w tabl. 8 .1 , przy czym 
linią ciągłą oznaczono przebiegi podatności układów prętowych zsyn- 
tezowane metodami K i UP* , a linią kropkowaną - metodami Uk. i UP.

Wykresy charakterystyk wykonano za pomocą standardowego programu gra
ficznego PLOTMIN. Przyjęcie natomiast różnych zakresów wartości względnych 
podatności dynamicznych w tym miejscu nie ma istotnego znaczenia. Starano 
się bowiem wyeksponować rozstrojenie charakterystyk układów zsyntezowanych 
różnymi metodami. Ten sam zakres podatności nabiera znaczenia po przyjęciu

^Oddzielnie układów swobodnych oraz utwierdzonych w zakresie badanych 
częstotliwości poczynając od 1kHz do 30 kHz.
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konkretnych wartości H lub H ’, czyli w przypadku wartości przebiegów rze
czywistych. Problem ten przedstawiono w dalszej części pracy.

2  rys. 8 . 2  -r 8.5 wynika, że przebiegi charakterystyk układów zsynte
zowanych metodami odpowiednio K i  UP’ są porównywalne z przebiegami podat
ności dynamicznych układów otrzymanych metodami, które traktowano jako 
przybliżone Csymbole Uk. i UP} zarówno co do wartości, jak i szerokości 
pasm częstości rezonansowych przy odpowiednich poziomach drgań - wzglę
dnych wartościach podatności dynamicznych, czyli gdy H lub H’ jest równe 
jedności.

Oprócz tego ze wzrostem długości elementu podstawowego, w przypadku 
drgań układów swobodnych Crys. 8 . 2  i 8.3}, szerokości pasm rezonansowych 
przy odpowiednich poziomach drgań maleją, natomiast w przypadku układów 
utwierdzonych Crys. 8 . 4 i 8.5} obserwuje się sytuację odwrotną.

Ponadto z rys. 8 . 2 i 8.3 wynika, iż szersze pasmo rezonansowe otrzy
muje się przy drugiej częstości drgań własnych, a z rys. -8.4 i 8.5, że 
przy pierwszej częstości rezonansowej, w rozpatrywanym zakresie Częstości. 
Przedział tych częstości wynika z przyjętych w rozdziale siódmym wymagań, 
nałożonych na syntezowany układ ciągły oraz rodzaj realizowanej 
charakterystyki dynamicznej.

W związku z obserwowanymi własnościami charakterystyk dynamicznych 
Crys. 8 . 2 *r 8.5} na rys. 8 . 6  -r 8.7 zestawiono przebiegi względnych podat
ności dynamicznych układów zsyntezowanych metodami K i  UP’ przy różnych 
długościach elementu podstawowego L CL'} i 1 Cl’}.

Wnioski z rys. 8 .6 ‘ i 8.7 są takie same Jak dla rozpatrywanych 
wcześniej układów o długościach tylko L oraz L’. Oprócz tego względne 
wartości podatności dynamicznych CH lub H ’ równe jedności} w przypadku 
układów swobodnych i utwierdzonych są odpowiednio równe niezależnie od 
otrzymanej struktury - kaskadowej czy rozgałęzionej. Innymi słowy: różnymi,
metodami syntezy i implikowanymi przez te metody strukturami dynamicznymi 
układów ciągłych zrealizowano nałożone ria poszukiwane układy wymagania.

Jest to więc dowód zarówno poprawności rozwiązanego problemu syntezy 
układów ciągłych,Jak również skuteczności - stosowanego do sprawdzenia re
zultatów syntezy - aparatu matematycznego, czyli związków grafów z algebrą 
liczb strukturalnych Cpor. rozdz. 2 }.

Ponadto na podstawie rys. 8.2 ~ 8.7 można wybrać przynajmniej - co 
należy szczególnie podkreślić mając na uwadze tabl. 6 . la -r 6 . 24a - po Jed
nym "reprezentancie" każdej struktury układu ciągłego w zależności od 
żądanych własności dynamicznych. 2  porównania bowiem przebiegów charak
terystyk dynamicznych, w Świetle przyjętych kryteriów, wynika praktyczne 
ujęcie rozpatrywanego problemu.
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Rys. 8 .6 . Wykres podatności dynamicznej drgających ciągłych układów
swobodnych

Fig. 8 .6 . Diagram of dynamical receptance of vibrating continuous free
systems
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8 . 3. Sprawdzenie wyników syntezy ciągłych układów prętowych - 
- ujęcie praktyczne

W rozdziale piątym przyjęto tworzywo syntezowanych układów, które 
stosuje się na elementy przekształcające drgania w silnikach wibracyjnych.
W przypadku podjęcia decyzji wytwórczych odnośnie do zsyntezowanych ukła
dów zastosowanych na te właśnie elementy, przyjęto Jako kryterium naj
większą szerokość pasma rezonansowego przy żądanym poziomie drgań. Kryte
rium to umożliwia porównanie zsyntezowanych struktur układów ciągłych. 
Można też przyjąć inne kryteria wynikające z zastosowań silników wibra
cyjnych w konkretnych urządzeniach, których przegląd Cpor. rozdz. 1} 
podano w C6.91].

Z rys. 8 . 6  i 8.7 wynika, że odnośnie do układów swobodnych pasmo to 
Jest najszersze przy minimalnej, przyjętej w pracy, długości L * 4,66 mm
elementu podstawowego dla żądanych częstości rezonansowych 20,0 i 26,5 kHz 
Cpor. wymagania nałożone na syntezowaną charakterystykę dynamiczną, podane 
w rozdz. 7}, a w przypadku układów jednym końcem utwierdzonych - przy 
długości maksymalnej, czyli gdy 1'= 13,1 mm, dla częstości 7,9 i 21,0 kHz.

W ten sposób z tablic przedstawionych w rozdziale siódmym, gdzie 
wyznaczono wartości wymiarów poprzecznych dla wszystkich przyjętych w pra
cy długości elementu podstawowego zaproponowanych rozwiązań geometrycz
nych postaci konstrukcyjnych zsyntezowanych układów ciągłych Cpor. tabl.
7.la + 7.24aD, wybrano p° Jednym "reprezentancie" z każdej propozycji pos
taci mając na uwadze przyjęte kryterium.

Ponadto w celu porównania rzeczywistych wartości podatności dynamicz
nych wyznaczono wymiary poprzeczne przy tej samej wartości H lub H' = 200
i tylko w jednym wypadku układu swobodnego rozgałęzionego H = 1000. O do
borze H lub H* Cpor. rozdz.7} decydują możliwości wytworzenia układu 
z uwzględnieniem założeń odnośnie do rozpatrywanej klasy drgających ukła
dów ciągłych, wynikające z dysproporcji przekrojów elementów podstawowych 
zsyntezowanego układu prętowego. W rozważanym przypadku przy tej wartości 
H 85 10O0 można było wyznaczyć możliwe do wykonania wymiary zaproponowanej 
geometrycznej postaci konstrukcyjnej Cpor. tabl. 7.13a, 7.14a, 7.. 21 a,
7.22a). Można Jednak postąpić’ Inaczej, przyjmując wymiary poprzeczne przy 
różnych najmniejszych wartościach H lub H* otrzymanych struktur układów 
ciągłych.

Przed przystąpieniem do sprawdzenia warunków koniecznych syntezy kon
kretnych układów prętowych wraz z przyjętymi tolerancjami wymiarów, każ
dego z elementów podstawowych, należy rozpatrzyć graniczne przypadki para
metrów inercyjnych i sprężystych, wynikające z kombinacji wymiarów gra-

. , ^ < i >  ^ . < V >  _ , < i >  .< i > , < i ’> >  . , < i ł \  , < i > Y  , V ( i > \nicznych, czyli D , , O . d . , d , L . , ( 1’ . 1,  L . [ lłl 1min max min max min t min J max v max '
Ci = 1, . .. ,5}. Aby więc wyznaczyć możliwe kombinacje parametrów
układu, zastosowano również w tym celu hipergrafy i liczby strukturalne.

Jeśli zatem współrzędnym uogólnionym ^s^v * , odmierzanym wztlłuż-
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osi w miejscu skokowej zmiany przekroju - pomijając współrzędną isq1>= 0  

Ci =1, ... 5} - każdego elementu podstawowego, dokonać przyporządkowania
C2.  4} w sposób C2.  5} oraz uwzględnić C2.  18}, to w przypadku układu 
o strukturze kaskadowej otrzymuje się hipergraf ZX,'pokazany na rys. 8 .8 a, 
natomiast dla układu rozgałęzionego - na rys. 8 . 8 b.

Rys; 8 .8 . Hipergraf modelujący strukturę kaskadową Ca} i rozgałęzioną Cb}
zsyntezowanych układów

Fig. 8 .8 . Hypergraph as the model of a cascade structure Ca} and of 
a branched structure Cb} of systhesized systems

Wybierając dowolne szkielety hipergrafów Crys. 8 . 8a i 8 .8 b}, przedsta
wione odpowiednio na rys 8 . 9 a i b, wyznacza się ich liczby strukturalne 
dopełniające, które są zbiorami pustymi1>, czyli

Ao = tiJ = l-
A zatem liczby strukturalne drugiej kategorii 

są sobie równe i wynoszą

C 8 . 1}
2A obu grafów Crys. 8 .8 }

C 8 . 2}

1 ' W sensie algebry liczb strukturalnych, ponieważ w żadnym ze szkieletów 
n i e  ma cykli 1 pętli Cpor. C 8 ,1 1 ~ 1 4. 46, 60, 61 , 82-f85, 94 , 95,119] }
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Rys. 8.9. Szkielety hipergrafów z rys. 8 . 8  

Fig. 8.9. Skeletons of hypergraphs CFig. 8 . 83

Przyjmując struktury poszczególnych hipergrafów X Ci = 1,
w postaci przedstawionej na rys. 8 .1 0 , poszczególnym symbolom "i"
powiednimi indeksami 
granicznych, czyli

przyporządkowano przypadki zmienności

SJ , 
od~ 

wymiarów

i ----- ---* 1 F<r>1 mi n
i * ----- ---* ( F<i*i mi n

<1 .
max

i • * ----- ---► f F* 1 *max
1  . < X }

mi n

i * * * ---- ---► ( F *) *mi n
i , < v » 

max

1 ub 1 F\V> '  ̂ min ■ c ; .
1 ub ( F{y  , ̂ mi n , L <1> ' max
1 ub i F* Ł * ,  ̂ min , L'(i> max
1 ub ( F< * • min , L* ( 1 > max C 8 . 3}

Rys. 8.10. Struktura hipergrafów 2X<1> Ci =1, ... ,5)
Fig. 8.10. Structure of hypergraphs 2 X (l> Ci =1, ... ,5)

Podstawiając w miejsce liczb strukturalnych w C8.2J odpowiadające 
im czynniki pierwsze, czyli
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Ax * [1 1* 1" 1 * ’ * 3 , A2  = C2 2* 2" 2 ’ * * 3.......Ag » 15 5* 5" 5* * * 1 , C8.4)
można wygenerować liczbę strukturalną A = 2 A, której kolumny są obrazami
wszystkich drzew grafu, izomorficznych ze szkieletami pokazanymi 
odpowiednio na rys. 8 . 9a i b. Ze względu na to, że w poszczególnych
czynnikach pierwszych C8 .3} nie ma powtarzających się elementów, liczba 
drzew Jest równa 45 * 1024.

Takie ujęcie umożliwia nie tylko uwzględnienie odchyłek wartości 
wielkości geometrycznych, lecz również odchyłek stałych fizycznych, takich 
jak gęstość i moduł Younga; wtedy oczywiście wzrośnie liczba możliwości, 
w przypadku każdego elementu podstawowego, Jak również wzrośnie liczba 
wszystkich możliwych przypadków dla całego układu, zgodnie z zależnością

w = card < 1 >n, C8 . SD
gdzie: n = 5 - w rozpatrywanych w pracy przypadkach struktur układów.

W dalszym ciągu postanowiono rozpatrzyć przypadki zmienności tylko 
wielkości geometrycznych, a liczbę możliwości zilustrować grafami odpo
wiednio w przypadku układów o strukturze kaskadowej Crys. 8.11) oraz
0 strukturze rozgałęzionej Crys. 8.12). Na rys. 8.11 i 8.12 pogrubionymi 
liniami oznaczono możliwości otrzymania parametrów geometrycznych,
inercyjnych CpF) * 1 y i sprężystych CEF)(V> Ci = 1...... 5), uwzględniające
tylko wymiary graniczne Cpodłużne i poprzeczne), te same - największe
1 najmniejsze - wszystkich pięciu elementów podstawowych, które poddano 
dalszemu badani-u.

Rys. 8.11. Graf drzewo możliwych przypadków zmienności wielkości 
geometrycznych zsyntezowanych układów o strukturze kaskadowej

Fig. 8.11. Graph-tree of possible chances of a geometrical values change
ability of synthesized systems with a cascade structure
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Rys. 8.12. Graf drzewo możliwych przypadków zmienności wielkości
geometrycznych zsyntezowanych układów o strukturze rozgałęzionej

Fig. 8.12. Graph-tree of possible chances of a geometrical values 
changeability of synthesized systems with branched structure

Ten wybór nie narusza ogólności rozważań, ponieważ wyznaczono liczbę 
wszystkich możliwości, które należałoby rozpatrzyć i sformułować zalecenia 
odnośnie do przyjęcia oraz dotrzymania znaków odchyłek i pól tolerancji 
poszczególnych wymiarów granicznych. Ze względu Jednak na liczbę możliwo
ści zmienności parametrów każdego reprezentanta układu, przewyższającą lub 
porównywalną z liczbą wytworzonych układów1*, a wynikającą z ewentualnej 
wielkości zapotrzebowania na elementy przekształcające drgania2>, pos
tanowiono, na tak zaproponowanych postaciach konstrukcyjnych, ograniczyć 
się - w wybranych przypadkach - tylko do eksperymentu numerycznego.

Przystępując zatem do tak rozumianego ujęcia praktycznego, na pod
stawie tablic 7. la oraz 7. 9a przyjęto wymiary i odchyłki3 > układu 
o strukturze kaskadowej, którego geometryczną postać konstrukcyjną przed
stawiono w tablicy 7. la. Wymiary te są następujące:

N< 3 >D<2*= O,51*°'007, 8 . 8 -0 , 0 1

4,66 ♦ O , 0 0 5 O Ci = 1 ■ ,5).

Tę hipotezę należy zweryfikować przede wszystkim badaniami doświad
czalnymi możliwego do wytworzenia prototypu zsyntezowanego na podstawie 
konkretnych wymagań odnośnie do żądanych własności dynamicznych.
* Przy uwzględnieniu również innych kryte»iów wynikających z zastosowań 
takich układów Cpor. np. [6.9113.
* Wartości odchyłek w przypadku wszystkich wymiarów geometrycznych, 
w świetle poruszonych rozważań, przyjęto celowo większe niż zalecane 
w PN-77/M-02102, PN-77/M-02104. PN-77/M-02105 dla klasy dokładności O 
oraz mniejsze niż dla klasy 7; o przyjęciu wartości odchyłek, a przede 
wszystkim ich znaków decydowały wartości parametrów geometrycznych 
otrzymanych różnymi metodami syntezy, gdy długość elementu podstawowego 
wynosi L.
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Przy tak przyjętych odchyłkach wymiarów układu prętowego wyznaczono 
jego graniczne parametry inercyjne, sprężyste i geometryczne oraz czę
stości Czera i bieguny!)1*, które zestawiono w tablicy 6 .2 .

Z kolei na podstawie tablic 6.13a i 6 .21 a przyjęto wymiary i odchyłki 
następnego układu swobodnego^ lecz o strukturze rozgałęzionej, którego 
geometryczną postać konstrukcyjną przedstawiono w tablicy 6.13a. Wymiary 
te w mm są równe:

. Ci = 1 .......53.- O , 0 0 5

T a b l i c a  8.2
i CpF5 ' ' ’ »10 C min

[kg/m]
C EF3{*> rni n

£ N]
CpF3 * v >«1 0 ~<S max
[kg/m]

CEF3(i>max
£ N]

1 45066,8930 924403,910 45346,3770 930136.630
2 1123,5513 23046,081 1154,6056 23683,060
3 333756,9500 6845961,900 334516,7900 6861547,500
4 1079.9225 22151 ,173 1110,3720 22775,748
5 76199,3330 1562986,800 76562,6160 1570438,500

L<v> 4,665 4,665
[ mm] 4,655 4,655

78284-9 78094-1 0 7919-5-20 7902-5-3
19777-5-4 19731 -5-2 200004*1 199584-9

r3 20758-5-9 20714-5-15 21003-5-4 209584-9
4 26277-5-8 26221 -5-2 265624-3 265054-6

Parametry geometryczne, inercyjne i sprężyste oraz częstości Codpo
wiednio zera i bieguny} zestawiono w tablicy 8.3.

T a b l i c a  8 . 3
i CpF5 * ,l '«0*a mi n C EF3(\* mi n CpF/^MlO'“max CEF3(i>max
1 220324,9200 4519264,700 £31195,7700 4537137.400
2 5370,3465 110155,570 5418,6190 111145,730
3 2052889,4000 42108495,000 £056657,9000 43185793.000
4 248,8141 5103,630 £69,9806 5537.793
5 14308,5410 293494,190 14446.6309 396738,360
L,l> 4,655 4,665 4,855' 4.665

f. 79134-1 4 78954-6 7941 +3 7931 +3
19482-5-3 194404-1 0036+7 1 9993+4
20302-5-3 20258-5-9 31033+4 30978+9

\ 26379-5-80 26323-5-4 36630+1 36573+4
Uwaga: jednostki parametrów inercyjnych, sprężystych, geo

metrycznych i częstości są takie same jak w tabl. 8 . 2

Obecnie zostanie przedstawiony warunek konieczny syntezy układów 
utwierdzonych w ujęciu praktycznym.

Na podstawie przyjętego kryterium, częstości wyznaczono z dokładnością 
równą 1 Hz; program mikrokomputerowy umożliwia natomiast wyznaczenie 
częstości z dowolną dokładnością.
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Z porównania charakterystyk pokazanych na rys. 8.7 wynika, iż mając na 
uwadze kryterium odnośnie do największej szerokości pasma częstości rezo
nansowych, na podstawie tablic 7. 8 a i 7.20a, przyjęto wymiary Cw mnO 
odpowiednio:
- układu o strukturze kaskadowej

D (1>= 2,89 , D'2>= 6,12 , D<3>= 1,11 . D * *> = 7,11-O.OJ -0 , 0 1  -0 , 0 1  -0 , 0 1

D<5’= 2.55 . 13,1 . d ' ' ’ = O Ci = 1 ...... 55- 0 , 0 1  - 0 . 0 1 5

Cgeometryczną postać konstrukcyjną pokazano w tablicy 7.5aj,
- układu o strukturze rozgałęzionej

D (i>= 0,94 , D<2>= 0,99 , D (3>= 2,6 , D**1= 4,33- 0 . 0 1  - 0 , 0 1  - 0 , 0 1  - 0 , 0 1

D<5>= 6  . l ł<v,= 13,1 , d <4>= d (5>= 3,5* ° ' 0 1 Ci = 1 .......5}- 0 . 0 1  - 0 , 0 1 5

Cpostać konstrukcyjna - tabl. 7.5aj.
Parametry geometryczne, inercyjne i sprężyste oraz częstości Cbieguny 

i zera) układu o strukturze kaskadowej i rozgałęzionej przedstawiono 
odpowiednio w tablicach 8 . 4 i 8.5.

T a b l i c a  8 . 4

1 CpFj , w «lO‘d nu m CEFj<v> mi n CpFj ł 1 '*10"* max CEF3<V>max
1 35829,2360 734992,77 36078,4820 740035,26
2 161263,1000 3307799.20 161791,3900 3318635,50
3 5226.8248 107211,68 5322.2899 109169,84
4 217755.5700 4466562.60 2183694.0000 4479153,30
5 27868,9110 571642,04 280887,8400 576152,02

l’<l> 13.085 13,100 13.085 13,100

f- 7919+20 7912+1 3 7964-4-5 7955*6
V 2001 6+1 7 19993+4 20066-4-7 20043*4
t' 2 2101 9+20 20995-4-6 21092-5-3 21067*8
"<4 26538+9 26509+1 0 26609-4-10 26579*80

T a b l i c a  8 . 5

i C pF j ‘ v ' *1 0" * mi n ( EF5 ' 1 1 mi n CpF3 ‘ 1 ’*10-** max CEFi'1’max
1
2
3
4
5

3736,0998 
4148,6302 

28976,91 20 
27396,7700 
l01771,8900

76634,20 
85095,94 

594369,15 
561957,56 
2087526,60

3816,8780 
4233,7281 

29201.1040 
28073,2330 
10259,2640

78291,10 
86841,46

598967,73 
575833,05 

2104361.50
1 * ‘ 1 ’ 13,085 13.1 0 0 13,085 13.1OO

V i
7907*8 
19926*7 
20922*3 
26365*6

7898*9 
19903*4 
20898+9 
26334+5

7949+50 
20041+2 
21044+5 
26549+50

7940+1 
20018+19 
2 1 0 2 0 + 1  
26519+20

Uwaga do tablic 8.4 i 8.5- por tabl. 8.3

Z tablic 8.2 + 8.5 wynika, iż w przypadku układów swobodnych oraz 
utwierdzonego rozgałęzionego najmniejsze różnice częstości rezonansowych
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i antyrezonansowych w porównaniu z wartościami dokładnymi1 1 otrzymano przy 
największych granicznych wartościach wymiarów poprzecznych, a dla układu 
utwierdzonego o strukturze kaskadowej - przy najmniejszych.

Podobnie jak przy ujęciu teoretycznym, sporządzono przebiegi poda
tności dynamicznych - lecz obecnie rzeczywiste, które przedstawiono na 
rys. 8.13 -r 8.16, gdzie liniami ciągłymi oznaczono te przebiegi, dla 
których różnice zer i biegunów od wartości dokładnych są najmniejsze,
a liniami kropkowanymi - gdy są największe.

Ponadto na rys. 8.17 i 8.18 pokazano rzeczywiste przebiegi podatności
dynamicznych w porównaniu2 1 z ich względnymi wartościami, to znaczy gdy H 
lub H* jest równe jedności. Na rys. 8.17 linią ciągłą oznaczono przebieg 
podatności układu rozgałęzionego swobodnego, linią kropkowaną - kaskadowe
go swobodnego, linią ciągłą z kwadratem - przebieg względnych wartości po
datności układów swobodnych, natomiast na rys. 8.18 podobnie, tylko
w przypadku układów utwierdzonych.

Na podstawie rys. 8.13 -r 8.18 można sformułować następujące spostrze
żeni a:
1 ° największy wpływ odchyłek wymiarów poprzecznych układu prętowego na 

rozstrojenie przebiegów podatności dynamicznych występuje kolejno 
w przypadku układów swobodnych: rozgałęzionego oraz kaskadowego; dla
układów utwierdzonych wpływ ten jest niewielki, podobnie jak - wymiarów 
podłużnych Cpor. przebiegi na rys. 8.13 -i- 8.16!); aby zilustrować to
zjawisko na rys. 8.13 i 8.14 celowo przyjęto zakres wartości podatności
dynamicznych dwa razy większy aniżeli na rys. 8.15 i 8.16,

2 ° najszersze pasma rezonansowe przy żądanych poziomach drgań obserwuje
się - w przypadku układów swobodnych - dla układu o strukturze kaska
dowej; w przypadku układów utwierdzonych szerokości pasm są porównywal
ne Crys. 8 . 17 i 8 . 18} .

3° pasma rezonansowe przebiegów rzeczywistych są bardzo wąskie w porów
naniu z pasmami przebiegów względnych Cpor. rys. 8.17 i 8 . 18D.
Ze spostrzeżeń tych wynikają następujące zalecenia, które są słuszne 

w przypadku układów zsyntezowanych w pracy przy żądanych wymaganiach 
odnośnie do zer i biegunów.

Aby zmniejszyć rozstrojenie przebiegów charakterystyki,należy przyjąć 
mniejsze wartości odchyłek wymiarów poprzecznych, przy czym ta operacja 
nie ma wpływu na szerokość pasm rezonansowych.

Innym sposobem jest zmniejszenie dysproporcji wymiarów poprzecznych, 
szczególnie widocznych w przypadku układu swobodnego o strukturze rozga
łęzionej i w związku z tym przyjęcie H = 1000. Można to uzyskać Cpor.

1 1 Jest to kolejne kryterium wynikające z praktycznego ujęcia wyników 
syntezy.

2 1 Lecz tylko te, w przypadku których różnice zer i biegunów w porównaniu 
z wartościami dokładnymi są najmniejsze; w tym celu przyjęto również 
ten sam zakres wartości podatności dynamicznych.
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8.16. Diagrams of real values of dynamical receptance of a clamped
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Rys. 8.15. Rzeczywiste przebiegi podatności dynamicznej układu 
utwierdzonego o strukturze kaskadowej

Fig. 8.15. Diagrams of real values of dynamical receptance of a clamped 
system with a cascade structure
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rozdz. 3) przez przyjęcie różnych tworzyw elementów podstawowych. Jest to 
jednak zagadnienie nie tylko innych wartości p i E, a więc zmian własno
ści fizycznych, 1 ecz także dopasowania innych, jak na przykład magneto- 
strykcyjnych. Problem ten jednak Cpor. rozdz. 3 i 7} wykracza poza ramy 
niniejszej pracy i nie jest w niej rozpatrywany.

Aby z kolei “rozszerzyć" pasma rezonansowe, przy tym samym tworzywie 
wszystkich elementów podstawowych, należy zmniejszyć wartości stałej H lub 
H ’, poprzez obniżenie wartości parametrów inercyjnych i sprężystych, czyli 
jednoczesne zmniejszenie p i  E. Zagadnienie to wiąże się również ze 
zmniejszeniem rozstrojenia charakterystyk. Zachowując bowiem te same 
wartości H lub H’, można zwiększyć wartości F* v > Ci =1, ... , 5J. Wówczas
jednak wpływ odchyłek na parametry inercyjne i sprężyste elementów podsta
wowych, szczególnie w przypadku najmniejszych przekrojów, także ulegnie 
zmniejszeniu. Problem ten ma istotne znaczenie, jeśli chodzi o ścisłe 
spełnienie wymagań nałożonych na charakterystykę układu, a więc zapew
nienie Jak najmniejszego wpływu odchyłek na Jej zera, a przede wszystkim 
bi eguny.

Przedstawione powyżej zalecenia są słuszne przy tak przyjętym kry
terium. W przypadku innych kryteriów, przykładowo odnośnie do maksymalnej 
długości czy postaci konstrukcyjnej zsyntezowanego układu, można wykorzy
stać wyznaczone wartości wymiarów poprzecznych elementów podstawowych 
podane w tablicach 7. la -r 7. 24a.

Przy porównywaniu przebiegów podatności dynamicznych układów swo
bodnych i utwierdzonych widać, że zera C bieguny!) tych pierwszych 
odpowiadają biegunom CzeronO tych drugich. Powstaje zatem problem - wyni
kający z praktycznego wykorzystania wyników syntezy, lecz wykraczający poza 
ramy niniejszej pracy - w jaki sposób Jednocześnie zrealizować te same lub 
podobne wymagania Cpor. rozdz. 7!) zarówno układów swobodnych i utwier
dzonych o strukturze kaskadowej oraz rozgałęzionej.

Z przedstawionych w pracy rozważań wynika, że to zagadnienie można 
rozwiązać modyfikując wymagania nałożone na charakterystykę dynamiczną; 
innymi słowy należy syntezować inną charakterystykę dynamiczną. Jeśli za
tem przyjąć wymagania, w wyniku których otrzymano formę podatności dyna
micznej układów swobodnych, a którą przedstawiono na rys. 8.19a, to na 
rys. 8.19b pokazano propozycję zmodyfikowanej podatności - na podstawie 
podanych w rozdziale piątym warunków fizycznej realizacji charaktrystyki 
dynamicznej - w celu zsyntezowania układów utwierdzonych.

Z rys 8.19a i b wynika, iż modyfikacja charakterystyki polega na 
eliminacji zera przy częstości f = 7,9 kH2 oraz zmianie bieguna na zero 
przy częstości f^= O kHz.

W przypadku charakterystyki Crys. 8 .20aJ, po zsyntezowaniu której 
otrzymano układy utwierdzone, jej modyfikacja polega na przyjęciu jed
nego zera w przedziale częstości CO; 7,9} kHz oraz zamianie zera na bie
gun. gdy fQ= O kHz.
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b )

R y s .  8 . 1 9 .  P r z e b i e g  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e j  z s y n t e z o w a n y c h  u k ł a d ó w  s w o b o 
d n y c h  C a )  o r a z  p r z e b i e g  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e j  z m o d y f i k o w a n e j  C b )

F i g .  8 . 1 9 .  D i a g r a m  o f  d y n a m i c a l  r e c e p t a n c e  o f  s y n t h e s i z e d  f r e e  s y s t e m s  C a )  
a n d  d i a g r a m  o f  d y n a m i c a l  r e c e p t a n c e ’ s  m o d i f i c a t i o n  C b )

a)

b )

d z o n y c h  C a )  o r a z  p r z e b i e g  z m o d y f i k o w a n e j  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e j  C b )

F i g .  8 . 2 0 .  D i a g r a m  o f  d y n a m i c a l  r e c e p t a n c e  o f  s y n t h e s i z e d  c l a m p e d  s y s t e m s  
C a )  a n d  d i a g r a m  o f  d y n a m i c a l  r e c e p t a n c e ’ s  m o d i f i c a t i o n  C b )
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W a r t o  w t y m  m i e j s c u  p o d k r e ś l i ć ,  i ż  w o b u  p r z y p a d k a c h  m o d y f i k a c j i  m o ż n a  

o t r z y m a ć  -  o c z y w i ś c i e  p o  d o k o n a n i u  s y n t e z y  c h a r a k t e r y s t y k i  -  u k ł a d y  c i ą g l e  

p a r z y s t e j j  j a k  i n i e p a r z y s t e j  l i c z b i e  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h .

W w y n i k u  s y n t e z y  c h a r a k t e r y s t y k i  -  p o k a z a n e j  n a  r y s .  8 . 1 9 b  -  o t r z y m a  

r i ę  u k ł a d y  u t w i e r d z o n e  o  s t r u k t u r z e  k a s k a d o w e j  l u b  r o z g a ł ę z i o n e j  o  c z t e 

r e c h  e l e m e n t a c h  p o d s t a w o w y c h ,  g d y  n i e  u w z g l ę d n i  s i ę  z e r a  c h a r a k t e r y s t y k i  

p r z y  c z ę s t o ś c i  i  r , 2 0 . 5  l H z  m h  o  p i ę c i u  t a k i c h  e l e m e n t a c h ,  g d y  u w z g l  ę d n i  

>i ę  w r  h  a r  a k t  e r y *  * y c e  d y n a m i  c m e j  z e r o  i

P o  d o k o n a n i u  s y n t e z y  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e j  p o k a z a n e j  n a  r y s .  8 .  2 0 b  

• ' t r z y m a  s i ę  u k ł a d y  s w o b o d n e  k a s k a d o w e  l u b  r o z g a ł ę z i o n e  o  s z e s c i u  e l e m e n -  

* a c h  p o d s t a w o w y c h ,  j e S l  i  u w z g l ę d n i  s i ę  z e r o  l '  = 2 6 , 5  k H z  l u b  o  p i ę c i u  

e l e m e n t a c h  p o d s t a w o w y c h ,  g d y  i r . s i ę  p o m i n i e .

A z a t e m  -  w p r z y p a d k u  p o d j ę c i a  d e c y z j i  w y t w ó r c z y c h  -  a b y  z d e c y d o w a ć  

i ę  n a  r o z w i ą z a n i e  o p t y m a l  n e ,  n a l e ż y  z  k J a s y  u k ł a d ó w  j u ż  z s y n t e z o w a n y c h , 

n a  p o d s t a w i e  w y m a g a ń  p o k a z a n y c h  n a  r y s .  8 .  I 9 a  i  8 . 2 0 a  o r a z  p o  e w e n t u a l n y m  

z s y n t e z o w a n i u  w y m a g a ń  z m o d y i i  k o w a n y c h  C z g o d n i e  z  r o z d z i a ł e m  6  i  7 ) ,  w y b r a ć  

p o  j e d n y m  " r e p r e z e n t a c i e °  ,  p r z y j m u j ą c  o d p o w i e d n i e  k r y t e r i a .  N a s t ę p n i e  

t r z e b a  r o w m e ż  s p r a w d z i ć  p r a k t y c z n e  w a r u n k i  s y n t e z y .

N3 z a k o ń c z e n i  e  o m a w i a n i a  p r o b l e m a t y k i  s y n t e z y  z w i ą z a n e j  z  m o d y i i k a c j ą  

w y m a g a ń  n a l e ż y  d o d a ć ,  i ż  z a g a d n i e n i e  t o  j e s t  r ó w n i e ż  z a d a n i e m  s y n t e z y  z e  

s c i s ł y m  o k r e ś l e n i e m  w y m a g a ń ,  z  t y m  j e d n a k ,  ż e  w ó w c z a s  o t r z y m a  s i ę  z a w ę ż o n ą  

k l a s ę  u k ł a d ó w ,  t o  z n a c z y  a l b o  s w o b o d n e ,  a l b o  u t w i e r d z o n e  o  s t r u k t u r z e  

k a s k a d o w e j  i  r o z g a ł ę z i o n e j , p r z y  c z y m  k l a s a  t a  w y n i k a  z  k o n k r e t n y c h  z a s t o 

s o w a ń .

Z a p r e z e n t o w a n e  w p r a c y  s f o r m u ł o w a n i e  p r o b l e m u  m i a ł o  z a t e m  n a  c e l u  

p r z e d e  w s z y s t k i m  j e g o  o g ó l n e  u j ę c i e .  P r z e d s t a w i o n y m i  n a t o m i a s t  p r z y k ł a d a m i  

-  z s y n t e z o w a n y m i  i  s z c z e g ó ł o w o  s p r a w d z o n y m i  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  -  n i e  

t y l k o  w y k a z a n o  s ł u s z n o s c  p r o p o n o w a n e g o  u j ę c i a  1 J e g o  r o z w i ą z a n i a ,  s t o s o 

w a n y m  a p a r a t e m  m a t a m a t y c z n y m .  l e c z  p r z e d e  w s z y s t k i m  w s k a z a n o  n a  j a k o ś c i o w o

m n ą  m o ż l i w o ś ć  s i o r  m u ł  o w a n i  a  p r o b l e m u  s y n t e z y ,  k t ó r a  j e s t  w ł a ś c i w a

r o z w a ż a n e j  k l a s i e  m e c h a n i c z n y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .  A z a t e m  z  p r z e d 

s t a w i o n y c h  r o z w a ż a ń  w y n i k a ,  ż e  z a p r o p o n o w a n a  m e t o d a  m o ż e  s t a ć  s i ę  s k u 

t e c z n y m  n a r z ę d z i e m  w s p o m a g a n i a  p r o j e k t o w a n i a  Ś r o d k ó w  t e c h n i c z n y c h  o  ż ą d a 

n y m  w i d n u e  c z ę s t o ś c i .
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P r a c a  d o t y c z y  n i e  t y l k o  s f o r m u l o w a n i a  i  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  s y n t e z y  

o k r e ś l o n e j  k l a s y  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h ,  m o d e l o w a n y c h  

g r a f a m i  i  l i c z b a m i  s t r u k t u r a l n y m i ,  l e c z  j e s t  r ó w n i e ż  p r ó b ą  p o d s u m o w a n i a ,  

u o g ó l n i e n i a  d o t y c h c z a s o w y c h  r e z u l t a t ó w  i  w s k a z a n i a  n o w y c h  m o ż l i w o ś c i  o r a z  

k i e r u n k ó w  b a d a h  w p r o j e k t o w a n i u  m e c h a n i c z n y c h  p o d s y s t e m ó w  m a s z y n  o  ż ą d a 

n y m  w i d m i e  c z ę s t o ś c i .

T a k  p o s t a w i o n y  p r o b l e m ,  o p r ó c z  w y k o r z y s t a n i a  w i e l u  o s i ą g n i ę ć  z  i n n y c h  

d y s c y p l i n  w t y m  z a k r e s i e ,  p r z y  u w z g l ę d n i e n i u  s p e c y f i k i  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  

m e c h a n i c z n y c h ,  w y m a g a ł  s f o r m u ł o w a n i a  w i e l u  n o w y c h  p o j ę ć  c z y  o k r e ś l e ń  w k a 

t e g o r i a c h  w ł a ś c i w y c h  r o z p a t r w a n e j  k l a s i e  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h .  W a r t o  

w t y m  m i e j s c u  d o d a ć ,  ż e  z a s t o s o w a n y  w p r a c y  a p a r a t  m a t e m a t y c z n y  n i e  t y l k o  

z a g a d n i e n i a  t e  i  1 u s t r u j e , 1 e c z  r ó w n i e ż  u m o ż l i w i a  i c h  s p r a w d z e n i e .  P o n a d t o  

u z y s k a n e  w m e c h a n i c e  w y n i k i  b a d a h  m o ż n a  b e z p o ś r e d n i o  p r z e n i e ś ć  d o  i n n y c h  

d y s c y p l i n ,  g d z i e  t e j  k l a s y  u k ł a d y  s ą  b a d a n e  i  s t o s o w a n e .

A z a t e m ,  a b y  r o z w i ą z a ć  p r o b l e m  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  

l u b  s k r ę t n i e  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h ,  w y z n a c z o n o  n a j p i e r w  i c h  c h a r a k t e r y s y k i  

d y n a m i c z n e ,  c z y l i  p o d a t n o ś c i / s z t y w n o ś c i  d y n a m i c z n e .  C h a r a k t e r y s t y k i  t e  

w y r a ż o n o  p b p r z e z  u p r z e d n i o  o k r e ś l o n e  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  w p r z y p a d k u  

e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o  l u b  p o ł ą c z e n i a  t y c h  e l e m e n t ó w ,  p r z y  u w z g l ę d n i e n i u  

k l a s y c z n y c h  i  n i e k l a s y c z n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .  Ż e b y  j e d n a k  t o  z a d a n i e  

z r e a l i z o w a ć ,  n a l e ż a ł o  w y z n a c z o n e  c h a r a k t e r y s t y k i  p o d d a ć  t r a n s f o r m a c j o m ,  

w c e l u  p r z e k s z t a ł c e n i a  i c h  -  j a k o  f u n k c j i  n i e w y m i e r n y c h  -  d o  p o s t a c i  

f u n k c j i  w y m i e r n y c h  a r g u m e n t u  u r o j o n e g o .  T o  f o r m a l n e  u j ę c i e ,  m i m o  ż e  j a k  

w y k a z a n o  c h a r a k t e r y s t y k i  t e  s ą  f u n k c j a m i  a r g u m e n t u  r z e c z y w i s t e g o ,  z n a c z n i e  

u p r a s z c z a  p r o c e s  s y n t e z y  o r a z  o p e r a c j i  z  n i ą  z w i ą z a n y c h .

O p r ó c z  t e g o  -  d z i ę k i  p r z e k s z t a ł c e n i o m  c h a r a k t e r y s t y k  -  w y k a z a n o ,  ż e  

u w z g l ę d n i e n i e  w b a d a n y c h  u k ł a d a c h  c i ą g ł y c h  t ł u m i e n i a  o  c h a r a k t e r z e  w i s k o -  

t y c z n y m  p r o w a d z i  d o  i c h  n i e s k o ń c z n e j  d ł u g o ś c i .  M a j ą c  n a t o m i a s t  n a  u w a d z e  

r a c j ę  m o ż l i w o ś c i  w y t w ó r c z y c h  n i e m o ż l i w a  j e s t  i c h  r e a l i z a c j a  p r a k t y c z n a .

O g r a n i c z e n i e  r o z w a ż a ń  d o  o k r e ś l o n e j  k l a s y  c i ą g ł y c h  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  

l i n i o w y c h  b y ł o  s p o w o d o w a n e  p r z e d e  w s z y s t k i m  k o n i e c z n o ś c i ą  w y z n a c z e n i a  

c h a r a k t e r y s t y k  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  z a  p o m o c ą  k t ó r e g o  w y r a ż a n e  s ą  

c h a r a k t e r y s t y k i  z ł o ż o n e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o .

T e  c z y n n o ś c i  p r z y g o t o w a w c z e  b y ł y  n i e z b ę d n y m  e t a p e m  d o  s f o r m u ł ó w a n i a  

w y m a g a ń ,  k t ó r e  w i n i e n  s p e ł n i a ć  p o s z u k i w a n y  u k ł a d  c i g ą ł y . i  p r z e d s t a w i ć  j e  

w p o s t a c i  d o g o d n e j  d o  s y n t e z y  s t r u k t u r a l n e j , c z y l i  w y z n a c z e n i a  k o n f i g u r a 

c j i  p o ł ą c z e ń  p r z e t r a n s f o r m o w a n y c h  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h .  W p r a c y  p r z e d -
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s t a w i o n o  p r o p o z y c j ę  s f o r m u ł o w a n i a  t e g o  z a g a d n i e n i a  w s p o s ó b  o d m i e n n y  o d  

s p o t y k a n y c h  w l i t e r a t u r z e ,  d o t y c z ą c e j  f i l t r ó w  e l e k t r y c z n y c h  l u b  e l e k t r o 

m e c h a n i c z n y c h . ,  l e c z  w ł a ś c i w y  i  c h a r a k t e r y s t y c z n y  d l a  r o z w a ż a n e j  k l a s y  

u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h ,  a  p o n a d t o  o g ó l n y .  T a  o s t a t n i a  c e c h a  u m o ż l i w i a  b o w i e m  

r ó w n i e ż  s y n t e z ę  t e j  k l a s y  u k ł a d ó w  w t e d y ,  g d y  w y m a g a n i a  b ę d ą  p o d a n e  i n a c z e j  

o d  p r o p o n o w a n y c h  w p r a c y .  J e ś l i  p r z y k ł a d o w o  b y ł a b y  t o  f u n k c j a  p r z e 

k a z y w a n i a  z m i e n n e j  b i e g u n o w e j  l u b  t y l k o  w y m a g a n i a  o d n o ś n i e  d o  c z ę s t o ś c i  

r e z o n a n s o w y c h ,  t o  w y k o r z y s t u j ą c  i n f o r m a c j e  d o t y c z ą c e  w y k a z a n y c h  w ł a s n o ś c i  

f u n k c j i  r z e c z y w i s t y c h ,  m o ż n a  t e  i n n e  w y m a g a n i a  s p r o w a d z i ć  d o  c h a r a k 

t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h  w p o s t a c i  r u c h l i w o ś c i  l u b  j e j  o d w r o t n o ś c i .

P r z y  f o r m u ł o w a n i u  o m a w i a n e g o  z a g a d n i e n i a  p o w s t a j e  p r o b l e m ,  z w i ą z a n y  

z  p r z y j ę c i e m  n i e z n a n y c h  w i e l k o ś c i ,  k o n i e c z n y c h  d o  p r z e d s t a w i e n i a  p o s t a c i  

f u n k c j i  w f o r m i e  d o g o d n e j  d o  s y n t e z y  s t r u k t u r a l n e j .  I n n y m i  s ł o w y  n a l e ż y  

p o s t a w i ć  p y t a n i e ,  c z y  t e  n i e z n a n e  w i e l k o ś c i  m o ż n a  d o b r a ć  d o w o l n i e  i  w j a 

k i  s p o s ó b .  W z w i ą z k u  z  t y m  f o r m u ł o w a n i e  w y m a g a ń  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  j a k o  

z a d a n i e  o p t y m a l i z a c j i , p r z y j m u j ą c  p r z y k ł a d o w o  n a s t ę p u j ą c e  k r y t e r i a :

-  m i n i m a l i z a c j i  " r o z r z u t u "  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  e l e m e n t ó w  u k ł a d u ,

-  m i n i m a l i z a c j i  w r a ż l i w o ś c i  c h a r a k t e r y s t y k i  n a  z m i a n y  p a r a m e t r ó w ,

-  m a k s y m a l i z a c j i  s z e r o k o ś c i  p a s m  r e z o n a n s o w y c h  p r z y  ż ą d a n y m  p o z i o m i e

d r g a ń ,

-  m a k s y m a l i z a c j i  o b u  t y c h  w i e l k o ś c i  j e d n o c z e ś n i e .

W p r a c y  [ 5 0 3  n a  s . 5 2  A u t o r z y  o m a w i a j ą c  z a g a d n i e n i e  s f o r m u ł o w a n i a  

w y m a g a ń  w r ę c z  s t w i e r d z a j ą :  " O g ó l n i e  m ó w i ą c  r o z w i ą z a n i e  t y c h  p r o b l e m ó w

z a l e ż y  o d  k u n s z t u  b a d a c z a " .  W n i n i e j s z j  p r a c y  n a t o m i a s t  z a d a n i a

o p t y m a l i z a c j i ,  J a k o  w y k r a c z a j ą c e  p o z a  j e j  z a k r e s ,  n i e  b y ł y  r o z p a t r y w a n e .

K o l e j n y m  k r o k i e m ,  o  i l e  z a c h o d z i  t a k a  k o n i e c z n o ś ć ,  j e s t  s p r a w d z e n i e  

w a r u n k ó w  f i z y c z n e j  r e a l i z a c j i  s y n t e z o w a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i .  W p r a c y  t e n  

e t a p  o p u s z c z o n o , p o n i e w a ż  p r z y  f o r m u ł o w a n i u  w y m a g a ń  u w z g l ę d n i o n o  w ł a s n o ś c i  

f u n k c j i  r z e c z y w i s t y c h .  W d a l s z y m  c i ą g u  w y k o r z y s t a n o  t e  ś c i s ł e  m e t o d y  

s y n t e z y  f u n k c j i  w y m i e r n y c h ,  k t ó r y c h  w y n i k i  d a d z ą  s i ę  j e d n o z n a c z n i e  

p r z e t r a n s f o r m o w a ć  w k o n f i g u r c j e  p o ł ą c z e ń  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  i  i c h  

p a r a m e t r y  s y n t e z o w a n e g o  u k ł a d u  p r ę t o w e g o .  W z w i ą z k u  z  t y m  o k r e ś l o n o  f o r m u 

ł y  u m o ż l i w i a j ą c e  r e t r a n s f o r m a c j e  r e z u l t a t ó w  s t r u k t u r  d y s k r e t n y c h  w c i ą g ł e .  

T a  o p e r a c j a  n a z y w a n a  j e s t  c z ę s t o  s y n t e z ą  p a r a m e t r y c z n ą .  W t y m  m i e j s c u

n a l e ż y  j e d n a k  w y r a ź n i e  r o z r ó ż n i ć  p o j ę c i a  s y n t e z y  z a w ę ż o n e j  -  p a r a 

m e t r y c z n e j  l u b  k i n e m a t y c z n e j ,  g d z i e  w a r t o ś c i  p a r a m e t r ó w  w y z n a c z a  s i ę  

p r z y j m u j ą c  s t r u k t u r ę  u k ł a d u ,  o d  d z i a ł a ń  w y n i k a j ą c y c h  z  r e t r a n s f o r m a c j i  

w y n i k ó w  s y n t e z y  u k ł a d ó w  d y s k r e t n y c h  w c i ą g ł e .  W p r a c y  t o  p r z e k s z t a ł c e n i e  

o d w r o t n e  d o t y c z y  z a r ó w n o  e l e m e n t ó w  z s y n t e z o w a n e j  s t r u k t u r y  d y s k r e t n e j ,  j a k  

i  w a r t o ś c i  i c h  p a r a m e t r ó w .

R o z w i ą z a n e  p r z y k ł a d y  i l u s t r u j ą  n a t o m i a s t  m o ż l i w o ś c i  s f o r m u ł o w a n e j  

m e t o d y  s y n t e z y ,  p r z y  c z y m  k a ż d y  r o z w a ż a n y  p r z y p a d e k  d o p r o w a d z a n o  d o  k o n 

k r e t n y c h  p r o p o z y c j i  g e o m e t r y c z n y c h  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n y c h  w r a z  z  u k ł a d e m  

w y m i a r ó w .  T a k i e  u j ę c i e  m i a ł o  n a  c e l u  p r z e d s t a w i e n i e  w j a k i  s p o s ó b ,  o p r ó c z
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d ł u g o ś c i  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o ,  w p ł y w a  n a  w y m i a r y  -  a  w ł a ś c i w i e  n a  z a k r e s  

i c h  w a r t o ś c i  -  d o b ó r  s t a ł e j  H l u b  H ’ , n i e  o k r e ś l o n e j  n a  e t a p i e  s f o r 

m u ł o w a n i a  w y m a g a ń .

P r z e z  s p r a w d z e n i e  t e o r e t y c z n y c h  w a r u n k ó w  k o n i e c z n y c h  s y n t e z y ,  w s z y s t 

k i c h  r o z w a ż o n y c h  w p r a c y  p r z y p a d k ó w ,  w y k a z a n o  z  j e d n e j  s t r o n y  s ł u s z n o ś ć  

p r o p o n o w a n e g o  u j ę c i a  p r o b l e m u ,  a  z  d r u g i e j  -  w y b r a n o  " r e p r e z e n t a n t ó w "  p o 

s z c z e g ó l n y c h  s t r u k t u r  C m a j ą c  n a  u w a d z e  p r z y j ę t e  k r y t e r i u m )  d o  s p r a w d z e n i a  

p r a k t y c z n y c h  w a r u n k ó w  s y n t e z y  o r a z  w s k a z a n i a  s z c z e g ó ł o w y c h  s p o s t r z e ż e ń  

i  z a l e c e ń ,  p o d a n y c h  w r o z d z .  7  i  8 .  Z w r ó c e n i e  u w a g i  n a  m o d y f i k a c j ę  

s y n t e z o w a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  w i ą ż e  s i ę  n a t o m i a s t  z  o p t y m a l n y m  s f o r 

m u ł o w a n i e m  w y m a g a ń ,  n a ł o ż o n y c h  n a  p o s z u k i w a n y  u k ł a d  p r ę t o w y .  N a  p o d 

k r e ś l e n i e  z a s ł u g u j e  r ó w n i e ż  f a k t ,  ż e  t e n  s a m  a p a r a t  m a t e m a t y c z n y ,  k t ó r y m  

i l u s t r o w a n o  i  k t ó r y  s t o s o w a n o  d o  s p r a w d z e n i a  r e z u l t a t ó w  w z a g a d n i e n i a c h  

m e c h a n i k i  c i a ł  o d k s z t a ł c a l n y c h , n a d a j e  s i ę  r ó w n i e ż  d o  f o r m u ł o w a n i a  i n n y c h  

z a d a ń , j a k  c h o c i a ż b y  -  p r o p o n o w a n e g o  p l a n o w a n i a  e k s p e r y m e n t u  n u m e r y c z n e g o .

Z  p r z e d s t a w i o n y c h  w p r a c y  r o z w a ż a ń  w y n i k a j ą  n a t o m i a s t  i n n e ,  o t w a r t e  

p r o b l e m y ,  k t ó r e  t e  r o z w a ż a n i a  m o g ą  u o g ó l n i ć  b ą d ź  t e ż  b ę d ą  s t a n o w i ć  a s u m p t  

d o  p o d j ę c i a  n o w y c h .  P r o b l e m y  t e  d o t y c z ą :

-  o p t y m a l n e g o  s f o r m u ł o w a n i a  w y m a g a ń  o r a z  i c h  m o d y f i k a c j i ,

-  i d e n t y f i k a c j i  d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h ,

-  s y n t e z y  r o z s z e r z o n e j  k l a s y  b ą d ź  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h ,  b ą d ź  d y s k r e t n o  -  c i ą 

g ł y c h ,  c z y  t e ż

-  b a d a n i a  w r a ż l i w o ś c i  -  w c e l u  w y z n a c z e n i a  d o p u s z c z a l n y c h  o d c h y ł e k  w y m i a 

r ó w  i  p a r a m e t r ó w  -  r o z w a ż a n e j  w p r a c y  k l a s y  z s y n t e z o w a n y c h  w i e l o -  

o d c i n k o w y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  d r g a j ą c y c h  w z d ł u ż n i e  o  p a r a m e t r a c h  r o z 

ł o ż o n y c h  w s p o s ó b  c i ą g ł y .
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S t r e s z c z e n i  e

P r a c a  d o t y c z y  s f o r m u ł o w a n i a  i  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  
d r g a j ą c y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h .  T a k  p o s t a w i o n y  p r o b l e m  w y m a g a ł  o k r e ś l e 
n i a  w i e l u  n o w y c h  p o j ę ć  w k a t e g o r i a c h  w ł a ś c i w y c h  r o z p a t r w a n e j  k l a s i e  u k ł a 
d ó w  p r ę t o w y c h  z a  p o m o c ą  o b c i ą ż o n y c h  h i p e r g r a f ó w  i l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h .

N a s t ę p n i e  w y p r o w a d z o n a  z a l e ż n o ś c i  n a  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  p r ę t ó w  
o  s t a ł y m  p r z e k r o j u  p r z y j m u j ą c  k l a s y c z n e  o r a z  n i e k l a s y c z n e  w a r u n k i  b r z e 
g o w e .  M o d e l e  p r ę t ó w  w u j ę c i u  g r a f ó w  d r u g i e j  i  t r z e c i e j  k a t e g o r i i  
s f o r m u ł o w a n o  w c e l u  p o r ó w n a n i a  r ó ż n y c h  m e t o d  s y n t e z y ,  w w y n i k u  k t ó r y c h  
o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d y  o  s t r u k t u r z e  k a s k a d o w j  i  r o z g a ł ę z i o n e j .  W y p r o w a d z o n o  
r ó w n i e ż  z a l e ż n o ś c i  n a  p o d a t n o ś c i  d y n a m i c z n e  u k ł a d ó w  d w u -  i  n - p r ę t o w y c h
C r ó w n l e ż  p r z y  n  ► oo), s t o s u j ą c  a l g e b r ę  l i c z b  s t r u k t u r a l n y c h  i  f u n k c j ę
w y z n a c z n i k o w ą  o r a z  p o j ę c i e  e l e m e n t u  p o d s t a w o w e g o .

P r z e d s t a w i o n o  w y b r a n e  t r a n s f o r m a c j e  p ł a s z c z y z n y  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j ,  
k t ó r e  z a s t o s o w a n o  d o  p r z e k s z t a ł c e n i a  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h .  C i ą g  
d z i a ł a ń  n a  c h a r a k t e r y s t y k a c h  z i l u s t r o w a n o  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  o b c i ą ż o n y c h  
h i p e r g r a f ó w  w g r a f y  b i e g u n o w e .  W y p r o w a d z o n o  r ó w n i e ż  f o r m u ł y  u m o ż l i w i a j ą c e  
w y z n a c z e n i e  p a r a m e t r ó w  i n e r c y j n y c h  i  s p r ę ż y s t y c h  p r ę t ó w  p o j e d y n c z y c h  l u b  
u k ł a d ó w  z ł o ż o n y c h  z  d w ó c h  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h .

P o d a n o  w a r u n k i  f i z y c z n e j  r e a l i z a c j i  c h a r a k t e r y s t y k  d y n a m i c z n y c h ,  
p o s z u k i w a n e j  s t r u k t u r y  u k ł a d u  p r ę t o w e g o ,  i n t e r p r e t a c j ę  p r z e k s z t a ł c e ń ,  
i m p l i k o w a n y c h  t r a n s f o r m a c j ą  R i c h a r d s a  o r a z  w s k a z a n o  p r a k t y c z n y  z a k r e s  
s t o s o w a n i a  t y c h  p r z e k s z t a ł c e ń .

D o k o n a n o  k r y t y c z n e g o  p r z e g l ą d u  t y c h  ś c i s ł y c h  m e t o d  s y n t e z y  u k ł a d ó w  
d y s k r e t n y c h ,  k t ó r y c h  r e z u l t a t y  m o ż n a  j e d n o z n a c z n i e  r e t r a n s f o r m o w a ć  w s t r u 
k t u r y  e l e m e n t ó w  p o d s t a w o w y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .  P o n a d t o  m e t o d ą  l i c z b  
s t r u k t u r a l n y c h  w y z n a c z o n o  r e k u r e n c y j n ą  f o r m u ł ę  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  
p r ę t o w y c h  o  s t r u k t u r z e  k a s k a d o w e j .

S f o r m u ł o w a n o  p r o b l e m  s y n t e z y  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h  d r g a j ą c y c h  
w z d ł u ż n i e  l u b  s k r ę t n i e .  N a s t ę p n i e  z i l u s t r o w a n o  m e t o d y  s y n t e z y ,  p r z y j m u j ą c ,  
r ó ż n y  z a k r e s  z m i e n n o ś c i  a r g u m e n t u  s y n t e z o w a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  o r a z  
z a k ł a d a j ą c ,  ż e  m o ż e  b y ć  o n a  r u c h l i w o ś c i ą  i  j e j  o d w r o t n o ś c i ą .

K a ż d y  p r z y p a d e k  s t r u k t u r y  u k ł a d u .  w y n i k a j ą c y  z  z a s t o s o w a n e j  m e t o d y  
s y n t e z y ,  z i l u s t r o w a n o  k o n k r e t n ą  p r o p o z y c j ą  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u 
k c y j n e j  p r ę t a  o  o d c i n k o w o  s t a ł y m  p r z e k r o j u  w r a z  z  u k ł a d e m  w y m i a r ó w .

N a s t ę p n i e  s p r a w d z o n o  r e z u l t a t y  z s y n t e z o w a n y c h  p r z y p a d k ó w  i  n a  t e j  
p o d s t a w i e  w y b r a n o  p o  j e d n y m  ' ■ r e p r e z e n t a n c i e "  k a ż d e j  s t r u k t u r y ,  d l a  k t ó r y c h  
s p r a w d z o n o  w a r u n k i  p r a k t y c z n e  s y n t e z y  p r z y  z a ł o ż o n y c h  t o l e r a n c j a c h  
w y m i a r ó w .  P r z e d s t a w i o n o  p r z y  t y m  r ó w n i e ż  i n n e  m o ż l i w o ś c i  g r a f ó w  i  l i c z b  
s t r u k t u r a l n y c h ,  t y m  r a z e m  w p l a n o w a n i u  e k s p e r y m e n t u  n u m e r y c z n e g o .

W z a k o ń c z e n i u  w s k a z a n o  n a  m o ż l i w o ś ć  m o d y f i k a c j i  w y m a g a ń ,  w y n i k a j ą c y c h  
z e  s p r a w d z e n i a  w a r u n k ó w  s y n t e z y  i  w z w i ą z k u  z  t y m  r o z s z e r z e n i e  k l a s y  
s y n t e z o w a n y c h  u k ł a d ó w  c i ą g ł y c h .



CHHTE3 KOJIEEJDOHMXG5Í CTEP8HEBHX CHCTEM 
nPE¿CTABJIEHHUH TPA5AMH K CTPyKTyPHUMH HHCJ1AMH

B p a < i o T e  n o c T a B J i e H a  h  p e n i e H a  s a n a n a  C H H T e o a  K o n e ó n D in H X C f l  C T e p i H e B a x  
C H c r e »  c  p a c n p e n e n e H H H M H  n a p a M e T p a M H .  Ü Jia  T a n  n o c T a B n e H H o H  n p o ó n e M u
HGoóxonHM WM  ó u j i o  b b 6 C t h  n e c K O j i b K O  HOBfcix o n p e n e n e H H H  b  K a T c r o p H B X  
c o o T B e T C B y i o m H X  p a c c M O T p H B a e M O M y  K J i a c c y  c T e p x H e B u x  c k c t b m  c  n oM ouno  
H a r p y x e H H U x  r p a < í ¿ B  h  C T p y K T y p h u x  H H C e n .

n p H U H M a n  K J i a c c H H e c K H e  k  H e K n a c c H n e c K H e  K p a e B u e  y c n o B H H  ó b u i h  s u s e n e H U  
Q a B M c u w o c T H  K a c a B u x e c t i  X H H a M H n e c K H X  n o n a T J i H B O c T b e n  C T e p x H n  c  n o c T o n a H H U M  
c e s e H H e M .  M o n e n n  C T e p i H e n ,  n p e n C T a B n e H H U x  r p a $ a M H  b t o p o h  h  T p e T b e n  x a -
T e r o p H H ,  o n p e n e n e H u  m í a  T o r o ,  h t o <5h  c p a B H M T b  p a o H u e  M e T o n u  C H H T e o a ,  c  n o -  
M O B Ib» K O T O p U X  n O A y n e H U  C K C T 6 K U  c  K a c x a p H O H  h  p a o B S T B A e H H o n  C T p y K T y  p a M M . 
H c n o n b o y n  a n r e ó p y  C T p y K T y p H u x  n u c e n , o n p e n e j i M T e j i b H y u  <{>yHKUMB h  n o H B T . i e  
o c H O B H o r o  o n e M e H T a  B u a e n e n u  T o x e  3 3 B h c h m o c t m ,  h t o ó u  o n p e n e n H T b  
n x H a M H n e c K H e  n o n a r a H B o c i a  c a c T e M  n s y x  h  n  c T e p x K e H  ( T o x e  m í a  n  -----------► o o 3 .

¿ a n e e  n p e n c T a B j i e H H  H e x o T o p a e  n p n v u j e  n p e o ó p a 3 0 B a H x a  K O M n n eK C H o H  
n n o c K o c T H ,  m t o <5m  c  h x  n o a o i x b D  n e p e o ó p a o o s a T b  H H H a M M n e c K H e  x a p a K T e p H C T H K M . 
f l H o x e c T B O  n p e o ó p a o o B a H H B  x a p a x T e p H C T H K  H n n n c T p H p o B a H O  n p e o á p a a o B a H K a u H
H a r p y x e H H U x  T H n e p r p a i J i o B  b  n o m c n u e  r p a + u .  B u B e n e H U  T o x e  <J>opMynu, K O T o p u e  
n a x n r  BOOMOXHOCTb o n p e n e x H T b  K H e p u H O H H u e  h  x e c T K H e  n a p a M e T p H  c r e p x H a  h h h

c H C T e w  n B y x  c T e p x H e H .

B p a ó o T e  i a H U  y c n o s n a  4 « 3 H s e c K o B  p e a n H o a u H H  B H H a M H i e c x H X  
x a p a x T e p H C T H K ,  a c x a e M O B  C T p y K T y p u  C T e p x H e B O H  C H C TeM U , K O T o p u e  B 0 3 H H K a » T  h o  
n p e o ó p a a o B a H a a  P H n a p n c a ;  n p e i c T a B J i e H a  T o x e  n p a x T H H e c x a a  o ó n a c T b  n p H M e H e H H a  
3 TH X  n p e o ó p a o o B a H H H .

I I o t o m  c n e n a H  x p M T u a e c K H B  o ó o o p  o t h x  t o h h u x  u e T o n o a  C H H T e o a  j u i c x p e T H i t  
C H C T eM , p e o y n b T a T u  K O T o p u x  m o x h o  B o a H M o  o n H o o H a n H U M  n y T e w  o d p a T H O  
n p e o ó p a o o s a T b  b  C T p y K T y p u  o c h o b h u x  o n e w e H T O B  C H C T e w  c  p a c n p e n e n e H H U M K  
n a p a w e T p a M H .  K p o w e  T o r o ,  H c n o n b o y n  M e T o n  C T p y K T y p H u x  n a c e n ,  ó b m a  s u s e n e H a  
p e K y p e H T H a n  < $ o p w y n a  C H H T e o a  C T e p x H e B u x  CH C TeM  c  p a c n p e n e n e H H U M K  
n a p a w e T p a M H  h  K a c x a n H O B  C T p y K T y p o H .

í l o c n e  o t o t o  n o c T a e n e H a  n p o ó n e M a  c H H T e s a  n p o n o x b H O  h  K p y T H J i b H o  
K O J i e ó j H o u í H x c f l  C T e p x H e s u x  CH CTeM  c  p a c n p e n e n e H H U M H  n a p a x e T p a M H .  n p H H H M a n  
p a o H u e  n p e n e n u  K a u e H e H x a  a p r y M e H T a  C H H T e o H p o B a H H O H  x a p a K T e p H C T H K H  h  n p a -  
H H u a a  e e  B xn x a x  n o n B H X H o e T H  T a x  H 4>yHKUHH e e  o ó p a T H o H ,  b p a ó o T e  

n p e n c T a B n e H u  rpa<J>aMH M e T o n u  C H H T e o a .

tC axnuM  c n y n a H  C T p y K T y p u  C H C T eM U , BooH H K acu iH W  c  H c n o n b o o B a H H o r o  M e f o n a  
C H H T e o a ,  <Jun H n n i o c T p H p o B a H  K O H x p e T H U w  n p e n n o x e H H e M  K O H C T p y x U H O H H o r o  r e -  
O M e T p n n e c K o r o  B H n a  c T e p x H a  c  n o c T o a H H U M  c e n e H H e M  n o  O T p e a x a M  B M e c T e  c  m h o -  

x e c T B O M  e r o  p a o M e p o B .

K p o w e  T o r o  b  p a ó o T e  n p o B e p e H u  p e o y n b T a T U  n o n y n e H H U x  n y T e w  C H H T e o a  c n y -  
n a e B ,  H a  o c H O B a H H H  K O T o p u x  r t u n n  B u ó p a H u  " n p e c T a B H T e n H "  -  n o  on H O M  n n a  x a x -  
n o H  C T p y K T y p u .  n p H H H M a n  T o n e p a H Ú H H  p a o M e p o s  n n n  K a x n o r o  “ n p e n c T a B H T e n n "  
ó u j i h  n p o a e p e H U  n p a x T X H e c x K e  y c n o B M H  C H H T e o a . I lp H  o t o m  ó u j i h  n p e n c T a B n e H u  
T o x e  n p y r a e  b o o m o x h o c t h  rp a < f io B  h  C T p y K T y p H u x  H H c e n ,  b  p a c c M O T p H B a e w o M  
c n y n a e ,  B o ó n a c T H  n n a H M p o B a H H n  o K c n e p n w e H T a  c  n o M o u ib B  3BM.

B o a K n c n e H H H  n o x a o a H U  b o g w o i h o c t k  M O A B ^ u x a u M H  h c x o a k u x  n a H H U x ,  
B 0 3 H H K abu iH X  n o c x e  n p o B e p e H H U  y c n o B H H  C H H T e o a  H b  c b h o h  c  o t h m  n a H U  
B 0 3 M 0 X H 0 C T H , HTOÓU p a C U M p H T b  K n a C C  C H H T 63 K p O B 3H H U X  M eX aH H H eCK H X  CH C T eM .



TH E S Y N T H E S I S  O F  V I B R A T I N G  BAR -  S Y S T E M S  

R E P R E S E N T E D  BY G R A P H S  AND STR U C T U R A L  NUMBERS

S  u  m m a  r  y

T h i s  p a p e r  c o n c e r n s  f o r m u l a t i n g  a n d  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o f  s y n t h e s i s  
o l  v i b r a t i n g  c o n t i n u o u s  m e c h a n i c a l  s y s t e m s .  S u c h  s p e c i f i e d  p r o b l e m  
r e q u i r e d  d e f i n i n g  o l '  m a n y  n e w  c o n c e p t s  i n  t e r m s  p r o p e r  f o r  c o n s i d e r e d  
c l a s s  o f  b a r  s y s t e m s .  W e i g h t e d  h y p e r g r a p h s  a n d  s t r u c t u r a l  n u m b e r s  h a v e  
b e e n  u s e d  f o r  t h i s  p u r p o s e .

N e x t ,  t h e  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  d y n a m i c a l  f l e x i b i l i t y  o f  c o n s t a n t - s e c 
t i o n  b a r s  h a v e  b e e n  d e r i v e d ,  a p p l y i n g  c l a s s i c a l  a n d  n o n c l a s s i c a l  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s .  T h e  b a r s  m o d e l s  b u i l t  w i t h  s e c o n d -  a n d  t h i r d -  c a t e g o r y  g r a p h s  
h a v e  b e e n  w o r k e d  o u t  i n  o r d e r  t o  c o m p a r e  v a r i o u s  m e t h o d s  o f  s y n t h e s i s ,  
r e s u l t i n g  i n  o b t a i n i n g  t h e  c a s c a d e -  a n d  b r a n c h -  s t r u c t u r e d  s y s t e m s .  T h e  
e q u a t i o n s  o f  t h e  d y n a m i c a l  f l e x i b i l i t y  l o r  2 -  a n d  n -  b a r  s y s t e m s  C a l s o
l o r  n  ----------► co } h a v e  b e e n  d e r i v e d ,  a p p l y i n g  s t r u c t u r a l  n u m b e r s  a l g e b r a ,
d e t e r m i n a n t  f u n c t i o n  a n d  a  c o n c e p t  o f  t h e  t h e  b a s i c  e l e m e n t .

S e l e c t e d  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  p l a n e  o f  a  c o m p l e x  v a r i a b l e  h a v e  b e e n  
p r e s e n t e d ;  t h e y  h a v e  b e e n  u s e d  t o  c o n v e r t  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s .  T h e  
s e q u e n c e  o f  o p e r a t i o n s  o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  h a s  b e e n  i l l u s t r a t e d  w i t h  
c o n v e r s i o n s  o f  l o a d e d  h y p e r g r a p h s  i n t o  p o l a r  g r a p h s .  B e s i d e s ,  t h e  f o r m u l a s  
h a v e  b e e n  d e r i v e d  w h i c h  m a k e  i t  p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  i n e r t i a l  a n d  e l a s t i c  
p a r a m e t e r s  o l  s i n g l e  b a r s  o r  s y s t e m s  c o m p o s e d  o f  t w o  b a s i c  e l e m e n t s .

T h e  c o n d i t i o n s  o f  p h y s i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c a l
c h a r a c t e r i s t i c s  h a v e  b e e n  s h o w n ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  r e q u e s t e d
i n t e r p r e t a t i o n  o f  b a r - s y s t e m  s t r u c t u r e  a n d  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  
c o n v e r s i o n s  i m p l i e d  b y  R i c h a r d  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  
3 p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  h a v e  b e e n  p o i n t e d  o u t .

A c r i t i c a l  r e v i e w  h a s  b e e n  m a d e  o f  t h e s e ,  e x a c t  m e t h o d s  o f  t h e  d i s c r e t e  
s y s t e m s  s y n t h e s i s ,  w h o s e  r e s u l t s  c a n  b e  u n e q u a l l y  r e t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  
s t r u c t u r e s  o f  b a s i c  e l e m e n t s  o f  t h e  c o n t i n u o u s  s y s t e m s .  M o r e o v e r ,  
r e c u r r e n t  s y n t h e s i s  f o r m u l a  f o r  t h e  c a s c a d e - s t r u c t u r e d  b a r  s y s t e m s  h a s  
b e e n  d e r i v e d .

T h e  p r o b l e m  o f  t h e  s y n t h e s i s  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l l y  o r  t o r s i o n a l l y
v i b r a t i n g  c o n t i n u o u s  b a r  s y s t e m s  h a s  b e e n  d i s c u s s e d .  N e x t ,  t h e  s y n t h e s i s  
m e t h o d s  h a v e  b e e n  i l l u s t r a t e d  w i t h  g r a p h s ,  a s s u m i n g  v a r i o u s  c h a r a c t e 
r i s t i c s .  I t  h a s  b e e n  p r o v i d e d ,  t h a t  c h a r a c t e r i s t i c  c a n  b e  t r e a t e d  a s
m o b i l i t y  o r  i t s  i n v e r s e .

T h e  c o n c r e t e  p r o p o s a l  o f  t h e  g e o m e t r i c a l  f o r m  f o r  t h e  s e g m e n t a l l y  
c o n s t a n t  -  s e c t i o n  b a r  h a s  b e e n  w o r k e d  o u t  t o g e t h e r  w i t h  t h e  d i m e n s i o n  
s y s t e m  f o r  e a c h  s y s t e m s  s t r u c t u r e ,  t h a t  c o m e s  o u t  f r o m  t h e  a p p l i e d
s y n t h e s i s  m e t h o d .  N e x t ,  t h e  r e s u l t s  o f  a l l  s y n t h e s i s  s a m p l e s  h a v e  b e e n
c o m p a r e d .  O n  t h e  g r o u n d  o !  t h e s e  r e s u l t s  o n e  r e p r e s e n t a t i v e  s t r u c t u r e  h a s  
b e e n  s e l e c t e d  i n  e a c h  c a s e .  P r a c t i c a l  c o n d i t i o n s  o f  s y n t h e s i s  h a v e  b e e n
t e s t e d  o n  e a c h  o l  r e p r e s e n t a t i v e s ;  t h e  d i m e n s i o n a l  t o l e r a n c e  h a s  b e e n  
p r o v i d e d .  T h e  o t h e r  p o s s i b i 1 i t 1 e s  o f  a p p l y i n g  g r a p h s  a n d  s t r u c t u r a l  
n u m b e r s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  o n  t h i s  o c c a s i o n ,  b y  d e s i g n i n g  a  n u m e r i c a l  
e x p e r 1 m e n !  .

F i n a l l y  i t  h a s  b e e n  i n d i c a t e d ,  t h a t  i s  p o s s i b l e  t o  m o d i f y
r e q u i r e m e n t s ,  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  s y n t h e s i s  c o n d i t i o n s .  I n  s u c h  i t  i s  
p o s s i b l e  t c  e x t e n d  t h e  c l a s s  o l  s y n t h e s i z e d  s y s t e m s .


