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Streazo zenie. I pracy omówione zagadnienie ęaasi- 
statyki 1 dynamiki powłoki lepkooprężystej na pod
łożu lepkospręźystym.
Założono, te obciążenia powłoki stanowią syłąoznie 
siły promieniowe. Rozwiązanie przeprowadzone w opar« 
oin o analogią sprążysto-lepkosprężystą. Wyniki o- 
trzymano jako odwrotną transformację Łaplaoa i Fou
riera. Do szozegółowyoh rozważań przyjęto malał 
Yolgta. W zakończeniu zbadano smistmośo prześlesz- 
oaeń w czasie pod wpływem wędrującej siły promie
niowej. Rozkład obciążeń przedstawiono aa pomooą dy
strybucji 6" - Diraca, uzyskując w ten sposób funk
cje przejścia dla rozpatrywanego continuum.

1. Wstęp
Układy mechaniczne dostarczają aa® całego szeregu przykładów, 
w których znajdujemy odpowiedź układu na zadany sygnał wej
ściowy.

W niniejszej prasy będziemy badać sygnał wyjściowy, (który* 
jest przemieszczenie) cienkościennej powłoki waloowej zamknię
tej, na zadane wymuszenie, którym jest dowolne obolążenle pro
mieniowe «

Sohessat blokowy układu przedstawia rys. 1.

wfov,p)

m>r,p)

Rys. 1

Zapis macierzowy zależności pomiędzy wejściem a wyjściem 
jest następujęoy

a (i ,SP,p) .
▼(£» 5°»p)/

ł21 (p) 

ł31ip)

o o 
o o 
o o

qnip>
qw(p) (1.1)
qB(p),
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gdzie: w u v są odpowiednio przemieszczeniami: promienio
wym, osiowym i stycznym w fankoji współrzędnych ^ 9 t? qQ, 
qa, qg są obciążeniami: promieniowym, osiowym i stycznym.

Operatory L i1 są odpowiednimi funkcjami przejścia dla
continuum. JTiżej wykażemy, te są to funkcje wpływu Greena.

2. Bozwiazania lenkosnreżystyoh równań powłoki
Podstawą naszych rozważań będą równania różniczkowe walcowe po
włoki zamkniętej [1]

Gwu "
Gwv - $yw, (2.1)

gdzie:

K  * ^  w ? { - k  '  °2[<2-”> 4 ¿5  ]}-

1+V d 3 /  a 2 . 1—V d2\ _S>_ * P “W—  - 1 A - — V, "rt + “W”  ; *
7 2 04 2 dy

* t e  • °2 [(2'v)

- ” <14V> { 1'°2 [(2-v> w  ł a i  1 '

-<afl 4 ^  3^{1-°2[(2-v) śf7 ł  «$*1 ■

- ” 2 3£J 4 -$i4 °2 [2(1-v) 4 ?  ł 0.<l4°2y‘')>

*
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(2 . 2 )

Rozpatrujemy problem z punktu widzenia saeehaniki jako guaai- 
statyozny i przyjmiemy tylko oboląśenie promieniowe w postaci

k - jest stalą sprężystości podłoża powłoki,
35 - modułem sprężystości powłoki,
R - promieniem krzywizny wale», 
tf - grubością powłoki.

Wstawiając (2.2) i (2.3) do ostatniego z układu równań (2.1) 
otrzymamy:

korzystając z analogii spręśysto-lepkospręśysiyoh i wykonu- 
j ą c  na równaniu (2 .1) transformacje Laplaoe’a, dostajemy

W y k o n u ją c  n a s t ę p n i e  p o d w ó jn ą  s k o ń c z o n ą  t r a n s f o r m a c j ę  Fou
r i e r a  n a  r ó w n a n iu  * 2 . 5 )  mamy

-  qCS,¥>,t) -  k .w ( 4 , s o , t ) , (2.3)

gdzie i

a^d-v^(p>)
( 2 . 6 )

s k ą d  po algebraicznych przekształceniach

g d z i e  d l a  v ( p )  »  V ,
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m  (p) - a .  - v O + v )  a ! ^ | i « 2 [(2-v) n2]}-

.  0 & £  +  1 | S  n 2 )  n 2 | i + o 2 j ( 2 - V )  ^  ♦  n 2 ] } "  -

. V. j l ^ i  » £ § £  +  n 2 ♦  0 2 [ 2 ( 1 - V )  +  n 2 | > 2 ^

+  [ 1  +  ° 2  +

5 j  ( E j | £  + n 2 )  +  o 2 ( B j j l  +  ^  h 2 ) [ 2 ( 1 - V )  ^  +  n 2] J  ,

 ̂ nA-2 9 2 ,2/a % 2 . 1-V 2)
W * >  •  < W *  ¥  <“ r ♦  »  > T

*^2(1-V) . n2],

p r z y

*wmn * B i ł ł  0 0 8  n9>

d l a  p rz e g u b o w e g o  z a m o c o w a n ia  b rz e g ó w  p o w ło k i .

D o k o n u ją c  n a s t ę p n i e  p o d s t a w ie n ia  1 .7 .1  [ i ]  a .  29 d l a  dwóoh 
p ie r w s z y c h  ró w n a ń  u k ła d u  ( 2 . 1 )  mamy

®wmn(p) "mn(p) " $uan(p) * "mn(p)
►

&wmn(p) ?mn(p) * ̂ vmn(p) Wmn(p)> , 

g d z i e  d l a  v ( p )  s v

g . )  • # « - - { ¥  ♦  4 -

.  J _ [ l j V  A ! , , ! ,  „ 2 [2 ¡ A i  + n2 j j |  >

(2 .8)
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przy

sL„(p) *van r  r TmB

oos n<p,

[ * V . n2]0{,«,=[(2-v) ¿ ¿ .  . Ą .

1+0 m % 2
- ~ r  - j r

p r z y

* sin s i n  n f .

Po d o k o n a n iu  o d w r o t n e j t r a n s f o r m a c j i  Fouriera na r ó w n a n iu  
( 2 . 7 )  d o s t a je m y

CO oo
*<«,S».P> - 2  S  ’■«n fwn

=* ™ k(I> ł  P?t7>
Pwmn ^ ,5 o )*

(2 .9 )

g d z ie

'mn
j  d l a  m 1 ^ n  * 0

1 d l a  m 1 > n  >  1

Dla wyznaczenia przemieszczeń przy dowolnym obciążeniu, roz
w ią ż e m y  zagadnienie prowadzące do wyznaczenia funkcji wpływu.

W ty m  c e l u .  obciążamy promieniowo powłokę siłą skupioną P=1, 
działająoa w punkcie o współrzędnych £• a x t 9  * 31*Obciążenie to przedstawimy w postaoi dystrybucji o Diraca

q(£ ,$P,t) = "— ¡y (? (y-3r)^(Ś“x) <J (t). 
2H

(2 .10)

Dzielenie przez 2 jest wynikiem złożenia dwu powłok »połów
kowych» o k ą c i e  9 * 3 1 »
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Po transformacji Laplace’a otrzymamy

<ł(4»S°»P) a “TT $ (9"“31) (S (4“ x) • 2B

Współozysusik qmw(p) obliczamy wzorem

^mn ̂ P ̂ 

gdzie:

int

k  J J h  
00

1 » j  oznaoza długość zredukowaną powłoki. 
Całkująo (2.12) dostajemy

vn- , _ \ 2(-1> m3Tx
W p) * ŚTBi  8in T “

( 2 . 1 1 )

( 2 . 12 )

( 2 . 1 3 )

Wprowadzając nową współrzędną W dla jakiegoś innego położę^
nia kątowego siły P » 1 (rys. 2) zauważymy, że

sin n (sf+5°—y) * sin n ( - l l+ f - y ) * (-l)n sin n (f-y),
oos n (sr+s0“ )̂ * oos n (-t t + f - y ) * (-1 )“ oos n (sP-yO.

Eys* 2

m
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Po wprowadzeniu ostatnich związków oraz (2.13) do równania
(2.9) otrzymamy przemieszczenie, pochodząoe od jednostkowego 
obciążenia', co zaznaczymy indeksem (i) u góry

w ^  (itY^ftp) =

PO oo

¿ Z E  ... „ Z - - ¿ v a - * ™ (ą’r -r W ' (2-,*)
t i  t i  k(p) . E (1-V ) wmn

gdzie:

P̂ fmn(4 ,5P-f(p)) ■ sin B p  cos n (y-^p)),

V(p) ='V,(t) może oznaczać ruchomą współrzędną V.
Korzystając z układu równań (2.8) możemy otrzymać natyohmiast 

pozostałe przemieszozenia dla siły jednostkowej

u ^  (x,?’,£,?>,?) =

oo oo _ , m®x
2 Y "  V  ^umn 8 ~T~__________p" (£ 9 (p))f

“ mŹE 2-j 2- a Gwmn r/ x U v)S S mn ’
m=1 n»o k(p) + 1 TJ, 5 V cE ( 1 )  wmn

(2.15)

gdzie:

p L m  ■  0 0 8  0 0 3  n

v^(x,V,£,?’,p) »
00 ,°° L . mSEz

A l  I  tff  -  . t J  ^m=1 n*o wmn k(p) + h' (T'~
E  ( 1 - V  ) uwmn

(2.16)
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gdzie:

m3i£
K o n  ^ ^  3 sin t 1 3in n

Mając przemieszczenia od siły jednostkowej, możemy określić 
stan przemieszczeń dla dowolnego obciążenia q(x,i/>,t) « q(.x,y,p), 
a w ią o

" ( £ » ? » ? )  * H2 J j  5  d x d y ,  ( 2 . 1 7 )

S
« ( ^ » ^ » p )  ■ H2 ^  u ( i )  q  d z d y ,  ( 2 . 1 8 )

S
▼ ( ¿ » ^ P )  -  H2 j j ^  Ś d x d V , ( 2 . 1 9 )

S
g d z i e  o a lk o w a n ie  w y k o n u je m y  po o a ł e j  p o w ie r z c h n i  s.

D o k o n u ją c  n a  p o w y ż s z y c h  r ó w n a n ia c h  t r a n s f o r m a c j i  o d w r o t n e j 
L a p la o e ’ a  o trzym a m y

»(£,?,t) - a2 / [ /  Dmł (s,V'4,7',t” )q(x,V',r)djdxd¥', )2.20)

u(£,9%t) « R2 /  |Y Danu )q(x,V,r)d]dxdV, (2.21)
s

Dfflnv (x ,Y ',£ » S ‘>,t ”  ) q ( z , V » , T ) d  j d s d y ,  ( 2 . 2 2 )

gdzie:
Dmnw “  L  { » ^ ( » » T ^ t S S P ) } *

Bmnu ■ L {«(l)ix» ^ » 5 p»P)}»

Dmnv ix»y,»^»^»t) 3 L 

są wspomnianymi na początku funkcjami wpływu Greena.
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3. Przypadek k(n) « <X B(p) dla modela Yoigta
Rozważmy obecnie nasze dość ogólne równania przy pewnyoh. uprosz- 
ozeniaoh. Przyjmijmy mianowicie dla podłoża związek k(p) »oCMp)» 
gdzie cc * oonst.Oznacza to, że przyjmujemy dla podłoża ten sam model reolo- 
giczny jak dla powłoki.Dla modelu Yoigta,. [3J przy uwzględnieniu warunku nieściśli
wości $(p) = V « \  otrzymamy

E
E(p)

° ~ T1—T+5id>

W dalszyoh uproszczeniach przyjmujemy jeszcze

T<P) -V.

Punkoja Greena dla przemieszczenia promieniowego przyjmie 
postać

- 1

? V 1 \ 2"ł zin cos n(V-V)  ̂|
(x,v,«,s»,t) . m  2_, 2 . — — -  « d l  n i imnw

(3.1)
Wstawiając (3.1) do (2.20) otrzymamy przemieszozenia dla 

modelu Vpigta
oo oo sin

mn
mai n=o E a mn

rt+ R2(1 - J) ^wmn ]

(3.2)

oo oo

a (£>?»*) Bl X  I X i u m n  0 0 8

m«1 n=0 wmn o
_  .  i S ®mn
- k+ ~rrR 11 — wmn
o|a ;]
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-  t-
1 U l  J  Sin 008 ft e" drjdzdy’, (3.3)

S o
CO 00

mai a=o
v ymn 
nm Gwmn

sin

EoX <? ®a 1
“ + P < 7 T f r

Jj | f sin 5̂. 3ia n(y>-t$ q(x,f,t) e” T” dfjdsdy »n (3.4)
S o

Przypadek wędruj aee.1 siły
Założymy obecnie poruszanie się siły P po obwodzie koła, z 
prędkością kątową co (rys. 3).

Rys. 3

Obciążenie przyjmiemy w postaci

q (x ,V ,T ) = H f-u O )  f  (x-x1 ) ( 4 . 1 )
s

Przypadek ten sprowadza się do obliczenia oałek w równaniach
(2 .2) (2 .3) (2 .1).
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W rezultacie otrzymujemy następujące wyniki
oo oo wDbt*

2P V  V  sin ̂  sin 1 
w (S»50»'t> = ¿ J  2-, J ^mnl X

®-1 n=o r?rri) a
jt

1 ^ t V "  | ¿ 5  008 “sin % (jujń 008 n^-sin ny?)j?

(4.2)

oo °o a3T-X̂
X  8 i n  - r - 1  0 0 3  ^  f u ^  x

Z_j Z— i mn f (J ^ma] Gwmno*1 n=o oc + -»j-— — r- g---
L R  ( 1  — p  S r n n J

1 003 1 (dń  008 °"'81” ° i

u3)
OO OO _ crr>- ® ^ ¿4sin . sin t -3- i.

/ *  + i  2 P o V s i n  ~ T ~  8 5111 ~ T ~ "  y Tm n _
’U , * * )  - m r 0 1  1 * «  f  <f G. ™m=1 n=o S ^mn]

r + ^ 7 T T j ^ J

^ T T T - {̂ CtiE 008 n(9,-wt)+0°3 »(y-iutJ-e sin WHoo. nsP)|

(4.4)
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5. Zagadnienie drgań powłoki łepkogpreżyate .1
Punktem wyjścia naszych rozważań 'oądą nadal równania (2*1) s 
opisując® stan równowagi powłoki* Obciążenia nadal pozostawi
my promieniowe, uwzględniający siłą bezwładności

q*(4»y»t) - q (4 ,?>,t) - k »($,?,t)-$i ¿ a & g & i l ,  (5 .1 )

gdzie: ę Jest gąstośolą materiału powłoki.
Pomijamy tutaj dynamiesny wpływ sił podłużnych zakładają©, 

że energia drgań podłużnych jest w porównaniu % energią
drgań poprze©znyah [1 ]*

Uwzględniając (5.1) w ostatnia równania układu (2*1), wykonują© as. ni® transfer ano ją łap las©’a przy jednoczesnym wy
korzystaniu analogii sprążysto-iepkoisp^ążystyeh, otrzymamy

x ' TT ® ^  »(4*?»p) + k(p) 5 (?) # (4,9»,p) + r(i-r(p)) w

+ Gw(pi p2* * Gwip)qU»y»p) + p &w(p)ę<f £(£,?>$ o) +

+ 5v(p)ę<Ts(6fy» 0), (5.2)

gdzie:

i ( 4 i 5 p» 0 )  »  v ( £ t ? t O ) t  g ( 4 » 5 P , 0 )  a  w ( £ , f »  0 ) .

Dokonują© na (5.2) podwójnej skończonej traasforssaoji 
Pouriera, zachowując te aace warunki brzegów« jak w równaniu
(2 .6) dostaniemy

? 0 ^ f p 7 )  i2 “ t t ( r )  f « n ( * » * ’, p )  +  * < p > W p ) i W ( ^ y ’ p )  *

+  5 w m n ( p ^ < i p 2 l i n n ( ^ » S P » p >  “  ® w i a n ( p ) Ś a n ( i » ^ » p i  +

(5.3)
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Funkcje wpływu przy założeniu siły jednostkowej otrzymamy 
w następującej postaci

w( l ) ( x , V , £ , S P , p )  «

X (5.4)

u(1)(*,v>,4,y,p) - 

A  3 i n  3 f £  • ł - ( - i ) n p ^ f mn( 4 , y > o ) - H ( - i ) V g B n ( 4 , y , o )

muI  Z
"”1 “ ° ł i(i) ^

• 5™|T5T 1 C a ^ - H p »  (5.5)

V 1 V  ń f  s i n  S j ł  + ( - l ) n pę<5fmn( 4 , 5 P , 0 ) + ( - l ) niO(ygmn( 4 ł 9), 0 )

Ł  Ł * ----------------------------— “ — Ti----------
^  2 -4« 1®X

-  ~  etiTłi(p)łSir



Dla dowolnego obciążenia promieniowego q(x,V>,t) = q(x,Wt p) 
przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie, dostajemy przemiesz
czenia
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i(4 » S V fc ) -  B2 j j [  f  Hmnw( x , V ^ , S P , t - r ) q ( x , ‘V ,r )d T ]d x d V » ł  ( 5 . 7 )

s  0

t
i(4.?,t) . R2 jf [ f  Hatau(x,’f',f;̂ ft^)q(x,y,r)dr]dxd% (5.3)

s  0

t
H m v ( x , ^ £ , ^ t - r ) q ( x , Y ,, r ) d r | a x d y ' ,  ( 5 . 9 )

S o

gdzie

Emnw (x»v'»4»s‘’»t> * {wil) (3E»^»4»y»P)}f 

Rmnu ix»^»4»5°,t) . (s,^,?,?)],

”1r
EmnT »?»*> * (x»^»4»y»p)}»

są również funkcjami wpływu Greena.

6. Brzypadek k(p) » ocl(p) dla modelu Toigta w drganiach powłoki 
leTokosnreżygte.1

Dla przemieszczenia w (£,,¥,t) napiszemy funkcją Greeua w po
staci

oo oo

amnw 5 L  ^ j f l E  s i £  ^ T '  L ( i )  *
m*1 s»o
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Zakładając warunek nieściśliwości V (p) « V »  g- oraz ozna
c z a j ą c

3.
a « —§■

arn E ( 1

gdzie; ßaßCp) a V »san'

W p) s W
rozpatrzymy dwa przypadki

¡o1W - dla 1 - a„„ -Tr >0,5l>
*sax '4

1 ß AÆ — «• & _

2mn<t) - |3 T
- Í ‘W*'*!e io°s\/amní1 - a2¡n T 1 * ~

\f âraŵa„_ ̂ siinV&m  (i - — |— ) tmn

Vamw(l - a,ffltt am T “ )

(6.3)

2° - 61« i - s ,  ^

«í,r

a tJEB f a ;a2 
Sb. V a ^ 1)t, (6.4)

a (a — 1 )aa ten 4

r2mnit} * $ T
-  t  a  X *  ¿ an [oh\/a„ (Í2¿-- - 1 ) t -mn 4
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.  % sh \la (amn V mn mn 4 - , )V - ] •
(6.5)

7 . Wedru.jaoa siła promieniowa
Dla wędrującego obciążenia promieniowego o postaci

q(x,1",r) = -&S(V>-cor) ¿(i-oc,) (7.1)
R 1

przy uwzględnieniu sił bezwładnośoi otrzymamy po soałkowaniu
Xprzemieszczenie dla przypadku 1 - arwn —ę  >0  

zakładając fm , qmn * 0:

oo oo
p sral r 1 V -1 »or* m®i.

- “f r "  X X > / "   "~2 8 i n  s i n  T ~m=1 n»o

f fran [*VL «!. l! ■ sin n (^—¡¡/t) - oos a ( f—«t) -
*1 mn

-  e ( - j r ^  * i n  <f1 a n  -  o o s  ¿ „ „ J l  C +UmĄ

+ — sin n ( - M )  - oos n(-y+<yt)
* S ,łiL  L5T*1

¿mn ]}
gdzie:     »

ft —  2mn = " y amn(1 " V l  ? nw»
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L , 2 b  "  + V a mn( i “% n  t  ±  n9>’

x mxL ■ ? 8mnX>

u(£,y>,t)
P STEL
i r ~

oo oo

m*1 n * o  \ j  a „ „  v 1ran om V

•tum«
Twmn

oos

- oos n (p-a*) -e ( - ~ ł sin ^  - oos <f1aJ  +
n mn J

+ -* ̂ 2m% —  I sin n(->p*tA} - oos n(-iOKtł) -
* «  +*ü. Li2 m

”*■0*1 K(l s 81n is“  ■ M } (7.3)

p jrRl
▼(£,p,t,)» -§j—

oo oo

z zm»1 n*o

XmnV
fY?—  sia ^  sin ^  -

w ma
* ~ ^ ¡ h  f ^ s a  o o s  n ( - ? + a * )  ♦

+?L ^ 2ffin
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■fc
+ sin n(-p*ot) - e ^  (-— ^  ooa i g ^  + sin ¿2mn)J-

-  -* — ^ -^ 5 —  f ^ S Ł .. o o a  n ( y - f t r t )  +  s i n  n  ( P - w t )  -  
v 2 |_ M,
X m n +* ia n  L 1aa

- e  8111 ( ~ ~  o o s  cf2mn +  sin (f2mn)  | ( 7 . * )mn >]
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flHHAMVWECKAH 3ARA9A HEKOTOPOii BBa3K0-ynpyT0if MEXAHiNECKOtł 
CMCTEJŁI

B pafiOTe odcyzxaeTca KBaancTaTHHecKHti h *HHa»mvecKH» Bonpoc 
BH3Koynpyroft mtaaHxpsuecKO# oOojioukh Ha BH3Koynpyron ochobb- 
HHH. npHHHTO, HTO Harpy3Ky COCTaBJUUOT HCKJinHKTeSBHO pajHaSb- 
Hue chsk. PeoeHHe npoOneiai noayaeHO Ha ochobs ynpyro-BH3Koy- 
npyrott aHazorHH noab3yacb npeodpasoBaamawi Jlanzaca h $ypbe.

IIoapodHO paccMOTpeHO uoyeab ionrra xza BasKoynpyrctt ofiozou- 
k h  a BHSKOynpyroro ocHOBaHsa* B sąaaDHeHHH acczexoBazacb na- 
ueh u h b o c t ł nepeMeseHHB b o  Bpeua coxsHZHOfi pax«aai>HOfi c h j i h . 
Harpyaaa npHHaTa aaa ryaanma 6 *aapaKa, xaeT b  s t o m  czyaae 
nepexaTOHHyn $yHicm«> x^a paccHaTpHBaenoM HenpepuBHOil cpexu.

Pe so ue
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DYNAMICAL ER0BLEM SOME YISCO-ELASTIC MECHANICAL SYSTEM

Summary

la this paper the quasistatioal and dynamical problem of the 
visooelastic shell on the viscoelastic medium of substructure has 
been presented. It has been assumed that the shell was loaded ra
dia ly only. The solution of this problem has been proved by the 
application of elastic-viscoelastic analogy and the results ob
tained through Laplace transform and multiple finite Pour1er 
transforms.In detail solutions, Yoigts body has been assumed for the vis- 
ooelastio shell and for viscoelastic substructure as well. In oon- 
olusion of this work an instability of displacements has been in
vestigated for a wandering radial external force. Loading has been 
given by Dirao & distribution, getting in that way transfer 
function for the considered continuum.


