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BOGDAN SKALMIERSKI, ERNEST CZGGALA

ZAGADNIENIA. DYNAMIKI BEINEGO LEPKOSPR]ZYSTEGO
WKEADU MECHANICZNEGO

Streazozenie. | pracy oméwione zagadnienie eaasi-
statyki 1 dynamiki powdkoki lepkooprezystej na pod-
4ozu lepkosprezystym.

Zatozono, te obcigzenia powdoki stanowig sytgoznie
sity promieniowe. Rozwigzanie przeprowadzone w_opar«
oin o analogig sprazysto-lepkosprezysta. Wyniki o-
trzymano jako odwrotng transformacje taplaoa i Fou-
riera. Do szozeg6towyoh rozwazah przyjeto malat
Yolgta. W zakoriczeniu zbadano smistmoso przeslesz-
oaen w czasie pod wptywem wedrujacej sity promie-
niowej. Rozkdtad obcigzen przedstawiono aa pomoog dy-
strybucji 6'- Diraca, uzyskujac w ten sposéb funk-
cje przejscia dla rozpatrywanego continuum.

1. Wstep

Uk*ady mechaniczne dostarczajg aa® catego szeregu przyktadow,
w ktorych znajdujemy odpowiedz uk#adu na zadany sygnat wej-
Sciowy.

W niniejszej prasy bedziemy bada¢ sygnat wyjsciowy, (Ktory*
jest przemieszczenie) cienkosciennej powkoki waloowej zamknie-
tej, na zadane wymuszenie, ktorym jest dowolne obolazenle pro-
mieniowe «

Sohessat blokowy ukdadu przedstawia rys. 1.

wfov,p)

m>r,p)
Rys. 1

Zapis macierzowy zaleznosci pomiedzy wejsciem a wyjsciem
jest nastepujeoy

0O O gn ip>
a@@..p - ¥A(p) °© o qu(p) 1.1
Y(E»5°»p)/ +3lip) O ©O 9B (),
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gdzie: w u Vv sg odpowiednio przemieszczeniami: promienio-
wym, osiowym i stycznym w Ffankoji wspotrzednych N9 t? qQ,

gqa, qg sa obcigzeniami: promieniowym, osiowym i stycznym.
Operatory Lil sa odpowiednimi funkcjami przejscia dla
continuum. JTizej wykazemy, te sg to funkcje wpdywu Greena.

2. Bozwiazania lenkosnrezystyoh roéwnan powdoki

Podstawg naszych rozwazan bedg réwnania roézniczkowe walcowe po-
whoki zamknietej [1]

Gwu "'

Gw - $yw, .1D)

gdzie:

K *A wof-k ' 2[2"™> 45 )

s = p 4V _1%\3 —_\ l.rta; Y ;d2\ -
T 2 04 2 dy
*te « °2[(2"V)

Ry {1°2[2-ww tail-

~<afl 47 3A[LO2[(2V) §F7H «$*1 m

-2 3£J 4 $4°2RA-V) 47 + 0. <14°2y
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(2.2)

Rozpatrujemy problem z punktu widzenia saeehaniki jako guaai-
statyozny i przyjmiemy tylko obolasenie promieniowe w postaci

- qCS¥>t) - k.w(4,s0,t), .3

gdziei
k - jest stalg sprezystosci poddoza powdoki,
d - modutem sprezystosci powdoki,
R - promieniem krzywizny wale»,
tF - grubosciag powdoki.

Wstawiajagc (2.2) i (2.3) do ostatniego z ukdadu réwnan (2.1)
otrzymamy:

korzystajac z analogii spresysto-lepkospresysiyoh i wykonu-
jac na rownaniu (2.1) transformacje Laplaoe’a, dostajemy

Wykonujagc nastepnie podwdjng skonczong transformacje Fou-
riera na rownaniu *2.5) mamy

anrd-vr(p>) : )
2.6

skad po algebraicznych przeksztatceniach

gdzie dla v(p) »V,
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m (@ -a. -vOo+v) al”™r]i«2[R-Vv) n2]%}-
0& £ + 1|S n2) n2|ito2j(2-V) ~ ¢ n2]}" -
I »E8E + n2 ¢ 02[2(1-V) +n2|>2’\'v
[1 2
5] (EjIE + n2) + 02 (B jjl + ~ h2)[2(1-Vv) ~ +n2d ,
n nA-2 92 ,2/a%2 . 1-V 2)
W * > e <W * ¥ < or e o» > T
*n2(1-V) - n2],
przy
*wmn * BiH 008 n9>

dla przegubowego zamocowania brzegéw powtoki.

Dokonujagc nastepnie podstawienia 1.7.1 [i] a. 29 dla dwooh
pierwszych réwnan uktadu (2.1) mamy

ewmn(p) “mn(p) ** $uan() * "mn(p)

> (2.8)
&wmn(@) ?mn@) * Avmn{p) Wmn(p)>,
gdzie dla v(p) sv
g ) e # o« - - { ¥ ¢ 4 -

I (v A v, 0 22 iA T+ n2jj| >
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przy
00s N
Sy&r{q) *rTnB [ * V - n2]0{1«1:[(2_v) CC - - A
1+0 m% 2
- ~r -jr
przy
* sin sin nf.

Po dokonaniu odwrotnej transform acji Fouriera na réwnaniu
(2.7) dostajemy

<, P> - 2 S BN
=% ™ k(> t P?t7>

fwn Pwmn A 50)*

(2.9)
gdzie

i dla m1l-2n * 0

mn
1 dla mil>n > 1

Dla wyznaczenia przemieszczen przy dowolnym obcigzeniu, roz-
wigzemy zagadnienie prowadzgce do wyznaczenia funkcji wpiywu.

W tym celu. obcigzamy promieniowo powlkoke sitg skupiong P=1
dziatajgoa w punkcie o wspotrzednych £ a xt 9 * 31*

Obcigzenie to przedstawimy w postaoi dystrybucji oDiraca

q(E ,$P,0)

v CU-3NNEX) < (D). (2.10)

Dzielenie przez 2 jest wynikiem ztozenia dwu powkok »potdw-
kowych» o kacie 9*31»
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Po transformacji Laplace’a otrzymamy

H@SHP) a TIT $ @D E ¢4 x)= (2.11)
Wspotozysusik gnw(p) obliczamy wzorem
int
Amn AP A (2 12)
m®PT K 33
00
gdzie:

1 » jJ oznaoza dtugos¢ zredukowana powhoki .

Catkujgo (2-12) dostajemy

-, 2¢1M n8Tx

W p) * $TBi 8in T “ (2.13)

Wprowadzajac nowa wspodrzedng Wdla jakiego$s innego potoze”
nia katowego sity P »1 (rys. 2) zauwazymy, ze
sin n (fs>y) * sin n(-lI+f-y) *(-Dn sin n (f-y),

00s n (@Y * oos n (Ht+f-y) *(-1)“ oos n (SP-y0.

Eys* 2
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Po wprowadzeniu ostatnich zwigzkéw oraz (2.13) do rownania
(2.9) otrzymamy przemieszczenie, pochodzgoe od jednostkowego
obcigzenia®, co zaznaczymy indeksem (i) u gory

w AN (itYMrftp) =

,Z . E. . w Z - -¢va- * " (@r -r W " 2-,*
¢ i B kG . ¢va @r -r ( )
E (1-V ) wmn

gdzie:

PMmn(@ ,P-f(p)) m sin Bp cos n (y-"p)),

V(p) ="V,(®) moze oznacza¢ ruchomg wspotrzedng V.

Korzystajac z uktadu réwnan (2.8) mozemy otrzyma¢ natyohmiast
pozostate przemieszozenia dla sity jednostkowej

u”™ (X,?%,£,2>,?2) =

(e0] (o0} _ , Mm®x
2 Y v Aumn 8 ~T~ p" & 9 (p)Hf
“mZE 2-j 2-aGwmn r/ X U v)S Ssmn g
m=1l n»o k(p) + 113, 5V c
E (1) wmn

(2.15)

gdzie:
pLm . 008 003 n

vrN(X,V,E,?%p) »
L 1S54

AL Lt -t A

m=l n*o wmn k(p) + e vy Sam
(2.16)
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gdzie:

Kon ~ N 3 sint 13inn

Majac przemieszczenia od sity jednostkowej, mozemy okreslic

stan przemieszczen dla dowolnego obcigzenia qx,i~>,t) « q(-X,Y,p),
a wiago

"(E»?»?) *H2 Jj 5 dxdy, (2.17)
S

«("»"»p) m H2 ~ u(i) q dzdy, (2.18)
S

V(¢»~P) -H2 jj~ § dxdv, (2.19)
S

gdzie oalkowanie wykonujemy po oatej powierzchni S.

Dokonujac na powyzszych réwnaniach transformacji odwrotnej
Laplaoe’a otrzymamy

»(£,2,0 - a2 /[/ Dn¥ GV4,7.€ Yo,V ,Ddjbaé,)2.20)

UE, ) « R2 7/ |Y Danu YOGV, DdldxdV,  (2.21)
S
Dfflnv (x,Y'"£»S>t” )q(z,V»,T)d jdsdy, (2.22)
gdzie:
Dmnw “L {»~A(»»TAtSSP)}*
Bmnu B L {«<(DIX»*"»5pP)}»

Dmnv  ix»y»”™»™"»t) 3 L

sa wspomnianymi na poczatku funkcjami wpdywu Greena.
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3. Przypadek k(n) « <XB(p) dla modela Yoigta

Rozwazmy obecnie nasze dos¢ ogdlne rownania przy pewnyoh. uprosz-
ozeniaoh. Przyjmijmy mianowicie dla podtoza zwigzek k(p) »oCMp)»

gdzie cc * oonst. o )
Oznacza to, ze przyjmujemy dla poddfoza ten sam model reolo-

giczny jak dla powdokKi . L ) o
Dla modelu Yoigta,. [3J przy uwzglednieniu warunku niescisli-

wosci $(p) = V «\ otrzymamy

E
) Tdic>

W dalszyoh uproszczeniach przyjmujemy jeszcze

T<P) -V.

Punkoja Greena dla przemieszczenia promieniowego przyjmie

postac
-1

? V.1 \2% zin cos n(V-V) M
mnw  OGV,«,s», ) - m 2., 2 . — — - «d1 nNili

G-D

Wstawiajac (3.1) do (2.20) otrzymamy przemieszozenia dla
modelu Vpigta
[e]0] [e]0] -

Sin
mn A mn

ret R2@ - J) ~wmn ]

G.2)

00

ABMEX IX

m«l  n=0 wmn _0(18+ R 11 —IT  wmn ﬂ
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.
1 Ul J Sin 008 ft e" drjdzdy’, G-3)
S
CcoO 00 -
v ymn sin
nm G
mai a=o wmn- e ox < ®al
“+ P<7TFfr
- T 79,
Jj If sin ls.mq(x,f,t) é T djki/»n (3.4
S o
Przypadek wedrujaee.l sity
Zatozymy obecnie poruszanie sie sity P po obwodzie kota, z
predkoscig katowg o (rys. 3).
Rys. 3
Obcigzenie przyjmiemy w postaci
a(x,V,T) = Hf-uO) ¢ (x-x1) (4.1)

S

Przypadek ten sprowadza sie do obliczenia oaltek w réwnaniach

(2.2) (2.3) (2.12).



Zagadnienia dynamiki pewnego lepkoaprezyatego ukdadu»». 13

W rezultacie otrzymujemy nastepujgce wyniki

\7\7 m“mﬁw

2P

w (SB05t> = ~mnl X
®-1 n=o r’Prrl) a
Ix
1 ~tV™ |5 008 “sin % (ujn 008 n™-sin ny?)j?
“4.2)
(00) ‘0 B
Zj Z—i mn ~ma] Gwmn
o"él n=o0 c+ »f— — r- g———]
L R (1 —p Srnnl
1 08 1 (dr QB °™8L © |
u3l)
® _ar- ® "N
) sin .sin t_ 3 i
/* +i 2Po sin ~T~ 8 5111 ~T~" yTmn _
U,**) -mr o0 1 1 * « F & Amn] G- ™
m=1 n=o A -
r + 7T T3 "™

ANTTT - {€akE 008 n O-~wt)+0°3 »(y-iutJ-e sin WHoo . nsP)|

4.4
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5. Zagadnienie drgan powkoki #epkogprezyate 1

Punktem wyjsScia naszych rozwazan "ogdg nadal réwnania (2*1) s
opisujac® stan réwnowagi powtoki* Obcigzenia nadal pozostawi-
my promieniowe, uwzgledniajacy sitg bezwkadnosci

q*Ury»t) - q @,>,0 - k »($,?2,t)-$i ca&g&il, G.1)

gdzie: ¢ Jest gastosolg materiatu powhoki.

Pomijamy tutaj dynamiesny wpdyw sit podtuznych zaktadaja®,
ze energia drgan podtuznych jest w poréwnaniu % energig
drgan poprze©znyah [1]*

Uwzgledniajac (5.1) w ostatnia rownania ukdadu (2*1), wy-
konujga® as. ni® transferanoja taplas©’a przy jednoczesnym wy-
korzystaniu analogii sprazysto-iepkoisp™gzystyeh, otrzymamy

X TT @™ »(4*»p) + k(p) 5 (?) # (4,9»p) +
rCi-r(p)) "

+ GMpi p2* * Guip)gU»y»p) + p &Mp)e<f £(£,7>$ o) +
+ 5v(p)e<Ts(6fy» 0), G-2)
gdzie:

i(4i5p»0) » V(£t?2tO )t g(4»5P, 0) a w(£,f» 0).

Dokonuja® na (5.2) podwojnej skonczonej traasforssaoji
Pouriera, zachowujgc te aace warunki brzegéw« jak w roéwnaniu
(2 .6) dostaniemy

20~ fp 1) i2°tt(r) f«n(*»*,p) + *<p> W p)iw (* y'p) *

S5wmn(p A <ip2l inn (A »SPs»p> * ®wian(p )S$San(i»r»p.i

G-3)
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Funkcje wpdtywu przy zatozeniu sity jednostkowej otrzymamy
w nastepujacej postaci

w(l)(x,V,E,SP,p) «

u(D)C*,v>.4,y.p) -

A 3in 3ff£ et-(-i)np A fmn(4,y>0)-H(-i)VgBn(4,y,0)

R A
1 ° + i)
e5M|T5ST1Ca”™-Hp» G.5)
viQ A2f sfc 38X + (-1)npe<sfmn(4,5P ,0)+ (-1 niOygmn(419),0)
S S — Ti--m--

etlTh(p)l‘Slr
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Dla dowolnego obcigzenia promieniowego q(x,V>,t) = q(x,Wt p)
przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie, dostajemy przemiesz-
czenia

i(4»SVfc) - B2 jj[ f Hmnw(x,V~,SP,t-r)q(x,V,r)dT]dxdVx»t (5.7)
t
i(4.2,t) . R2 jf[ f Hatau(x,TF,£* ft™)g(x,y,r)dr]dxd% (5.3)
t
Hm v(x,"£,Mt-r)g(x,Y ,r)drlaxdy’, (5.9)
S o
gdzie
Emnw OO ™>44»s™»t> * {wil) GE»"™»4»y»P)}f
Rmnu 1x»”™»4»5°,t) . (s,™,?,72)1,
”1lr
EmnT »P»F> * O™ »4»y»p) }»

sa roéowniez funkcjami wpdywu Greena.

6. Brzypadek k(p) » ocl(p) dla modelu Toigta w drganiach powkoki
leTokosnrezygte.1

Dla przemieszczenia w (£,,¥%,t) napiszemy funkcjg Greeua w po-
staci

(0.0] (0 0]

amnw 5L ~NjfIE siE AT' L (i) *
m*1l s»0
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Zaktadajac warunek niescisliwosci V (p) «V» g oraz ozna-
czajac

3.
a « —a

arn E (1

gdzie; RaBCp) a Vg,

W psW

rozpatrzymy dwa przypadki

i - dla 1 - M%m,

Lk M
i
2mn<t) 3T © Ip°s\/amnil - a2in T 1 * ~
A
a AsiikJ&m a--1F)t
fin (6-3)
Vam(l - Ay )
2° - 61l« 1 -s, N
aJB t T a na2
D.van D, (6.4)
«i,r
aaa(atn 4 D
-t a X*

r2mnit} *$T ¢ [oh\/gy, (T2¢-- -1)t-
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' V | (6-5)

7 . Wedru.jaoa sita promieniowa
Dla wedrujgcego obcigzenia promieniowego o postaci

q(x,I',r) = -&S(V>-cor) ¢(i-oc,) 7.D
R 1

przy uwzglednieniu sit bezwtadnosoi otrzymamy po soatkowaniu

przemieszczenie dla przypadku 1 - amn ﬁe >0

zaktadajagc fm , gnn * 0:
00 00
p srail ><1 kl »0r* me .
- “fr" >/ " "2 8in sin T ~
m=1l n»o

fran [*  wsinn (D - oos a(f—«t) -

\f/L «l. Hm

e (-jr™~ *in <flan - o00s ¢k C +

sin n (-M) - oo0s n(-y+yt)

*S HL L5M1

gdzie: »

ft— 2mn = " yamn@ " V 1 ? nw»
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L,2b " +Vamn(i“%n t £ n®’

xmd m ? 8mnX

P STEL
uE.y>.) -

ML n*0 \ja vl omV

M 50

Twmn

- 00s n (p-a*) -e (-~4 sin » - oos <flaJd +
n mn J

+ *remh - | sin n(->p*tA} - oos n(-iOKth) -

*« +* 0. LiZ2m

vxgQ*

(‘s Gnis“m M}

(o]0) 00

p ki X
Y(£,p,t,)» -§— 7 7
m»l  n*o V

fYy2 sia N osin N _*~2~ih f~rsa o00s n(-?+a*) ¢

wma L N Ain

@-3
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£
+ sin n(-p*ot) - e © -~ ooa ig”N + sin ¢2mn)Jd-
- -*—~A.A5— fASE . ooa n(y-ftrt) + sin n (P-wt) -
2 . M
X fn+*ian Il:l’aa
-e 811 (~ ~ oo0s c2mn + sin (f2mn)% (7.%)
mn
Dla przypadku 1 -sm ~ <0 przy 8N » 0 mamy
P3TLR V'™ V ?7* X
- -lr- X X -TT— ==7?
B-1 n-o yran®nn ~ - 1>
sin Sy» sin - T 1 x{ Rrnn ooc n (y- ort) -
2mn
- ncusin n(p-<ot) _e~”~ mn C0S n<p - nojsin ny)j -
— mgg" «
* Imn +aw L
i imn (#1mn o00s np- niosin n’\Jj-i, (7.5)
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gdzie

*l«n,2an “ ? awxXz\fF*mnUm H *“ 1)*

0 <>
JMESL V ¥ Xt

»(4,?>,t) * -0T“ 2 , 2~

y amn(amn 4 “ 1)

Ei%n sin — yt oos xi-y— ‘3?2 km 008
f A2an *nu}
4
nyainip« a>t)-e 2mnn (X 2an 008 ap_n(OSin n“j -
- ~X— 1 wtri 00S n (f-iot) + ntuein (yr-afe) -
¢ L «V i-,6e0
-«11 1* Y]
-e N lran 608 an* atosin nyjr»
(a0} Co]
P 9TLRV ™1 Z X,
¢isffi sin sin » i i;?2""2-Snrfem siIB

u*mn Wi2ec +n éj L

21

@-6)
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+ n oos n (y>-ut) e @2am 8In n”™ + n mcos nA -

i

ri«n sin + n 808 -
lam

t
-e ~lmn 8ia n(f+ n60008 | (7.7)
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FIHHAMVWECKAH 3ARA9A HEKOTOPOi i BBa3KO-ynpyTOif MEXAHiNECKOtk
CMCTEJLI

Pe soue

B pafiOTe odcyzxaeTca KBaancTaTHHecKHti h *HHa»mvecKH» Bonpoc
BH3Koynpyroft mtaaHxpsuecKO# o0Oojioukh Ha BH3Koynpyron ochobb-
HHH. npHHHTO, HTO Harpy3Ky COCTaBJUUOT HCKJinHKTeSBHO pajHaSb-
Hue chsk. PeoeHHe npoOneiai noayaeHO Ha ochobs ynpyro-BH3Koy-
npyrott aHazorHH noab3yacb npeodpasoBaamawi Jlanzaca h $ypbe.
1loapodHO paccMOTpeHO uoyeab i1onrra xza BasKoynpyrctt ofiozou-

kh a BHSKOynpyroro ocHOBaHsa* B sgaaaDHeHHH acczexoBazacb na-
Uehuhboctd nepeMeseHHB 1o Bpeua coxsHZHOFi pax«aai>HOFi chjin.

Harpyaaa npHHaTa aaa ryaanma 6 *aapaKa, XaeT b stom Czyaae
nepexaTOHHyn $yHicm«> x”a paccHaTpHBaenoM HenpepuBHOil cpexu.
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DYNAMICAL EROBLEM SOME YISCO-ELASTIC MECHANICAL SYSTEM
Summary

la this paper the quasistatioal and dynamical problem of the
visooelastic shell on the viscoelastic medium of substructure has
been presented. It has been assumed that the shell was loaded ra-
dialy only. The solution of this problem has been proved by the
application of elastic-viscoelastic analogy and the results ob-
tained through Laplace transform and multiple finite Pourler
transforms.

In detail solutions, Yoigts body has been assumed for the vis-
ooelastio shell and for viscoelastic substructure as well. In oon-
olusion of this work an instability of displacements has been in-
vestigated for a wandering radial external force. Loading has been
given by Dirao & distribution, getting in that way transfer
function for the considered continuum.



