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Streszczenie. W praoy rozpatrzono problem przemie-
320zen kotowego prata lepkosprezystego, spoozywa-
Jaoego na ortotropowym podtoza lepkosprezystym pod
wptywem zewngtrznego obcigzenia styoznego. Zagad-
nienie rozwigzano stosujac analogie¢ sprezysto-lep-
kosprezysta oraz transformacje Laplaoce’a i skon-
czong transformacje Fouriera. Problem potraktowano
zaréwno z punktu widzenia quasistatyki jak i dyna-
miki. Rozpatrzono dokdtadnie przypadek majgoy sze-
rokie zastosowanie teohniozne, mianowioie obcigze-
nie w postaci skupionej sity wedrujacej. Do obli-
czen przyjeto model reologiozny Yoigta.

1. Rozwigzanie zagadnienia zginania -preta kotowego obcigzonego
sitami styoznrai

Punktem wyjooia rozwazan sa réwnania roézniczkowe zginanego pre-
ta [2]

Lt (dfl&gt) + d.wGrel) _ g _diAAl) + p*(r,t)=ol
Br if v R if if
(1.1)
.St (iikil . ih<x,D ) . A] (MteUl Mr.-t)  #W.t) -
R dfa if* R 9
gdzie
E - modut sprezystosci materiatu preta,
A - pole przekroju poprzeeznego,
I - moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego,
R - promien krzywizny pierwotnej osi preta,
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W - ugieoie promieniowe mierzone na zewngtrz od pierwotne,]
osi preta,

7 - odksztatcenie podtuzne mierzone w Kierunku matematycz-
nie dodatnim.

Traktujac problem jako quasistatyczny obcigzenie okreslamy
nastepujaco:

o ¢~ « - K Jffis™),

(1.2)
PX($P.,t) * p(?>,) - kgYNJt);
We wzorze powyzszym p(®,t) jest zewnetrznym obcigzeniem
stycznym. k. 1 kg sa statymi sprezystymi podtoza, na
ktorym spoczywa pret, odpowiednio w kierunku promieniowym i
stycznym.

Wstawiajgc (1.2) do (1.1) po rozwigzaniu tych réwnan wzgle-
dem funkcji przemieszozen W(y,t) 1 V\9ft) otrzymujemy

1(1.3)

gdzie:

9 -8-¥->$r o[*Vr efn]Ee-£<7¢&
(@)

Wykonujac transformaoje Laplace’a oraz korzystajgo z analogii
sprezysto-lepkosprezystej uzyskamy transformowane réwnania
dla preta lepkosprezystego na poddozu lepkosprezystym

S»(.) w ¥ -Si- i-tku) . sL
f

_ 1.5)
1 E(s) AE(s) dr*
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5%(8) v(?,s) * - ;ézgg n &hi_ AIEEAL <l + AECS) P~.s),
1.5
gdzie 9 s - .
0—2"(33 A 39 Q- )k(n(_s))E d .4 +E N kj(s) (E4 . B_)l 82 _
9 djr al(s) dp4 L e(b) 1 A Jd/
*2<a>*4 (1 Z1 (8)R\
1E(b) AE(s)
Wprowadzajgc oznaczenia
o/ * ~ (b)Y k/s) M e2
a(b) « 2 b(s) » 1 + —j— - (y-+ T~
re(s) E(s) 1 4
k-isjE4 k.(0)E
oth) - -- A e+-4 )

2_ _—
1E(s)
operator 5,(8) przyjmie postac
BMW\E * r +a(s) —-r+ b(s) —y +0(a).-

9 dy>° dy> dyr

Obeonie wykonany na réwnaniaoh (1.5) skoriczong transformacjag
Fouriera [3J. W przypadku, gdy konoe prata zamocowane sg prze-
gubowo z mozliwosScig jedynie stycznego przesunigoia czdony do-
datkowe transformacji skonczonej Fouriera znikaja, a ukfad réw-
nan rézniczkowych sprowadza sig do rownan algebraicznych:

| (8)[-"n6+(@=<Ab(s) V+a(s)jsji(s)I«

B — (y- «uh + j— ) C s)js (1 *6)
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E(s)[-<an6 + a(s) <unA - b)<{tn2 + e(s)]c [¥(*3}] -

* [r* <hd + 1 (1 + (JJEJ* )>[p (P»BY] » (1 *6)

gdzie* gffisO0)] 1 C [f(®>)] sa odpowiednio skonczonymi si-
nusowymi i cosinusowyai transformatami funkcji Fi?}* <

n¥r
jest wartos$oig whkasng rozpatrywanego zagadnienia, réwng
“g
W=, X + |">clp<y,.s)J
(1.7)
P(>]
:v(?.9)]
B(s )" nb-a(s) ) 2=« |
Wykonujgc odwrotng transformacja Fouriera otrzymujemy
0 <‘_1Ll “n2 ¢ £] Fp(?» »)j
i oo
’ N *<e) [un®-a(s) *+4(s)"b2-0 (aj
(1.8

?, &
W n 1 ABs) & w PG4

B(S) ~ 6-a(s)"Atb(s) a2-5(9)]|

gdzie?
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Pozostaja do wyznaczenia funkcje W(?7,t) i V@,t). W tym
celu wykonujemy na rownaniach. (1.8) odwrotng transformacja
Laplaoe’a wykorzystujac twierdzenie o splocie.

Oznaczajac przez

-1
« ** + £ >
Ga(® =L 1
E@£«."-6(3) s -6 (<)l
1.9
1 A / ~4 (sHH
Hg_t) * +T (Il »nrerl

E(s) 6-i1S(s) (s)xn2~c (s)]

Otrzymujemy nastepujacy wynik po dokonaniu wspomnianej trans-
formacji

w(y>,t) = \ ain? [/ Gn(t-T)c[p(y,-n] dr,
H« O
(1.120)
(0 0] %
v(y>,t) - y \ oos@ Ha (t-r)c[p(y,r)] dr,
0 g 0 J
gdzie:
eos MW qu. (1.11)

Wprowadzajgo (1.11) do (i.10) otrzymujemy
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s, t o
Vo) = 1»2 j\ 0B A /7 HnAtA f/piu,T) 008 a9 dofar.
0 n*0 0o Lo

(1.12)

Ktadagc we wzoraoh (1.12) Q) m ST otrzymujemy przypadek

potpiersoienia. Rozwigzanie dla pédpiersoienia bedzie zara-
zem rozwigzaniem dla eatego pierdolenia
pod warunkiem, ze funkoja obciazen stycz-
nych p(y, t) jest parzystag wzgladem f.
V oelu uwolnienia sig od tego zalozenia
dla pierdolenia zamknietego, oboigzamy go
w punkcie 9 * 3t siltg B»1. Obeig-
zenie to przedstawimy w postaci dystry-
bucji Diraca

p(u,r) *yg i @Ur) (1.13)

Obliczone w ten sposOb przemieszczenia

oznaczamy i TN
f|1) " k M (-Dn sin ny Gn(b),
n» 0
(1.1%)
@
y (1) - k X ! v - 1> * 008 n n ( t ) .
n=o

Przenoszac siteP z podozenia 9 *3ldo potozenia okres-
lonego wspétrzedng (rys. 1) oraz zwazywszy ze

cos n (K+P-Y) « (-Dn cos n fa-y),
sin n SH-Y») =(-1)” sin n (¥»-#, 4

na podstawie AD b y(l) »wyznaczamy funkcje wpiywu
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®
W(Y>,r,~) - Ig; A Sin n (<p-r)  Gn(t-7),
n»o
K (1.15)
_ ®
y(y,r,Y,I;) =~ *n cos n (7-Y) HAt-T1),
n»0

Nalezy zwréoié¢ uwage na fakt, ze funkoja wptywu w postaci
operatorowej jest funkojg przejsoia dla kontinuum. Majgc wy-
znaczone funkoje wptywu pozna dla dowolnego oboigzenia okres-
1i¢ odksztatcenia na podstawie nastepujgcych form oatkowyoh

t 2T
3 X\
n=o o o
(1-16)
T
\AD,D :£ N \ ft \]2 PA»~)Hn (t-r)oos n(y-F) dy>dr
n=o0 o o
2. Przypadek kn(s) a ct"E(s), kgis) = otEis)

Przy takioh zatozeniach na podstawie (1.9) otrzymujemy
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§ent £ 39 4+ 23025

Hn (©)

ojn6-(2- *j~) n4 + +

(2.1)
*

«i2 @ **1Lj fe}

Zgodnie z [i] dla modelu Toigta przy uwzgled-

nieniu warunku niesciéilwoéci mamy

1B “rn~ -
Eys. 2

Model makroskopowy ciata Yolgta przedstawia ry-
sunek 2.
Wykonujgac odwrotng transformacja otrzymamy

ri (2.2)
X Q€T }

(1+ - .l*")/
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Hn (©)

(2.2)

~aepe *

Wstawiajac (2.2) do
modelu Yolgta

co

0 m™o

N
*2r4

(1.16) otrzymujemy ogélne rozwigzanie dla

4.

a(?r »2 +

«E1)»*e ¢ s£)]c2 «

2.3
\I [4“" - *1‘ a&l
n"-(2~ M Hd+h-nt, (4™ + SjHjn2 *

t 22
/ / pQ/,r)e " “T oos nfc-~dydT.
J J

+ e «—(1+ ®-r-) o O

@-3
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3. Przypadek wedrujacej sity styczne.i

Rozpatrzmy przypadek, gdy sita wedruje z
predkoscig v

po obwodzie kota bedgcego o-
sig preta (rys. 3). Zagadnienie w tym przy-
padku sprowadza sie do obliczenia catek w
réwnaniach @ .3) przy

pepf) = d@r-wr), o™ | G.1)

Rys. 3 Wstawiajgc (3.1) do (2.3) otrzymamy

*)
Wty .t)

Po %2 r2
SSTT

CwyndeG )

zl

I |
e ~ sin n(y-co?)dT,
L. Q77 )

G-

o]0

V.0 AZ noe fiu ~T-~
n=0

t-r

N

cos n (.f-(vT)it

G-



Drgania pewnego lepkosprezystego ukdadu mechanicznego 35

Obliczajac catki otrzymujemy wynik dla tego szczegdlnego przy-
padku obcigzenia;

»/\/\’"*_[’_,(/\5!’]/\

————— —5-2 - L- T- i-i—- sin a(y-a>f)+cos n(y-art)
ocga4( , ATy Xcjbtsige |

- e sin a? + cos ny)j ,
00
V.t 0 \ (4 A iESIT &
’ JP%_F z a *0*2 *
n _(2_ _>«y)a + 1+<N AT* + n2 +
— —— X — -i-Tm cos n(F-6Jt) -sin n (y-ot) -
oc0Er = ode ViB+ r_

+ 2 @G+ 1 )
t
%

w 1
- € gz,a 008 nf “ 3iH By (3.3
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4. Dynamika

Zagadnienie dynamiki preta lepkosprezystego mozna rozwigza¢ w
spos6b analogiozny. W rownanlaoh (1.2) nalezy uwzgledni¢ sktad-
niki reprezentujace sity bezwlkadnosci

2

<£*(?,t) - - N~ w(y,t) - Aq dt

“.D

p* <N, t) - p«°,t)-k2v(y,t)-
dt

gdzie: £ jest gestoscig materiatu preta.

Bedziemy rozpatrywa¢ jedynie wpdyw sit bezwhadnosci na drga-
nia promieniowe. Pomijamy zatem wptyw sit dynamicznyoh podiuz-
nych, tak jak to zresztg czyni sie powszeohnie w teorii drgan.
Bt+ad popedniany w ten sposob jest znikomy, gdyz energia podtuz-
nych jest mata w stosunku do energii drgan poprzecznych.

Podstawiajac (4.1) do (1.1) rozwigzujemy uktad ze wzgledu na
w(?,t)

“.2

gdzie:

2«6 M @4¢p 2

W powyzszym wzorze 2 jest okreslone roéownaniem (1.4)

1?

K1+k2)E E*1

i - dt
¥ K]/l.rzjb? - Hr°y, T— M= trd

Wykonujac transformacje laplace’a na rownaniu uwzgledniaja-
cym sity bezwkadnosoi w czasie ruchu preta oraz stosujgo analo-
gie sprezysto—lepkosprezysta, przy zatozeniu zerowych warunkéw
poozatkowyeh - w

w(>,0) = o, ft(r,0) = 0
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napiszemy

C(s)*(»>,.) . jt-r litoij. - _jL ¢ M is | (4.3)
1E(s) AE<sJ df3

Wykonujac nastepnie skonczong transformacje Fouriera przy tych
samych warunkach brzegowych jak w przypadku rownan (1.5) o-
trzymajemy

fin (5)S| W(y>,S)j =>Cp(F,s) }fu,) “4.9
gdzie;
g ty.a +*id4 F*FAalft
n la XE(S) E(s)
filn(s) = - a(s) <en4 + b(s) <2 - 5(s),

) 2 & WA  BRV? k1(s)+k2 (s) as
fi2H(G) . AMJ-an + (r + —-j) <an + =

/\Y/\ "T N /\® M /\3
s[w(f,s)] n oy T/ nrelpiy»s _ (4.5)
r, . a/le h ~f?,,(s) 2i
(g) - w 8 ¥ 8 |B(s)
L 1n iiisF E(s) J

Po wykonaniu odwrotnej transformacji Fouriera otrzymamy
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Wprowadzajac

Ho<O =L A7)

E(s) 521n(s) + ¢écal ,»,,
IE(S) £ 2n

8

wykonujemy odwrotng transfarmaoja Laplaoe’a, przy wykorzysta-
niu twierdzenia o splocie

CD *
A*«) - fr 2 sin 2582 /Bn (t-r)c[p(y,?-)]dr. “.8)
0 n=o o J

Wynik (4.8) pod wzgladem budowy w sensie matematycznym jest
identyczny z (1.10), z tg tozniog, ze w miejsce Gn(t -F) we-
sz#o wyrazenie RQCt-r). W Rn(t) zostak uwzgladniony wpyw
sit bezwkadnosci na ruch preta lepkosprezystego. W zwigzku z
tym na przykdad dla zamknietego preta kodowego mozna napisac
réwnanie ruchu

Tt 231
wyr) =1 A~ N I f p@y>.r RQ(t-r)sin n(y>y) drdy. (4.9)
n=o 00

Ed6wnanie powyzsze, podobnie jak w przypadku zagadnienia qua-
sistatycznego mozna dostosowa¢ do réznyoh modeli reologicz-
nych podtoza i1 preta. Dostosowanie to polega na odpowiednim
doborze ~(s), kg(s) i e (s) we wzorze (4.7).

Zatozywszy ze: krs) = ~e(s),
kgis) = cC Eia)

oraz przyjmujgo do obliczen model 7oigta, to znaozy
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wzor (4.7) sprowadza sie do postaci

»l
£a(t) * Pa L L (4.10)
&i B +a2ns +a3ns
gdzie:
p4 P2 3
kE-r atr n»
ac2 R6

S1 =“TTT » =
a3n " 2n + Eo X
*4n T ? o 1n jn ~ o Tk
We waoraoh powyzszych

' oit* Pr« O Wpd~" B2
(?f + ) n s —~j—(I+ -y— ).

LrF 4 H*  E2} 2 6 rM
fion "\ r n + Gr- FTE +T T H O+ Tj*

Przystepujemy teraz do rozktadu wielomianu czwartego stopnia
T(s) = al”™+a2na3+a3n8k a 4113+a5il, “4.11)

Nalezy rozpatrzy¢ trzy przypadki
1. T(s) * al(s~sln)(a-Sg»)"B“s3n~s’s4rP*

2. ™(s)

al(8-sln)(s-s2n)(s2+s2n+

3. 1(s) al(s2+s™lntyla)(s2+s72n+V2n”



no Bogdan Skalmierski, Andrzej Tyllkowski

W kazdym z trzech powyzszych przypadkéw nalezy dokona¢ roz-
kdada wymiernej funkcji operatorowej wystepujgoej we wzorze
(4.10) na udamki proste.

W przypadku, gdy wielomian (4.11) ma oztery miejsca ze-

rowe

4 A.

VB- L Z sk @D

m= 11111

gdzie!
A% A+ "k smn
al U ismn-sin)
i*m

Po wykonaniu odwrotnej transformacji
Bh(O = [ 7 ;Amn e (4.13)

Gdy wielomian T(s) ma tylko dwa pierwiastki rzeczy-
wiste

B (® -P L |
n n

[s sin 3 s2n s +sy2n+72nJ

_ 1+Xsn Bo_= — U X™*2n
«n 0 102 Jo. T +ml ")(s._-s0,,1 n a, (s~
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czyli
s.nt s? t
Bn(t) - Pn. 10 e thoa 6
-1 -
B+ A _ B4n“B3n * “T1 , _ 1
+ B3»L
Ls+ Sf) 7 kon TF2 5 (s +y2n=ir1S)
(4.15)
Poniewaz w rozwazanym przypadku
2 P
% 2n =P2n ~ (" > °*
transformata odwrotna ma postac
s, t s, t AL
in e +B2ne +B3ne cosX2n t +
_"2n .
. | (4.16)
+ <B4 <« B3p FIWSTT & 72 sinX2n

Ha koniec przypadekj gdy wielomian T(s) nie ma rzeczywi-
stych miejsc zerowych

C-,,stC,
Clns+C2n + 1 6 t 4.17)
EQ(Y) = PalL -
s + Mif+Mn s +°2ns+V,2n_

gdzie:
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C i | BN 1 {gi _ V
1n 3n» C2n - vin al
1
1 -H a
alv2n N2 XK Sn-Sto
3n v -
i- (X-1b — Ls
al ( VZJ 1in 2n v2n *»-F >y
l.ru
- 0
yin 5% *fea
Dn *
* Ha
Sn - 2» 1n 2n % n

Po wykonaniu odwrotnej transformacji

. 0, -c.n Sto -
1, <F>m* << j* A ooaJ™tf -sa- ~ 3 *

%
2n Ct -C.

o 003% t + -As— e
+ °3ae ~on

5. Przypadek wedrujacej sH.? atycgnej

In °hn)*

1
alzon

IL(X- 1K)

al n2n

sinX|n t +

sin%a t).

(4,18)

Zagadnienie sprowadza sie do obliczenia ©alki w rownaniu C&.9)
P

przy p(yyr) » J , W
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00) t

=gj [ R(t-r)sin nifAdr. (5.1)

n*o

Podstawiajac do (56.1) kolejno (4.12), (4.16) i (4.18) otrzy-
mujemy rozwigzanie interesujgoego nas problemu.

W pierwszym przypadku réwnanie opisujgce przemieszczenia
prata lepkosprezystego ma postac

k £v. V Jw7 6%aln +
n=o m=1 mn
s t s
+ oos n(y>6tf) + e Q1 (~~ sin >+ cos np) I. 6.2

Przyjmiemy teraz oznaozenia

A2m=-1,n - Xmn * + n<>* *2m-1,n = Xmn
£2m-1,n * “ %mn “ n<0 * Am-1.n = “ Xmn+ nuf*
Prhin

®inn

dla m=1, 2.
W drugim przypadku przemieszczenie wyraza sie rownoscig
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sin n(y-wt) - cos n(y-art)
%2n+£3n  3n

(f88 sin”™3n - 00sSANI)* -7 " g- ~(x“ 3In n <*-*>
2n "3n 3n

Mon -
- cos n(wt-y) -e 41 sinr3o0 - oos”™

B 4n -B 3n

2 -IVCI'r(DS ~ 3in nowt- +
- 2n L/J2n+/\3n 3n ¥)

® dfy. t
-e oosA E - G-3)

Katomiast w ostatnim przypadku otrzymujemy rdwnanie

2
2m-1.n
- S*f Z V . Z' c20-1,n
n=0 m=1 Hmn ~2m-1,n

JSS—- sin n (»0£) - cos n (y-ot) &
d2m-1,n

N
=

N2m-1 ,n 8 2m-1 ,n -coaA>m-1 ,nJ +
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Sin n (coty) -oos n(cot-f)
V2m-1,n

AMin
“ »fen-1, n -oosfe»-1,n3
,N“C2m-1 .n“"nni ~m -l.n @ "mn - 00s n(cot-y) +
L mn 2m-1,n N 2B"1»
-sin 00a 72m-1,n “ sin?2m-1,n

c0*1,B

|ngUS (fISaa 00S 0 (y-fﬂt) . sinn (>>>'<k) -

KL¥isLl,n «m-1_.n

G-4
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KOJIEEAHMH HEKOTOPOft BH3KO-ynPyTOR f, EXAHM4E CKOt¥ CHCTEBSI
PeanMe

B pafiore npBBOXMTca onxcaHne aepeweajeHHFl KpyroBoro Bssicoynpy-
roro CTpexHa wa BHSKoynpyrof! ocsosaanH Barpys&HHoro KacaTeas-
hhmh cHxaMH. PaccMOTpeaa KBasHCTaTHvecxaa a XKKauKHecxaa aa-
Xaaa.

KypaBHeHHHtt ynpyroro CTepaHs npsiweHeho ynpyro-BsaHoyapyry-
n aHaxorKs: ypasHeHHa xBHxenna paapemeBO apnaesaa apeodpaso-
bshhh Jlanaaca m fype. O0<$_cy*xaa narpyssy cocpexoTOHeHHoft icasa-
TexbHofi CHxofl (~yBKnaa O flapaxa) BmacxeBO fcyHKmtD Fpasa sto»
3axa«a. B AHHaMaaecKOft saxa”H apaHHTO bo BaaiiaBae Toxbxo hhOpT-
Hbie cBJiki nonepeBHKi KOxedaHatt. OiBadaa BbOBana otom cxamaoM aaxa
noTOMy vto, anepraa nonepenhhx xoxefiaHxtt Ha mboto fiojxbiue ssep-
raa nposoxfeHax KOJiedanafi. lloxo6ho paccMOTpeHo peoxoraaecsas
Moxexb 4oErTa.

-OSCILATIOBS SOME VISCOELASTIC MECHAHICAL SYSTEM
Summary

The paper disousaes a quasistatic phenomena present in a
viscoelastic drum loaded with a wandering radial external
force. Modern construction of these drums has been made of
welded plates.

The analysis takes into account the influence exerted
by the dosing disks stiffness on the rotation of the edge
of the shell. The viscoelastic supports are treated like re-
moving joints reaoting on the drum shell only by a twisting
moment and not allowing any radial and tangential displace-
ments. The solution has been obtained by the application of
the elastic and viscoelastic analogy using the Laplace
transform under the assumption of the Voigt"s body property.
The analysis has been applied to the particular case of the
drum - rope system.



