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PRZYCZYNEK DO ENERGETYCZNEJ TEORII UDERZENIA

Streszczenie. Zaproponowano modyfikację energetycz
ne JTeorTr^Td er zen ia polega jąoą na tym, że dla 
obliczenia energii odkształceń sprężystych zakłada 
się pewien rozkład uogólnionyoh sił wewnętrznych 
(a nie kształt elementu odkształconego siłą ude
rzenia). W ten sposób wyprowadzono wzory na 
współczynnik dynamiozny zwielokrotnienia naprężeń 
w przypadku poprzecznego uderzenia środkowego w 
belkę dwuprzegubową oraz w przypadku uderzenia po
dłużnego w pręt prosty swobodny. Uwzględniono 
wpływ wyższych harmonicznych, sił poprzecznych o- 
raz tłumienia (w przypadku pierwszym) lub wpływ 
miejscowej podatności zderzających się ciał (w 
przypadku drugim).

1. WSTĘP
Obliczanie przemieszczeń 1 naprężeń dynamicznych, wywołanych 
uderzeniem w ciało sprężyste przy zastosowaniu energetycznej 
teorii uderzenia polega na wykorzystaniu tzw. współczynnika 
dynamicznego. Wielkość tę wyznacza się za pomocą bilansu 
energetycznego stosując następujące rozumowanie.

Przypuśćmy, że sztywny bijak uderza w ciało sprężyste po
wodując jego odkształcenia (ogólne i lokalne). Zwykle zakła
da się, że są one wyłąoznie liniowo-sprężyste, zaś samo ude
rzenie ma charakter plastyczny, wskutek czego bijak pozosta
je w zetknięciu z olałem uderzonym co najmniej do chwili wy
stąpienia maksymalnych odkształceń i naprężeń. W chwili tej 
•energia kinetyozna Ejc, którą posiadały ciała przed uderze
niem zostaje zamieniona w energię potencjalną U odkształ
ceń dynamicznych.

Aby obliczyć energię U przyjmuje się jakąś postaó ele
mentu odkształconego siłą uderzenia lub pewien rozkład prze
mieszczeń w ciele uderzonym w chwili największego odkształ
cenia. Wyraziwszy w ten sposób energię U przez maksymal
ne odkształcenie dynamlozne yffi (lub analogiczną siłę Pffi)
z równania bilansu energetycznego znajdujemy odnośną wiel
kość dynamiozną. Ta wartość podzielona przez odpowiednią 
wielkość statyczną daje współczynnik dynamiczny. W licznych 
podręcznikach, a w ślad za tym i w praktyce inżynierskiej
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rozpowszechniona jest metoda obliczeń przy obciążeniach uda
rowych oparta na wykorzystaniu współczynnik dynamicznego. 
Konfrontacja wyników takich obliozeń z wynikami pomiarów 
eksperymentalnych wskazuje [2, 4]» że o ile dla przemieszczeń 
uzyskuje się na ogół zadowalającą dokładność, zwłaszoza gdy 
masa bijaka jest dużo większa od masy olała uderzonego, o tyle 
przy obliczaniu naprężeń otrzymuje się z reguły błędy tak du
że, iż stawiają one pod znakiem zapytania możliwość posługi
wania się tą metodą.

Jedną z przyczyn tego stanu rzeczy jest pomijanie w meto
dzie energetycznej wpływu wyższych harmonicznych, jakie zo
stają wzbudzone przy uderzeniu. Tak np. rozpatrując uderzenie 
poprzeczne środkowe w belkę swobodnie podpartą przyjmuje się, 
iż ulega ona odkształceniu takiemu, jak podczas drgań swobod
nych podstawowych (tzn, że wygina się w kształcie jednej pół- 
fali) lub nawet w taki sposób, jak przy obciążeniu statyoznym 
siłą przyłożoną w punkcie uderzenia. To założenie eliminuje 
z rozważań wyższe harmoniczne. Tymczasem, jak wiadomo [9], w 
rzeczywistości przy uderzeniu poprzecznym wzbudzone zostają 
drgania złożone o dyskretnym widmie częstości, dzięki czemu 
wzajemne stosunki pomiędzy przemieszczeniami punktów ciała 
ulegają podczas ruchu ustawicznym zmianom. Ponieważ jednak 
amplitudy wyższych harmonicznych są znacznie mniejsze od am
plitudy drgań podstawowych, przeto dokładność metody energe
tycznej w odniesieniu do przemieszczeń dynamicznych jest na 
ogół zadowalająca.

Natomiast' momenty zginające, towarzyszące wyższym harmo
nicznym nie zmieniają się już w tym samym stosunku względem 
harmoniki podstawowej oo ugięcia. Dlatego błąd względny w o- 
kreśleniu naprężeń dynamloznych, spowodowany pominięciem wyż
szych harmonicznych jest dużo większy niż w przypadku prze
mieszczeń.

Inne przyczyny błędu metody energetycznej w omawianym 
przypadku tkwią w pominięciu wpływu sił poprzecznych oraz 
tłumienia.

Rozważania ścisłe teorii uderzenia wymagają przeprowadze
nia analizy ruchu układu ciągłego, a więc rozwiązania odpo
wiedniego równania falowego przy zadanych warunkach począt
kowych 1 brzegowych oraz przy znanej geometrii powierzchni 
ciał w pobliżu punktu uderzenia. Tak sformułowane zagadnie
nie zostało rozwiązane dla dwóch technicznie ważnych przy
padków, mianowicie dla poprzecznego uderzenia w belkę swo
bodnie podpartą CS.P. Timoshenko, 1912 [8]) oraz dla koli— 
nearnego zderzenia prętów prostych z zaokrąglonymi półkuliś- 
oie końoaml (J.E. Sears, 1908[5J). W obu przypadkaoh przy
jęto, że odkształcenie miejscowe jest powiązane z siłą ude
rzenia statyoznym wzorem H.R. Hertza.

Jednakże rozwiązania falowe uwzględniające nieliniową za
leżność H.R. Hertza są bardzo skomplikowane i aczkolwiek po
siadają fundamentalne znaczenie teoretyczne, to ioh przydat
ność praktyczna jest mała. W przeciwieństwie do tego wyniki 
metody energetyoznej, odznaozające się dużą prostotą ujęcia 
matematycznego rozpowszechniły*, się szeroko w praktyce inży
nierskiej mimo ich, wspomnianej już poprzednio, małej do
kładności w odniesieniu do naprężeń*
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W pracy niniejszej przedstawiono zmodyfikowany sposób wy
znaczania naprężeń dynamicznych w oparoiu o metodę energe
tyczną. Istotę proponowanego podejścia do zagadnienia polega 
na następującym stwierdzeniu. Jeśli zakładając pewną postać 
elementu odkształconego lub ściślej - pewien rozkład od
kształceń - otrzymujemy za pomocą metody energetycznej dobrą 
dokładność w odniesieniu do przemieszczeń, to dla wyznaczenia 
tą drogą maksymalnych naprężeń dynamicznych należy założyć 
odpowiedni rozkład uogólnionych sił wewnętrznych w chwili wy
stąpienia ich maksymalnych wartości w przekroju niebezpiecz
nym. Przez uogólnioną siłę wewnętrzną należy rozumieć siłę 
osiową przy uderzeniu podłużnym, zaś moment zginający lub 
skręcający odpowiednio przy uderzeniu poprzecznym lub skrętnym^ 
Jeśli w dodatku wspomniany rozkład sił wewnętrznych przyjmie
my w zgodności flub przynajmniej w sposób w przybliżeniu zgod
ny) z wynikami, jakich dostarozają metody dokładniejsze (tzn. 
falowe), to słusznie można oczekiwać znacznie większej do
kładności w określeniu naprężeń, niż przy założeniu pola od
kształceń. Takie podejście w przypadku uderzenia poprzecznego 
pozwala ponadto uwzględnić wpływ sił poprzecznych oraz tłu
mienia wewnętrznego na wielkość maksymalnych naprężeń dyna
micznych.

W ten sposób rozwiązano zagadnienie uderzenia poprzecznego 
w belkę dwuprzegubową oraz zagadnienie podłużnego uderzenia 
masy w pręt prosty swobodny. Otrzymane wzory obliczeniowe po
siadają prostotę właściwą wzorom metody energetycznej, zaś 
konfrontacja z wynikami doświadczeń lub z wynikami teorii fa
lowej świadczy o ich zadowalającej dokładności.

W podobny sposób można rozwiązać i inne ważne przypadki 
uderzenia, zwłaszcza te, dla których rozwiązania ścisłe mają 
postać zbyt skomplikowaną dla praktycznych zastosowań.

2. POPRZECZNE UDERZENIE ŚRODKOWE W BELKĘ DWUPRZEGUBOWĄ
2.1. Niechaj na belkę o masie G^/g i stałej sztywności

na zginanie El, spoczywającą poziomo aa dwóch podporach 
przegubowych spada sztywny bijak o masie G^/g, spuszczony
swobodnie z wysokości H. Uderzenie następuj© w połowie rozpię
tości belki (tzw. uderzenie środkowe) i ma charakter plas
tyczny (tzn. współczynnik restytucji równa się zero) tak. że 
bijak pozostaje w kontakcie z belką co najmniej do chwili 
osiągnięcia maksymalnego wygięcia.

Celem rozważań jest wyznaczenie maksymalnych naprężeń 
dynamicznych w belóe. Pomijać będziemy przy tym odkształcenia 
miejscowe, a ponadto założymy, że odkształcenia ogólne belki 
są wyłącznie sprężyste.

Tak sformułowane zagadnienie na gruncie teorii energetycz
nej rozpatrywał jako pierwszy H. Cox (1849 r •)• Otrzymał on 
znany wzór na współczynnik uderzenia
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gdzie:
y * G«l3/48 El, zaś współczynnik redukcji masy belki 
3 1  f0 - 17/35.

Przy wyprowadzaniu tego wzoru zakłada się m.in., że oś bel
ki w obwili maksymalnego wygięoia ma taki sam kształt, jak 
przy drganiaoh z częstośoią podstawową, oo Jest równoznaczne 
z pominięoiem wyższyob harmonicznych. Jest to Jedna z zasad- 
niozych przyozyn niedokładności, jakie daje wzór (2.1) przy 
obliczaniu maksymalnych naprężeń dynamioznych.

2.2. Choąo uwzględnić wpływ wyższyoh harmonicznych na war
tość tyoh naprężeń wykorzystamy wyniki teorii drgań giętnyoh 
swobodnych belki podpartej przegubowo na obu końcaoh. Jeżeli 
belkę taką pobudzimy do drgań impulsem przyłożonym pośrodku, 
to ruch Jej - przy pominięciu tłumienia - opisany jest funk
cją [9]

<=*> 1—1
y(x,t) - C (-1)"7 ” sin sin . (2.2)

i-1 1

We wzorze tym C jest stałą zależną m.in. od prędkości po
czątkowej vQ przekroju uderzonego. Znak jr’ oznaoza sumo
wanie podług wskaźników nieparzystych, tzn. dla i * 1»3,
5,... lt d.
Częstość drgań i-tej harmonicznej jest większa od czę
stości podstawowej w stosunku i2 , a więc w tym samym
stosunku maleją wyrazy szeregu (2.2)} dlatego Jest to szereg 
szybko zbieżny.

Jednakże przechodząc do momentu zginająoego za pośrednic
twem wzoru Mg » - El (®i'y/'9xi) otrzymuje się szereg rozbieżny.
W szozególnośoi np* dla chwili

t " i T1 " 2$^ * *d’

to znaczy po upływie ćwiartki okresu drgań podstawowych 
(T ■ 2X/co1) licząc od chwili poozątkowej uderzenia, moment
zginający w przekroju x określony Jesz wzorem

~  i-1
Mg(x,td ) - cei (¿r/n2 2_j 3in *

Okazuje się więo, że przy takim podejściu do zagadnienia am— 
plitudalna wartość momentu odpowiadającego każdej harmonicznej
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Jeat jednakowa. Wniosek ten jest m.in. rezultatem pominięcia 
dysypaoji energii drgań, która w rzeczywistości powoduje ich 
tłumienie i to tym intensywniejsze, im wyższy jest rząd har
monicznej. Wskutek tego zanim podstawowa harmoniczna osiągnie 
po raz pierwszy swą amplitudalną wartość (co nastąpi w chwi
li t - t^), wyższe harmonlozne, które osiągnęły już do tego
czasu wielokrotnie swe maksimum ulegną też odpowiednio sil
niejszemu przytłumieniu.

Choąc ująć ten efekt w ramy ilościowe przyjmiemy, że tłu
mienie ma charakter liniowy, zgodnie z teorią zaproponowaną 
przez E.S. Sorokina [7]. W tym przypadku sin t we wzo
rze (2.2) trzeba zastąpić funkcją "zanikającą" e"Pifcsin cc'̂t, 
przy czym współczynnik tłumienia i-tej harmonicznej

gdzie: A - dekrement logarytmiczny.
2 2 1/2Częstość drgań własnych tłumionych u) ̂  « (u) ̂  — p>̂ ) przy

słabym tłumieniu różni się bardzo nieznacznie od o) tak
że będziemy dalej przyjmować

g)*! ~ m ±2 cd1.

A zatem w interesującej nas chwili t ■ t^ będzie

tX 4* ^ ^2 . JF m j2
Pi fcd * 21T 1 "1 ■ 71 *

gdzie; 0f)=A/A oraz

- Mt ^ - 171
1 d sin a)'Ł td = e . (2.3)

2.3. Uwzględniając powyższe rozważanie przypuśćmy, że w 
chwili t » td rozkład momentów zginających w rozpatrywanej
belce można opisać funkcją

^  i~1 2
M (x) « M1 ^  (-1 e“?1 sin M1 - const. (2.4)

i-1
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Jest to oczywiście przyjęcie przybliżone w tym sensie, że 
funkcja (2.4), a ściślej mówiąc - odpowiadająca jej funkoja 
ugięć dynamioznych y(x,t) - nie spełnia ściśle równania ru
chu rozpatrywanego układu. Obecność masy skupionej pośrodku 
belki sprawia bowiem m.in., że częstości własne takiego ukła
du nie spełniają równości Tym niemniej stałą nie
wiadomą dobierzemy tak, aby spełnione było równanie bi
lansu energetycznego.

Nie trudno zauważyć, że M^e < je3t tą wartośoią momen
tu zginającego w przekroju środkowym belki, którą osiąga on w 
chwili pierwszego amplitudalnego wygięcia belki w kształcie 
jednej półfali, a więc tak, jak to ma miejsce przy drganiach 
podstawowych. Analogiczny moment zginający, towarzyszący 
i-tej harmonicznej osiąga w tej samej chwili wartość

M1e” '?i2 < M 1e~V •

Maksymalny dynamiczny moment zginający, przy uwzględnieniu 
wpływu wszystkioh harmonicznych wzbudzonych uderzeniem środ
kowym określimy przeto następującym wzorem

2
Md m M (1/2) - M1 2_, 9“ ?1"

i»1

lub krócej

M d * M 1 (2.5)

gdzie:

2
f M ( ? )  -  X ]  e ” ? 1  *  ( 2 # ó )

i-1

Maksymalną wartość energii sprężystej zginania belki wyzna
czymy przy pomocy wzoru

1

ug * 2ET / * [ V x)]
o
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Podstawiająo tu (2.4) oraz uwzględniając ortogonalnośó funkcji 
1 f-rsin to znaczy

i

/
sin *f*sin J ^ d x  - (2.7)

otrzymujemy ostatecznie

”g • ife 1s V ’ i2-a)

gdzie:

tg(y) = ^  e"2l?i2' (2.9)
i-1

Przy nierównomiernym rozkładzie momentu zginającego wzdłuż 
rozpiętości belki występują siły poprzeczne Q(x). Wobec du
żych gradientów momentu występujących po uderzeniu, siły te 
osiągają odpowiednio duże wartości, a związana z nimi ener-
f ia sprężysta może mieó stosunkowo duży udział w ogólnym bi- ansie energii, zwłaszcza w przypadku belek o małej smukłości 

Wpływ tego czynnika, pomijany zupełnie w teorii Coxa, mo
że byó uwzględniony bez trudu w proponowanym tu ujęciu zagad
nienia. Mianowicie przy założonym rozkładzie momentu zginają
cego (2.4) dla siły poprzecznej otrzymujemy wzór następujący

Q(x) - « M1 f  ^  (-1) 2 ie“ '?1 oos • (2.10)
i-1

Energia sprężysta ścinania

1 2
ut * / [ Q(x)] dx’

o

gdzie:
G - moduł sprężystości postaciowej; k - współczynnik 

kształtu pola F przekroju poprzecznego belki; np. dla pro-
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stotcąta k * 1,2, dla przekrojów dwuteowych (walcowanych) k 
zmienia się w granicach od 3,3 (dla 1 10) do 1,8 (dla I 60),

Podstawiając (2,10) w (2.11), przy uwzględnieniu warunku 
ortogonalności podobnego do (2.7) otrzymujemy

k M?
ut * r w  ft(vł»

gdzie:

ft(7) E i2 e"2?12. (2.12)
1*1

Całkowita energia sprężysta ftzn. energia zginania i ścina
nia) przy maksymalnym odkształceniu dynamicznym belki wynosi

M21 kST2!*?
Ug + ut “ n r  fg (ri) + m r ~  fti? ) *

' * ¿ r [ fg(1?)+l£l21 ^ 2 -  ft (v ]  •

Uwzględniając, że E/G * 2(1 +V), V - »łamek Poissona, zaś 
Fl2/I » A2, a - snukłośó belki, piszemy ostatecznie

ug + ut • f2*13>

gdzie;

Q m  (2.14)

2.4, Jeśli bijak o masie G1/g uderza w belkę z prędkością 
v1 » \j2gHt to energia uderzenia

G- „
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W s k u t e k  u d e r z e n i a  p l a s t y c z n e g o  c z ę ś ć  t e j  e n e r g i i  z o s t a j e  
s t r a o o n a ,  a b e lk a  v*raz z  b i j a k i e m  r o z p o c z y n a  r u c h ,  p r z y  czym  
p o c z ą tk o w a  e n e r g i a  k i n e t y c z n a  u k ła d u

Efc ■ V  { 2 -16'

W s p ó łc z y n n ik  «¡p r e d u k c j i  masy b e l k i  d o b i e r a  s i ę  t a k ,  a b y  p o 
c z ą t k o w a  e n e r g i a  k i n e t y c z n a  b e l k i  b y ł a  ró w n a  e n e r g i i  k i n e t y c z 
n e j  o d p o w ie d n ie j  m asy z a s t ę p c z e j  <f G2 / g ,  s k u p i o n e j  w p u n k c ie

u d e r z e n i a .  T e n  w a ru n e k  p r o w a d z i do n a s t ę p u ją c e g o  w z o ru  ( p o r .  
[ 4 ] )

w k t ó ry m  y ( x )  j e s t  f u n k c j ą  u g i ę c i a  b e l k i  p r z y  j e j  a m p l i t u -  
d a ln y m  o d k s z t a ł c e n i u ,  z a ś  o -  o d c i ę t ą  p r z e k r o j u  u d e r z e n ia  
iw n a szym  p r z y p a d k u  c ■  1 / 2 ) .
W z w ią z k u  z  tym  z a c h o d z i  k o n ie c z n o ś ć  u s t a l e n i a  p o s t a c i  o s i  
o d k s z t a ł o o n e j  b e l k i .  W k l a s y c z n e j  t e o r i i  C o x a p r z y j ę c i e  pew
n e j  f u n k c j i  y ( x )  j e s t  pu n ktem  w y j ś c i a  d l a  d a l s z y c h  d z i a ł a ń .
W n a szy m  u j ę o i u  p o s t a ć  f u n k c j i  y ( x )  z d e t e rm in o w a n a  j e s t  
p r z y j ę t ą  a p r i o r i  f u n k c j ą  r o z k ł a d u  momentów z g i n a j ą c y c h  ( 2 . 4 ) ,  
a lb o w  iem

x  x

yr*) * - f  J  Mgfx) dx2*
o o

P o d s t a w i a j ą c  t u  w z ó r ( 2 . 4 )  o t rz y m u je m y  po d w u k ro tn ym  s c a ł -  
k o w a n iu  z u w z g lę d n ie n ie m  o d p o w ie d n ic h  w arunków  b rz e g o w y c h

M.l2 V ’
» -T»---/ (—1 )
i^ii f-i

i —1
1 *• e “ ? 1 s i n  i i i  . ( 2 . 1 8 )2 i - n 2 ---

W y n ik a  s t ą d ,  że  d y n a m ic z n a  s t r z a ł k a  u g i ę c i a

12



94 Ryszard Gryboś

g d z i e :

V?' ■ Z  7 e'?i2
i »1 1

(2 . 20)

N a t o m ia s t  p o d s t a w ie n i e  w z o ru  ( 2 . 1 8 . )  w ( 2 . 1 7 )  d a j e  p o s z u k iw a n y  
w s p ó ł c z y n n i k  r e d u k c j i  mas

* • * £ '  ?r«-2,i2- £ ’7 « - 7lT 2’ (2-21'
i - 1  1 i »1

k t ó r y ,  j a k  s i ę  o k a z u j e ,  z a l e ż y  r ó w n ie ż  od s t a ł e j  t ł u m i e n i a .
Na r y s .  1 p r z e d s t a w io n e  s ą  w y k r e s y  z a l e ż n o ś o i  w s p ó ł c z y n n i 

ków f M , f  , f t , f  i  <p od s t a ł e j  t ł u m i e n i a  y ,  s p o r z ą d z o n e  wg

wzorów* ( 2 . f , 9 ,  1 2 ,  2 0 ,  2 1 ) .  D la  0 , 0 1  «  1 ? « 0 ,0 4  z a l e ż n o ś o i  t e  
m ożna a p ro k sy m o w a ó  n a s t ę p u ją c y m i w z o ra m i:

(2 . 6 . 1 ) f M ( y )  -  1 , 6 2 3  +  0 , 0  2 8 0 8 / ? ,  

(\.9.D * 1,147 + °*01987/7*
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( 2 . 1 2 . 1 ) f t ( ? )  - 0 , 9 4 9 1 / p - 1 6 , 5 5 ,

(2.21.1) ?(?) « 0,364 + 1,47.
Z a le ż n o ś ć  w s p ó łc z y n n i k a  od 7  j e s t  t a k  s ł a b a ,  ż e  można

go (w podanym  p o w y ż e j p r z e d z i a l e  w a r t o ś o i p )  t r a k t o w a ć  ja k o  
s t a ł y  i  rć w n y  1 , 1 2 .  Z w r a c a ją  uwagę d u ż e  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n 
n i k a  z w ła s z c z a  p r z y  m a ły c h  w a r t o ś ć i a o h  y  , c o  w s k a z u je  na

g o d n y  u w a g i w p ływ  s i ł  p o p r z e c z n y c h  na n a p r ę ż e n ia  d y n a m ic z n e .

2 . 5 .  P r z e jd ź m y  do o k r e ś l e n i a  n ie w ia d o m e j s t a ł e j  M1 . W y-

z n a o z y n y  j ą  z  r ó w n a n ia  b i l a n s u  e n e r g e t y c z n e g o .  Z a łó ż m y , że  
c a ł a  e n e r g i a  k i n e t y c z n a  ( p o c z ą t k o w a )  u k ł a d u ,  u z y s k a n a

p r z y  u d e r z e n i u  p l a s t y c z n y m ,  p o w ię k s z o n a  o p r a c ę

- V d  (2'22)

c i ę ż a r u  b i j a k a  w y ko n an ą na p r z e m i e s z c z e n i u  d y n a m iczn y m  y ^ ,

z o s t a j e  w p r z e d z i a l e  c z a s u  [ o , t d]  z a m ie n io n a  w e n e r g i ę  od—

k s z t a ł o e ń  s p r ę ż y s t y c h  b e l k i  ( t z n .  e n e r g ię  z g i n a n i a  i  ś o i n a -  
n i a ) .  Na t e j  p o d s t a w ie  p is z e m y

Ug +  Ut  « +  L f f . ( 2 . 2 3 )

W ró w n a n iu  tym  p o m in ię t o  p r a c ę  s i ł  t a r c i a ,  w y ko n an ą w c z a s i e
od t  ■  0 do t  « t ^ ;  p r z y  s ła b y m  t ł u m i e n i u  j e s t  to  s k ł a d n i k

b a r d z o  m a ły  w obec p o z o s t a ł y c h  w y razó w  r ó w n a n ia  ( 2 . 2 3 )  i  w r a 
m ach d o k ł a d n o ś c i ,  j a k ą  d a je  m etoda e n e r g e t y c z n a  można go p o 
m in ą ć .
P o d s t a w i e n ie  w zorów  ( 2 . 1 3 ,  1 6 ,  2 2 )  w r ó w n a n ie  ( 2 . 2 3 )  d a je  

M§1r 1 G. 5 M. 1
+ Q t t(v ] m -sj g g  Yi + Gi £ 7 T T fyi?)’

s k ą d  z n a jd u je m y

2 G1 Ł f .y L  ( Ą V1
“ 1 ■ p - + (1 - r p -  ag J ’ ,2-24'

• «7

a n a s t ę p n i e  d y n a m ic z n y  moment z g l n a j ą o y  Md * f MM1 ’  z S o d n ie  

z e  w zorem  ( 2 . 5 ) .  D z i e l ą c  t ę  w i e l k o ś ć  p r z e z  w s k a ź n ik  w y t r z y m a -
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łośoi belki na zginanie znajdziemy maksymalne naprężenia dy
namiczne . Natomiast gdy Md podzielimy przez maksymalny mo
ment zginający przy statycznym oboiążenlu balki ciężarem bi- 
jaka G.j, tzn. przez £ G.,1, otrzymamy współczynnik dyna
miczny zwielokrotnienia naprężeń maksymalnych

8 fM f.y ( 1 .  t ą  U l i i £ s J \ *
' G.,1 s f,(1 + <e a)/ .

1 +
G-,1

(2.25)

as s  G2 / G ^ .

Ponieważ G1v^/2g « E,f , zaś G113A 8  El - yg, a ponadto
G1yg/2 « Ug Jest energią sprężystą belki obciążonej statycz
nie ciężarem G^, przeto wyrażenie podplerwiaatkcswe we wzorze
(2.25) (z pominięoiera jedynki) wyraża stosunek energii uderze
nia do energii sprężystej belki przy obciążeniu statycznym;
kładąo 3 2.48 można to napisać następująco

S4 El J l fg ^ ‘Q f t 
Gi”l^ ̂  fy(l+ «¡P») ^

gdzie:
f +fiffar* -£ —  •
f“ (1 + f a)

Jeśli ponadto wprowadzimy oznaczenie

£ - 8 _fM fy

to wzór (2.25) przyjmie postać

¿ i m l, + ^ 1  •+• * E k/ U s , y
4'

(2,25.1)
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2.6. Gdy belka zajmuje położenie pionowe, a bijak poru3za 
się poziomo, czyli gdy zachodzi tzw. uderzenie poziome, cię
żar G^ ale wykonuje pracy na przemieszczeniu dynamicznym.
W tym przypadku w równaniu (2.23) należy odrzucić składnik 
L& , a we wzorach (2.24) i (2.25) jedynki stojące przed i pod
pierwiastkiem. Wówczas współczynnik dynamiczny

Tymi wzorami można posługiwać się w przybliżeniu również przy 
uderzeniu pionowym, o ile stosunek energii arE^/Ug jest licz
bą dostatecznie dużą wobeo Jedności. Np. gdy afE^/Ug > 103 ,
względna różnica wartośoi, jakie dają wzory (2.25) i (2.26) 
nie przekracza 2%»

2.7. Przeprowadźmy konfrontację wyników przedstawionej te
orii z wynikami pomiarów. Wykorzystamy w tym oelu wyniki ba- . 
dań przeprowadzonych w Instytucie Budowy Maszyn AN ZSRR w 
Moskwie [3]x \  Kulkę stalową o promieniu 1,51 om (G^O,1128kG)

2gG1l3
T T i 1 + łB)(f + « f f ) ^S t .

lub (2.26)

V G

H

Rys. 2

xy Niektóre wyniki tych pomiarów przytoczone są w pracy W.W. 
Bagrejewa (Trudy Mosk. Inst. Inż, Żel, - dor. Transp.
1959, wyp. 102), z której zaczerpnięto poniższe dane.
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spuszczano swobodnie z różnych wysokości H na środek belki 
stalowej, podpartej przegubowo na końcach (rys. 2). Rozpię
tość belki 1 * 20 om, przekrój poprzeczny prostokątny o wy
miarach b x h * 1,2.0 x 2,66 cm. Badania wykonywan.0 przy dwóch 
różnych położeniach belki, uzyskiwanych przez jej obrót wokół 
osi podłużnej o 90° (w pierwszej serii pomiarów: b * 2,66 cm, 
h * 1,20 cm; w drugiej: b * 1,20 om, h * 2,66 cm).
Wyniki pomiarów oraz obliozeń zestawione są w tablicy 1.

Tablica 1
Poło
żenie
belki

Wyso
kość 
H 
w om

Wartości potnie- Wartości obliczonerzone
^max 
w kG/om2 <“ p

wzór
(2.25)

Błąd 
w % wzor

(2.1 )
Błąd 
w $

I 25 1270 1485 1530 + 3,0 861 - 42,0

- i - 50 1950 2280 2164 - 5,1 1218 - 46,0

1 50 1430 3650 3300 - 9,6 2650 - 27,4
75 1820 4640 4160 -10,4 3240 - 30,0

~ W  1°° 2220 5660 4820 -14,8 3744 - 33,8

Należy zauważyć, że dekrement logarytmiczny A w początkowej 
fazie ruchu, następującej bezpośrednio po uderzeniu jest 
znacznie większy niż w późniejszej fazie drgań swobodnych 
stopniowo zanikających, kiedy to następuje względne ustalenie 
się wartości A . Wynika to z faktu, iż w rzeozywistości tłu
mienie wewnętrzne nie jest liniową funkcją prędkości odkształ
ceń, przynajmniej w zakresie dużych odkształceń. W literatu
rze podawane są zwykle wartości dekrementu ( A s  lyy) lub współ
czynnika dysypaoji V ( V ®  2 A),  wyznaczone właśnie w później
szej fazie drgań swobodnych lub też z pomiaru pola pętli hi- 
sterezy rezonansowej, powstającej przy ustalonych drganiach 
wymuszonych. Np. w książce [7J na str. 134 znajdujemy dla 
stali konstrukcyjnej V» 0,01 4 0,03, czemu odpowlada^y/S *
« 0,00125 4- 0,00375.

Wyznaczone w ten sposób wartości stałych tłumienia nie 
mogą byó zasadniczo wykorzystywane przy obliczeniach udaro
wych. N.K. Snitko [6] wyznaczył dekrement logarytmiczny z 
pierwszych dziesięciu amplitudalnych wyohyleń belki stalowej 
fceownika) po uderzeniu środkowym i otrzymał A « 0,06, 
y * 0,015. Są to, jak widaó, wartośoi wielokrotnie wyższe od 
cytowanych w [7]. W niniejszych obliczeniach przyjęto 7*0,015, 
czemu odpowiadają następujące wartości współczynników f if:

fM w 3,7} fg “ 2,6; ft - 45} fy - 1,12} <f - 0,38.
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Tym n i e m n ie j  n i e  n a le ż y  z b y t n i o  p r z e c e n i a <5 z n a c z e n ia  w a r
t o ś c i  s t a ł e j  y .  O b l i c z e n i a  w y k a z u ją  b o w ie m , ź e  naw et d o ś ć  
d u ż a  z m ia n y  j e j  w a r t o ś o i  w m ałym  t y l k o  s t o p n i u  o d b i j a j ą  s i ę  
na w s p ó łc z y n n i k u  d y n a m ic z n y m , p r z y  czym  im m n ie js z e  p r z y j m i e 
my <u , tym  w i ę k s z ą  o trzym am y w a r t o ś ć  <«■ .

W p i ą t e j  k o lu m n ie  t a b l i c y  1 p o d a n e  s ą  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n 
n i k a  d y n a m ic z n e g o ,  o b l i c z o n e  w zorem  ( 2 , 2 5 ) .  Z g o d n o ś ć  z  w y n i
k a m i p o m ia ró w  j e s t  na o g ó ł  z a d o w a la ją c a  ; n a jw ię k s z y  b łą d  n i e  
p r z e k r a c z a  1 5 #  1 j e s t  tym  m n i e j s z y ,  im m n ie js z a  e n e r g i a  u d e 
r z e n i a ,

W p r z e d o s t a t n i e j  k o lu m n ie  t a b l i c y  1 p r z y t o c z o n o  d la  po
r ó w n a n ia  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n n i k a  d y n a m ic z n e g o  o b l i c z o n e  k l a 
s y c z n y m  w zorem  H . C o x a  ( 2 , 1 ) ,  T u t a j  r o z b i e ż n o ś ć  z  w y n ik a m i  
p o m ia ró w  j e s t  r a ż ą c a ,  co  j e s t  p o t w ie r d z e n ie m  z n a n e g o  od daw
na f a k t u ,  i ż  t e o r i a  C o x a  j e s t  z a s a d n ic z o  n i e p r z y d a t n a  do ob
l i c z a n i a  n a p r ę ż e ń  u d a ro w y c h 1 *.

2 . 8 .  O b s e r w a c je  p r z e b i e g u  u d e r z e n ia  w y k a z a ły ,  że m ak sy m a l
ne n a p r ę ż e n ia  d y n a m ic z n e  w y s t ę p o w a ły  w o k r e s i e  d rg a ń  sw o bod
n y c h  b e l k i ,  p r z y  czy m  d l a  p e w n ych  w y s o k o ś c i  s p a d k u  b ij a f c a  wy
s t ę p o w a ły  s z y b k o  po s o b ie  n a s t ę p u ją c e  u d e r z e n i a  w t ó r n e .  W y n ik i  
p o m ia ró w  z e s t a w io n e  w t a b l i c y  1 d o t y c z ą  w y ł ą c z n ie  t y c h  p r z y 
p a d k ó w , w k t ó r y c h ,  m ak sym a ln e  n a p r ę ż e n ia  w y s t ą p i ł y  po u d e r z e 
n i u  je d n o ra z o w y m .

E f e k t  u d e r z e ń  w t ó r n y c h  k o m p lik u je  n i e c o  p r z e b i e g  z ja w is k a  
i  wymaga o d rę b n e g o  r o z p a t r z e n i a  na g r u n c i e  t e o r i i  e n e r g e 
t y c z n e j  , c o  p o z w o li ł o b y  w y p r o w a d z ić  w z o ry  ła t w o  s t o s o w a ln e  w 
p r a k t y c e  i n ż y n i e r s k i e j .

W zo ry  ( 2 . 2 5  i  2 6 )  s p e ł n i a j ą  t e n  p o s t u l a t , j a k  r ó w n ie ż  po
s t u l a t  d o k ł a d n o ś c i ,  a c z k o lw ie k  mogą o k a z a ó  s i ę  m n ie j d o k ła d n e  
w p r z y p a d k u  w y s t ą p i e n i a  u d e r z e ń  w t ó r n y c h .  P r z e d s t a w io n a  t e o 
r i a  wymaga t a k ż e  j e s z o z e  k o n f r o n t a o j i  z  d o ś w i a d c z e n ia m i ,  w y -  
k o n a n y m i d l a  in n y c h  m a t e r ia łó w  o r a z  p r z y  in n y c h  s t o s u n k a c h  
e n e r g i i  * E . / U _ ;  w o m a w ia n y c h  p o w y ż e j d o ś w i a d c z e n ia c h  s t o -K 3 ry
s u n e k  t e n  b y ł  w i e l k o ś c i ą  r z ę d u  10 .

3 .  UDERZEN IE PODŁUŻNE W SWOBODNY PRJjT PROSTY

3 . 1 .  Z a g a d n ie n ie  p o d łu ż n e g o  z d e r z e n ia  p rę tó w  r o z w i ą z a ł  de 
S a i n t  V e n a n t (1 8 8 9  r .  )  p r z y  z a ł o ż e n i u ,  że p o w ie r z c h n ie  c z o ł o 
we p rę t ó w  s ą  p ł a s k i e .  F a lo w a  t e o r i a  de S a i n t  V e n a n t s  o k a z a ła  
s i ę  je d n a k  c a ł k o w i c i e  n ie z g o d n a  z  w y n ik a m i d o ś w ia d c z e ń .  P r z y 
c z y n ą  t e g o  b y ło  z a n i e d b a n ie  e f e k t u  o d k s z t a ł c e ń  m ie js c o w y c h ,  
k t ó r e  w omawianym p r z y p a d k u  o d g r y w a ją  i s t o t n ą  r o l ę .  Na f a k t  
t e n  z w r ó c i ł  uw agę J . E .  S e a r s  (1 9 0 8  r , [ 5 ] ) ,  k t ó r y  r o z w i ą z a ł

'  N a t o m ia s t  w z ó r ( 2 . 1 )  d a je  z a d o w a la ją c ą  d o k ła d n o ś ć  p r z y  wy 
z n a c z a n iu  p r z e m i e s z c z e ń .
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zagadnienie zderzenia prętów z zaokrąglonymi półkuliście koń
cami, przy uwzględnieniu odkształceń miejscowych wg statycz
nej formuły H, Hertza

We wzorze tym P oznacza siłę uderzenia, cc - odkształcenie 
miejscowe (które jest równe zbliżeniu dwóch przekrojów wydzie
lonych w obu prętach w dostatecznej odległości od końców ude
rzających), Og - współczynnik podatności miejscowej, zależny
od geometrii powierzchni w miejscu zderzenia oraz od stałych 
sprężystości. Teoria J.E. Searsa, jakkolwiek całkowicie zgod
na z doświadczeniem nie zaspokoiła jednakże potrzeb praktyki 
inżynierskiej z uwagi na swą skomplikowaną budowę. Należy 
stwierdzić, że komplikacja falowej teorii J.E. Searsa wynika 
przede wszystkim z nieliniowego charakteru zależności (3.1).

Uproszczenia teorii, zaproponowane przez kilku autorów 
f[1]ft10j) polegają przeto na linearyzacji wspomnianej zależ
ności, tzn. przyjmuje sie, że P * eC/d, Zastępczy współczynnik 
podatnośoi miejscowej o dobiera się tak, aby przy maksy
malnej wartości siły uderzenia (P - P ) energia sprężysta od
kształceń miejscowych była jednakowa zarówno dla zależności 
liniowej jak i nieliniowej. Z warunku tego wynika

Zlinearyzowana teoria falowa znalazła również pełne potwier
dzenie w wynikach doświadczeń [1 ], Poza tym prowadzi ona do 
mniej skomplikowanych rachunków niż teoria J.E. Searsa, acz
kolwiek stopień komplikacji silnie wzrasta w miarę zwiększa
nia ilości fal odbitych do chwili wystąpienia siły Pm.

Z tego punktu widzenia najbardziej zachęcająco przedsta
wia się metoda energetyczna, która prowadzi zwykle do wzo
rów o najprostszej budowie. Jednakże metoda energetyczna w 
klasycznym ujęciu prowadzi do wzorów mało dokładnych, zwłasz
cza gdy podatność miejscowa S  Jest mała w porównaniu z po
datnością ogólną 1/EF pręta. Poniżej wykażemy, że wykorzy
stując pewne wyniki teorii falowej można również za pomocą 
metody energetycznej uzyskać proste i dostatecznie dokładne 
wzory obliczeniowe.

3.2. Przypuśćmy, że ciało sztywne (bijak) o masie G^/g, 
poruszające się z prędkością uderza osiowo w swobodny,
prosty pręt o stałym przekroju F, długości 1 i masie Gg/g 
(rys. 3a). Maksymalną siłę osiową P^, jaka pojawia się w

(3.1 )

2 1
(3.2)
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pręole w wyniku uderzenia wyznaczymy z równania bilansu ener
getycznego przy założeniu, że uderzenie nie spowodowało od-

kształoeń plastycznych. Siła

- ¿ i
O)

l PB wystąpi w tzw. środkowej
chwili uderzenia, kiedy oba olała poruszają się z Jednakową 
prędkość ią

x=o 

K ‘l/2 | 

X r 1

b)
Rys. 3

EL
( G^+Gg 
-----2g---

F1 + 6 2

wzór ten wynika z zasady zachowania pędu. Zatem w rozpatrywa
nym przypadku z całkowitej ener
gii uderzenia

G1 Ą  

Ek - T T 1

tylko ozęśó zostaje zamieniona 
na energię potencjalną odkształ- 
oeń sprężystyoh, ponieważ w chwili środkowej ciała posiadają 
energię kinetyozną

V * ?
' W

Zatem przekształceniu w energię potencjalną ulega ozęśó

G0
4E. Ek " Ek G1+ff2

8 i ( 3 . 3 )

Przejdźmy z kolei do określenia energii potencjalnej od
kształceń sprężystych pręta w ohwill środkowej uderzenia. Na
leży tu wzląó pod uwagę energię odkształoeń zarówno miejsoo- 
wych Ux, Jak i ogólnyoh Uog. Składnik pierwszy wobec zało
żenia liniowej zależności P(tf), określony jest wzorem



102 Ryszard Gryboś

Przechodząc do określenia energii odkształoeń ogólnych należy 
założyó pewien rozkład siły osiowej Pix) w chwili, gdy o- 
siąga ona wartość maksymalną. Wyniki teorii falowej wskazują, 
że na rozkład ten istotny wpływ wywiera miejscowa podatność 
pręta, lub śoiślej mówiąc - stosunek podatności miejscowej do 
ogólnej

Zagadnienie to ilustrują wykresy na rys. 3b, uzyskane za pomo
cą zlinearyzowanej teorii falowej [1] . Dla t * 0 rozkład sił 
osiowych jest równomierny, zgodnie z teorią de Saint Yenanta. 
Przy większych wartościach £ kształt wykresu zbliża się do 
trójkąta, tza. siła maleje prawie liniowo od wartości maksy
malnej na końcu uderzonym do zera na końcu przeciwległym.

W związku z powyższym przyjmiemy, że

1 / 2

Energia sprężysta odkształceń ogólnych

o o

3.3. Równanie bilansu energetycznego

po uwzględnieniu wzorów (3.3, 4, 5) przyjmuje następującą 
postać
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gdzie

f (£,) = £ + ® * ^2^1*

Współczynnik f£) uwzględnia wpływ podatności miejscowej 
na maksymalną siłę w pręcie uderzonym; dla 2 * O , (O) «* 1 
i wzór (3.6 ) daje wartość Pm identyczną z wynikiem teorii
de Saint Venanta (tzn. dla płaskioh powierzchni zetknięcia).

Wzćr (3.6) można łatwo wyspecjalizować dla przypadku, gdy 
pręt poruszający się z prędkością uderza w nieruchomą
przegrodę. W tym celu należy położyć -•-<», a zatem m -*> O
oraz si S1 - G2 , wtedy otrzymujemy

Gdy ponadto przyjmiemy t * O oraz uwzględnimy, że G2 » ̂ Fl,
zaś (Eg/y * a jest prędkością rozchodzenia się zaburzeń 
sprężystyoh ( ciężar właściwy materiału pręta), to otrzy
mamy

Wzćr ten określa siłę, jaką należy przyłożyć do swobodnego 
końca pręta, aby wywołać przemieszczenie tego końca z pręd
kością .

3.4. Dla oceny dokładności zmodyfikowanej metody energe
tycznej będziemy posługiwać się stosunkiem sił

Na rys. 4 przedstawione są krzywe zależności ?„/?* 
stosunku "as m * G2//'G1 aP°rz4dzoDe dla kilku wartości
£ * ÓEF/1. Linie oiągłe obrazują wyniki teorii falowej, li
nie przerywane wykreślone są wg wzoru (̂ 3.8). Przebieg krzy
wych jest na ogćł zgodny, największa odchyłka (dla G^/G2 ^1) 
nie przekracza 8$. Ponieważ zaś zlinearyzowana teoria falowa

(3.7)

1



104 Ryszard Gryboś

została vi pełni zweryfikowana licznymi pomiarami, przeto do
kładność wzorów przybliżonych (3.6) i (3.7) można uznać za 
zadowalającą.
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K OHEPrETJWECKOM TEOPMM yflAPA

P e 3 k> m e

IlpHHHMaH bo BHHMaHHe HeBHCoKym TouHOCTb 3 HepreTHHeCKOft TeopHH 
yj;apa npH onpejexeH H H  MaKCHMaxbHtix xHHaMHHecKHX HanpaxeHHii 
npejJiosceHO HeKOTopym e e  moEH$HKauHro.  OHa 3aKJUouaeTCH b tom , 
y to jjih onpeseJieHKH oneprHH sx a c T H y e  ckhx je$opMaiiHiS npHHH- 
MaeTCH HeKOTopoe p acn p e x ex eH H e obobmeHHtix BHyTpeHHax c h x , a 
He $opMy 3xeMeHTa xe$opMnpoBaHHoro CHXofi y j ;ap a ,  KaK 3T0 j;e- 
j iaeT Cs b KjracHHeCKoM TeopHH. Iipn on pexexeH H  btoto p a c n p e f l e x e -  
hhh HĆnoJib3yeTCH pe3yxbTaTH b o x e e  TOHHbix Teopnii ( to e c T b  b ox-
HOBHX ) .

Tekhm o6pa30M paccMaTpHBaioTch xBa cxyyaa yxapa:
I. IlonepeyHbiH ueHTpaxbHufi y x a p  b n p h3 Mathhe ckyio CBObomHO 

onepTyio b a x x y ,
II. IlpojoxbHHii y j a p  b cbo6 oxhhM npHMoM cTepsceHb.

D.ox obobmeHHOft BHyTpeHHeft chxoM c x e x y e T  noHHMaTb H3rHbaioniHK 
mo Me ht ( b I c x y y a e )  hjih oceByio c n x y  ( bo II c x y y a e ) .

CpexxaraeMbiii MeTOj x e x a e T  b o 3 moxhlim npHHHMaTb bo BHHMaHHe 
BXHHHHe rapMOHKK b o x e e  BbicOKoro n o p a x ic a ,  nonepeyHbix c h x , a 
Taicsce xeMn$HpoBaHHH ( b I c x y y a e )  hxh bxhhhhh xoicaxbHoM n o ^ a -  
tjihbocth yjtapsiomHXCH Tex ( bo II c x y y a e ) .

C nOMOXBD MOXHfpHUHpOBaHHOM 3HepreTHHeCKO0 TeopHH BUBO^HTCH 
npocTHe $opMyxH jxa jHHaMHyecicoro KOscptpHUHeHTa, KOTop&ie npo- 
HBXHBOT yxOBXeTBOpHTeX bHyiD TOHHOCTb B CpaBHeHHH C 3 KCIie pH Me H —

'  ̂ - —  " 3yxbTaTaMH xHHeapH30BaHHofi boxho-
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A SUPPLEMENT TO THE ENERGETIC THEORY OF IMPACT

3 u Hi s a r j

On account of the little accuracy of the energetic impact 
theory in determining the maximum dynamic stresses, a certain 
modification of this theory has been suggested.

It depends on an assumption for the computation of elastic 
strains, taking into account a certain distribution of genera
lized internal forces instead of the shape of the element de- 
formed by the Impact force, as it has been done in a tradi
tional way.

At the determining of this distribution the results of more 
accurate theories, so oalled wave ones, have been useful. In 
this way two cases of impacts have been considered;

I. Lateral central, in the prismatic double-joint beam,
II. Longitudinal in the straight free rod.
As a generalized internal force, a bending moment ought to 

be understood (in case I) or the axial force (in case II),
A suggested new way makes it possible to taka into considera
tion the Influence of higher harmonic,shearing forces and damp
ing (In oase I), or the influence of the local flexibility 
of the colliding bodies (in case II).

By means of a modified energetic theory the simple formu
lae have been derived for the dynamic coefficient of the 
stress multiplication.

These formulae show a satisfactory accuracy when confron
ted with the experimental measurements (in oase I), or with 
the results of the linearized wave theory (in case II).

»

V


