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PRZYCZYNEK DO ENERGETYCZNEJ TEORI1 UDERZENIA

Streszczenie. Zaproponowano modyfikacje energetycz-
neJTeorTr~Tderzenia polegajgoa na tym, ze dla
obliczenia energii odksztatcen sprezystych zaktada
sie pewien rozkkad uogélnionyoh sit wewnetrznych
(a nie ksztatt elementu odksztatconego sida ude-
rzenia). W ten sposéb wyprowadzono wzory na
wspotczynnik dynamiozny zwielokrotnienia naprezen
w przypadku poprzecznego uderzenia Srodkowego w
belke dwuprzegubowg oraz w przypadku uderzenia po-
dduznego w pret prosty swobodny. Uwzgledniono
wpdyw wyzszych harmonicznych, sit poprzecznych o-
raz thumienia (w przypadku pierwszym) lub wpkyw
miejscowej podatnosci zderzajacych sie ciat (w
przypadku drugim).

1. WSTEP

Obliczanie przemieszczen 1 naprezen dynamicznych, wywodanych
uderzeniem w ciato sprezyste przy zastosowaniu energetycznej
teorii uderzenia polega na wykorzystaniu tzw. wspédczynnika
dynamicznego. Wielkos¢ te wyznacza sie za pomocag bilansu
energetycznego stosujac nastepujace rozumowanie.

Przypusémy, ze sztywny bijak uderza w ciato sprezyste po-
wodujac jego odksztatcenia (ogdélne i lokalne). Zwykle zakta-
da sie, ze sa one wydtgoznie liniowo-sprezyste, zas samo ude-
rzenie ma charakter plastyczny, wskutek czego bijak pozosta-
je w zetknieciu z olatem uderzonym co najmniej do chwili wy-
stgpienia maksymalnych odksztatcen i naprezen. W chwili tej
eenergia kinetyozna Ejc, Kktorag posiadaty ciata przed uderze-
niem zostaje zamieniona w energie potencjalng U odksztat-
cen dynamicznych.

Aby obliczy¢ energie U przyjmuje sie jakas postad ele-
mentu odksztatconego sidg uderzenia lub pewien rozktad prze-
mieszczen w ciele uderzonym w chwili najwiekszego odksztat-
cenia. Wyraziwszy w ten sposob energie U przez maksymal-
ne odksztatcenie dynamlozne y# (lub analogiczng site Pfi)

z rownania bilansu energetycznego znajdujemy odnosng wiel-
koS¢ dynamiozng. Ta wartos$¢ podzielona przez odpowiednig
wielkos¢ statyczng daje wspétczynnik dynamiczny. W licznych
podrecznikach, a w slad za tym i1 w praktyce inzynierskiej
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rozpowszechniona jest metoda obliczen przy obcigzeniach uda-
rowych oparta na wykorzystaniu wspodczynnik dynamicznego.
Konfrontacja wynikow takich obliozenn z wynikami pomiardéw
eksperymentalnych wskazuje [2, 4]» ze o ile dla przemieszczenh
uzyskuje sie na ogot zadowalajaca dokdadnos¢, zwhaszoza gdy
masa bijaka jest duzo wieksza od masy olata uderzonego, o tyle
przy obliczaniu naprezen otrzymuje sie z reguty biedy tak du-
ze, iz stawiajag one pod znakiem zapytania mozliwos¢ postugi-
wania sie tg metoda.

Jedna z przyczyn tego stanu rzeczy jest pomijanie w meto-
dzie energetycznej wptywu wyzszych harmonicznych, jakie zo-
staja wzbudzone przy uderzeniu. Tak np. rozpatrujac uderzenie
poprzeczne sSrodkowe w belke swobodnie podparta przyjmuje sie,
iz ulega ona odksztatceniu takiemu, jak podczas drgan swobod-
nych podstawowych (tzn, ze wygina sie w ksztalcie jednej pot-
fali) lub nawet w taki sposob, jak przy obcigzeniu statyoznym
sita przytozong w punkcie uderzenia. To zatozenie eliminuje
z rozwazah wyzsze harmoniczne. Tymczasem, jak wiadomo [9], w
rzeczywistosci przy uderzeniu poprzecznym wzbudzone zostaja
drgania ztozone o dyskretnym widmie czestosci, dzieki czemu
wzajemne stosunki pomiedzy przemieszczeniami punktow ciaka
ulegaja podczas ruchu ustawicznym zmianom. Poniewaz jednak
amplitudy wyzszych harmonicznych sg znacznie mniejsze od am-
plitudy drgan podstawowych, przeto doktadnos¢ metody energe-
tycznej w odniesieniu do przemieszczen dynamicznych jest na
og6t zadowalajgca.

Natomiast®™ momenty zginajace, towarzyszgce wyzszym harmo-
nicznym nie zmieniaja sie juz w tym samym stosunku wzgledem
harmoniki podstawowej oo ugiecia. Dlatego bi#ad wzgledny w o-
kresleniu naprezen dynamloznych, spowodowany pominieciem wyz-
szych harmonicznych jest duzo wiekszy niz w przypadku prze-
mieszczen.

Inne przyczyny bdedu metody energetycznej w omawianym
przypadku tkwig w pominieciu wpdywu sit poprzecznych oraz
thumienia.

Rozwazania Sciste teorii uderzenia wymagajg przeprowadze-
nia analizy ruchu ukd#adu ciggtego, a wiec rozwigzania odpo-
wiedniego réwnania falowego przy zadanych warunkach poczat-
kowych 1 brzegowych oraz przy znanej geometrii powierzchni
ciat w poblizu punktu uderzenia. Tak sformutowane zagadnie-
nie zostato rozwigzane dla dwéch technicznie waznych przy-
padkéw, mianowicie dla poprzecznego uderzenia w belke swo-
bodnie podpartg CS.P. Timoshenko, 1912 [8]) oraz dla koli—
nearnego zderzenia pretdow prostych z zaokraglonymi podkulis-
oie konoaml (J.E. Sears, 1908[5J). W obu przypadkaoh przy-
jeto, ze odksztalcenie miejscowe jest powigzane z sidg ude-
rzenia statyoznym wzorem H.R. Hertza.

Jednakze rozwigzania falowe uwzgledniajace nieliniowg za-
leznos¢ H.R. Hertza sa bardzo skomplikowane i aczkolwiek po-
siadajag fundamentalne znaczenie teoretyczne, to ioh przydat-
nos¢ praktyczna jest malta. W przeciwienstwie do tego wyniki
metody energetyoznej, odznaozajgce sie duzg prostotg ujecia
matematycznego rozpowszechnidy*, sie szeroko w praktyce inzy-
nierskiej mimo ich, wspomnianej juz poprzednio, matej do-
k+adnosci w odniesieniu do naprezen*
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W pracy niniejszej przedstawiono zmodyfikowany sposéb wy-
znaczania naprezen dynamicznych w oparoiu o metode energe-
tyczng. Istote proponowanego podejscia do zagadnienia polega
na nastepujacym stwierdzeniu. Jesli zaktadajgc pewng postac
elementu odksztatconego lub Scislej - pewien rozkdad od-
ksztatcen - otrzymujemy za pomocg metody energetycznej dobrg
dok#adnos¢ w odniesieniu do przemieszczen, to dla wyznaczenia
ta droga maksymalnych naprezen dynamicznych nalezy zatozy¢
odpowiedni rozk#ad uogélnionych sit wewnetrznych w chwili wy-
stgpienia ich maksymalnych wartosci w przekroju niebezpiecz-
nym. Przez uog6lniong site wewnetrzng nalezy rozumiec¢ side
osiowa przy uderzeniu podtuznym, zas moment zginajacy lub
skrecajacy odpowiednio przy uderzeniu poprzecznym lub skretnym®
Jesli w dodatku wspomniany rozktad sit wewnetrznych przyjmie-
my w zgodnosci Fflub przynajmniej w sposéb w przyblizeniu zgod-
ny) z wynikami, jakich dostarozajg metody doktadniejsze (tzn.
falowe), to stusznie mozna oczekiwa¢ znacznie wiekszej do-
kdadnosci w okresleniu naprezen, niz przy zatozeniu pola od-
ksztatcen. Takie podejscie w przypadku uderzenia poprzecznego
pozwala ponadto uwzgledni¢ wptyw sit poprzecznych oraz thu-
mienia wewnetrznego na wielkos¢ maksymalnych naprezen dyna-
micznych.

W ten sposOb rozwigzano zagadnienie uderzenia poprzecznego
w belke dwuprzegubowg oraz zagadnienie podtuznego uderzenia
masy w pret prosty swobodny. Otrzymane wzory obliczeniowe po-
siadaja prostote wktasciwg wzorom metody energetycznej, zas
konfrontacja z wynikami doswiadczen lub z wynikami teorii fa-
lowej Swiadczy o ich zadowalajacej doktadnosci.

W podobny sposdb mozna rozwigza¢ i inne wazne przypadki
uderzenia, zwktaszcza te, dla ktorych rozwigzania Sciste maja
posta¢ zbyt skomplikowang dla praktycznych zastosowan.

2. POPRZECZNE UDERZENIE SRODKOWE W BELKE DWUPRZEGUBOWA

2.1. Niechaj na belke o masie G~/g 1 stalej sztywnosci

na zginanie EI, spoczywajaca poziomo aa dwoéch podporach
przegubowych spada sztywny bijak o masie G”™/g, spuszczony

swobodnie z wysokosci H. Uderzenie nastepuj© w potowie rozpie-
tosci belki (tzw. uderzenie Srodkowe) i ma charakter plas-
tyczny (tzn. wspoétczynnik restytucji réowna sie zero) tak. ze
bijak pozostaje w kontakcie z belka co najmniej do chwili
osiggniecia maksymalnego wygiecia.

Celem rozwazan jest wyznaczenie maksymalnych naprezen
dynamicznych w belde. Pomijac¢ bedziemy przy tym odksztalcenia
miejscowe, a ponadto zatozymy, ze odksztatcenia ogélne belkKi
sa wydacznie sprezyste.

Tak sformutowane zagadnienie na gruncie teorii energetycz-
nej rozpatrywat jako pierwszy H. Cox (1849 re)= Otrzymat on
znany wzor na wspodczynnik uderzenia
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gdzie:

y * G«13/48 El, za$ wspédczynnik redukcji masy belki
3 1 fO0 - 17/35.

Przy wyprowadzaniu tego wzoru zaktada sie m.in., ze o$ bel-
ki w obwili maksymalnego wygieoia ma taki sam ksztatt, jak
przy drganiaoh z czestosoig podstawowg, 00 Jest rownoznaczne
z pominieoiem wyzszyob harmonicznych. Jest to Jedna z zasad-
niozych przyozyn niedoktadnosci, jakie daje wzor (2.1) przy
obliczaniu maksymalnych naprezen dynamioznych.

2.2. Chogo uwzglednic¢ wptyw wyzszyoh harmonicznych na war-
tos¢ tyoh naprezen wykorzystamy wyniki teorii drgan gietnyoh
swobodnych belki podpartej przegubowo na obu koncaoh. Jezeli
belke taka pobudzimy do drgan impulsem przytozonym posrodku,
to ruch Jej - przy pominieciu thumienia - opisany jest funk=-
cia [9]

<> 1-1
y(x,t) -C (G A sin sin . 2.2

-1 1

We wzorze tym C jest stalg zalezng m.in. od predkosci po-
czatkowej vQ przekroju uderzonego. Znak jr’ oznaoza sumo-

wanie poddug wskaznikow nieparzystych, tzn. dla i * 1»3,

5,... Itd.
Czestosc drgan i-tej harmonicznej jest wieksza od cze-
stosci podstawowej w stosunku 12, a wiec w tym samym

stosunku malejg wyrazy szeregu (2.2)} dlatego Jest to szereg
szybko zbiezny.

Jednakze przechodzac do momentu zginajgoego za posrednic-
twem wzoru Mg » - EI (®Ty/"9xi) otrzymuje sie szereg rozbiezny.

W szozegolnosoi np* dla chwili

t " Tl "2%N * *d”

to znaczy po uptywie cCwiartki okresu drgan podstawowych
(T m 2X/col) liczac od chwili poozatkowej uderzenia, moment

zginajacy w przekroju x okreslony Jesz wzorem

~ i-1
Mg(x,td) - cei (r/n2 2_j 3in *

Okazuje sie wieo, ze przy takim podejsciu do zagadnienia am—
plitudalna wartos¢ momentu odpowiadajgcego kazdej harmonicznej
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Jeat jednakowa. Wniosek ten jest m.in. rezultatem pominiecia
dysypaoji energii drgan, ktdéra w rzeczywistosci powoduje ich
thumienie i to tym intensywniejsze, im wyzszy jest rzad har-
monicznej. Wskutek tego zanim podstawowa harmoniczna osiggnie
po raz pierwszy swg amplitudalng wartos¢ (co nastapi w chwi-
1i t - t), wyzsze harmonlozne, ktdre osiggnety juz do tego

czasu wielokrotnie swe maksimum ulegng tez odpowiednio sil-
niejszemu przytdumieniu.

Chogc ujac¢ ten efekt w ramy ilosciowe przyjmiemy, ze thu-
mienie ma charakter liniowy, zgodnie z teorig zaproponowang
przez E.S. Sorokina [7]- W tym przypadku sin t we wzo-

rze (2.2) trzeba zastgpi¢ funkcjag "zanikajaca" e"Pifsin «t,
przy czym wspédczynnik thumienia i-tej harmonicznej

gdzie: A - dekrement logarytmiczny.

Czestos¢ drgan wkasnych tdumionych uw” « @2\ - pg\)ll2 przy
stabym tdumieniu roézni sie bardzo nieznacznie od 0 tak
ze bedziemy dalej przyjmowac

o ~ m +2 al.

A zatem w interesujacej nas chwili t = t~ bedzie

® & N2 R mj2
Pi fd 21T 1 "1 m71 *
gdzie; ®=A/A oraz
- Mt ) ~o-T1
1dsindt td =€ . (2.3)
2.3. Uwzgledniajac powyzsze rozwazanie przypuscémy, ze w
chwili t » td rozk#ad momentéw zginajacych w rozpatrywanej

belce mozna opisa¢ funkcjag

n i~1 2
M ) «ML A (-1 e“?l sin M1 - const. .49

-1



90 RyszardSrybos

Jest to oczywiscie przyjecie przyblizone w tym sensie, ze
funkcja (2.4), a Scislej mowigc - odpowiadajgca jej funkoja
ugie¢ dynamioznych y(x,t) - nie speknia scisle réwnania ru-
chu rozpatrywanego ukdadu. Obecnos¢ masy skupionej posrodku
belki sprawia bowiem m.in., ze czestosci whkasne takiego ukta-
du nie spedniajg rownosci Tym niemniej stalg nie-
wiadomg dobierzemy tak, aby spednione byto réwnanie bi-

lansu energetycznego.
Nie trudno zauwazy¢, ze M*e < je3t tg wartosoig momen-

tu zginajacego w przekroju Srodkowym belki, ktdérg osiaga on w
chwili pierwszego amplitudalnego wygiecia belki w ksztakcie

jednej potfali, a wigc tak, jak to ma miejsce przy drganiach
podstawowych. Analogiczny moment zginajacy, towarzyszacy
i-tej harmonicznej osiaga w tej samej chwili wartoscé

Mle” A2 < Mle~V =

Maksymalny dynamiczny moment zginajacy, przy uwzglednieniu
wpdywu wszystkioh harmonicznych wzbudzonych uderzeniem Srod-
kowym okreslimy przeto nastepujgacym wzorem

2
Md mM (1/2) - M1 2, 9*21"

i»l
lub krécej
Md * M1 (2.5)

gdzie:

M o(?2) - X ] e” 21 * (2#6)

Maksymalng wartos¢ energii sprezystej zginania belki wyzna-
czymy przy pomocy wzoru

1

ug * 2ET /7 * [V x)]
o}
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Podstawiajgo tu (2.4) oraz uwzgledniajgac ortogonalnosé funkcji

- 1
sin to znaczy

sin *f*sin J~dx - Q.7
otrzymujemy ostatecznie

”g « ife 1s Vv ~ i2-a)
gdzie:

tg@y) =~ e"2li2- .9

-1

Przy nierownomiernym rozktadzie momentu zginajacego wzdduz
rozpietosci belki wystepujg sity poprzeczne Q(x). Wobec du-
zych gradientow momentu wystepujacych po uderzeniu, sity te
osiggajg odpowiednio duze wartosci, a zwigzana z nimi ener-
fla sprezysta moze mied stosunkowo duzy udziat w ogolnym bi-
ansie energii, zwkaszcza w_przypadku belek o matej smuktosci
Wpiyw tego czynnlka pomijany zupednie w teorii Coxa, mo-
ze by6é uwzgledniony bez trudu w proponowanym tu ujeciu zagad—
nienia. Mianowicie przy zakozonym rozkkadzie momentu zginaja-
cego (2.4) dla sity poprzecznej otrzymujemy wzdr nastepujacy

Q(x) - «M1LFf ~ (-1) 2 ie“"A oo0s - (2.10)
i-1

Energia sprezysta sScinania

1 2
ut * / [ Q(x)] dx”
o

gdzie:

G - modut sprezystosci postaciowej; Kk - wspétczynnik
ksztattu pola F przekroju poprzecznego belki; np. dla pro-
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stotcata k * 1,2, dla przekrojow dwuteowych (walcowanych) k
zmienia sie w granicach od 3,3 (dla 1 10) do 1,8 (dla I 60),

Podstawiajgc (2,10) w (2.11), przy uwzglednieniu warunku
ortogonalnosci podobnego do (2.7) otrzymujemy

k M?
ut *r w Ffet(vd»

gdzie:

ft (7™ E i2 e"2712. (2.12)
1*1
Catkowita energia sprezysta ftzn. energia zginania i Scina-
nia) przy maksymalnym odksztatceniu dynamicznym belki wynosi

M21 kS21*+?
Ug + ut “nr fg@E)+ mr ~ Ffti?) *

* or [fg@DH+HIEI2L N2 - FE(v] -

Uwzgledniajac, ze E/G * 2(1 +V), V - »tamek Poissona,

zas
FI12/1 » A2,a - snuktos$é6 belki, piszemy ostatecznie
ug + ut - 2*13>
gdzie;
Qm (2.1%)
2.4,

Jesli bijak o masie G1/g uderza w belke z predkosciag
vl » \j2gHt to energia uderzenia

G-
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Wskutek uderzenia plastycznego czes$¢ tej energii zostaje
straoona, a belka v*raz z bijakiem rozpoczyna ruch, przy czym
poczatkowa energia kinetyczna uktadu

Efc w Vv {2-16'

Wspotczynnik @ redukcji masy belki dobiera sie tak, aby po-
czagtkowa energia kinetyczna belki by§a rbwna energii kinetycz-
nej odpowiedniej masy zastepczej <GZ/g, skupionej w punkcie

uderzenia. Ten warunek prowadzi do nastepujgcego wzoru (por.

[41)

w ktérym y(x) jest funkcjg ugiecia belki przy jej amplitu-
dalnym odksztatceniu, za$ o - odcietg przekroju uderzenia

iw naszym przypadku ¢ = 1/ ).

W zwigzku z tym zachodzi konieczno$¢ ustalenia postaci osi
odksztatoonej belki. W klasycznej teorii Coxa przyjecie pew-
nej funkcji y(x) jest punktem wyjScia dla dalszych dziatan.
W naszym ujeoiu posta¢ funkcji y(x) zdeterminowana jest
przyjeta a priori funkcjg rozktadu momentéw zginajgcych (2.4),

w9y <= £ J N der

Podstawiajgc tu wzér (2.4) otrzymujemy po dwukrotnym scat-
kowaniu z uwzglednieniem odpowiednich warunkéw brzegowych

. i—1
» M_;'E_y 1) 2 FeetM2 s i, (2.18)
icii f-i

Wynika stad, ze dynamiczna strzatka ugiecia
12
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gdzie:

Ve lZ1 17 e (2.20)

i»

Natomiast podstawienie wzoru (2.18.) w (2.17) daje poszukiwany
wspotczynnik redukcji mas

Fe*E) i?r«-2,i2- £.77 «-7T 2° (2-21

ktory, jak sie okazuje, zalezy réwniez od statej ttumienia.
Na rys. 1 przedstawione sg wykresy zalezno$oi wspétczynni-
kbw M, f , ft, f i pod statej ttumienia y, sporzadzone wg

wzoréw* (2 .f, 9, 12, 20, 21). Dla 0,01 « 1?«0,04 zalezno$oi te
mozna aproksymowad nastepujacymi wzorami:

(2.6.1) fM(y) - 1,623 + 0,02808/7,

(\.9.D * 1,147 + °*01987/7*
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(2.12.1) ft(?) -0,9491/p-16,55,
(2.21.1) 2(?) « 0,364 + 1,47.

Zaleznos$é wspotczynnika od 1 jest tak staba, ze mozna

go (w podanym powyzej przedziale wartosoip) traktowac¢ jako
staty i réwny 1,12. Zwracajag uwage duze wartos$ci wspoliczyn-
nika zwtaszcza przy matych wartos¢iaoh y, co wskazuje na

godny uwagi wpltyw sit poprzecznych na naprezenia dynamiczne.
2.5. Przejdzmy do okresSlenia niewiadomej statej Ml. Wy-

znaozyny ja z rownania bilansu energetycznego. Zalézmy, ze
cata energia kinetyczna (poczatkowa) uktadu, uzyskana

przy uderzeniu plastycznym, powiekszona o prace

-vd (2722)

ciezaru bijaka wykonang na przemieszczeniu dynamicznym y”*,
zostaje w przedziale czasu [o,td] zamieniona w energie od—

ksztatoen sprezystych belki (tzn. energie zginania i $oina-
nia). Na tej podstawie piszemy

Ug + Ut « + Lff. (2.23)

W réwnaniu tym pominieto prace sit tarcia,wykonana w czasie
od tanm do t « t~;  przy stabym ttumieniu jest tosktadnik

bardzo maty wobec pozostatych wyrazéw réwnania (2.23) i wra-

mach doktadnoéci, jakag daje metoda energetyczna mozna go po-

mingc.

Podstawienie wzoréw (2.13, 16, 22) w réwnanie (2.23) daje
M&1r 1 G. s M. 1

+Qtt(v]m sjgg Yi + GIE£ET7TTFfyi?)”’

skad znajdujemy

26l fy L (A V1
“lmp - + (L -rp- ag J”’ ,2-24*

4

a nastepnie dynamiczny moment zglnajgoy Md * fMml’ zsodnie
ze wzorem (2.5). Dzielgc te wielko$¢ przez wskaznik wytrzyma-
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+osoi belki na zginanie znajdziemy maksymalne naprezenia dy-
namiczne . Natomiast gdy Md podzielimy przez maksymalny mo-

ment zginajgacy przy statycznym oboigzenlu balki ciezarem bi-
jaka G.j, tzn. przez £ G.,1, otrzymamy wspoétczynnik dyna-

miczny zwielokrotnienia naprezenn maksymalnych

8 M Ffy 41, (1.ta U liif sJ\* (2.25)

t
" g;& s F,(1 +<wa)/

& s G2/GN.

Poniewaz G1lv™/2g « Ef, za$ G113A8 ElI - yg, a ponadto
Glyg/2 « Ug Jest energigsprezystg belki obcigzonej statycz-
nie ciezarem G”, przetowyrazenie podplerwiaatkcswe we wzorze

(2.25) (z pominieoiera jedynki) wyraza stosunek energii uderze-
nia do energii sprezystej belki przy obcigzeniu statycznym;

k4adgo 3 2.48 mozna to napisaC nastepujaco

S4 El JIfgnrQft
Gi”IM N Fy(I+ «jiP») n

gdzie:

f_ +Fiff
ar* -f - e
@ +fa)

Jesli ponadto wprowadzimy oznaczenie

£ -8 M fy

to wzor (2.25) przyjmie postac

4
ciml, +71 ee*Ek/Us ,y (2,25.1)
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2.6. Gdy belka zajmuje potozenie pionowe, a bijak poru3za
sie poziomo, czyli gdy zachodzi tzw. uderzenie poziome, cie-
zar G~ ale wykonuje pracy na przemieszczeniu dynamicznym.

W tym przypadku w rownaniu (2.23) nalezy odrzuci¢ skdadnik
L&, a we wzorach (2.24) i1 (2.25) jedynki stojace przed i pod

pierwiastkiem. Wéwczas wspotczynnik dynamiczny

2gG113
TT il +lB)(fS +<<f{) n lub (2.26)

Tymi wzorami mozna postugiwac¢ sie w przyblizeniu réwniez przy
uderzeniu pionowym, o ile stosunek energii arE™/Ug jest licz-

ba dostatecznie duzg wobeo Jednosci. Np. gdy afe”~/Ug> 103,

wzgledna roéznica wartosoi, jakie dajg wzory (2.25) i1 (2.26)
nie przekracza 2%»

2.7. Przeprowadzmy konfrontacje wynikéw przedstawionej te-
orii z wynikami pomiardow. Wykorzystamy w tym oelu wyniki ba- .
dan przeprowadzonych w Instytucie Budowy Maszyn AN ZSRR w

Moskwie [3]x\ Kulke stalowg o promieniu 1,51 om (G~0,1128KkG)

Rys. 2

xy Niektore wyniki tych pomiaréw przytoczone sg w pracy W.W.
Ba%rejewa (Trudy Mosk. Inst. Inz, Zel, - dor. Transp.
1959, wyp. 102), z ktérej zaczerpnieto ponizsze dane.
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spuszczano swobodnie z réznych wysokosci H na Srodek belki
stalowej, podpartej przegubowo na koncach (rys. 2). Rozpie-
tos¢ belki 1 * 20 om, przekrdj poprzeczny prostokatny o wy-
miarach b x h * 1,20 x 2,66 cm. Badania wykonywan.0 przy dwoéch
réznych podtozeniach belki, uzyskiwanych przez jej obrét wokoét
osi podtuznej o 90° (w pierwszej serii pomiaréw: b * 2,66 cm,
h * 1,20 cm; w drugiej: b * 1,20 om, h * 2,66 cm).

Wyniki pomiaréw oraz obliozen zestawione sg w tablicy 1.

Tablica 1
Poto- Wyso- Wartosci potnie- Wartosci obliczone
zenie kos¢é rzone B¥ad B¥ad
belki H Wz % $
W om Amax or w % wzor w
£p (2.25) .1)
w kG/om2
| 25 1270 1485 1530 + 3,0 861 - 42,0
_j_ 50 1950 2280 2164 - 5,1 1218 - 46,0
1 50 1430 3650 3300 - 9,6 2650 - 27,4
75 1820 4640 4160 -10,4 3240 - 30,0
— W 1°° 2220 5660 4820 -14,8 3744 - 33,8

Nalezy zauwazy¢, ze dekrement logarytmiczny A w poczatkowej
fazie ruchu, nastepujacej bezposrednio po uderzeniu jest
znacznie Wlekszy niz w pozniejszej fFTazie drgan swobodnych
stopniowo zanikajacych, kiedy to nastepuje wzgledne ustalenie
sie wartosci A . Wynika to z faktu, iz w rzeozywistosci thu-
mienie wewnetrzne nie jest liniowg funkcja predkosci odksztat-
cen, przynajmniej w zakresie duzych odksztatcenn. W literatu-
rze podawane sa zwykle wartosci dekrementu (As lyy) lub wspot-
czynnika dysypaoji V(v® 2A), wyznaczone wkasnie w pdzniej-
szej fazie drgan swobodnych lub tez z pomiaru pola petli hi-
sterezy rezonansowej, powstajgcej przy ustalonych drganiach
wymuszonych. Np. w ksigzce [7J na str. 134 znajdujemy dla
stali konstrukcyjnej V» 0,01 4 0,03, czemu odpowlada”y/S *
« 0,00125 4 0,00375.

Wyznaczone w ten sposob wartosci statych tdumienia nie
moga byd zasadniczo wykorzystywane przy obliczeniach udaro-
wych. N.K. Snitko [6] wyznaczy4 dekrement logarytmiczny z
pierwszych dziesieciu amplitudalnych wyohylern belki stalowej
fceownika) po uderzeniu Srodkowym i otrzymat A « 0,06,

y * 0,015. Sg to, jak widad, wartosoi wielokrotnie wyzsze od
cytowanych w [7].- W niniejszych obliczeniach przyjeto 7*0,015,
czemu odpowiadajg nastepujace wartosci wspodczynnikow £ if:

M w 3,7+ fg “ 2,6; ft - 45}y fy - 1,12} <- 0,38.
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Tym niemniej nie nalezy zbytnio przecenia$ znaczenia war-
tosci statej y. Obliczenia wykazujg bowiem, Ze nawet dos$¢
duza zmiany jej wartosoi w malym tylko stopniu odbijajag sie
na wspotczynniku dynamicznym, przy czym im mniejsze przyjmie-
my <u , tym wiekszg otrzymamy wartos$¢ <a.

W pigtej kolumnie tablicy 1 podane sg wartos$ci wspotczyn-
nika dynamicznego, obliczone wzorem (2,25). Zgodno$¢ z wyni-
kami pomiaréw jest na ogo6t zadowalajgca; najwiekszy bitgd nie
przekracza 15# jest tym mniejszy, im mniejsza energia ude-
rzenia,

W przedostatniej kolumnie tablicy 1 przytoczono dla po-
rownania wartos$ci wspotczynnika dynamicznego obliczone kla-
sycznym wzorem H. Coxa (2,1), Tutaj rozbiezno$¢é z wynikami
pomiarébw jest razaca, co jest potwierdzeniem znanego od daw-
na faktu, iz teoria Coxa jest zasadniczo nieprzydatna do ob-
liczania naprezen udarowychl *.

2.8. Obserwacje przebiegu uderzenia wykazaty, ze maksymal-
ne naprezenia dynamiczne wystepowaly w okresie drgan swobod-
nych belki, przy czym dla pewnych wysoko$ci spadku bijafca wy-
stepowaty szybko po sobie nastipujqce uderzenia wtdérne. Wyniki
pomiar6w zestawione w tablicy dotyczg wytagcznie tych przy-
padkéw, w ktorych, maksymalne naprezenia wystagpity po uderze-
niu jednorazowym.

Efekt uderzen wtérnych komplikuje nieco przebieg zjawiska
i wymaga odrebnego rozpatrzenia na gruncie teorii energe-
tycznej, co pozwolitoby wyprowadzi¢ wzory tatwo stosowalne w
praktyce inzynierskiej.

Wzory (2.25 i 26) spetniajg ten postulat, jak rowniez po-
stulat doktadnos$ci, aczkolwiek moga okazaé sie mniej doktadne
w przypadku wystgpienia uderzen wtornych. Przedstawiona teo-
ria wymaga takze jeszoze konfrontaoji z doswiadczeniami, wy-
konanymidla innych materiatdbw oraz przy innych stosunkach
energii *E.K/U3; w omawianych pow/yzej doswiadczeniach sto-

sunek ten byt wielkos$cig rzedu 10 .

3. UDERZENIE PODLUZNE W SWOBODNY PRJjT PROSTY

3.1. Zagadnienie podiuznego zderzenia pretow rozwigzat de
Saint Venant (1889 r. ) przy zatozeniu, ze powierzchnie czoto-
we pretéw sg ptaskie. Falowa teoria de Saint Venants okazata
sie jednak catkowicie niezgodna z wynikami doSwiadczen. Przy-
czyna tego byto zaniedbanie efektu odksztatcen miejscowych,
ktére w omawianym przypadku odgrywajg istotng role. Na fakt
ten zwro6cit uwage J.E. Sears (1908 r,[5]), ktory rozwigzat

Natomiast wzér (2.1) daje zadowalajacg doktadnos$¢ przy wy
znaczaniu przemieszczen.
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zagadnienie zderzenia pretow z zaokraglonymi potkuliscie kon-
cami, przy uwzglednieniu odksztatcen miejscowych wg statycz-
nej formuty H, Hertza

G-1)

We wzorze tym P oznacza site uderzenia, o« - odksztakcenie
miejscowe (ktore jest rowne zblizeniu dwéch przekrojow wydzie-
lonych w obu pretach w dostatecznej odlegtosci od koricéw ude-
rzajacych), 0Og - wspodczynnik podatnosci miejscowej, zalezny

od geometrii powierzchni w miejscu zderzenia oraz od statych
sprezystosci. Teoria J.E. Searsa, jakkolwiek catkowicie zgod-
na z doswiadczeniem nie zaspokoita jednakze potrzeb praktyki
inzynierskiej z uwagi na swa skomplikowang budowe. Nalezy
stwierdzié¢, ze komplikacja falowej teorii J.E. Searsa wynika
przede wszystkim z nieliniowego charakteru zaleznosci (3.1).
Uproszczenia teorii, zaproponowane przez kilku autoréw
f[1]ft10j) polegaja przeto na linearyzacji wspomnianej zalez-
nosci, tzn. przyjmuje sie, ze P * eC/d, Zastepczy wspéiczynnik
podatn030| miejscowej o dobiera sie tak, aby przy maksy-
malnej wartosci sidy uderzenia (P - P ) energia sprezysta od-

ksztatcen miejscowych byta jednakowa zardéwno dla zaleznosci

liniowej jak 1 nieliniowej. Z warunku tego wynika

2 1
G.2)

Zlinearyzowana teoria falowa znalazta réwniez pedne potwier-
dzenie w wynikach doswiadczen [1], Poza tym prowadzi ona do
mniej skomplikowanych rachunkéw niz teoria J.E. Searsa, acz-
kolwiek stopien komplikacji silnie wzrasta w miare zwieksza-
nia ilosci fal odbitych do chwili wystgpienia sity Pm.

Z tego punktu widzenia najbardziej zachecajgco przedsta-
wia sie metoda ener%etyczna ktéra prowadzi zwykle do wzo-
row o najprostszej budowie. Jednakze metoda energetyczna w
klasycznym ujeciu prowadzi do wzorow mato doktadnych, zwhkasz-
cza gdy podatnosC¢ miejscowa S Jest maka w poréwnaniu z po-
datnoscig ogolng 1/EF _preta. Ponizej wykazemy, ze wykorzy-
stujac pewne wyniki teorii falowej mozna réwniez za pomoca
metody energetycznej uzyska¢ proste i dostatecznie doktadne
wzory obliczeniowe.

3.2. Przypusémy, ze ciato sztywne (bijak) o masie G"/g,
poruszajgce sie z predkoscig uderza osiowo w swobodny,
prosty pret o stakym przekroju F, ddugosci 1 i masie Gg/g
(rys. 3a). Maksymalnag site osiowg P~, jaka pojawia sie w
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preole w wyniku uderzenia wyznaczymy z rdéwnania bilansu ener-
getycznego przy zatozeniu, ze uderzenie nie spowodowato od-
ksztatoen plastycznych. Sita

I PB wystgpi w tzw. Srodkowej
., - chwili uderzenia, Kkiedy oba
- C: | olata poruszajg sie z Jednakowg
predkosc¢ ig
©)
X=0 Ao+ 62
K“1| wzor ten wynika z zasady zacho-
wania pedu. Zatem w rozpatrywa-
nym przypadku z catkowitej ener-
gii uderzenia
Xrl
Gl A
Ek -TT1
b) tylko 0zes6 zostaje zamieniona
Rys. 3 na energie potencjalng odksztat-

oen sprezystyoh, poniewaz w
chwili srodkowej ciata posiadaja
energie kinetyozng

vV *?
————— 2g-—- W

Zatem przeksztatceniu w energie potencjalng ulega o0zesoé

60 8i (3.3)
A ) .
Ek ™ Ek G1+f2

Przejdzmy z kolei do okreslenia energii potencjalnej od-
ksztatcen sprezystych preta w ohwill Srodkowej uderzenia. Na-
lezy tu wzladé pod uwage energie odksztatoen zaréwno miejsoo-
wych Ux, Jak i ogélnyoh Uog. Sk#adnik pierwszy wobec zato-

zenia liniowej zaleznosci P(tF), okreslony jest wzorem
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Przechodzac do okreslenia energii odksztatoen ogolnych nalezy
zatozyd pewien rozktad sity osiowej Pix) w chwili, gdy o-
sigga ona wartos¢ maksymalng. Wyniki teorii falowej wskazuja,
ze na rozktad ten istotny wptyw wywiera miejscowa podatnosc
pr@}a,_lub Soislej mowiac - stosunek podatnosci miejscowej do
ogolnej

Zagadnienie to ilustruja wykresy na rys. 3b, uzyskane za pomo-
ca zlinearyzowanej teorii falowej [1].Dlat* 0 rozktad sit
osiowych jest réownomierny, zgodnie z teorig de Saint Yenanta.
Przy wiekszych wartosciach £  ksztalt wykresu zbliza sie do
tréojkata, tza. sita maleje prawie liniowo od wartosci maksy-
malnej na koncu uderzonym do zera na koncu przeciwlegtym.

W zwigzku z powyzszym przyjmiemy, ze

1/2

Energia sprezysta odksztatcen ogélnych

3.3. Rownanie bilansu energetycznego

po uwzglednieniu wzordw (3.3, 4, 5) przyjmuje nastepujaca
postac
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gdzie
fE) =£+ ® * "2n1*

Wspétczynnik f£) uwzglednia wpltyw podatnosci miejscowej
na maksymalng side w precie uderzonym; dla 2 * O, O &1
i wzor (3.6) daje wartos¢ Pm identyczng z wynikiem teorii

de Saint Venanta (tzn. dla ptaskioh powierzchni zetkniecia).
Wz¢ér (3.6) mozna #*atwo wyspecjalizowa¢ dla przypadku, gdy
pret poruszajacy sie z predkoscig uderza w nieruchomg

przegrode. W tym celu nalezy potozyc¢ —=—<», a zatem m-"*> 0
oraz d9 S1 - G2, wtedy otrzymujemy

@.7D

Gdy ponadto przyjmiemy t * O oraz uwzglednimy, ze G2 » ~FI,

zas (Eg/y * a jest predkoscig rozchodzenia sie zaburzen
sprezystyoh ( ciezar wkasciwy materiatu preta), to otrzy-
mamy

Wzér ten okresla site, jaka nalezy przytozy¢ do swobodnego
konca preta, aby wywotaC przemieszczenie tego konca z pred-
koscig

3.4. Dla oceny doktadnosci zmodyfikowanej metody energe-
tycznej bedziemy postugiwac¢ sie stosunkiem sit

Na rys. 4 przedstawione sa krzywe zaleznosci ?,/7*
stosunku "as m * G2#51 aP°rz4dzoDe dla kilku wartosci

£ *0EF/1. Linie oiagte obrazuja wyniki teorii falowej, li-
nie przerywane wykreslone sg wg wzoru (*3.8). Przebieg krzy-

wych jest na og¢t zgodny, najwieksza odchytka (dla GN/G2 /1)
nie przekracza 8%. Poniewaz zas zlinearyzowana teoria falowa
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zostata u pedni zweryfikowana licznymi pomiarami, przeto do-
k#adnos¢ wzoréw przyblizonych (3.6) i1 (3.7) mozna uzna¢ za
zadowalajaca.
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K OHEPrETJWECKOM TEOPMM yFIAPA
Pe 3knme

llpHHHMaH bo BHHMaHHe HeBHCoKym TouHOCTb 3HepreTHHeCKOft TeopHH
yj;apa npH onpejexeHHH MaKCHMaxbHtix xHHaMHHecKHX HanpaxeHHii
npejJiosceHO HeKOTopym ee moEH$HKauHro. OHa 3aKJUouaeTCH b tom,

y to jjih onpeseJieHKH oneprHH sxacTHye ckhx je$opMaiiHiS npHHH-
MaeTCH HeKOTopoe pacnpexexeHHe obobmeHHtix BHyTpeHHax chx, a
He $opMy 3xeMeHTa xe$opMnpoBaHHoro CHXofi yj;apa, KakK 3T0 j;e-
jiaeTCs b KjracHHeCKoM TeopHH. lipn onpexexeHH btoto pacnpeflexe-
hhh HCnoJib3yeTCH pe3yxbTaTH boxee TOHHbix Teopnii (to ecTb box-
HOBHX ) .

Tekhm 06pa30M paccMaTpHBaioTch XBa cxyyaa yxapa:

1. llonepeyHbiH ueHTpaxbHufi yxap b nph3Mathhe ckyio CBObomHO
onepTyio baxxy,

I1. llpojoxbHHii yjap b cbo6oxhhM npHMoM cTepsceHb.

D.ox obobmeHHOft BHyTpeHHeft chxoM cxexyeT noHHMaTb H3rHbaioniHK
moMeht (b | cxyyae) hjih oceByio cnxy (bo Il cxyyae).

CpexxaraeMbiii MeTOj xexaeT bo3moxhlim npHHHMaTb bo BHHMaHHe
BXHHHHe rapMOHKK boxee BbicOKoro nopaxica, nonepeyHbix chx, a
Taicsce xeMn$HpoBaHHH (b I cxyyae) hxh bxhhhhh xoicaxbHoM no”a-
tjihbocth yjtapsiomHXCH Tex (bo Il cxyyae).

C nOMOXBD MOXHfpHUHpOBaHHOM 3HepreTHHeCKOO TeopHH BUBO”™HTCH
npocTHe $opMyxH jxa jJHHaMHyecicoro KOscptpHUHeHTa, KOTop&ie npo-
HBXHBOT nyBXeTBOpHTeX bHyiD TOHHOCTb B CpaBHeHHH C 3KCliepHMeH-

" 3yxbTaTaMH xHHeapH30BaHHofi boxho-
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A SUPPLEMENT TO THE ENERGETIC THEORY OF IMPACT
3 uHsar,]j

On account of the little accuracy of the energetic impact
theory in determining the maximum dynamic stresses, a certain
modification of this theory has been suggested.

It depends on an assumption for the computation of elastic
strains, taking into account a certain distribution of genera-
lized internal forces instead of the shape of the element de-
formed by the Impact force, as it has been done in a tradi-
tional way.

At the determining of this distribution the results of more
accurate theories, so oalled wave ones, have been useful. In
this way two cases of impacts have been considered;

I. Lateral central, in the prismatic double-joint beam,
I1. Longitudinal in the straight free rod.

As a generalized internal force, a bending moment ought to
be understood (in case 1) or the axial force (in case 11),

A suggested new way makes it possible to taka into considera-
tion the Influence of higher harmonic,shearing forces and damp-
ing (In oase 1), or the influence of the local flexibility

of the colliding bodies (in case Il).

By means of a modified energetic theory the simple formu-
lae have been derived for the dynamic coefficient of the
stress multiplication.

These formulae show a satisfactory accuracy when confron-
ted with the experimental measurements (in oase 1), or with
the results of the linearized wave theory (in case I1).

>»



