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Wykaz wazniejszych oznaczen™

bezwymiarowy wspotczynnik sztywnosci,

bezwymiarowy modut sity wymuszajacej,

orbita mapy Poincarego,

asymetria podpor tozyskowych w kierunku x w stosunku do osi wirnika silnika

o< n W

obrotowego z luzem,
maty parametr,
bezwymiarowa czesto$¢ (wymuszenia),
bezwymiarowa wspétczynnik ttumienia wiskotycznego,
i-ty wyktadnik Lapunowa,
ruchowy wspotczynnik tarcia suchego,
spoczynkowy wspétczynnik tarcia suchego,
bezwymiarowy modut sity tarcia suchego,
mimos$réd masy wirnika,
ptaszczyzna Poincarego,
bezwymiarowy czas,
% k-ta funkcja przetaczajaca,
i zbidr funkcji nieciggtoscei,

wspoétczynnik tarcia wiéra o powierzchnie natarcia,

HNUmgzx—:m

Vv kat przesuniecia fazowego,

00 czesto$¢ drgan wiasnych niettumionych,
® czestotliwo$¢ wymuszenia,

afty  wolnozmienna amplituda drgan,

c wspotczynnik sztywnosci,

C amplituda drgan,

D() funkcja nieciaggtosci z tarciem Coulomba,
DE  wymiar fraktalny,

Dc wymiar korelacyjny,

e luz konstrukcyjny (réwn.6.2),

e(ty  bfad rozwiazania,

Eo energia kinetyczna uktadu drgajacego,

f czestotliwose,
fc bezwymiarowa sita tarcia Coulomba,
fes bezwymiarowa, statyczna sita tarcia Coulomba,

fed bezwymiarowa, dynamiczna sita tarcia Coulomba,

'‘Oznaczenia te nie dotyczg podrozdziatu 3.3, w ktérym przyjeto odrebna nomenklature.
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fo modut sity wymuszajacej,

fx sktadowa wzdtuzna sity skrawania,

fy sktadowa poprzeczna sity skrawania,

g luz konstrukcyjny w silniku obrotowym,
h gtebokos¢ skrawania,

H() funkcja nieciggtosci Heaviside’a,

J() funkcjonat,

k wspodtczynnik thumienia wiskotycznego,
m masa,

M() funkcja Melnikowa,

nPM liczba punktéw na mapie Poincarego,

N sita normalna,

O-PS ukfad obrabiarka-proces skrawania,
p petny wektor parametréw,

p' zredukowany wektor parametrow,

PA mapa Poincarego dla ukfadu autonomicznego,
Pn mapa Poincarego dla ukfadu nieautonomicznego,
P(f) widmo mocy,

r promieniowe przemieszczenie wirnika w stosunku do podpdr tozyskowych
(rownanie 7.1),
R wspodtczynnik plastycznej deformacji widra,

RPC réwnolegta para Coulomba,

R Jt) funkcja autokorelacji,

SPC szeregowa para Coulomba,

t czas,

T okres drgan,

u(t)  wymuszenie kinematyczne,

U(x) energia potencjalna uktadu drgajgcego,

v0 predkos¢ przesuwu tasmy badz predkos$¢ posuwu,
vr predkos¢ wzgledna tracych powierzchni,
X przemieszczenie w kierunku x,

d/dr,

tfldT2

d/dt,

d2dt2



1. WSTEP

11. Wprowadzenie

W prawie kazdym ukfadzie fizycznym, a w szczegdlnosci mechanicznym wystepujg
liczne nieliniowosci. Nieliniowosci te majg réznorodny charakter oraz wplyw na
odpowiedzi dynamiczne ukladu, w ktérym sie znajdujg. Do typowych przyktadow
nieliniowosci w uktadach mechanicznych nalezg nieliniowosci elementéw sprezystych (np.
sprezyny twarde lub miekkie) oraz ttumigcych (np. tarcie suche, mieszane bgdz histereza).

Jakkolwiek nie sposéb podwazy¢ role modeli liniowych w podstawowej analizie, to
jednak dla precyzyjnego opisu wielu zagadnien technicznych ich przydatnos¢ jest
ograniczona. Aby dokiadniej odzwierciedli¢ dynamike maszyn, celowe jest, a wrecz
konieczne uwzglednianie modeli nieliniowych [53]. Przyktadowo analiza drgan o duzych
amplitudach w przypadku traktowania uktadéw jako nieliniowych, moze prowadzi¢ do
zupetnie nowych zjawisk, nie mozliwych do osiggniecia w zadnym systemie liniowym.
Nasuwa si¢ tutaj przypadek wystepowania pod lub nadharmonicznych odpowiedzi, cykli
granicznych czy tez ruchu chaotycznego nawet dla bardzo prostych uktadéw nawet
0 jednym stopniu swobody.

Analiza whasciwosci dynamicznych dowolnego uktadu (mechanicznego, elektrycznego
czy tez uktadu sterowania) jest powaznie utrudniona, jezeli wystepujg w nim nieliniowosci,
a w szczegdlnosci nieliniowosci w postaci funkcji niecigglych (zwanych dalej
nieciggtosciami). Nieciggtosci te w przypadku uktadow mechanicznych moga przybieraé¢
posta¢ charakterystyki sztywnosci, tarcia (thumienia) czy tez funkcji roztozenia masy.
Niektore uktady mechaniczne, np. silnik obrotowy z luzami w tozyskach [22,14,56,83,84],
lub procesy, np. skrawanie z utratg kontaktu narzedzia z przedmiotem obrabianym
[29,30,123-125] cechuje specyficzny rodzaj nieciggtosci, a mianowicie nieciggtos¢ zalezna
ruchowo. W literaturze spotka¢é mozna podobne systemy. | tak Minorsky [75]
przeanalizowat uktady z nieciggty sztywnoscig, jakkolwiek badat tylko drgania swobodne.
Shaw i Holmes [108] przeprowadzili dogtebng analize harmonicznie wymuszanego
oscylatora z odcinkowo zmieniajgca sie charakterystykg sztywnosci otrzymujgc ruch
harmoniczny, podharmoniczny i chaotyczny. Badania uktadu o dwéch stopniach swobody
z nieciggta sprezystoscia i ttumieniem przeprowadzit Mashri [70]. Natomiast w pracach
Poppa i Steltera [37] oraz Powella i Wiercigrocha [126,98,127] studiowano wptyw tarcia
suchego na odpowiedzi prostych modeli uktadow mechnicznych. Dynamike swobodnego
skrawania konwencjonalnego prébowano opisywac i bada¢ w pracach Grabeca [29-31]
oraz Wiercigrocha [123-125,128]. Wierceniu i frezowaniu ultradzwiekowemu, w ktérym
wykorzystywano proste modele uktadéw z nieciggto$ciami poswiecone byly prace autora
prowadzone wspoélnie z dr Neilsonem oraz prof. Playerem [129,130],
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Nieciagtosci w uktadach mechanicznych wystepujg wiec w bardzo wielu przypadkach,
a skala problemu waha sie od uktadéw bardzo duzych (opartych gtéwnie na metodzie
elementow skonczonych [92,27], gdzie liczba stopni swobody moze wynosi¢ nawet kilkaset
tysiecy) do bardzo matych (o jednym lub dwdch stopniach swobody). Pomimo iz
problematyka jest jak najbardziej aktualna, brakuje prac dotyczacych og6lnego opisu
i kompleksowej analizy jakosci ruchu uktadéw mechnicznych z nieciggtosciami, ktérych
odpowiedzi majg cechy ruchu od periodycznego poczawszy a na chaotycznym
skonczywszy.

Temu wilasnie problemowi poswiecona zostata niniejsza praca.

1.2. Cel i zakres pracy

Oddziatywania dynamiczne uktadu deterministycznego mozna opisa¢ nastepujacym
rownaniem rézniczkowym

"dt =/« *«) (i-i)

gdzie :x(t) = x/x,, xy x,JT - wektor wspotrzednych stanu,
f(t; x()) = [f.0), f200), ... ,f,,(O)IT- funkcja zalezna od rodzaju i parametréw
maszyny,
ktére spetnia zagadnienie Cauchy’ego w catej przestrzeni stanu Q <=RI,H tzn.

Ix(f)letf; Vo X <M,

gdzie M jest skoriczong liczbg dodatnia.
Rownanie (1.1) jest stuszne dla uktadu réwnan rézniczkowych ciggtych. W przypadku
wystepowania nieciggtosci najczesciej opisu dokonuje sie za pomocg warunkowych funkcji

przetaczajacych [41,11]. Wéwczas réwnanie (1.1) przyjmuje postac

M(l":/*(r"(r)), (1.2)

przy czym

= fi(t;x(Y); i =1,2,....(1-3)
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W danej chwili czasowej t funkcja f moze przyjmowaé wartosci / warunkowych
funkcji przetaczajacych , a wiec w rozwigzaniu réwnania (1.2) moze wystgpi¢ / roznych
stanoéw Sj, S2 ..., St, zdefiniowanych poprzez zbio6r funkcji przetgczajacych i(t; x,, Xy ...,
xj [43].

Wybor efektywnej metody rozwigzywania rownan typu (1.2) jest zwykle uzalezniony
od postaci funkcji nieciggtosci $. Etap ten ma decydujgcy wptyw na poprawno$é
rozwigzania i analizy wymienionych uktaddw nieliniowych, ktérych odpowiedzi, jak wynika
z badan przeprowadzonych w rozdziale 5, majg cechy ruchu chaotycznego, a wiec bardzo
wrazliwego nie tylko na zmiane warunkéw poczatkowych [29,30], ale takze na doktadnos$¢
przyjetej metody.

Zatem podstawowym celem niniejszej pracy jest: proba formalnego zdefiniowania
zagadnien dotyczacych dynamiki dyskretnych uktadéw posiadajgcych nieciagtosci,
opracowanie metodyki umozliwiajgcej efektywne rozwigzywanie sformutowanego zadania
oraz analiza przyktadowych uktadéw z nieciggtosciami. Ze wzgledu na mozliwosé
wystepowania drgan chaotycznych celowe jest wprowadzenie do analizy procedur badania
jakosci ruchu. Wreszcie konieczne jest zaimplementowanie powyzej wspominanych
algorytméw w pakiet programéw obliczeniowych.

Peine zatozenia i definicje formalne zostang przedstawione w drugim rozdziale
pracy.



2. UKLADY MECHANICZNE Z NIECIAGLOSCIAMI

2.1. Fizyczne podstawy wystepowania nieciggtosci

Analizujac uktady mechaniczne spotykamy sie z pojeciami luzu, sztywnosci potaczen,
tarcia wewnetrznego czy konstrukcyjnego, ktére na ogét zawierajag pewne informacje o
charakterystykach elementéw wchodzacach w skiad tych ukiaddéw. Charakterystyki te
wynikajg z réznych powodéw: zamierzonych (np. izolacja drgan [121,111,103,113]) i nie-
zamierzonych tj. rezultat skonczonej doktadnosci (np. luzy w prowadnicach
obrabiarkowych [139,33]), wytrzymatosci materiatdw, oraz jako wynik dziatania ukiadu
(np. tarcie suche [49,40,68,109,50]). Niewatpliwie do najciekawszych oraz najmniej
zbadanych charakterystyk nalezg charakterystyki nieliniowe o nieliniowos$ci w postaci
funkcji nieciggtych. Wszystkie cytowane powyzej publikacje dotyczg wiasnie takich
ukfadow.

Generalnie nieciggtosci w uktadzie mechanicznym mogg wystapi¢ jako funkcje
uog6lnionego wektora:

(a) przemieszczen d$k(t; x(t)), gdzie k e N,
(b) predkosci vik(t; S/ot(x(t))),

(c) przyspieszen tti k(t; ¢?/(6H)2(x(t))),

co syntetycznie mozna ujagé w postaci réwnania

@D

W niniejszej pracy ograniczono sie wylacznie do opisu formalnego i analizy
przypadkow (a) i (b).

2.2. Matematyczny opis uktadéw z nieciggtosciami

Rozwazmy dynamike deterministycznego nieliniowego uktadu mechanicznego
opisanego w przestrzeni stanu rownaniem rézniczkowym (1.1). Odpowiedzi takiego
uktadu uzaleznione bedg réwniez od pewnego wektora parametrow uktadup e P (gdzie
P alC jest zbiorem parametrow uktadu). Uwzgledniajac ten fakt, rownanie (1.1) mozna
przedstawi¢ w postaci

(2.2)
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Dokonajmy teraz podziatu podzbioru bedacego geometryczna czescig przestrzeni
stanu (czyli ¥; <) na skonczong liczbe N jednostronnie domknietych podzbioréw
X, ¢ Ofj, dla ktorych wektor przestrzni stanu f: Qa -* Qa nalezy do klasy O. W kazdym
podzbiorze  wektor/ jest ciggly i opisany przez odpowiednie funkcje/ [101,102], co
graficznie przedstawiono na rysunku 2.1, natomiast formalnie ujete jest definicjg

v Vv f(t, *(i),) =/(r; x(1)).p). 23)
r¥<.*] reJfilicAr

Rys. 2.1. Podziat podzbioru QG z uwzglednieniem trajektorii ruchu
Fig. 2.1. Sections of the subset Oq with the motion trajectories

Funkcjef posiadajg ciggtos¢ jednostronna, lewo lub prawostronng, odpowiednio do
kierunku ruchu po trajektorii, co precyzujg ponizsze definicje.

Definicja 2.1
Funkcja/, i e N, posiada ciggtos¢ lewostronnag, tj./(?; a,()-0, p) = L_ (gdzie L_ jest
jednoznacznie okreslone), jezeli

-V 3 Vo [/(f;40,p)~L_\ < |e]; k e N.
ie|>0 |6]>0 (i,-<ia )e(0Q,il,)

gdzie N jest wymiarem przestrzeni stanu.
Definicja 2.2

Funkcja/-, i e N, posiada ciggtos¢ prawostronnag, tj./(7; a,(t)+0,p\ = L + (gdzie L +
jest jednoznacznie okreslone), jezeli
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|c|>0 |8]>0

Zatdzmy ponadto, ze kazda para sasiednich podzbioréw (A), x i+1} posiada powierzchnie

graniczng <3N\ +i zawierajacg podzbior K(X) ogdlnego zbioru punktéw nieciggtosci K(X,,

X->..p(J. Kazdy podzbiér k(XJ jest opisany podprzestrzenig C'P funkcji przetgczajacych
takich, ze

f( t , x =0; <k:Qc-R. (2.4)

Proces przetgczania w poblizu kazdego punktu nieciggtosci podzbioru K(¢K(k) (punktu
osobliwego trajektorii) polega na odwzorowaniu

(2.5)

punktu trajektorii bezposrednio przed nieciggtoscig x (= na punkt bezposrednio za
nieciggtoscig x (c+

Rozwigzanie réwnania (2.2), przy zadanym warunku poczatkowym x(tg), dokonuje
sie przez jego catkowanie w przedziatach ciagtosci, natomiast “przetaczenie” tj. wybranie
odpowiedniej wartosci funkcji f(t; x(i), p), odbywa sie poprzez zdefiniowane funkcje
przelaczajace $k(t; xp x2  xj. W zaleznosci od zadanego warunku poczatkowego x(t0Q
oraz wektora parametrow uktadu p, rozwigzania mozna poszukiwac réznymi metodami,
ktorych przeglad zostanie przedstawiony w nastepnym rozdziale.



3. METODY ROZWIAZYWANIA NIELINIOWYCH UKLADOW Z NIECIAGLOSCLAMIL

3.1. Wprowadzenie

W przypadku réwnania lub uktadu liniowych réwnan rézniczkowych istnieje zawsze
rozwiazanie analityczne. Jednakze juz dla uktadu trzech réwnan wyznaczenie wszystkich
potrzebnych statych jest zadaniem dosy¢ ucigzliwym.

W przypadku réwnan nieliniowych rozwiazania analityczne istniejg tylko dla
ograniczonej liczby specyficznych réownan. Z tego powodu rozwiniete zostalty metody
przyblizone. Za ich prekursora nalezy niewapliwie uzna¢ Poincarego, ktéry zbudowat
podwaliny pod tzw. teorie perturbacji [36], a do ktorej rozwiniecia przyczynit sie powaznie
Nayfeh [81]. Oprocz tych metod zostato opracowane wiele innych np. metoda bilansu
harmonicznego, Ritza, rownowaznej linearyzacji [82,44,35], ktérych skutecznos$¢ jest scisle
zwigzana z rodzajem rozwigzywanych réwnan. Oddzielng grupe stanowig metody
numeryczne, oparte generalnie na rdéznorodnych sposobach catkowania rézniczkowych
réwnan ruchu. Nalezy tutaj wymieni¢ popularne algorytmy jednokrokowe Newmarka [88],
Wilsona [137,138], metode kolokacji opracowang przez Hilberta i Hughesa [46] oraz calg
rodzine procedur Rungego-Kutty zaadaptowanych dla uktadéw z nieciggtosciami
[41,11,43], ktére to cechuje duza efektywno$¢ przy dobrej zbieznosci i stabilnosci
numerycznej. Istniejg takze metody wielokrokowe (ekstrapolacyjno-interpolacyjne),
ktérych niedogodnos¢ polega na tym, ze nie moga by¢ stosowane na poczatku obliczen
[66] oraz powoduja powazne trudnosci w rozwiazywaniu uktadéw z nieciagtosciami [24].

3.2. Metody analityczne dokfadne i przyblizone

Jakkolwiek z teoretycznego punktu widzenia istnieje zawsze mozliwos¢ otrzymania
rozwigzania $cistego dla uktadéw liniowych, to tylko w nielicznych przypadkach mozna
znalez¢é rozwigzanie doktadne réwnan nieliniowych w postaci znanych i stabelaryzowanych
funkcji. Zazwyczaj mozliwe jest tylko uzyskanie rozwigzania przyblizonego, poprawnego
tylko w pewnym zakresie parametréw wystepujacych w rozwigzywanym ukladzie [37].

3.2.1. Rozwigzanie Sciste - drgania swobodne oscylatora z dowolng charakterystyka
sprezystosci

Jako jeden z nielicznych przyktadéw, gdzie rozwigzania mozna otrzymac w postaci
Scistej, rozpatrzmy drgania swobodne uktadu opisanego réwnaniem

Przedstawione w podrozdziale 3.2 metody zaczerpnieto z teorii drgan nieliniowych, natomiast
opracowano wiasne przyktady ich zastosowania. W podrozdziale 3.3 do osiggnie¢ Autora nalezy rozwinigcie
metody kolokacji oraz procedury wyznaczania czaséw wystapienia nieciggtosci, wykorzystywanej w metodzie
Rungego-Kutty.
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m— +/(*) =0, 3.1)
dt
gdzie m jest masg uktadu, af(x) jest dowolng funkcja ciagta ze skonczong liczbg punktéw
nieciggtosci. Nieliniowosci funkcji f(x) moga mie¢ charakter przedstawiony na rys. 3.1,
bardzo czesto spotykany w technice [76]. Przemnazajac rownanie (3.1) przez A/ot oraz
catkujac po czasie t otrzymano

(3.2)

9

Rys. 3.1. Postacie funkcji nieciggtosci f(x); (a) uktad z luzem, (b) uktad z napieciem
wstepnym, (c) twarda charakterystyka sztywnosci, (d) miekka charakterystyka
sztywnosci

Fig. 3.1. Different forms of discontinuity function f(x) for a system with a) clearance,
b) preloading, c) hard spring and d) soft spring

Oznaczajac energie potencjalng ff(x)dx przez U(x) oraz energie poczatkowg jako EO
zaleznos$¢ (3.2) przeksztatcono do postaci

(3.3)

ktorej catka jest rozwigzaniem Scistym réwnania (3.1). Dodatkowo zalezno$¢ (3.3) stanowi
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podstawe do wyznaczenia wykresu na ptaszczyznie fazowej oraz obliczenia okresu drgan
T, ktory oblicza sie z catki

t - i dx r dx
0+ Jj(x)=1F*J e *e (34)
10 *[-(E,, - « 12

3.2.2. Metoda bilansu harmonicznego

Przyjmijmy dla uproszczenia, iz uktad (2.2) bedzie reprezentowany przez pojedyncze
rownanie rézniczkowe drugiego rzedu

— =f(tx(t\"-,p), 35
- (t><(tOlt P) 3:5)

posiadajace skonczong liczbe punktow nieciagtosci. Rozpatrzmy przypadek, w ktérym
rozwigzanie jest okresowe i mozna je aproksymowaé rownaniem [39]

m m
x(t) =Csin(wr) + E Cnsm(nG>r) +E Zncos(ncot). (3-6)
na2 nm2

Po czym podstawmy réwnanie (3.6) do réwnania szczeg6towego, typu (3.5). Ustalenie
wspotczynnikéw przy sin(t), sin(noit), cos(ncot) (gdzie n - 2, 3, ... m) odbywa poprzez
przyrownanie do zera prawej strony rownania (3.2). Otrzymujemy wéwczas 2m-| réwnan
algebraicznych z niewiadomymi w, C3 C.».... Cm D2,D3.., Dm jako funkcje C, gdzie tylko
wspodtczynniki Cj, C9 C7... sa rozne od zera [44].

Jako przykilad zastosowania metody bilansu harmonicznego rozwazmy drgania
nieliniowego uktadu zachowawczego opisanego réwnaniem [39]

3.7
x +whit "% =b. @3.7)
0 6

Zakladajac teraz, ze rozwiagzanie moze by¢ przyblizone przez funkcje

x(t) = Csin(a) f), (3.8)

przy czym

u =(©(C). 3.9

Podstawiajac réwnanie (3.8) do (3.7) otrzymano
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X +ox(x - ?) =(oq - o -—)C85in(o)r) + ~a sin(30i)- (J-1H)

Jezeli funkcja x(I) jest rozwigzaniem réwnania (3.7), to prawa strona zaleznosci (3.10)
powinna by¢ réwna zeru. Rozwigzanie przyblizone otrzymuje sit; odrzucajgc mate
wyzszego rzedu. Wéwczas czesto$¢ drgan jest rowna

Ur=U* (1-A. (3.11)
8

Dla matych amplitud drgan czesto$¢ wyznaczana jest z réwnania [39]

=« 1 - £1). (3.12)
0 16

3.2.3. Metoda Ritza

Metoda Ritza. szczeg6lnie czesto stosowana w zagadnieniach brzegowych mechaniki
ciata odksztatcalnego, moze by¢ réwniez z powodzeniem uzyta do rozwigzywania
niektérych zagadnien drgan nieliniowych. Nieznane rozwigzanie x(t) przedstawiane jest

jako kombinacja liniowa odpowiednich funkcji i/rjt) (gdzie i = takich, ze
m
x() =£ C,4r(f), (3.13)

gdzie m moze by¢ dowolne. Wspdtczynniki C, sg dobierane w taki sposob, azeby btad e(t)
wynikajacy z przyjecia rozwigzania przyblizonego w miejsce rozwigzania Scistego byt
najmniejszy z mozliwych w pewnym skoriczonym przedziale czasowym /a.bj. Zatem dla
réwnania (3.7) mozna napisac¢

(3.14)
£ ci*i-7 £ ctt —e@®

z warunkiem na $redni btgd kwadratowy dla danego przedziatu, przedstawionym jako
pewny funkcjonat J(C,, C\ .. ,C,J

(3.15)

Blad ten przyjmuje warto$¢ minimalng wtedy i tylko wtedy gdy rézniczka funkcjonatu
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J() przyjmuje warto$¢ zerowa [8], czyli

6J(CVCv ..,CJ =J(Cl+hpC2+h2 .. Cm+hn) - ACVC2 ..,CJ. (3.16)

Roéwnanie wariacyjne (3.16) [28] mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan algebraicznych
(3.17), z ktoérych wyznacza sie state C,.

la a 1

< {fez(t) dt :Z{f i® ., =0

(3.17)
-t-Je\t)dt =2fe(t)~dt =0
ma a m
Przyktadowo dla funkcji ”,(t) okre$lonych w przedziale domknietym /u.6/
tIf,(H = Cjsinor, t/,(r) = .. ii/mr) =0 (3.18)
otrzymuje sie réwnanie na e(t)

e(t) =(tao - u2 -C2)C.sinG)f + — C3sin 3¢gpt . J-19

1) =( 0 A ) > ) ” ® (J-19)

Jezeli btad e(t) bedziemy oblicza¢ w przedziale [a,bl = [0,T/ (gdzie T = 27r/w), to
otrzymamy

fe(t)—N dt = f [(Jg- u2-— C2)CjSinwi + — cfsin u)3f]
{ 3C, b 8 24 (3.20)

3g2
[LPQ- a2 o Cf)sin 3cat] ifi.

Pomijajac rozwiazanie trywialne dla C,=0 (przy czym C, oznacza amplitude drgan),
otrzymuje sie nastepujace réwnanie kwadratowe

G- 21 -1c,2GQ2HL - i f +1CAG»; =0, (3.21)

z dwoma pierwiastkami 0)I2
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(3.22)

“l, = U, yef

10771

z ktérych pierwszy odpowiada minimum funkcjonatu (3.15). Lepsze przyblizenie mozna
uzyska¢ uwzgledniajgc dodatkowo dalsze funkcje, np. #3(t) = sin3ut.

3.2.4. Metoda réwnowaznej linearyzacji

Metoda réwnowaznej linearyzacji omoéwiona zostanie na przyktadzie nieliniowych
drgan swobodnych wahad#a, opisanych ponizszym réwnaniem

X + uasinx =0, (/3'23)
ktére mozna zastgpi¢ réwnaniem liniowym o postaci
*e«’*-0. <3-24)

gdzie o zalezy od warunkoéw poczatkowych, a wiec jest funkcjg amplitudy drgan. W
literaturze spotka¢ mozna kilka réznorodnych kryteriéw wyboru czestosci kotowej co. W
pracy zaprezentowano sposob Hagedorna [39] polegajacy na zastgpieniu nieliniowej
sprezyny przez liniowa, tak aby energie potencjalne dla obu przypadkéw przy tej samej
amplitudzie drgan byty jednakowe, tzn.
' 9
0)qgj sinxdx = u2— , (3.25)

co w konsekwencji prowadzi do aproksymacji
Uu2==Go(l"' ' (126)

Lepsze przyblizenie uzyskuje sie "metoda optymalnej linearyzacji”, w ktérej podobnie
jak w metodzie Ritza definiuje sie blad e(t) pomiedzy liniowym a nieliniowym cztonem
reprezentujagcym zmagazynowang energie

e(t) =o2x - o sin*. (3.27)

Btad e(t) jest funkcjg u i * badz wi / w przypadku gdy zaktada sie, ze rozwigzanie x(t)
ma postaéx=x(t,co). Funkcja 0)2(C) jest wyznaczana w ten sposob, aby funkcjonat (3.15)
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osiggat minimum dla ustalonego czasu T, co prowadzi do warunku

T T
d_ Je2(u2t)dt =27 efa2 1) A di = 0. (3.28)
di2 o n d(02

Podstawiajac rownanie (3.27) do (3.28) otrzymano zalezno$¢ na szukang czesto$¢ kotowg
obliczang w przedziale [0,T]

j xsm.xdt

fx 2dt
0

Jezeli przyja¢ rozwiagzaniem”) = Csincotjako rozwigzanie réwnania liniowego, to woéwczas
powyzsze catki bedg posiadaty gorng granice catkowania T = 2tt/<u, co w konsekwencji
prowadzi do zwigzku

2= ca202J>éC? , (3-30)

gdzie Jk jest funkcjg Bessela k-tego rzedu pierwszego rodzaju. Rozwijajac ja w szereg
Taylora otrzymano

7.0 =C-—C3+— C5- .. (3.31)
1 2 16 384

Uwzgledniajgc dwa pierwsze wyrazy rozwinigecia otrzymano wynik identyczny z (3.11).

3.25. Metoda wolno zmieniajacej sie amplitudy i fazy

Rozpatrzmy nastepujace réwnanie rézniczkowe
X + o0>0* =flt\x, x) (3.32)

gdzie f(t;x,x) jest dowolng catkowalng funkcja. Dokonajmy teraz zmiany ukiadu
wspotrzednych z (x,x) na (a, i) transformacjg (3.33)

x(t) = a(r)sin(cjor +i)i(r))
x () = a(t) c0cos(«0i +ir(f)),

a nastepnie zro6zniczkujmy po czasie pierwsze z réwnan transformacji (3.33). Poréwnanie
wyniku z drugim z réwnan umozliwi otrzymanie zaleznosci (3.32) w nowym uktadzie
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wspotrzednych aft) i t/rft).
a(i)sin(G)0f +ili(r)) + a(fij<r)cos(c*)0r +i)j(f)) = 0.

Obliczmy teraz* z drugiego réwnan transformacji (3.33), a nastepnie podstawmy ten
wynik oraz pierwsze z réwnan transformacji (3.33) do réwnania (3.32)

a(r)«0cos(uli +ilr) - n(M\jt(r)sin(«0i +iji) = fix(a(t), \i(t)),x(a(t), ifi(/))).

Proste przesztatcenia réwnan (3.34) i (3.35) prowadzg do uktadu

aft) = — /(a(i)sin(<orr +!I/),n(i)\G>rcos(«rf +ili))cos(wni +ilj)
wo (3.36)

iKO - — /a(t)sin(<JOf +i#O,fl(r)(JCcos(cV +t|i))sm(cV+i);) »

W przypadku og6lnym otrzymanie rozwigzania doktadnego réwnania (3.36) jest
praktycznie niemozliwe. Dokonuje sie wiec uproszczenia rownania rézniczkowego poprzez
przyjecie wartosci Sredniej prawych stron w przedziale czasowym /1J + T/ (gdzie T=2n/<s>,),
przy zatozeniu statych wartosci aft) i ijrft). Uktad réwnan (3.36) zostaje wiec zastgpiony
przez

aft) = —i— f/fasin(6 +40,a wncos(0 +ift)) cos(0 +1(/)zf6
2uco0J (3.37)

irf) - ———-- —}ffa sin(0 +i(t),a cj0cos(6 +ilr)) sin(0 +
2na wo0

W wyniku tych przeksztatceri otrzymano uklad réwnan w postaci autonomicznej,
bedacy pierwszym przyblizeniem amplitudy i fazy jako funkcji czasu.

33. Metody numeryczne
3.3.1. Wprowadzenie

Bezposrednie numeryczne catkowanie réwnan rézniczkowych opisujacych uktady
liniowe i nieliniowe jest zadaniem powszechnie spotykanym w dynamice. Istnieje wiec

pokazna biblioteka programéw umozliwiajacych rozwigzywanie standardowych
probleméw, ktérych przeglad mozna znalez¢ np. w pracach [89,4,39]. Generalnie zaleca
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sie stosowanie algorytméw niskiego rzedu z ustalonym krokiem czasowym takich jak
metoda Houlbolta, Parka, rodzina metod Newmarka [88], metode Wilsona [137,138],
metoda stalego S$redniego przyspieszenia [61,62] oraz cata rodzina metod kolokacji
opracowana przez Hilberta i Hughesa [46].

Zasadniczym powodem powyzszego zalecenia jest fakt, iz wszystkie wymienione
algorytmy spetniajg twierdzenie Dahlquista [18] dotyczace metod wielokrokowych, ktére
mowi, ze maksymalny rzad metody spetniajgcej warunek A-stabilno$ci nie moze by¢
wigkszy od 2. Jednakze znane sg przyktady algorytmoéw wyzszych rzedéw spetniajace
powyzszy warunek [60], Cechg charakterystyczng owych algorytméw, ktére mozna nazwac
implicite, jest fakt, iz wymagaja one operacji odwracania macierzy, co w powaznym
stopniu wptywa niekorzystnie na doktadno$¢ obliczen. Fakt ten ma szczeg6lne znaczenie
dla systemow z nieciggtosciami, gdzie nagla zmiana wektora parametréw powoduje
wprowadzenie zaburzenia przejsciowego, co w konsekwencji generuje wyzsze czestosci
odpowiedzi. Dlatego tez niektorzy autorzy, przyktadowo Belytschko i inni [7] oraz
Brakhus i Assen [10] zalecajg metody okreslane jako explicite, szczegdlnie dla doktadnych
obliczen. Dodatkowo w przypadku analizy proceséw przejsciowych w uktadach z
nieciggtosciami, zwiazek pomiedzy fazami dla odpowiednich czestosci drgan wiasnych
(wartosci wilasnych) w znacznym stopniu wigze sie z doktadnos$cig obliczen. Wszystkie
wspomniane uwagi potgczone z wymaganiem tatwosci implementacji dla systemoéw z
nieciggtosciami jednoznacznie wskazujg na celowo$¢ rozwazenia zastosowania zmo-
dyfikowanej explicite metody opartej na algorytmie Rungego-Kutty czwartego rzedu [9].

3.3.2. Sformutowanie zadania

Zatézmy, ze réwnanie rozniczkowe (lub ukiad réwnan) opisujace dowolny uktad
dynamiczny zostanie sprowadzone do postaci réwnania (2.2) z warunkiem poczatkowym
x:(tg=xg oraz, ze
(1) funkcjal) ) jest okreslona i ciggta w obszarze D zdefiniowanym przez

t e ftptj, W £-“, @ (i=1,2,...,m), gdzie t,,t2 przyjmujg wartosci skoficzone, a m jest

wymiarem wektora x(t),

(2) funkcja/) ) speinia warunek Lipschitza, tzn. istnieje taka stata L, ze dla dowolnych
wektoréw x(t), x*(t) zachodzi nieréwnos¢

(A X(t),pl s L\\X(t) -**(f)1I, (3'38)
gdzie lll oznacza norme wektora.

W przypadku gdy f(t;x(t),p) posiada ciggte pochodne czastkowe po x, mozna
napisac, ze
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(3.39)

gdzie Sf/dc jest Jakobianem funkcjif( ) po x takim, ze

dff  _ di

Rownanie (2.2) posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zawierajgcych pewng

dowolng statg, ktorag ustala sie z warunku poczatkowego x(tQ = xg zwanego dalej

zagadniem Cauche’go [37].

Celem metod, ktére zostang omodwione w tym podrozdziale, jest obliczenie
numerycznego rozwiazania szczeg6lnego dla danej pary (tt x(t0). Sposrod gamy metod
obliczeniowych oméwiono jedynie trzy nastepujgace grupy, tj. metody wielokrokowe,
kolokacji oraz Rungego-Kutty jako potencjalnie najbardziej odpowiednie dla zagadnien
z nieciagtosciami.

3.33. Metody wielokrokowe [66]

Catkujac rownanie (2.2) w granicach od tn do tn+h otrzymano

(3.40)

Funkcja F(t) =f(t;x(t),p) nie jest znana, lecz gdy dysponuje sie wartosciami w punktach
tOtl,t:r...,tn,to mozna wyznaczy¢ ponizsze sktadowe wektoréw w punktach

Fo = 1%>

Fi =F@#0 =Khx{t*,p) (3.41)

Nastepnie interpolujac funkcje F(t) wielomianem F*(t) zdefiniowanym w oparciu
o wektory FGFLFi ...,Fn otrzymuje sie

(3.42)

gdzie : 0(h) jest wektorem biledu.
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Rozréznia sie dwie rodziny metod:

(1) ektrapolacyjne; gdzie funkcje F(t) ekstrapoluje sie w przedziale (In t,+h) na
podstawie wektorow F&FItFA....Fn,

(2) interpolacyjne; gdzie funkcje F(t) interpoluje sie znajac wartosci
FaFpFy...F,, i FnH = F(tn+l).

Metody ekstrapolacyjne

Przyjmijmy zatozenie, iz znane jest juz rozwigzanie x(ix,,x3...xn dla n+1 chwili
czasowej

ti =10 + ih, (i =0,1,... ,n). (3-43)

Woweczas xlt+1l dla czasu t = tn+h oblicza sie w sposéb nastepujacy. Przedstawmy
wielomian F*(I) na n+1 punktach w postaci

F* = (3-44)

gdzie Lnjest macierzg Lagrange’a. Oznaczajac

(>
f o-Ldt =7,, (3-45)
L h
otrzymano
*4i =+  Jp- MK [FOFv .. F f. (3.46)

W literaturze réwnanie (3.46) spotykane jest w postaci
Xpp =X T 3gFp + a4, + . +a Fpy (347

gdzie:
[a0>®i> e = [70,Jv JJ Lh.

Metody interpolacyjne
Funkcje F(t) w przedziale (0, (n+1)h) mozna interpolowaé¢ za pomocg znanych
wektoréw FO do Fn+i wigcznie. Zwigzek okreslajacy xn+l ma postac

f-1 =f«n.V*..VP)> (348"

i jest w og6lnym przypadku roéwnaniem uwiktanym. Zapiszmy teraz wielomian
interpolacyjny F* za pomocg macierzy Lagrange’a
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« 1101 L i, . , .o ]
F h h"h1"™ "hn’ hr'x Bi fFoFis-» FeFrealr (#-49)

Przyjmujac oznaczenie (3.45) otrzymano formute

**1 =%+ [J0.JV- Ad,.I] FGFV- .F"FnlVm (3'50)

Zaréwno metody ekstrapolacyjne, jak i interpolacyjne stosowane oddzienie cechujg
liczne wady. Metody ekstrapolacyjne sa zwykle mniej doktadne w poréwnaniu z inter-
polacyjnymi, jednakze te drugie, jak juz wspomniano poprzednio, prowadza do réwnania
uwikianego, wymagajac zatem rozwigzywania metodg kolejnych przyblizen. Nalezy wiec
precyzyjnie dobra¢ rozwigzanie poczatkowe. Fakt ten byt podstawg potgczenia obydwu
metod w jedng, zwang metodg predyktor-korekior, w ktérej wyr6zni¢ mozna dwa
zasadnicze etapy. W pierwszym obliczamy xn+l<h na podstawie wektorow x,, X,, .. X,
wykorzystujac metode ekstrapolacji. Wektor ten (tj. xn+I(I) bedzie stanowi¢ warto$¢
poczatkowg przy rozwigzywaniu ponizszego rownania metodg interpolacyjng

+ EP0*0 +P™i +- +P.* . +P W ) 1 *e (351)
Wektor x<nH)~>po pierwszej lteracji bedzie opisany zaleznoscig

*1 =  +[Po*. +P, +- +KFn+P .A % A)]* (352)

W identyczny spos6b mozna obliczy¢ drugie, trzecie idalsze przyblizenia pamietajac
o tym, iz dla pewnych przypadkéw kolejne przyblizenia moga by¢ rozbiezne i wowczas
réwnanie (3.50) nalezy rozwigzywa¢ innymi metodami, np. réwnowaznej linearyzacji.
Wyhbor xn+1(>jako wartosci poczatkowej jest wystarczajgco doktadny[73,74], awiec moze
stanowi¢ formute wstepna, tzw. predyktor

**1 =+ («070 + «I*i + - +a,Fn>h (3-53)

W drugim etapie jako formute korygujacg (korektor)stosuje sie metode
interpolacyjna, co w rezultacie prowadzi do réwnania (3.52).

3.3.4. Metody kolokacji

Rozwazmy teraz grupe algorytmoéw pod nazwg "metody kolokacji”, ktdrych rodowdd
mozna znalez¢ w pracach Newmarka [88] i Wilsona [137,138], Rozwijane przez Hilberta
i Hughesa [61,62], a poOZniej przez Langera [63-65], naleza do metod dosy¢ czesto
stosowanych w dynamice nieliniowej.
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Przedmiotem rozwazan jest nieliniowe réwnanie wektorowe ze skonczong liczbg
punktdw nieciggtosci, przedstawione dla wygody rozwazan jako rézniczkowe réwnanie
drugiego rzedu

(3.54)
dt2 a

spetniajgce zagadnienie Cauche’go.

Zatézmy, ze badany proces obserwowany bedzie w dyskretnym zhiorze punktow
weztowych [65] na osi czasu t e (0,c0). Rozpatrywac bedziemy dwa sgsiednie punkty
weztowe i, i ti+l takie, ze ti+l - t: = h. Lokalny czas pomiedzy punktami weztowymi
okresla¢ bedzie zmienna r =/, -/, a rozktad przyspieszen d2/6t2 w otoczeniu wezla i
oraz wektory przemieszczen i predkosci dla kroku czasowego tt sg znane. Wowczas
rozktady wektorow predkosci i przemieszczen mogg by¢ wyznaczane z nastepujacych
zaleznosci

;
¢(t) =ij +f xdt, (3.55)
0]

x(t) =jc +jxdt =xt +ti, +ffidtdt, (3.56)

(0] 00

gdzie:
i = £ =
dt dt2

Przeksztatcajgc réwnanie (3.56) oraz podstawiajgc r = h, otrzymano ostatecznie

=ir+ l£dt =xt +/0, (3-57)
h

Xi.I =xt +hxi +j(h-t)xdt = + hxi +1J,. (3.58)
]

JOiJ1oznaczajg momenty statyczne zerowego i pierwszego rzedu rozktadu przyspieszen
w przedziale r e <0,h>. Podcatkowe funkcje wagi przedstawiono na rysunku 3.2 [63],
Warto w tym miejscu podkresli¢, iz rownania (3.57) i (3.58) uzupetnione rézniczkowym
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a) b)

Rys. 3.2. Funkcje wagowe dla réwnan: a) (3.57), b) (3.58)
Fig. 3.2. Weight functions for the equations a) (3.57) and b) (3.58)

réwnaniem ruchu (3.54) stanowig naturalng podstawe formutowania jednokrokowych
metod catkowania numerycznego réwnan ruchu. W przypadku réwnan nieliniowych
proces obliczeniowy ma charakter iteracyjny, tzn. stosuje sie dodatkowo procedure
rozwigzywania zagadnien nieliniowych (np. Newtona-Raphsona). Natomiast catkowanie
rézniczkowych rownan liniowych mozna sprowadzi¢ do zagadnienia rozwigzywania
liniowego macierzowego réwnania algebraicznego, ktére otrzymuje sie poprzez proces
linearyzacji badz poprzez przedstawienie (o ile to mozliwe) zadania nieliniowego w po-
staci liniowej ze zmiennymi wspotczynnikami. W pracach autora [131-133] sformutowano
postacie nieliniowosci wykorzystywane do opisu dynamiki oddziatywan w uktadzie
obrabiarka - proces skrawania, wyprowadzajgc zarazem roéwnania umozliwiajgce
dokonanie numerycznego restartu procesu obliczen.

Uktad réwnan (3.57) i (3.58) wystepuje jeszcze w innej, w niektérych przypadkach
bardziej funkcjonalnej postaci. Jesli dla kroku czasowego "wprzod" stuszny jest zwigzek
(3.58), to dla kroku "wstecz" mozna napisa¢ [65]

0 0
* 1 = x+Hidt =xt- hxi4H (h+t)xdt. (3.59)
- -h

Dodajac i odejmujac stronami réwnania (3.58) i (3.59) otrzymano

h
*6l " 2xt +Xi-i:r/1(h~if Dxdt = J2- (3'6°)

h
xisi - *i-i = 2hii + T (hsgn(®) - t) xdt = 2hxt +3, (3:61)
h
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Réwnania (3.60) i (3.61) sg réwnowazne z (3.57) i (3.58). Funkcje wagowe rozktadu
przyspieszen niezbedne dla wyznaczenia momentdw statycznych /,, J3 przedstawiono na
rys.3.3.

a) b)

Rys. 3.3. Funkcje wagowe dla réwnan; a) (3.60), b) (3.61)
Fig. 3.3. Weight functions for the equations a) (3.60) and b) (3.61)

Nalezy podkresli¢, iz wzory (3.57), (3.58), (3.60) i (3.61) sg formutami Scistymi.
Rachunek przyblizony rozpoczyna sie dopiero od etapu obliczania wystepujacych tam
catek [65]. Dodatkowo powyzsze réwnania w zaleznosci od sposobu ich wykorzystania
moga by¢ podstawg rozmaitych odmian metody bezposredniej catkowania numerycznego
réwnan ruchu. W pracy omoéwione zostang dwa warianty, tj. liniowa aproksymacja
przyspieszen oraz liniowa aproksymacja przemieszczen [3], Metody aproksymacji
wyzszego stopnia, takie jak szeScienna aproksymacja przyspieszen czy przemieszczen majg
jednak ucigzliwe wady [64],

Liniowa aproksymacja przyspieszen

Zaktadajac aproksymacje funkcii ti h tw
przyspieszen jako liniowa (patrz rys.3.4),
momenty statyczne JO i J} moga by¢ jmmmmeemeemeeeee
obliczane w sposéb doktadny i wynosza
odpowiednio

Rys. 3.4. Liniowa aproksymacja
rozktadu przyspieszen

Fig. 3.4. Linear approximation of
acceleration function

(3.62)
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-h2x, + +h?2 (3.63)

Catki J0 iJj mozna takze wyznaczy¢ za pomocg kwadratur przyblizonych, ktére dla
funkcji aproksymujacych liniowych dajg wyniki doktadne, zatem réwnanie (3.62) pozostaje
nadal w mocy [65]. Natomiast réwnanie (3.63) przybiera bardziej ogélng postac¢

J, = ahXi+phXitl . (3.64)
Podstawiajac zaleznosci (3.62) i (3.63) do rownan (3.57) i (3.58) otrzymano

+ <3-65)

xt*i = xi + hxi +h2(axi + P*,.i) (3-66)

Uzupetniajac powyzsze formuty (3.65) i (3.66) rownaniem (3.54) napisanym dla kroku
k+1

=/ (wrww). (367)

otrzymuje sie ogdlne sformutowanie metody Newmarka.

Liniowa aproksymacja przemieszczen

Zat6zmy analogicznie do metody liniowej aproksymacji przyspieszen, iz wstepna
aproksymacja przemieszczei bedzie liniowa. Ro6zniczkujagc wektor przemieszczen
otrzymamy rozktad predkosci. Natomiast rozktad przyspieszed obliczymy z réwnania
(3.54).

W ogdlnym przypadku réwnania nieliniowego aproksymacje rozktadu przemieszczen,
predkosci i przyspieszenn mozna opisa¢ réwnaniami

x(r) =@ - u*, + uxw, (3.68)
I = o = it -x), (3.69)
(3.70)

(1) = /& +57(1),-7--x(x).p),

gdzie v-T/he(0,l).
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Caltkujac réwnania (3.70) i (3.69) otrzymamy catki J0 i J2, ktére moga by¢ obliczone
formalnie badz za pomocg kwadratur przyblizonych (najbardziej efektywng jest
kwadratura Gaussa). Wowczas formuty (3.57) i (3.58) przyjmuja nastepujaca postac [65]

il :i,+*%v<!- (3.71)

=Xi + h*i + AZ%WG(]. - uG*c, (3.72)

gdzie vG e (0,1) sg punktami weztowymi kwadratury Gaussa, wa sg lokalnymi

wspotczynnikami wagowymi, za$ xc jest wektorem przyspieszen w chwili t = vGt.

33.5. Metody oparte na algorytmach Rungego-Kutty

Jedna z najczesciej stosowanych metod catkowania rézniczkowych réwnan ruchu jest
metoda czy tez grupa metod opartych na algorytmach Rungego-Kutty, ktorych
zestawienie zamieszczono w tabeli 3.1. Algorytmy te w nieco zmodyfikowanej postaci
znalazly réwniez szerokie zastosowanie do analizy zagadnien z nieciggtosciami.

Catkowanie numeryczne ukiadu réwnan zawierajgcych nieciagtosci metodami
Rungego-Kutty przebiega standardowo przy uzyciu statego kroku catkowania h az do
momentu, w ktérym procedura wykrywajaca nieciagtosci wskaze jej wystapienie. Poniewaz
catkowanie odbywa sie sukcesywnie ze statym krokiem czasowym h, a nieciggtos¢
wystapita w czasie t* e (t-h, t), a wiec w celu otrzymania doktadnych wynikéw [9] nalezy
[o1]:

(1) wyznaczy¢ doktadnie czast wystapienia nieciagtosci poprzez obliczenie takiej liczby

o, ze t* = t-(I-a)h,

(I uaktualni¢ wartosci zmiennych zaleznych (wektory parametréw kinematycznych) dla
rzeczywistego czasu wystapienia nieciggtosci.

Podobnie jak zdecydowana wiekszo$¢ algorytmoéw catkowania numerycznego, grupa
metod Rungego-Kutty zasadniczo wymaga uktadu réwnan pierwszego rzedu o postaci
zaleznosci (2.2)

* _
L}jt =JInx(t),P).

Zaktadajac, ze dynamike modelowanego uktadu opisuje n réwnan rozniczkowych,
powyzszg zalezno$¢ mozna przedstawi¢ nastepujgco

Arlo=fi(tx(t),p), i=1 , 2 , (3.73)
ot
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W uktadzie z nieciaggtosciami funkcje /j( ) posiadajg skoriczong liczbe m réznych stanow
SP czyli
dx
~~ =fij(t:x(t),p), i=1,2,.., « jo=1,2,..0». (3-74)
dt 1
Stan funkcji 5- jest okre$lony przez zbidr funkcji nieciggtosci <t(t; x(t)) spetniajacych
warunek (2.4).

Czesto procedury wykrywajace punkty nieciggtosci s3 wkomponowane w algorytmy
Rungego-Kutty z automatyczng kontrolg kroku catkowania. Przyktadowo implementacja
wykorzystujaca metode Mersona zostata zaprezentowana w pracach O ’Regana [91] oraz
Haya i innych [43,16]. To podejscie dokonujgce interpolacji funkcji nieciggtosci na
dhugosci kroku catkowania moze powodowac obnizenie doktadnosci, poniewaz formuta
interpolacji nie jest powigzana z algorytmem catkowania [11]. Niedogodnos$¢ te
probowano wyeliminowa¢ w wielu pracach, z ktoéiych ponizej omoéwiono kilka
najciekawszych.

Halin [41] wykorzystujac metody oparte na szeregach Lie, rozwingt funkcje
/i(l;x(t),p) W wygodne do catkowania szeregi potegowe. Nastepnie zauwazyt, iz
poszczegdlne funkcje nieciggtosci $k(t;x(t)) (<k ¢c$) moga by¢ takze rozwiniete w szeregi,
przez co punkty nieciggtosci moga by¢ precyzyjnie okre$lone. Wynika to z faktu, iz
zaréwno fi jak i $k wykorzystujg te samg metode. Dodatkowo dowiddt on, iz klasyczne
metody wielokrokowe, takie jak Adamsa, czy Hamminga, nie moga by¢ zastosowane ze
wzgledu na trudno$ci zwigzane ze zmiang kroku catkowania oraz konieczno$¢ restartu.

Carver [11] dofaczajac do funkcji nieciagtosci <&(t; x(t)) jej pochodng did w
otoczeniu punktu nieciggtosci lokalizowanego z nieréwnosci

V OV * o< (375)

wykorzystat algorytm Hindmarsh-Geara (rownania progresji czasu) [47] do obliczenia
wartosci dtugosci kroku czasowego h¥* dla ktérego

V o =°- (3-76)

Zadanie to wymaga obliczenia wielomianu (ze wzgledu na h ), ktérego rzad jest réwny
rzedowi algorytmu catkujacego. Negatywna cecha tego algorytmu jest mozliwo$¢ btgdzenia
rozwiazania wokot punktu nieciggtosci.

W pracach [100,12] zastosowano tzw. kombinowang symulacje, polegajacg na
wprowadzeniu dyskretnych wydarzen (a whasciwie dyskretnych uktadéw) opisanych ciggtym
réwnaniem. Oryginalna metoda Pritskera i Hunta rozréznia dwa rodzaje nieciagtosci, {j.
nieciggtosci w dziedzinie czasu i w przestrzeni stanu. NieciggtoSci w dziedzinie czasu sg
prosto wyznaczane, a wiec catkowanie odbywa sie doktadnie do momentu ich wystgpienia.
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Natomiast nieciggtosci w przestrzeni stanu sa wykrywane wstepnie za pomocg warunku
(3.75), po czym metoda bisekcji ustala sie doktadniejsze wartoSci miejsca wystgpienia
nieciggtosci. Powtarzajac sprawdzanie warunku (3.75) (oczywiscie aktualizujac za kazdym
krokiem wartosci funkcji $k( )) z dzieleniem dtugosci kroku czasowego na potowe, po
skonczonej liczbie iteracji uzyskuje sie rozwiazanie z wymagang doktadnoscig [100],
Znaczna poprawe zbiezno$ci uzyskat Cellier [12] zastepujac metode bisekcji metodg
Newtona.

Rozwinieciem metody omawianej w poprzednim paragrafie jest algorytm
zaproponowany przez Ellisona [25], umozliwiajacy efektywna lokalizacje punktow
niecigglosci poprzez wykorzystanie odwrotnej interpolacji wielomianami Hermite’a.
Algorytm ten oparty jest na metodzie Rungego-Kutty-Shampire [107], gdzie wykorzystano
dwie formuty Rungego-Kutty. Pierwsza z nich (trzeciego rzedu) stuzy do zwyklego
catkowania "wprz6d", natomiast druga (czwartego rzedu) umozliwia poprawe doktadnosci
rozwigzania. Wspomniana odwrotna interpolacja wielomianami Hermite’a wymaga
znajomosci wartosci x i dx/dt dla czasu tn i tH+ (rys.3.5), z zatozeniem, aby wartos¢

byla obliczana na koncu kroku czasowego. Tak obliczone dane pozwalajg na wyznaczenie

Rys. 3.5. Zmiana funkcji catkowania po wystgpieniu nieciggtosci
Fig. 3.5. Switching of integration function after a discontinuity occurrence

wielomianu Hermite’a trzeciego stopnia okre$lonego na dtugosci kroku catkowania z
doktadnoscig 0(h'), tj. takg samajak doktadno$¢ metody Rungego-Kutty. Do wyznaczenia
czasu t* wystgpienia nieciggtosci odpowiadajacej ustalonemu progowi, tji. x = X,
wykorzystano odwrotng interpolacje Hermite’a, gdzie zamieniono rolami argument t oraz

funkcja x tak, ze dxidt zostato zastgpione dt/dx.
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B{) wyznaczenia pierwszego przyblizenia czasu t*, okreslonego przez i*, wykorzysta-
no odwrotng interpolacje liniowa. Nastepnie z bezpos$redniej interpolacji opartej na
wartosciach xn, xn+! obliczono x(£). Po czym uzyto ponownie odwrotnej liniowej
interpolacji bazujac na wartosciach x(C) i xn lub xn+l. Obliczenia powtarza sie az do
momentu uzyskania zatozonej doktadnosci.

Jako ostatni z grupy algorytméw Rungego-Kutty omoéwiony zostanie algorytm
opracowywany przez Borthwicka [9], Neilsona [85,86] i autora, gdzie podobnie jak w
pracy Celiera [12], do lokalizacji punktu nieciggtosci wykorzystano réwnanie (3.76).
Procedura ta oparta jest na odwrotnej kwadratowej interpolacji funkcji nieciagtosci, co
przedstawiono na rys. 3.6.

Rys. 3.6. Odwrotna kwadratowa interpolacja funkcji nieciggtosci
Fig. 3.6. Inverse squared interpolation of discontinuity function

Oznaczmy za [9], funkcje nieciggtosci $(t; x(t)) przez

v(t) = 4>(Ex(D), (3-77)

oraz funkcje odwrotng

t =G (u). (3.78)

Niechaj E = G(0) bedzie dokfadna wartoscig funkcji w punkcie przetgczania
(nieciagtosci). Funkcja odwrotna G (v) reprezentuje rozwigzanie Sciste przy nieprzetgczeniu
parametréow w punkcie < co w rozwigzaniu numerycznym aproksymowane jest przez
dyskretny cigg {G,,}. Ten z kolei umozliwia skonstruowanie wielomianu Q(v) stopnia s-
tego, czyli poprzez wykorzystanie (s+1) wartosci elementow ciggu {G,}. Omawiana
procedura nie podejmuje niepotrzebnego obliczania rozwigzania poza koricowym krokiem
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czasowym dla (s-1) dodatkowych punktéw (badz zapamietywania tych wartosci),
wykorzystujac jedynie punkty az do koncowego kroku czasowego. Catkowanie w
przedziatach ciggtych odbywa sie standardowg procedurg Rungego-Kutty czwartego rzedu
(patrz tabl.3.1) ze sprawdzeniem warunku (3.73) w kazdym kroku catkowania.

Tablica 3.1
Metoda Formuta Wspétczynniki

=<
Runge-Kutta 3 rzedu I ¥ “.‘I

-< +9

b - i(*, *2*2-2% +kjh b
Runge-Kutta 4 rzedu
K F«vxt+y>
=xt * +3k2*3* *kjh t, -a»,4*.*4»))

Runge-Kutta-Shampine 4 * [t 4% XtA(-%,-3%))

rzedu 4=

W przypadku wykrycia nieciggtosci, dwa punkty tj. przed i po wystapieniu zjawiska
sg uzywane do interpolacji. Punkt trzeci jest obliczany z zaleznosci

L4 =, 4+ (3-79)

Globalny btad na koncowych punktach xn i xn+, jest réwny 0(h4), tj. tak, jak przy
wykorzystaniu samej metody Rungego-Kutty. Natomiast lokalny bigd w punkcie
posrednim jest otrzymywany z réwnania ¢kldt = f(t; x(t)) przy zatozeniu,iz xn
Rozwijajacx(tn+1/2h) w szereg Taylora w otoczeniu punktu x (tj oraz A, w otoczeniu/(/,,,
Xj otrzymano

X(t,, +\h) - (xn+iflfc, +C)) =~ (2Ffx - G) h O (Af) (3.80)

gdzie:

F.st,/ii; a-*>y*L ,fzl
dc dxdl1 dtdx dx1
Btad w aproksymacji réwnania (3.79) jest tego samego rzedu, co biad interpolacji
kwadratowej, a wiec 0(h3. Oznaczmy dla wygody indeksy n, n+1/2, n+1 liczbami 1, 2,
3. Wowczas punkty interpolacji wielomianu intepolacyjnego Q opisanego na ciggu {G«}
beda przedstawia¢ sie nastepujaco



Wielomian interpolacyjny Q jest zbudowany na podstawie wielomianu Aitkena [1],
ktéry dlay = 0 jest okreslony przez zaleznosci
11 =t (3.82)

ith,k - M *
' 3.83
V.*¥ ( )

gdzie:j = 1,23; k = 1,2, ... J-l.

Generalnie metoda Aitkena umozliwia konstruowanie wielomiandw wyzszych stopni
z wielomiandéw stopni nizszych w sposob rekurencyjny. Konfcowe przyblizenie
pierwiastkow réwnania (3.77) wynosi

5. <33- (3'84)

Po wyznaczeniu czasu E, stosuje sie dalej metode Rungego-Kutty dla czasu t = in ze
zmieniong dtugoscig kroku catkowania

A**®@-* ®. (3-85)

Goérny indeks (i) w réwnaniu (3.85) oznacza numer iteracji. Proces ten jest powtarzany
az do momentu osiggniecia zatozonej doktadnosci e

|G(0|<e. (3-86)

Dokfadnos¢ algorytmu odwrotnej interpolacji

Zalezno$¢ umozliwiajaca obliczenie btedu odwrotnej interpolacji zostata podana po
raz pierwszy przez Ostrowskiego [93]. Wykorzystujac te zalezno$¢ do obliczenia btedu
odwrotnej interpolacji, bazujgc na trzech punktach (réwnanie (3.83)), otrzymano
oszacowanie btedu aproksymacji punktu przetgczenia
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gdzie C £ (uj, v3. Jezeli wszystkie punkty interpolacyjne lezg blisko pierwiastka £, to

wowczas iloczyn stanowigcy bigd okreslony zaleznoscig (3.87) jest maty.
Zatézmy, ze:

(1) u(O0 jest rézniczkowalne w badanym kroku czasowym,

(2) pierwiastek <ffunkcji v(t) lezy wtym kroku czasowym, oraz jest opisany zaleznos$cig

E=t +tf ne (0, 1). (3.88)

Uwzgledniajgc dodatkowo btad globalny w punktach interpolacji oraz rozwijajac w szereg
Taylora funkcje uw okolicy punktu przetgczenia otrzymano

u, = u(? -x\h) +0(9

= u(s) - tin2UE) 4 oifo2dVi) a3,
di i ’

(3.89)

. <s-n>V £s<0 , 0<*\
2 dt 2 ar2

u3 = u« +(1-T1)A) + o(A9

= u(g) (1- T I * (1-TD2/|~~ L(j) +0(ft3)

di 2 8f2

Wykorzystujac zatozenie v(E) = 0, oraz podstawiajac z przeksztatconego réwnania (3.89)
iloczyn j¢iMM do réwnania (3.87) i zapisujac pochodng d3C/du3jako wielomian funkcji
v(t) ijej pochodnych otrzymujemy réwnanie (3.87) o postaci [93]

E -V =(2t] —3t|2+t|)(—(’j‘t

(3.90)
3(— 2 R mo(/U),
(
gdzie:
tr = G(i) . (3.92)

Rownanie (3.90) uwidacznia, ze btagd odwrotnej interpolacji (3.82, 83) zazwyczaj
wynosi 0(h3), jednakze moze przyjmowac wartosci wieksze, jezeli du/dtjf >> dujdl 11,
co jest mato prawdopodobne w rozpatrywanym przedziale t e [tff t,,+h], W przypadku
krytycznym, tj. dyjdt\( <=dujd \t( << 1 gdzie trajektoria jest styczna do ptaszczyzny
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przetgczajacej, nalezy zastosowac bezwarunkowo metode bisekcji. Natomiast w przypadku
gdy dv/dt|c dvjdt|t( < 1, oraz r6znig sie nieznacznie, mozna zastosowac jako etap
posredni interpolacje liniowa. | tak na rysunku 3.7 przedstawiono schemat logiczny
wykorzystywany przy catkowaniu réwnan rézniczkowych z nieciggtoSciami, gdzie
nadrzednym celem jest precyzyjne wyznaczanie czasu wystgpienia nieciggtosci E .

Rys. 3.7. Schemat blokowy catkowania jednego kroku uktadu z nieciggtosciami
Fig. 3.7. Flow chart for integration of systems with discontinuities



4. METODY ANALIZY JAKOSCI RUCHU1

4.1. Wprowadzenie

Bardzo wiele zjawisk naturalnych czy tez proceséw spotykanych powszechnie
wykazuje cechy ztozonosci, z trudnymi do przewidzenia odpowiedziami. Jako typowe
przyktady mozna poda¢ drgania samowzbudne, turbulencje cieczy, zmiane pogody,
fluktuacje cen gietdowych i inne. Wszystkie te zjawiska maja jedng ceche wspélng - sg
nieliniowe. Jakkolwiek problem drgan nieliniowych byt znany od dawna, to dopiero Henri
Poincare w 1903 r. zauwazyt, ze dla pewnych ukfadéw nieliniowych "mate zmiany teraz
prowadzg do bardzo duzych zmian wprzysztosci" [96], Uptyneto kilka dekad bez wyraznego
postepu w zadaniu postawionym przez Poincarego, az do 1963 r., kiedy to Edward
Lorenz opublikowat prace zatytutowang "Deterministic nonperiodic flow" [67], w ktérej
numerycznie na "modelu pogody" potwierdzit duzg wrazliwo$¢ rozwigzania na zmienno$¢é
warunku poczatkowego, tzw. "butterfly effect”. Chociaz prace w tym zakresie byly od tego
czasu nieprzerwanie kontynuowane, to dopiero potowe lat osiemdziesigtych mozna uznac
za przetom w dynamice nieliniowej, a w szczegblnosci w tworzacej sie teorii chaosu
[17,52,112]. Data ta ma Scisty zwigzek z wprowadzeniem na rynek komputeréw osobistych
o wysokich mozliwos$ciach graficznych, umozliwiajacych fatwa implementacje i interakcyj-
ng prace w trakcie fazy formutowania i analizowania postawionego zadania. Nalezy w tym
miejscu wymieni¢ pionierskie prace nalezagce ogoélnie do gatezi nauki zwanej dynamika
nieliniowa, a mianowicie Maya [71], Faigenbauma [26] czy Herona [45]. Oraz prace
specjalistyczne dotyczace drgan chaotycznych Uedy [120], Moona [79,80] i Holmsa [48].
Z krajowych badaczy na uwage zastugujg Kapitaniak [53-55], Awrejcewicz [5,6] i
Szemplinska-Stupnicka [115,116].

Réwnolegle z burzliwym rozwojem dynamiki nieliniowej w zakresie teorii i metod
analitycznych rozpoczat sie proces tworzenia numerycznych i eksperymentalnych metod
badania dynamiki uktadéw nieliniowych. | tak Moon w pracach [78,79] specyfikuje
nastepujace narzedzia oceny jakosci ruchu:

(1) Obserwacja przebiegéw czasowych.
(2) Plaszczyzna fazowa.

(3) Pseudoptaszczyzna fazowa.

(4) Diagram bifurkacyjny.

(5) Widmo drgan.

(6) Funkcja autokorelaciji.

(7) Mapa Poincarego.

(8) Podwojna mapa Poincarego.

(9) Redukcja do mapy jednowymiarowe;j.
(10) Wykitadniki Lapunowa.

~Zamieszczone w tym rozdziale metody badania jakosci ruchu zaczerpnieto z literatury dynamiki
chaotycznej, dla ktérych opracowano wiasne przyktady ich zastosowania.
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(11) Wymiar fraktalny.

(12) Wymiar fraktalny, informacyjny i korelacyjny.
(13) Wykresy chaosu.

(14) Obszary zbieznosci.

Wymienione powyzej techniki rozszerzajg mozliwosci analizy ztozonych uktadéw,
w tym takze mechanicznych. Wybor zbioru uzywanych technik zalezy od indywidualnego
uktadu bedacego przedmiotem badan i bedzie sie¢ r6zni¢ dla réznych uktadéw. Ponizej
omowiono Kilka technik bedacych, zdaniem Autora, najefektywniejszymi przy badaniu
dynamiki uktadéw nieliniowych z nieciggtosciami.

4.2. Przebiegi czasowe

Jedng z najprostszych technik dajagcych wstepng informacje o jakosci ruchu jest
obserwacja przebiegdw czasowych uktadu, tj. jego przemieszczen i predkosci. W
przypadku gdy charakterystyki te nie wykazuja cech periodycznosci, wéwczas podejrzewac
nalezy, ze rozwigzanie moze by¢ quasi-periodyczne, chaotyczne bgdz posiada bardzo dhugi
okres (rys.4.1).

a) b)

t t
Rys. 4.1. Przebiegi czasowe oscylatora Duffinga dla ruchu; a) periodycznego,

b) chaotycznego
Fig. 4.1. Time histories of Duffing oscillator for a) periodic and b) chaotic motion

43. Plaszczyzna fazowa

Portret fazowy lub tez inaczej ptaszczyzna fazowa moze by¢ rowniez wykorzystana
do badania jakos$ci ruchu. Moon [79] dla przypadku uktadu o jednym stopniu swobody
definiuje ja jako zbiér punktow (x, x). Dla uktadu o wielu stopniach swobody ptaszczyzna
fazowa rozumiana jest jako rzut rozwigzania na ptaszczyzny (xj, xj) (i jest numerem
stopnia swobody). Przyktadowo dla wytraconego z réwnowagi liniowego oscylatora
drgajagcego swobodnie bez ttumienia, trajektorig fazowg po unormowaniu zmiennych
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bytby okrag, w przypadku uktadu nieliniowego krzywa zamknieta (rys.4.2a). Dla uktadu
z nieliniowg charakterystyka sity sprezystosci, trajektoria fazowa moze sie zamykac
dopiero po kilku petlach (rys.4.2b), czego interpretacja sg drgania uktadu z czestoSciami
podharmonicznymi. Jeszcze innym przypadkiem jest zdgzanie rozwigzania do pewnej
orbity granicznej (rys.4.2c) lub niezamykanie sie trajektorii fazowej (4.2d). Wodwczas
moéwimy o tzw. cyklu granicznym lub ruchu chaotycznym .

a) b)

i +0.08i #xJ - 0.2cosr; - 105, % =077 X *0.081 ¢x =0.2cosf, X0 *-043 i, *012

P04 - DL ex >001cosi, X *0 x0m 0.05 ¢x =7.5cosr;  xQ- -4.00, X0 * 0.00

Rys. 4.2. Portrety fazowe dla uktadu; a) periodycznego, b) periodycznego drgajacego z
czestoscig podharmoniczng, c) z cyklem granicznym, d) uktadu chaotycznego
Fig. 42. Phase piane for a) harmonie, b) subharmonic, c) limit cycle and d) chaotic

motion

~Obserwacja portretu fazowego musi by¢ uzupetniona jeszcze innymi technikami, azeby mozna
byto stwierdzi¢ chaos w uktadzie.
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4.4, Widmo drgan

Azeby odrézni¢ przebiegi z bardzo diugim okresem drgafn od przebiegow
chaotycznych mozna dokona¢ przeksztatcenia Fouriera, ktére mozna zdefiniowaé w
sposéb nastepujacy [94]

X(f) =sr [*(?)] = lim f X(t)e~infdt, (4.1)

gdzie X(I) = fxj(t), x2(t),....xn(t)1T jest wektorem wspotrzednych stanu, a X(f) jest jego
transfotmatg Fouriera. Dla ukfadéw drgajacych okresowo widmo mocy [104]

** (- 1-W)I12 0 =1,2,..%), (4.2)
sktada sie ze skonczonej liczby dyskretnych prazkéw o okreslonej czestosci, w przeci-
wiefstwie do ruchu chaotycznego, ktérego aperiodyczno$¢ objawia sie szerokim,
sptaszczonym widmem mocy P(f), szczeg6lnie w zakresie niskich czestosci. Na rysunkach
4.3 przedstawiono widma mocy roznych form ruchu, sporzadzone dla identycznych
réwnan i warunkow poczatkowych jak na rysunku 4.2.

©) d)

Rys. 4.3. Widma mocy dla ruchu; a) periodycznego, b) periodycznego z czesto$ciami
podharmonicznymi, c) z cyklem granicznym, d) chaotycznego

Fig. 4.3. Power spectrum for a) harmonie, b) subharmonic, c) limit cycle and d) chaotic
motion
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Jak juz wspominano poprzednio, analityczna posta¢ odpowiedzi uktadu x(t) jest
znana tylko dla ograniczonej liczby przypadkéw, a wiec zdecydowang wiekszo$¢
odpowiedzi traktuje sie jako szereg wektoréw {x;, x»..,, xn) okreslony w dyskretnych
chwilach czasowych tj, t3 ..., th. Wowczas rozwaza sie dyskretne przeksztatcenie okreslone
réwnaniem [94]

X(f) =hV x(tpe-n'fih, (4-3)
7*1

gdzie: h - dtugo$¢ odstepu czasowego pomiedzy sagsiednimi prébkami,
n - liczba prébek czasowych.

4.5. Funkcja autokorelacji

Jeszcze innym kryterium jakosci ruchu jest funkcja korelacji wzajemnej przebiegu,
zwana takze funkcja autokorelacji [107,108]
T

R (t) = lim - f X(t) X{t +x) dt, (4-4)
gdzie:
T
X(t) = X(t) - lim -i f X(t)dt. (45)

Funkcja korelacji wzajemnej przyjmuje warto$¢ ustalong badz zmienia sie
harmonicznie dla przebiegéw okresowych. W przypadku drgafA chaotycznych warto$¢
funkcji autokorelacji maleje do zera (bardzo czesto ekspotencjalnie).

Przy zalozeniu, ze rozpatrywa¢ bedziemy szereg wektorow {xIt x" .., xn\ w
dyskretnych chwilach czasowych, wowczas catka z réwnania (4.4) zamienia sie na sume

Rxim) - | lim (4f))
N N— j-&

gdzie:
i NI

X. =X - X; X =— lim T' x . (4"

11 N N- 1
Przez m rozumie¢ bedziemy liczbe krokéw czasowych oddzielajgcych dwa korelowane
wektory przebiegow.

Na rysunku 4.4 przedstawiono postacie funkcji autokorelacji dla takich samych

oscylatoréw i warunkéw poczatkowych,jak na rysunku 4.2, ukazujagc w ten sposéb ich
przebiegi dla réznych form ruchu.
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C) b)

c)

Rys. 4.4. Funkcja autokorelacji dla przebiegu; a) periodycznego, b) periodycznego
z czestosciami podharmonicznymi, c) z cyklem granicznym, d) chaotycznego
Fig. 44. Autocorrelation function for a) harmonie, b) subharmonic, c) limit cycle and
chaotic motion

4.6. Mapy Poincarego

Budowanie map Poincarego jest jedng z najpopularniejszych, a jednocze$nie
najbardziej obrazowg technikg badania jakos$ci ruchu uktadéw dynamicznych [53], Z
punktu widzenia dynamiki dyskretnej mapg okresla¢ bedziemy uporzadkowany szereg
prébek czasowych {x(tl), jcflj, .., x(tN}, ktéry w najprostszej formie moze by¢ opisany
réwnaniem

x el [(*, >, (48)

gdzie:
*”_*(*”). (4_9)

Mapy Poincarego sg klasyczng metodg badania uktadéw dynamicznych, w ktorej n
wymiarowy potok fazowy uktadu ciggtego w czasie zostaje zredukowany do n-1
wymiarowego uktadu z dyskretnym czasem. Pozwala to na badanie wiasciwosci punktow
nalezacych do trajektorii fazowych dla odpowiednio dobranych okreséw probkowania.
Tak wybrany zbiér punktéw trajektorii fazowej stanowi mape Poincarego. Uzyteczno$¢
map Poincarego polega nie tylko na redukcji wymiaru, lecz takze na wypetnieniu luki
bedacej pomiedzy uktadami ciggtymi a dyskretnymi.
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Definicje map Poincare sg rozne dla uktadéw autonomicznych i nieautonomicznych,
w zwigzku z czym przedstawiono je oddzielnie [95] opierajac rozwazania na zamknietej
orbicie potoku fazowego y pola wektorowego X(t), ktorej definicje zacytowano z pracy

[53].

Definicja 4.1
Zamknietg orbite y potoku fazowego F,(t) pola wektorowegoX(t) nazywamy niestatg
catkowalng krzywsa y(t) taka, ze

3 \Y y(t+T) =y(0 (4 10}
rTe>g fes U

dla ktérej m e y (np. m —y(t)), Ejest podrozmaitoscig transwersalng do y w punkcie m
(tzn. y’(0) nie jest styczna do E) oraz D ¢ M x R jest obszarem otwartym, na ktéorym
potok fazowy jest okreslony.

Definicja 4.2

Mapa Poincarego orbity y (rys.4.5) nazywamy takie odwzorowanie P: w0-»w,, gdzie
Q) wl c z s sgsiedztwami punktu m e E, a P jest dyfeomorfizmem,
(2) istnieje funkcja 6" w0 -*R, taka ze

xe\v/\o (x;T-6(x)) eD A P(x) =F(X T-b (x)) 4.11)

(3) jezelit e (0; 8(x)) *F(x;t) fwoO

Rys. 45. Mapa Poincarego orbity y
Fig. 45. Poincare map of the orbit y

Mapy Poincarego dla uktadéw nieautonomicznych
Rozwazmy ukiad nieautonomiczny rzedu n - tego z rozwigzaniem periodycznym,
gdzie przez T rozumie¢ bedziemy najkrétszy z okreséw drgan ukladu. Uktad ten moze
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by¢ sprowadzony do uktadu autonomicznego rzedu n+1, ktéry mozna przedstawic
w cylindrycznej przestrzeni stanu R x S1[109].

Definicja 4.3
Niech n wymiarowg hiperptaszczyzne £ e Ry S 1 zdefiniowang nastepujgco

S ={(*,0) e RnxS": 0 = 60}, (412)
(patrz rys.4.6) przecina co okres T w czasie tO+T trajektoria fazowa bedgca rozwigzaniem
n+1 rzedu réwnania autonomicznego <pI(t;x). Wowczas powstajagce odwzorowanie
PVv.E » £ (R*-*Sl) okreslone jako

PNW = (4-13)

jest nazwane mapg Poincarego ukifadu nieautonomicznego.

Dla ustalonego t, 0, jest dyfeomorfizmem, z czego wynika, ze Pn jest rozniczkowalne
i posiada funkcje odwrotna.

Na rysunku 4.6. przedstawiono mape Poincarego uktadu nieautonomicznego rzedu
pierwszego.

Rys. 4.6. Mapa Poincarego dla ukfadu nieautonomicznego rzedu pierwszego
Fig. 4.6. Poincare map for non-autonomous system of the first order

Mapa Poincarego dla ukfadu autonomicznego

Rozwazmy uktad autonomiczny rzedu n - tego z rozwigzaniem w postaci cyklu
granicznego r o okresie T oraz obierzmy punkt x* na cyklu granicznym, przez ktory
przeprowadzono hiperptaszczyzne £ transwersalng do r.
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Definicja 4.4

Mapg Poincarego ukiadu autonomicznego nazywamy zbidr punktéw utworzony
przez odwzorowanie PA:Z -*E takie, ze dowolna trajektoria fazowa startujgca z bliskiego
otoczenia Upunktu x* nalezagcego do £, przetnie poczasie zblizonym do T
hiperptaszczyzne Ew bliskim otoczeniu V punktu x (U,V c e).

Definicja 4.4 zapozyczona zostata z teorii uktadéw dynamicznych ijest raczej rzadko
stosowana do wyznaczania map Poincarego ze wzgledu na konieczno$¢ znajomosci cyklu
granicznego na samym poczatku obliczen. W praktyce wybierajgc n-1 wymiarowg
hiperptaszczyzne, dokonuje sie podziatu przestrzeni R' na dwa obszary

S, =ix: <h,x-*B >0> (4.14)

2. ={x: <h,x-xB> <0} (4.15)

gdzie: h e R “jest wektorem normalnym do E, jte jest punktem na I, a < > oznacza
iloczyn skalarny. Jezeli E jest poprawnie wybrana to trajektoria fazowa tworzy¢ bedzie
nastepujacy ciag przecie¢ E £+, Ej ... co schematycznie przedstawiono na rysunku 4.7.

Rys. 4.7. Typowa trajektoria fazowa przecinajgca hiperptaszczyzne E
Fig. 4.7. A typical phase trajectory hitting the hyperplane z

Dla danej hiperptaszczyzny E definiuje sie trzy r6zne mapy Poincarego.

Definicja 4.5

Jednostronng mapg Poincarego P+ nazywamy odwzorowanie P+:E -> E takie, ze
trajektoria < przebija hiperptaszczyzne £ zgodnie ze wzrostem normalnej, tj.
<hj(4>,x))> a0Odlatado.

Jednostronng mapg Poincarego P_ nazywamy odwzorowanie P_:E -> E takie, ze
trajektoria < przebija hiperptaszczyzne E przeciwnie do normalnej tj. <hj(<t>[(x))> s 0
dlat 2 0.
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Dwustronng mapg Poincarego P+ nazywamy odwzorowanie P+:Z -» Z takie, Ze
trajektoria ¢ przebija hiperptaszczyzne Z zgodnie badz przeciwnie do normalne;j.

Na rysunku 4.8 przedstawiono mapy Poincarego ukiadoéw objawiajagcych rozne
rodzaje ruchu tj. periodycznego, periodycznego z podharmonicznymi, quasi-okresowego
i chaotycznego z "dziwnym atraktorem", ktéry rozumiany jest jako atraktor, w ktérym nie
wystepujg punkty state lub cykle graniczne, a jego wymiar jest liczbg fraktalna.

a) b)

-2.0 - 1.0

c) d)

Rys. 4.8. Mapy Poincarego dla uktadu nieautonomicznego z odpowiedziami ruchu;
a) periodycznego, b) periodycznego z czestosciami podharmonicznymi,
c) quasi-okresowego, d) chaotycznego z dziwnym atraktorem

Fig. 4.8. Poincare map for non-autonomous system with a) harmonie, b) subharmonic,
c) quasiperiodic and d) chaotic motion



51

4.7. Wykresy bifurkacyjne

Szeroko uzywang technika analizy jakosci ruchu opisanego funkcjg zmiennosci
pewnego kontrolnego parametru sg tzw. wykresy bifurkacyjne. Stuzg one do graficznego
przedstawienia jakoSciowego i ilosciowego procesu "dochodzenia™ i " wychodzenia"

z chaosu.

Sprowadzmy ukad dynamiczny opisany réwnaniem (2.2) z okreslonym zagadnieniem

Cauche’go do postaci autonomicznej

x=f(x,p), (4-16)

ktorego trajektoria fazowa dla t -» @ przecinajac pewng hiperptaszczyzne utworzy zbior
graniczny (patrz rys.4.5). W ukfadzie tym obserwowac bedziemy rozwigzanie x(t) jako
funkcje wektora parametréwp, gdzie normalnie (w przypadku uktadéw niechaotycznych)
matym zmianom wektora parametrow p odpowiadajg mate zmiany wektora x(t).

Defincja 4.6

Niech wektor x(I) z zadanym warunkiem poczatkowym x0 = x(t0) bedzie
rozwigzaniem réwnania (4.16) w dziedzinie zmian wektora/?. Jezeli nieskonczenie matym
zmianom wektora p odpowiada¢ beda jakoSciowe zmiany w zbiorze granicznym to
okresla¢ je bedziemy mianem bifurkacji rozwigzania, a wektor parametrow, dla ktérego
nastgpita ta zmiana, wektorem krytycznym lub bifurkacyjnym.

W teorii bifurkacji rozréznia sie
kilka ich rodzai, z ktorych
najbardziej charakterystyczne poka-
zano na rysunku 4.9 [105,106],
Woyijasnienia przedstawionych sche-
matow dokonajmy na przyktadzie
bifurkacji nadkrytycznej (rys.4.9a).
Bifurkacja nadkrytyczna to taka, dla
ktdrej uktad posiadajgc tylko jedno Q
rozwigzanie stabilne (linia ciggta)
dla o; < oifr, w punkcie krytycznym
przyjmuje dwa rozwigzania stabilne
i jedno niestabilne (linia prze-
rywana). W praktyce inzynierskiej
najczesciej spotyka sie z bifurkacje
pitchfork, np. dla zagadnienia
wybaczanego preta, gdzie po
przekroczemiu wartosci krytycznej,
ukfad przyjmuje rozwigzanie w

Rys. 4.9. Typowe przypadki bifurkacji;
a) nadkrytycznej, b) podkrytycznej,
c¢) pitchfork, d) Hopfa

Fig. 4.9. Typical bifurcations; a) supercritical,
b) subcritical, c) pitchfork, d) Hopf



52

postaci cyklu granicznego (rys.4.9d).

Jako przyktad wykresu bifurkacyjnego zbudowanego dla uktadu z nieciggtosciami na
rysunku 4.10 przedstawiono kaskade bifurkacji dla oscylatora z przedziatami liniowg
charakterystyka sity sprezystosci, otrzymang poprzez systematyczng zmiane parametru a
okres$lang metodg brute-force [95], Przypadek ten jest szczegétowo analizowany w
podrozdziale 5.2,

Analizujac wykresy bifurkacyjne mozna wskaza¢ na rézne sposoby dochodzenia

i wychodzenia z punktu krytycznego. | tak Moon [79] i Szemplifnska-Stupnicka [114]
wyr6zniajg nastepujace drogi osiggania ruchu chaotycznego:
(1) przez iteracyjny podziat czestosci drgan (z ang. period-doubling route to chaos),
(2) przez przejscie z ruchu quasi-periodycznego (z ang. quasiperiodic route to chaos),
(3) przez przejsciowo$¢ wystepowania ruchu aperiodycznego (z ang. intermittency),
(4) przez "katastroficzne" przejscie od ruchu periodycznego do chaotycznego i odwrotnie

(z ang. crisis type transition).

n
Rys. 4.10. Wykres bifurkacyjny oscylatora ze skokowo zmienng sztywnoscig
Fig. 4.10. Bifurcation diagram for a linear piecewise oscillator

4.8. Wykfadniki Lapunowa

Wyktadniki Lapunowa okres$lajg miare wykladniczej zbieznosci lub rozbieznosci
dwoch bliskich trajektorii  fazowych, przyjmowanych najczesSciej w poblizu cykli
granicznych. W przypadku ruchu okresowego moze wystgpi¢ liniowa rozbiezno$¢ dwdch
trajektorii fazowych, jednakze woéwczas wspdtczynnik Lapunowa jest liczbg niedodatnia.
Natomiast w przypadku ruchu chaotycznego dwie bliskie trajektorie zaczynajgce sie w
sgsiednich punktach sg wykfadniczo rozbiezne, co przejawia sie dodatnig wartoscig co
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najmniej jednego wykiadnika Lapunowa. Dla ukiadéw ciagtych pojecie wyktadnikéw
Lapunowa wigze sie blisko z pojeciami wartosci wilasnych oraz mnoznikow
charakterystycznych w punkcie réwnowagi [105,140] w sposobnastepujacy:

lim_—In Im,-(0; i =12, (417)
f-Q t

gdzie nij(t) jest i-tym mnoznikiem charakterystycznym réwnania (2.2), a A jest i-tym
wykfadnikiem Lapunowa.

3, =

Rozpatrzmy uktad dynamiczny opisany réwnaniem (2.1) z okreslonym zagadnienim
Cauche’go, sprowadzony do postaci autonomicznej

i =/(*), (4-18)

gdziex = fxp x».., xJTe U, (U jest zbiorem otwartym w przestrzeni fazowej R"),f =

Taki ukfad dynamiczny posiada n wyktadnikéw Lapunowa. Najistotniejszym
i szczeg6lnie uzytecznym w celu odrdzniania ruchu chaotycznego od regularnego jest
maksymalny wyktadnik Lapunowa [95], ktérego definicje podano za Kapitaniakiem [53].

Definicja 4.7
Niech U* bedzie przestrzenig styczng do przestrzeni Uw kazdym punkcie trajektorii

x e U, wowczas wektor styczny 6x e UX spetnia rownanie wariacyjne
0x = D(x(t)) 6x, (419)

gdzie D( ) jest jakobianem rozwigzania w punkcie x(t).

Niech x(t) bedzie punktem poczatkowym oraz bx(0) poczatkowg wariacjg
w przestrzeni stycznej Ux(0" w punkcie x(0).

Maksymalnym wykfadnikiem Lapunowa nazywamy granice wyrazenia

A(x(0), O(0) = lim L InBSX) | (4.20)

gdzie Il lloznacza norme w R".

Zaleznosci (4.17) i (4.20) sg szczegOlnie uzyteczne przy badaniu uktadow
dynamicznych w przypadku znajomosci explicite rownan ruchu, co wpewnym stopniu
ogranicza ich stosowalnos$¢,poniewaz czesto spotykamy sie zodpowiedziamiuktadow
traktowanych jako ‘czarne skrzynki".

Ogolniejszym sposobem wyznaczania maksymalnego wyktadnika Lapunowa jest
metoda oparta na analizie szeregu probek czasowych [140,21,119,2,117], ktére
otrzymywane sg czesto na drodze doswiadczalnej. W pracy Wolfa i innych [140] podano
przejrzysty algorytm obliczania wartosci maksymalnego wyktadnika Lapunowa z danych
eksperymentalnych bazujacy zasadniczo na poréwnywaniu odlegtosci i pola powierzchni
pomiedzy bliskimi trajektoriami.
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Definicja 4.8

Niech x(t0) = x(Kbedzie punktem trajektorii fazowej 0, rownania (4.18) oraz dad
promieniem n wymiarowej sfery warunkéw poczatkowych nieznacznie réznigcych sie od
xg. Niech di bedzie najwiekszym wymiarem elipsoidy, przez ktérg przechodzi trajektoria
fazowa startujgca z rownaniem poczatkowym x*(tg) = xH+ da (patrz rys. 4.11).
Maksymalnym us$rednionym wyktadnikiem Lapunowa nazywamy granice

X(x(f0),d0) =lim j f -i— InA- 4-21
x(19.d9 A e (-20)

Rys. 4.11. Schemat do wyznaczania maksymalnego u$rednionego wykfadnika
Lapunowa
Fig. 4.11. A scheme for calculating maximum Liapunov exponent

4.9. Wymiar fraktalny, informacyjny i korelacyjny

Najczesciej spotykana definicja wymiaru opiera sie na przestrzeni Euklidesa, w ktorej
oznacza ona najmniejszg liczbe wspdtrzednych niezbednych do opisu potozenia
dowolnego punktu z jej wnetrza. Wymiar w tej przestrzeni jest liczba catkowita.

W celu petniejszego opisu geometrycznego odpowiedzi uktadéw nieliniowych, a w
szczegolnosci tzw. dziwnego atraktora wprowadzono za Mandelbrotem [69] wymiar
fraktalny. Definicja wymiaru fraktalnego opiera sie na pojeciu objetosci n wymiarowej,
i jest zblizona do wymiaru w sensie Hausdorfa [143,72]

D_=lim (4.22)
F In(l/e)

gdzie e jest wymiarem charakterystycznym elementu podstawowego (szescian, kula itp.),
natomiast N(e) oznacza najmniejszg liczbe elementéw podstawowych potrzebnych do
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catkowitego pokrycia analizowanej geomertii (w szczegdlnosci atraktora). W przypadku
wystepowania réznic w wartosciach DFdla r6znych rodzajow elementéw podstawowych,
wymiar fraktalny przyjmuje minimalng warto$¢ DF.

Przykfad (Wymiar fraktalny zbioru Cantora)
Zbior Cantora utworzony jest poprzez iteracyjne usuwanie srodkowego elementu z

jednostkowego odcinka podzielonego na trzy réwne czesci. W celu obliczenia DF

w  A-tym kroku iteracji pokryjmy pozostatosci dzielonego odcinka elementem
podstawowym, ktérego dtugos¢ wynosi e = U3k, co schematycznie przedstawiono na
rysunku 4.12.

N(e)
1

Rys. 4.12. Schemat do obliczania wymiaru fraktalnego zbioru Cantora
Fig. 4.12. Calculating scheme of fractal dimention of Cantor set

Sumaryczna liczba elementéw wynosi N = 2k, zatem wymiar fraktalny zbioru
Cantora przyjmuje warto$¢

Df = lim 2= _ 0.6309...

t~ In3*
Z obliczonej liczby mozna wnioskowaé, ze zbior Cantora nalezy traktowac jako twor
geometryczny pomiedzy punktem (DF —O0) a linig (DF = 1).

Wymiar fraktalny tagczy pojecie n-wymiarowej objetosci i ma czysto metryczne
znaczenie. Nie dostarcza bowiem zadnych informacji o dynamice uktadu objawiajgcej sie
jej czasowg zmiennoscia.

Niedogodno$¢ te wusuwa wymiar informacyjny, definiowany najczesciej jako
czestotliwos¢, z jakag system dynamiczny przyjmuje okreslong trajektorie. Pozostawiajgc
bez zmian znaczenia oznaczen e i N(e), wymiar informacyjny definiowany jest
nastepujaco
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D. =lim-MIL , (4.23)
1 ,.0ta(l/e)
gdzie:
M)
tie) = E (424)

Poprzez Pt oznaczono wspomniang powyzej czestotliwos$¢ "wizytacji" i-tego elementu
podstawowego przez okreslong trajektorie.

Jeszcze inng miarg wymiaru w sensie probalistycznym jest wymiar korelacyjny
okreslany poprzez funkcje korelacji C(e), ktéra informuje o relatywnej czestosci wizytacji
poprzez trajektorie /-tego elementu z przestrzeni stanu. Zalezno$¢ definiujgca wymiar
korelacyjny wyglada nastepujaco [32]

D =Hm f (4.25)
t-o Ine
gdzie:
M)
Ce) =1lim £ H(c - |X,-Xj). (4-26)

Poprzez H( ) oznaczono funkcje Heaviside’a.

4.10. Przyblizone kryteria oceny jakosci ruchu

Z przedstawionych dotychczas rozwazan wynika, ze aby dokona¢ ocenyjakosci ruchu
nalezy wyznaczy¢ numerycznie kilka oméwionych wczesniej dyskretnych estymat. Operacja
ta jest bardzo pracochtonna. Ponadto dokonywana ocena jest wazna wytgcznie dla
analizowanego obszaru parametréw. Pojawia sie wiec pytanie o istnienie pewnych choc¢hy
przyblizonych, jednakze analitycznych kryteriow dokonywania tej oceny, tj. wyznaczania
obszardw wystepowania ruchu periodycznego, periodycznego z podharmoniczymi i z
harmonicznymi, quasi-okresowego i chaotycznego. Opisana przez Guggenheimera i
Holmesa [36] metoda Melnikova pozwala na sprecyzowanie takich kryteriéw, bazujac na
uktadach Hamiltona. Rozwazmy wiec réwnanie ruchu uktadu, w ktérym zaréwno
wymuszenie,jak i ttumienie jest mate

LX)+ *R(X), (4-27)

gdzie: x jest wektorem stanu, g(x) = (gp gi) jest funkcjg okresowg, e jest matym
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parametrem, natomiast funkcjaf(x) = [f,, f j 1 jest hamiltonianem

POY =

L) = gy (4 28)

Funkcja Melnikova M(p0Q definiowana jako catka postaci [13,38]

umozliwia okreslenie "odlegtosci” pomie-
dzy stabilng IVsi niestabilng W' rozma-
itoScig  rézniczkowg co pogladowo
przedstawiono na rysunku 4.13 [114].
Odlegto$¢ d,, wyznaczana jest dla nie-
zaburzonej homoklinicznej trajektorii w
przestrzeni stanu. Jezeli rozmaitosci te
przetng sie chociaz jeden raz, to oznacza
to, iz beda sie przecina¢ nieskonczenie
wiele  razy, tworzac tzw. orbite
homokliniczng [78]. Jezeli warto$¢ funkcji
Melnikowa M(pn) oscyluje wokot zera i
posiada pojedynczy pierwiastek dlapQ, to
wowczas nastepuje  przecinanie  sie

t) x g(x(p0), i) dt (4-29)

Rys. 4.13. Stabilna i niestabilna rozmaito$¢
rézniczkowa
Fig. 4.13. Stable and unstable manifold

stabilnej W i niestabilnej W! rozmaitosci rézniczkowej [114].



5. DYNAMIKA OSCYLATORA HARMONICZNEGO ZE SKOKOWO ZMIENNA
SZTYWNOSCIA

W biezacym rozdziale i czterech kolejnych omdwione zostang badania dynamiki
roznych ukitadéw mechanicznych posiadajgcych nieciagtosci w postaci  funkcji
przemieszczenia, predkosci oraz przemieszczenia i predkosci. Do przeprowadzenia tych
badan wykorzystano zarbwno metody analityczne, jak i numeryczne. Zastosowano szereg
technik badania jako$ci ruchu omdwionych szczegétowo w poprzednim rozdziale.
Wszystkie obliczenia numeryczne przeprowadzono za pomocg pakietu programow
opracowanych przez autora, bedgcego rozwinieciem programu DAMT&CP [134], Pakiet
umozliwia rozigzywanie numeryczne i analize uktadéw chaotycznych. Badania dynamiki
analizowanych uktadéw przeprowadzane byly w nastepujgcym porzadku:

(1) implementacja badz jej proba jednej z metod aproksymujgcych w celu wyznaczenia
rozwigzania analitycznego,

(2) analiza numeryczna obejmujgca wpierw zbudowanie wykresdw bifurkacyjnych jako
funkcji istotnych parametréw uktadu, a nastepnie szczegétowe badania polegajace na
wyznaczeniu map Poincarego, widm drgan, funkcji autokorelacji, wyktadnikéw
Lapunowa i wymiaru korelacyjnego.

Rozwazmy oscylator ze skokowg charakterystyka sity przedstawiony na rysunku 5.1,
gdzie masa m polgczona ze sprezyng o statej cl i ttumikiem wiskotycznym o wspot-
czynniku ttumienia k wymuszana jest sitg harmoniczng o module fg Jezeli
przemieszczenie x jest mniejsze niz wartos¢ luzu g, to uktad drga harmonicznie z cze-
stoscig kotowa thumiong w. Przekroczenie zatozonego luzu powoduje kontakt z drugg ze
sprezyn o sztywnosci c2 Réwnanie ruchu uktadu obejmujace dwa wymienione przypadki
w formie bezwymiarowej ma postac¢

X" +2U" +* + H(X)(x - g) = pcos(r) t) , (5.1)
gdzie funkcja nieciggtosci H(x) jest dwuwarto$ciowa
(6.2)

Poniewaz réwnanie (5.1) jest przedziatami liniowe, wiec mozliwe jest podanie jego
analitycznego rozwigzania [108],
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Rys. 5.1. Oscylator ze zmienng skokowo charakterystyka sprezystosci; a) model fizyczny,
b) sita sprezystosci jako funkcja przemieszczenia
Fig. 5.1. Piecewise linear oscillator; a) physical model, b) stiffness force

Zanim podamy zaleznos$ci na catke og6lng i szczegdlng rownania (5.1), przedstawmy go
w postaci alternatywnych réwnan

x" + 2\x' + x = pcos(rrc); X < g,

x" + 2£x/ + (1 +a)x = Pcos(t]-) + ag; X zg.
Rozwazmy przypadek, dla ktérego nastepuje przetgczenie, tj. x = g. Dla przemieszczen
mieszczacych sie w pierwszym z ograniczen (5.2) rozwigzanie dla warunku poczatkowego
=8l
opisane jest rbwnaniem

to.’ =e (T "J[™.cos(t-t0J +5.sin(x -10J ] + (56)
CHcosr|T +D”sinrjr,

gdzie:
=g, =-i- (x0t+?g), Oo,. =1- E,
uOn.
C =P i e p =p  2fo—-.
(i -rid2 4e2n2 + (i -n22+4sV

Analogicznie dla przemieszczeniax spetniajgcego drugie z rownan (5.2) rozwigzanie
dla zadanego warunku poczatkowego
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*(V) =8 x'(*oJ =x 0> .7
opisane jest réGwnaniem
x0_,xqJ = * a<" '0J[4-Cosco0_(t-t0J+fi_smu0O_(T-TO) (5.8)
+ EJ + C cosr|t +Z)_sinriT ,
gdzie:
a -
1- 2¢ N
c -- L _ 0 = 4 2“ 0- «g
! Lo - a +1
|- _4(;211 il 1+4£2n
*0-J WO-

Trudno$¢ uzyskania rozwigzania analitycznego z réwnan (5.6) i (5.8) polega na
niemoznosci okreslenia explicite czasow osiggania przez oscylator potozenia x(tJ = g,
ktdre sg pierwiastkami rownan
=g, (5.9)
*.(*; V *x 0_) =g- (510)

W przypadku drgan swobodnych niettumionych réwnania (5.6) i (5.8) dajg sie
przedstawi¢ w postaci

o *2=*2 ¢ x'l; X <g, (5.11)
r/2

X - &g ) +X/Z :gz I 0- X7 g. (5.12)
a+l 1+a

Z poréwnania prawych stron réwnan (5.11) i (5.12) otrzymano zalezno$¢ ukazujaca
stosunek predkosci poczatkowych

. (5.13)
+ «
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Portrety fazowe dla réznych warunkéw poczatkowych przyjmujg posta¢ koncentrycznych
krzywych zamknietych (patrz rys.5.2). Kazda z krzywych utworzona zostata przez dwie
elipsy taczace sie w punktach o wspotrzednej x(t) =g.
Rozpatrzmy  drgania  wymuszone
tlumione rozpatrywanego oscylatora,
ktorych przebiegi bedziemy wyznacza¢
numerycznie. SprowadZzmy wiec réwnanie
(5.1) do ukfadu réwnan autonomicznych
(5.14), a nastepnie wykorzystajmy metode
statego  $redniego  przyspieszenia z
precyzyjnym  wyznaczaniem  czasow
wystgpienia  nieciggtosci  bazujgcg na
budowaniu wielomianéw aproksymujacych
Aitkena. Omawiany oscylator opisany jest
wektorem parametréw p = /£ a, S, n. g/T
nie bedacym funkcjg czasu. Pierwszg faze Rys. 5.2. Portret fazowy drgan swobodnych
bada  symulacyjnych przeprowadzono Fig. 5.2. Phase plane of the free vibration
przyjmujac  trojelementowy  wektor
parametrow p’ = [ot, g, £/r.

SN
1]
'
x
'

- g) -2EX2 + Pcos” (514)

3
1
S5

Pozostate dwie wartosci parametrow ustalono na niezmiennym poziomie nastepujaco: g
= 0, &= 0.01. Pierwsza grupe wykresow bifurkacyjnych stanowig charakterystyki ampli-
tudy drgan jako funkcji czesto$ci wymuszenia dla réznych poziomow sztywnosci drugiej
ze sprezyn, reprezentowanej przez wspétczynnik ot zmieniajacy sie w granicach ot € <10,
60>. Wzrost sztywnosci drugiej ze sprezyn powoduje roawoj ruchu chaotycznego szczegot-
nie wyraznego dla zakresu czestotliwosci 1| e <25 3.0>, gdzie widoczna jest kaskada bi-
furkacji wg schematu "period of doubling”. Przebieg charakterystyki amplitudy w funkcji
czestotliwosci jest funkcjg wielowartosciowg o wielu ekstremach lokalnych, jednakze
wzrost wspétczynnika sztywnosci nie wywotuje jako$ciowych zmian ruchu. Interesujgcym
aspektem wykresu bifurkacyjnego x = x(r]) jest wystepowanie naprzemiennie bifurkacji
pod- i nadkrytycznej, co prowadzi do mozliwosci wychodzenia z obszaru chaotycznego
poprzez wzrost i zmniejszennie czestosci wymuszenia. Inng ciekawg prawidtowoscig jest
cykliczne wystepowanie i rozwijanie sie kolejnych podharmonicznych po przedziatach
ruchu nieregularnego. Przykladowo dla ot = 10 w przedziale czestosci g e <15, 2.6>
uktad drga z jedna czestoscig. Nastepnie w zakresie g e <3.1, 4.2> z dwiema, w g €
<45, 5.2> z trzema, az wreszcie w zakresie r) e <6.0, 6.5> z czterema czestosciami.
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Rys. 5.3. Wykresy bifurkacyjne czestosci wymuszenia ] dla; a) a = 10, b) a = 20,
c)a =30,d)a =40,e)a =50,f)a==60

Fig. 5.3. Bifurcation diagrams of frequency ratio ti for a) a = 10, b) a = 20,
c) of = 30,d) a = 40,e) ct=50and f) a = 60



a)

c)
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Zupetnie inaczej przedstawia sie szereg wykresow bifurkacyjnych zmiennosci
wspotczynnika sztywnosci a przebadany dla kilku réznych warto$ci czestosci wymuszenia
i] co pokazano na rysunku 5.4.

b)

d)

s-~c- LR Coo-iiii&SSs anii?
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Rys.  5.4. Wykresy bifurkacyjne wptywu parametru adla a) r| = 0.5,b) r] = 1.0,
c)ri =20,d)ti =30,e)ri =40,f)n =50,g)n = 6.0and h) r] =7.0
Fig.  5.4.Bifurcation diagrams of stiffness ratio afor a) ri = 0.5, b) N = 1.0,
c)ri =20d)ri =30,e)r =40,f)r) =50,9)r = 6.0and h) ti =7.0

Wystepuje tutaj petna gama réznorodnych form ruchu, od czysto harmonicznego
poczawszy (rys. 5.4c), poprzez czysto podharmoniczy (rys. 5.4a i5.4.b) i podharmoniczny
z oknami ruchu nieregularnego (rys. 5.4e, 5.4g, 5.4h), a na nieregularnym skonczywszy
(rys. 5.4d i 5.4f). Przejscia z jednej formy ruchu do nastepnej zachodzg przy wzroscie
wartosci czestosci wymuszenia r|. Pordwnujac te grupe wykresow bifurkacyjnych z
poprzedniag mozna sformutowal stwierdzenie, iz zmiana wspotczynnika sztywnosci
powoduje bifurkacje nadkrytyczng z obszarami zaniku niektdrych podharmonicznych.
Dobierajac odpowiednig warto$¢ czestosci wymuszenia a, (np. 0.5,1 lub 2) mozna bardzo
efektywnie wptywaé na amplitude drgan.

Jeszcze inny charakter zmiennosci wykresow bifurkacyjnych uzyskuje sie poprzez
systematyczng zmiane wspoétczynnika ttumienia E dla kilku réznych wartosci czestosci
wymuszenia rj. W przypadku zmian wspotczynnika tlumienia mozna jednoznacznie
stwierdzi¢, iz powyzej pewnej jego wartosci w uktadzie moze wystapi¢ jedynie ruch
regularny. Stwierdzenie to byloby oczywiste, gdyby ruch tego uktadu od pewnej wartosci
a) b)

LC1 P T Y O I A O I I O U fli ml | FITUTTIIILITUTINT . T,
0.00 0.20 0.40 0.60 0.e0 00 000 0.20 0.40 0.60 0.80
* *

1.00



Rys.  5.5. Wykresy bifurkacyjne wptywu parametru E dla a) rj= 0.5, b) p = 1.0,

c) p =20, d)p =30,e)ti =40,f)n=230,09) n =6.0 and h) rj =7.0
Fig.  5.5. Bifurcation diagrams of damping ratio Efor a) p = 0.5, b) p = 1.0,
c) p = 20, d)rj=30,e)g =40, f)p =50,0) 3 =6.0 and h) r| =7.0

wspotczynnika < osiggatl czestotliwo$s¢ wymuszenia. W rzeczywistoSci ze wzrostem
parametru r) ukfad przechodzi od jednej formy ruchu podharmonicznego do drugiej
przyjmujac tylko w jednym z badanych przypadkéw forme ruchu periodycznego (rys.
5.5¢).
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Na podstawie przeprowadzonej analizy wykresoéw bifurkacyjnych mozna stwierdzi¢,
iz parametrem majagcym najsilniejszy wptyw na zmiane jakosSci ruchu jest wspétczynnik
sztywnos$ci drugiej ze sprezyn a. Aby potwierdzi¢ te teze, wyznaczmy mapy Poincarego
dla ustalonej czestoSci wymuszenia g = 2.7 zmieniajgc wspotczynnik a i traktujac
powyzszy ukiad jako nieautonomiczny. Uwaga ta narzuca sposéb wyznaczania mapy
Poincarego, ktorg uzyskuje sie zbierajac prébki czasowe z ustalonym okresem. Na
rysunku 5.6 przestawiono mapy Poincarego, na ktoérych widoczne jest powstawanie i
zanikanie ruchu chaotycznego.

a) b)

H-0000

0.015 -°'°J8§.575

c) d)

Rys. 5.6. Mapy Poincarego dla a) a = 20, b) a = 30, ¢) a = 40, d) a = 50
Fig. 5.6. Poincare map for a) a = 20, b) a = 30, ¢) a = 40, d) a =50
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Dokonajmy teraz analizy widmowej odpowiedzi uktadu dla omawianych wczesniej
przypadkow w celu potwierdzenia badz ostabienia przypuszczenia dotyczacego wystepowania
ruchu chaotycznego. Wyznaczajac widmo mocy wykorzystano szybkie przeksztatcenie
Fouriera o liczbie prébek NFT = 1024, wybierajac probki czasowe z pominigciem
poczatkowej fazy ruchu (tj. czasu, po ktérym w przypadku uktadu liniowego catka ogdlna
przyjetaby warto$¢ statg). | tak na rysunku 5.7 przedstawiono widma mocy dla takich samych
danych jak na rysunku 5.6. W przypadku pierwszych dwéch wykreséw (5.7a i 5.7.b) widoczne
sg ostre piki $wiadczace o wystepowaniu ruchu regularnego. Natomiast na pozostatych dwéch
charakterystyka posiada ostre piki wkomponowane w sptaszczone widmo mocy (5.7c i 5.7d).
a) b)

0.5 1.0 15 2.0 0000a

c) d)

Rys. 5.7. Widmo mocy dla; a) a = 20, b) a = 30, ¢) a = 40, d) a = 50
Fig. 5.7. Power spectrum for a) a = 20, b) a =30, c) a = 40, d) a —50

Zamieszczone ponizej przebiegi funkcji autokorelacji (rys. 5.8) potwierdzajg wczesniej
wyznaczone oceny wskazujace, iz dla a —20 i a = 30 ukiad wykonuje drgania regularne z
rézng liczbg subharmonicznych, natomiast zwiekszenie wspotczynnika sztywnosci, tj. gdy a
= 40 i a = 50 wywotuje powstawanie ruchu chaotycznego.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze uzyskane informacje z wykreséw bifurkacyjnych
zamieszczonych na rysunku 5.3 potwierdzity zmiane jakosci ruchu przy zmianie
wspotczynnika sztywosci a dla ustalonej jednoczes$nie czestosci wymuszenia p.

Koherentno$¢ przeprowadzonych ocen skfania do jednoznacznej decyzji odnosnie do
jakosci badanych przebiegéw. Oczywiscie, mozna sie w tym miescu pokusi¢ o potwiedzenie
tego osadu jeszcze innym kryterium, np. wykladnikami Lapunowa. Ocena taka zostanie
przeprowadzona podczas analizy innych przykfadowych uktadéw z nieciggtosciami.
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Rys. 5.8. Funkcja autokorelacji dla a) a = 20, b) &t =30, c) a = 40,d) a - 50
Fig. 5.8. Autocorrelation function for a) a = 20, b) a = 30,c) a = 40, d) a = 50
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6. DYNAMIKA OSCYLATORA HARMONICZNEGO Z LUZEM

W rzeczywistych uktadach mechanicznych wystepuje czesto tzw. luz konstrukcyjny.
Jezeli uktad wykonuje ruch wytgcznie w jednym Kkierunku, to wdéwczas nastepuje
skasowanie luzu. Jednakze bardzo czesto obcigzenie zmienia swoj kierunek, co powoduje
cykliczny kontakt elementéw konstrukcji. Wezmy dla prostoty analizy liniowy oscylator
0 masie m i wspotczynniku ttumienia wiskotycznego k, wzbudzany harmonicznie sita o
modulef0.Jezeli bezwzgledne przemieszczenie przekracza warto$¢ e, to nastepuje kontakt
ze sprezyng o wspotczynniku sztywnosci ¢ (rys. 6.1a). Réwnanie ruchu $rodka masy w
formie bezwymiarowej mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

x" +2(,x" + C(X) =pcos(nt), (63)

gdzie funkcja nieciggtosci C(x) jest opisana rownaniem (6.2), co schematycznie
przedstawiono na rysunku 6.1b.

+e, * <-el
I 0, x| Sf. (6-2)
X - e, X >el
Poniewaz podobnie jak w przypadku réwnania (5.1), réwnanie (6.1) jest
przedziatami liniowe, a wiec mozna dla niego postulowac rozwigzanie pamietajac jednak,
iz rozwigzanie analityczne tego réwnania w przypadku og6lnym nie istnieje. Zaktadajac,

ze uktad ten bedzie wykonywat jedynie drgania swobodne niettumione, rozwigzaniem
ogblnym bedzie catka réwnania (6.3)

x" + C(X) = o0, (6J)

ktérag mozna wyznaczyé obliczjagc energie ruchu drgajgcego

+x'2 + T c(xdx =Eo. (6.4)
w

Badany uktad bedzie wykonywat drgania symetryczne wokot potozenia réwnowagi, a wiec
rozwigzaniem bedzie podwojona catka rownania (6.4) w granicach /0, x]. Nalezy jednak
pamietac, ze nieciagto$¢ badanego uktadu zobowigzuje do catkowania przedziatami. | tak
po scatkowaniu réwnania (6.4) w przedziale [0, e] otrzymano zalezno$¢

X‘ = +J2EN. (6-5)

Natomiast catkowanie w drugim przedziale dato nastepujacy wynik
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Rys. 6.1. Oscylator z luzem: a) model fizyczny, b) funkcja przemieszczenia C(x)
Fig. 6.1. Oscillator with clearance; a) physical model, displacement function C(x)

X'"= £ J2EX - (x - ef (6.6)

gdzie:
Eo, ~ EX

Przyjmujac warto$¢ poczatkowej energii catkowitej uktadu na poziomie EQustalamy
warunki poczatkowe, majace decydujgcy wptyw na przebieg trajektorii fazowej. Analizujac
réwnania (6.5) i (6.6) dochodzi sie do
whniosku, iz trajektorie fazowe powinny by¢
krzywymi zamknietymi, symetrycznymi w
stosunku do  ukladu  wspdtrzednych
zaczepionego w punkcie (0, 0). Na rysunku
6.2 przedstawiono trajektorie fazowe dla
czterech  réznigcych  sie  warunkow
poczatkowych.

W celu przeprowadzenia analizy
drgan wymuszonych  réwnanie  (6.1)
sprowadzono do postaci autonomicznej
(réwn. 6.7), a nastepnie scatkowano X
numerycznie wykorzystujac metode Rys. 6.2. Portret fazowy drgan swobodnych
predyktor-korektor po}qczonq Z metodq Flg 6.2. Phase portrait of free vibration
Rungego-Kutty z precyzyjnym
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wyznaczaniem punktu nieciggto$ci. Wyznaczanie punktu nieciggtosci, podobnie jak
poprzednio, przebiegato najefektywniej algorytmem Aitkena.

Cf;") -2$x2 + Pcosjc3 (6-7)
/
3 =n

Badany oscylator mozna opisac¢ czteroelementowym wektorem parametréwp = /&,
rn, E e]l. Do badan symulacyjnych podobnie jak w poprzednim podrozdziale
wykorzystano tréjelementowy wektor parametrow p' = fs, rj, <ff7. Warto$¢ parametru e
ustalono na poziomie e = 1.0.

Pewne wyniki badan numerycznych -
mozna znalez¢ w pracy [58], gdzie autorzy
postulujg osigganie ruchu chaotycznego wg

scenariusza typu  “crisis". W celu

poréwnania tych rezultatow z wynikami ' . _

otrzymanymi przez autora, wyniki obliczen tt

sprowadzono do ukfadu wymiarowego, tzn. Ty¢ —r~?"T—

wektor p*zastgpiono wektorem p = jco,,2 e ——————— oyl
rj, EjT- ]’ t*ale poréWnujélC Wyl%l’esy 2.00 * 30 3.60 a 3.90 9.20 9.5
bifurkacyjne mozna dostrzec niewielkie

rozbieznosci. E’rzyk’radowo ...kalastropczny Ei‘)(;s 6? ;33' é}ﬁjﬁ?ﬁg:}fu{; iljazcr)gnq)s/xr :: TT(())It))

zanik ruchu chaotycznego...” wg [58]

przypada dla wspotczynnika a = <u," = 8.4,

natomiast z badan autora wynika iz jeszcze dla wartosci 8.57 wystepujg pewne oznaki
ruchu nieregularnego (rysunek 6.3).

Analize powyzszego ukladu z luzem rozpoczniemy od oméwienia wykreséw
bifurkacyjnych ukazujacych wplyw sztywnosci sprezyny reprezentowanej przez
wspodtczynnik a na jako$¢ ruchu. Wspétczynnik ¢ zmieniano w przedziale a e <0, 20>,
rejestrujac przebijanie przez trajektorie fazowa hiperptaszczyzny x’ = 0. Na rysunku 6.4
przedstawiono wykresy bifurkacyjne x = f(ct) dla kilku réznych wartosci czestosci
wymuszenia ri objawiajace niezwykig rozmaito$¢ uzyskiwanych form ruchu oraz sposobéw
ich osiggania. Jak juz wspominano dla A = 1, osigganie i zanikanie ruchu nieregularnego
nastepuje wg scenariusza "crisis". Zupetnie inaczej wyglada zachowanie uktadu dla ri =
2, gdzie ukfad w catym zakresie zmian parametru a drga regularnie, wpierw z jedng
czestoscig, a nastepnie po dokonaniu bifurkacji podkrytycznej - z jej podharmonicznymi.
Dla Czestosci wymuszenia r| = 3 oscylator drga regularnie zmieniajac naprzemiennie swe
drgania z harmonicznych na podharmoniczne. Pierwszej zmianie towarzyszy bifurkacja
nadkrytyczna typu "flip", po czym uklad drga z trzema czestosciami. Nastepnie po



Rys. 6.4. Wykresy bifurkacyjne wpfywu parametru a dla a)r|=1.0, b)p=2.0,
c) p=30,dp=40,¢e)p =50 fn =7.0

Fig. 6.4 Bifurcation diagrams of stiffness ratioa for a) ti=1.0,b) p=2.0,
c) p=30,d)ti=40¢€)p =50 fn -7.0

dokonaniu bifurkacji subkrytycznej uktad wraca do jednej czestosci. Kolejne trzy zmiany
jakosci ruchu to bifurkacja "Hopfa", ktéra naprzemiennie wystepuje w superkrytycznej

i subkrtycznej odmianie. Dalszy wzrost czestosci wymuszenia prowadzi znowu do innego
scenariusza zmian jakosci ruchu, w ktérym wystepujg dwie strefy; ruchu periodycznego
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i ruchu nieregularnego. Znamienny charakter majag wykresy 6.4e i 6.4f obrazujace
periodyczne drgania ukfadu, dla ktérego amplituda drgan jest niezalezna od
wspotczynnika sztywnosci a.

Nastepna grupa wykresow bifurkacyjnych ukazuje wplyw stosunku czestosci
wymuszenia do czestosci drgan wiasnych g dla kilku réznych warto$ci wspotczynnika
sztywnos$ci a. Analizujac wptyw wspotczynnika a mozna stwierdzi¢, iz nie wywotuje on
istotnych zmian jakosci ruchu dla wykresu bifurkacyjnego x = f(r\) (patrz rys. 6.5).
Wynikiem tej zmiany jest uzyskiwanie w zasadzie bardzo zblizonych wykreséw, réznigcych
sie jedynie poziomem intensywnosci wystepowania drgan nieregularnych, a mianowicie
obserwuje sie wyrazne zwigkszenie poziomu chaotycznosci w przedziatach <0.97, 1.26>
oraz <3.30, 4.20>. W drugim z wymienionych przedziatow obserwuje sie ciekawg zmiane
jakosci ruchu. | tak dla 3 = 3.0 wytepuje bifurkacja typu "pilchfork" (rys. 6.5), ktdra dla
wartosci a powiekszonej do 7.0 przechodzi wpierw w "Hopfa", a nastepnie w "pilchfork”
(rys. 6.5b). Dalsze zwiekszenie parametru a prowadzi do osiggania przez ukfad ruchu
nieregularnego (rys. 6.5c i d).

a) b)

Rys. 6.5. Wykresy bifurkacyjne x = f(r\); a)ya = 5,b)a = 7 c)a —8,d)a —10
Fig. 6.5. Bifurcation diagrams x = f(j\) fora) a = 5,b)a = 7, ¢c) ot =8,d) a = 10
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Bardziej szczegdtowej analizie
poddano przedzial zmiennosci
wspotczynnika g e <2.8, 4.3> dlaa = 12.

Charakter wykresu bifurkacyjnego bl
przedstawionego na rysunku 6.6 upowaznia 1 " v

do stwierdzenia, iz nie wystepujg tutaj

standardowe mechanizmy osiggania i ;

wychodzenia z ruchu chaotycznego. A ; i T R B (7 (PO .

Ostatnig grupe analizowanych n
wykresow  bifurkacyjnych stanowig Rys. 6.6. Wykres bifurkacyjny x =f(r\)
zaleznosci opisane w sposdb ogoélny funkcjag Fig& 6'6' Bifurcation diagram x =f(n)

X - [/(£)* Podobnie jak w przypadku

oscylatora ze skokowo zmienng sztywnoscia, wzrost wspotczynnika ttumienia dziata
stabilizujgco tzn. dla kazdej wartosci wspotczynnika czestosci wymuszenia 1) istnieje
graniczna warto$¢ EOR, od ktorej poczawszy uktad drga periodycznie. Warto$¢ Ei;r jest
inna dla r6znych wartosci rp i waha sie od 0.03 (rys. 6.7e i 6.7f) do 0.52 (rys. 6.7a).

Z przeprowadzonych badan wynika, iz podobnie jak w przypadku oscylatora ze
skokowo zmienng statg sprezyny, najsilniejszy wplyw na zmiane jakosci ruchu ma
wspdtczynnik sztywno$ci oi. Potwier- dzeniem tej tezy moga by¢ mapy Poincarego
ukazujgce wychodzenie ukiadu z chaosu* (rys. 6.8a) poprzez nieznaczng zmiang
parametru a (rys. 6.8b, c i d). Wychodzenie z obszaru drgan chaotycznych odbywa sie
poprzez osigganie tzw. chaosu przejSciowego, co jest szczegllnie widoczne na rysunku
5.16b jako nieregularna "chmura" punktéw naktadajgca sie na punkty tworzace regularng
trajektorie, zamykajagcg sie po siedmiu petlach. Prezentowane mapy Poincarego
zbudowane sg z duzej liczby punktéw, a mianowicie nPM = 4000.

Symetrycznos$¢ analizowanego ukladu znalazta odbicie w quasi-symetrii przedsta-
wionych map wg osix = 0 (ij. lustrzane odbicie obrécone o 180°). Wykazujg one symetry-
czno$¢ w przypadku wystepowania wylacznie drgan chaotycznych (rys. 6.8a) badz perio-
dycznych (rys. 6.8d). Symetryczno$¢ ta jest zakidcana "przejsciowym™ chaosem, co jest
szczeg6lnie widoczne na rysunkach 6.8b ic. Gdyby poprowadzono obliczenia dla wiekszej
liczby (nPM >> 4000), mapa Poincarego przedstawiona na rysunku 5.16d utworzytaby
krzywg zamknieta.

Weryfikacji naszych przypuszczeh odnosnie do wystepowania ruchu chaotycznego
mozemy dokona¢ poprzez wyznaczenie widm mocy oraz funkcji autokorelacji dla grupy
parametrow wykorzystywanych przy konstrukcji map Poincarego (rys. 6.8). Na rysunku
6.9 przedstawiono cztery widma mocy dla nieznacznie wzrastajgcego parametru a.
Pierwszy z wykreséw (odpowiadajacy mapie z rys. 6.8a) posiada sptaszczone, szerokie

AStwierdzenie to zostanie potwierdzone jeszcze innymi kryteriami jakosci ruchu.



Rys. 6.7. Wykresy bifurkacyjne x = /(£); ¢ = 1.0, b) r] = 2.0,¢c)ri = 3.0,d) 3 = 4.0,
e)ti =50 f)rn =60

Fig. 6.7. Bifurcation diagrams* =) fora) ti =1.0, b) j = 2.0, ¢) f = 3.0, d) ti = 4.0,
e)ti =50, fyn = 6.0

widmo mocy z kilkoma wyraznymi pikami. W miare wzrostu parametru a piki te powinny
zacza¢ dominowaé w widmie, co znalazto odzwierciedlenie w wykresach 6.9b i c¢. Nato-
miast widmo przedstawione na rysunku 6.9d nie koreluje z mapg Poncarego 6.8d. Przy-



Rys. 6.8. Mapy Poincarego dla a) a = 8.36, b) a = 850, c) a = 8.64,d) a = 8.71
Fig. 6.8. Poincare maps for a) a = 8.36, b) a = 8.50, ¢) a = d)a - 871

czyny tej rozbieznosci zdaniem autora nalezy sie dopatrywa¢ w wystepowaniu tzw. przej-
Sciowego chaosu, ktory dla wybranego czasu analizy objawiat sie bardzo mocno. Nasuwa
sie tutaj wniosek, iz przy dokonywanej ocenie jakosci ruchu oprécz podania wektora
parametrow p i warunkéw poczatkowych, nalezy takze okresli¢ czas obserwacji. Moze sie
bowiem zdarzyé, ze uktad drgajacy globalnie w sposéb regularny, przy ocenie lokalnej
wykazuje pewne cechy chaotycznos$ci. Jeszcze mocniejszym potwierdzeniem powyzszego
stwierdzenia mogg by¢ przebiegi funkcji autokorelacji, ktére pokazano na rysunku 6.10.
Wszystkie z zamieszczonych przypadkow klasyfikujg sie jako funkcje autokorelacji
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Rys. 6.9. Widmo mocy dla; a) a = 8.36. h) a = 850, c) a = 8.64,d) a = 871
Fig. 6.9. Power spectrum for a) a = 8.36, b) a = 8.50,c) a = 8.64,d) a = 871

a) b)

c) d)

Rys. 6.10. Funkcja autokorelacji; a) a = 8.36, b) a = 8.50, ¢c) a = 8.64, d) a = 8.71
Fig. 6.10. Autocorrelation function for a) a = 8.36, b) a = 850, c) a = 8.64,d) a =
8.71
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przebiegdw chaotycznych, tzn. sg nieregularne i ze
wzrostem m (por. podrozdz. 4.5) reprezentowanego C'(x,)
na wykresach 6.10 poprzez czas korelacji t, warto$¢ -
Rx(m) spada.

Przebadajmy "sporne" przebiegi jeszcze innym %
kryterium, a mianowicie wyktadnikami Lapunowa.
Poniewaz roznice w przedstawionych ocenach
wynikaty z ré6znych dtugosci czasow obserwacji, na Rys. 6.11. Funkcja C(x,)
podstawie ktérych zostaty one opracowane, Fig- 6.11. Function C'(xt)
wyznaczmy wspotcznniki Lapunowa jako funkcje
czasu, czyli Xt = f(t) (i = I,...k. gdzie k jest liczbg rownan w postaci autonomicznej
opisujacych uktad). Przygotujmy w tym celu elementy jacobianu réwnania wariacyjnego
(4.19) [140], opracowane dla réwnania (6.7)

E =o 3 1 E =
= - = D =0
Du dx. Da = 3x, '
drF2 dFlI . 3F, . .
D ’ -2 = — = -Bsinx, (6-8)
=8 = g, rod Y4 ,

gdzie posta¢ funkcji c *(xj) przedstawiono na rysunku 6.11. Z przeprowadzonych obliczen
wynika,ze pierwszy z wykfadnikéw przyjmuje wartosci dodatnie, drugi ujemne, natomiast
trzeci jest zerowy.

Na rysunku 6.12 przedstawiono przebiegi czasowe maksymalnego wyktadnika
Lapunowa dla bezwymiarowego czasu obserwacji r = 25.0. Charakter otrzymanych
przebiegébw potwierdza stuszno$¢ wczesniejszych przypuszczen o wystepowaniu
obszaru/obszaréw chaosu przejsciowego.



Rys. 6.12.

Fig. 6.12.

b)
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Maksymalny wyktadnik Lapunowa; a) a —8.36, b) a = 8.50,
c) a =864,d) a=2871

Maximum Liapunov exponent for a) a = 8.36, b) a = 8.50,
c) a =864,d)a =871
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7. DYNAMIKA SILNIKA OBROTOWEGO Z LUZEM

Powaznym problemem w dynamice silnikbw obrotowych jest ich nieliniowe
zachowanie sig, powodowane okresowym kontaktem jego elementéw [15,23,57],
Najprostszy model silnika obrotowego, w ktérym powyzsze zjawisko moze wystapic,
przedstawiono na rysunku 7.la. Wirnik podparty jest w dwdch elastycznych podporach
o wspotczynnikach sztywnosci cli ttumienia k. W przypadku gdy przemieszczenie wirnika
w Kkierunku promieniowym jest wieksze od rzeczywistego luzu, nastepuje kontakt z
pierscieniem zewnetrznym (patrz rys.7.1b). Obcigzenie dynamiczne pochodzi od
niezrownowazenia mas wirnika g ijest harmoniczng funkcjg kata obrotu. Ruch uktadu
opisujag nastepujace nieliniowe réwnania

X +2£«. X + + <AH(X,y)(x - 6)(1 - 5 = w2pcos(oi), (7.1)
r
y +2£u.y +uy + G/I(xy)y( - -) = w2psm(o>r), (7.2)
r
gdzie:
= = sjcjm, u2 = <k2lm, r =yjix-6)2 +y2

Rys. 7.1. Silnik obrotowy z luzem; a) model fizyczny, b) sita sprezystosci jako funkcja
przemieszczenia promieniowego

Fig. 7.1. Rotor system with clearance; a) physical model, b) stiffness force as a function
of radial displacement



81

Funkcja nieciggtosci H(x,y) jest funkcjg Heaviside’a o nastepujacej postaci
9 (7.3)
*8) '
Réwnania (7.1) i (7.2) sprowadzono do postaci bezwymiarowej (wprowadzajgc takze
bezwymiarowy czas r)
X" +2'¢x" +x + aH(x,y)N(x) = t]2pcos(r|t) , (7-4)

y" +2i,y'+y +aH(Xy) N(y) = n2psin(rit) . (7-5)

Zaktadajac, ze powyzszy uktad wykonuje drgania wymuszone w stanie ustalonym,
rozwigzanie mozna otrzymac np. metodg bilansu harmonicznego. Wowczas przewiduje

sie je w postaci

«t)y =+ Y, (@nmcos(T) T> + ¢AsinOT! x)>, (76)

y(®) =ayp + ,;]21 (aj,cos(iT| t) + byism(ir\r)). (7-7)

Przedstawmy takze nieliniowe cztony rownan (7.6) i (7.7) jako funkcje harmoniczne

N

<XH(X,Y)N(x) =aNO + £ (aNdcos(n) t) + bNxisin(ir\z)) (7-8)
N
aH(GY)N(y) =aN0 + £  {aNyicoa(in i) + bNysm(ir\ t)), (79)

a nastepnie podstawmy réwnania (7.6) ~ (7.9) do zaleznosci (7.4) i (7.5). Poréwnujac
wyrazy zawierajgce takie same funkcje trygonometryczne po prawej i lewej stronie
powstatych tozsamos$ci otrzymano uktad réwnan algebraicznych (7.10) i (7.11),

g/°) =a* +aNO =0
(> = -Vaxi +2tnbx +ax + aNd =T2p

gx(1) = -m2bxl -2 ZTaxl +bxl * bNd =0
(7.10)

8x(0 = _tl2,2a« + 25tii" =0

g°() = -T|2i6X - 27~ + ba + bNi= 0
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S/°) = ay0 + aNyO = O
<(1) = -ray, +Ur\byl+ayl +aw =0
tf/O) = -n2~; - 2ef}y + +bNJ =112p

(7.11)

«/(0 = -T\2i2ayi +2$ Tiibyi +at +aw =0
i*(0 = -ri2«” - 2$rijayi+ byi + =0

ktérych rozwigzania podjeto sie w pracy [57]. Po przygotowaniu wektora poczatkowego
rozwiagzania, jego dokiadnag warto$¢ uzyskano metoda Newtona-Raphsona. Zdaniem
autora doktadnosc¢ (por. rys.4 [57]) i uzyteczno$¢ (dotyczy wytgcznie drgan periodycznych)
stosowanej metody jest dosy¢ ograniczona.

W celu przeprowadzenia petniejszej analizy mozliwych odpowiedzi, réwnania (7.4)
i (7.5) sprowadzono do postaci autonomicznej, tj. do uktadu pieciu réwnan pierwszego
rzedu

X[ =x2

*2/ = x1 - aH(xvx4(xx-g)(l -§-) -2ex2 + Pcosx,

K- (7.12)
*4 = *5

x5 = x4 - aH(X,,x4x4(1-£)-2Ex5 + psinx3,
gdzie:

r =1/x2 +x2, p =n2p-

Analize numeryczng powyzszego uktadu réwnan podejmowano w wielu pracach,
jednakze na szczeg6lng uwage zastugujg prace [83,84,87], gdzie badano zachowanie sie
powyzszego uktadu w szerokim obszarze zmiennosci wektora parametrow ukfadu p. W
pracy zamieszczono pewne wyniki uzupetniajgce, uzyskane innym algorytmem lokalizacji
wystgpienia punktu nieciggtosci. W cytowanych pracach w pierwszym kroku po wykryciu
nieciagtosci wykorzystywano interpolacje kwadratowg (rys.3.7) zamiast odwrotnej
interpolacji, co zgodnie z przeprowadzonymi obliczeniami autora prowadzi do wydtuzenia
czasu symulacji. Ma to szczeg6lnie znaczenie, gdy g jest mate i dochodzi do czestego
kontaktu silnika z dodatkowg podpora.
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Badania symulacyjne przeprowadzono dla tréjelementowego wektora parametrow
P* = [a jj, ¢yr, dla rozpietoSci elementdw wektora parametréw wynikajacej z tech-
nicznych mozliwosci pracy ukfadu. Wartosci pozostatych parametréw ustalono na statym
poziomie, tj. g6 = 10, q = 6105 Przyjecie tak duzej wartosci luzu g powoduje
praktycznie rozprzezenie réwnan (7.1) i (7.2), czyli w zasadzie mozna obserwowac tylko
wspotrzedng x. Na rysunku 7.2 przedstawiono wykresy bifurkacyjne x - f(r\) dla kilku

a) b)

00 1.40 2.80 4.20 5.60 7.00 0.00 1.40 2.80 420 5 60 700

! P

Rys. 7.2. Wykresy bifurkacyjne x =f(r\) dla; a) a = 5, b) a = 10, ¢) a = 20,
d) a=3¢e)a=40fa- SO

Fig. 7.2. Bifurcation diagramsx =f(for a)a =5,b) a = 10, ¢) a = 20,
d) a=3,e)a=140,fla =50



84

wartosci wspotczynnika sztywnosci a. Do wartosci wspétczynnika czestosci wymuszenia g
< 4, niezaleznie od wartosci wspotczynnika a wykresy majg podobny charakter tj. dla
dwoch wartosci g wystepuje pojedyncza bifurkacja superkrytyczna (rys. 7.2a i b) badz ich
kaskada (rys. 7.2c-f). Wzrost r| powyzej 4 powoduje dla niskich warto$ci a ustalenie sie
amplitudy drgan (rys. 7.2a i b), natomiast dla wysokich ukfad dokonuje dwoch bifurkacji
subkrytycznych przechodzac przez dwa obszary ruchu nieregularnego. Aby zaobserwowac
wspomniang kaskade bifurkacji 'rozciagnieto” przedziat <2.1, 3.0> na cala 0§ poziomg
wykresu, co zaprezentowano na rysunku 7.3a. Widoczna jest tam kaskada sktadajgca sie
z dwoch bifurkacji "Hopfa", ktére poprzedza bifukracja typu "pitchfork”. Zmniejszajac
warto$¢ luzu g do 5 10'4, na wskutek sprzezenia w kierunku prostopadtym odpowiedz
uktadu jest bardziej ztozona, co w konsekwencji prowadzi do szybkiej utraty regularnosci
ruchu (rys. 7.3b).

a) b)

Rys. 7.3. Wykresy bifurkacyjne czestosci wymuszenia p dla; a)g,6 = 10, b)g, 6 = 0.0005
Fig. 7.3. Bifurcation diagrams of frequency ratio p for a) g,5 = 10, b)g,6 = 0.0005

Nastepng grupa wykreséw bifurkacyjnvch, ktére sporzadzono dla identycznych
wartosci luzu g i asymetrii wirnika w stosunku do podp6r wynoszacej 5 -5 10'4, obrazuje
zalezno$¢ zmiennosci zastepczej amplitudy drgan od wspotczynnika sztywnosci.« = f(a).
Przedstawione na rysunku 7.4 wykresy mozna podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza stanowig
charakterystyki, gdzie uktad drga zjedng ustalong amplitudg drgan (z wyjatkiem pewnych
obszaréw asymptotycznego "rozbiegania si¢", co jest dobrze widoczne na rys. 7.4f), tj. rys.
7.4a, e i f. Do drugiej natomiast zaliczy¢ mozna charakterystyki objawiajace zmiane
jakosci ruchu (rys. 7.4b, c, d), ktéra moze przyjmowac forme bifurkacji "Hopfa" (rys. 7.4b
i d), badz typu "pitchfork" (rys. 7.4c). Generalnie rzecz ujmujagc mozna stwierdzi¢, iz
parametr a nie powoduje "drastycznych” zmian w jakos$ci ruchu uktadu. Jednakze warto
poswieci¢ nieco wiecej uwagi wykresom wykazujagcym bardzo duzg rozbiezno$¢ pomiedzy
warto$ciami uzyskiwanych amplitud, gdzie ich stosunek przekracza kilka tysiecy (rys.7.4a,
e, f). Wystepowanie tak duzych rozpietoSci w uzyskiwanych amplitudach drgan jest
niedopuszczalne z punktu widzenia stabilnosci uktadu. Ponadto sytuacja taka ukazuje
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c) d)

20 30

e) f)

Rys. 7.4. Wykresy bifurkacyjne x =f(a); a) f] = 1.0,b) r] = 2.0,¢c) r, =3.0,d) j = 4.0,
e) rl =50 f)r =7.0
Fig. 7.4. Bifurcation diagramsx =f(a) fora) r| = 1.0, b) r] = 2.0, c) r| = 3.0, d) r| = 4.0,

e) ] =50,f)r =170

dynamike uktadu przez pryzmat duzych przemieszczen, czyli w skali macro. Wyniki
zmiany osi pionowej rysunku 7.4 przedstawiono na kolejnym rysunku. Wykresy
bifurkacyjne w skali micro réznia sie zdecydowanie od swych odpowiednikow w skali
macro. Pozorne formy ruchu regularnego ujawnity swojg nieregularng nature w
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niespotykany wczes$niej sposéb. Odpowiedz uktadu traci swoje podharmoniczne (rys. 7.5b
i ¢) badZ przyjmuje forme ruchu nieregularnego "skokowo" (rys. 7.5b), w przeciwienstwie
do ptynnych zmian cechujacych ukiady ciagte.

a) b)

€)

Rys.  7.5. Wykresy bifurkacyjne x = f(oi) w skali miaro dla;a)n = 7.0,b)n = 2.0,
c) T =30,d)r =40,e)r =50, =7.0
Fig.  7.5. Bifurcation diagrams x = f(a) in macro scale fora)r) = 7.0,b)r) = 2.0,

c) n=30,d)r=40¢€e)n=50"f)n =70

Podobnie jak w przypadku dwoch poprzednich uktadéw, wzrost wspoétczynnika
tlumienia Edziata stabilizujgco na uktad. Na rysunku 7.6 pokazano jego wptyw na drgania
podharmoniczne wystepujace dla wspotczynnika czesto$ci wymuszenia rj rownego 2 i 4
przy wspo6tczynniku sztywnosci a = 30. Stabilizacja ta moze odbywacé sie systematycznie
(rys. 7.5b) badz katastroficznie,tzn. nastepuje nagty zanik jednej/kilku podharmonicznych
dla pewnej krytycznej wartosci zmieniajacego sie parametru, ktéry w tym przypadku jest
wspotczynnikiem ttumienia (rys. 7.5a).

Stablilizujagce dziatanie tlumienia mozna takze sprawdzi¢ sporzadzajgc mapy
Poincarego. Zgodnie z teorig chaosu wzrostowi wspotczynnika E w uktadzie drgajacym
chaotycznie moze towarzyszy¢ pojawienie sie wpierw struktury fraktalnej, a nastepnie od
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Rys. 7.6. Wykresy bifurkacyjne wspdtczynnika tlumienia Edla; a) 3 = 2, b) 3 =4
Fig. 7.6. Bifurcation diagrams of damping ratio Efora) g = 2, b) g = 4

pewnej krytycznej wartosci wspotczynnika ttumienia £ uktad drga regularnie. Na rysunku
7.7 przedstawiono sekwencje map Poincarego obrazujac;} wiasnie taka sytuacje z tg
réznicg, iz nie wystepuje tutaj wyraznie struktura fraktalna.

Analiza drgan w kieruneku x nie wyczerpuje informacji na temat zachowania sie
badanego ukfadu, poniewaz posiada on dwa stopnie swobody i przez wystepowania
wielkosci 6 nie jest symetryczny. Jakkolwiek ze wzgledu na wystepowanie identycznych
wartosci wspotczynnikdw w réwnaniach (7.4) i (7.5), powtarzanie petnej analizy dla
kierunkuy jest niecelowe. Zatem dokonajmy sprawdzenia wybranych odpowiedzi uktadu
dla kierunkuy. Na rysunku 7.8 przedstawiono mapy Poincarego dla drgan regularnych
i nieregularnych. Zauwazy¢ mozna zmniejszone amplitudy przemieszczen i predkosci w
poréwnaniu z drganiami w kierunku x (rys. 7.7). Mape 7.8b otrzymano dla takich samych
danych, jak mape 7.7b.

ST = oS T

H 0.0000

=

@B W "
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Rys. 7.7. Mapy Poincarégo; a) f = 0.075, b) E = 0.700, c) f
Fig. 7.7. Poincare maps for a) £ = 0.075, b) £ = 0.700, c¢) £

0.725, d) £ = 0.750
0.725, d) i = 0.750

C) b)
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Rys. 7.8. Mapy Poincarégo w kierunkuy dla ruchu a) periodycznego, b) nieregularnego
Fig. 7.8. Poincare maps iny direction for a) periodic and b) chaotic motion

Inng ciekawg charakterystyka ruchu badanego uktadu jest trajektoria srodka masy,
ktérg ze wzgledu na mozliwo$¢ osiggania ruchu chaotycznego wygodnie bytoby
obserwowa¢ poprzez mape Poincarego nie trajektorii fazowej jednej ze wspotrzednych,
lecz przez mape Poincarego trajektorii ruchu. Konstrukcja tego zbioru odbywa sie wg
schematu budowy mapy dla uktadu nieautonomicznego (por. podrozdz.4.6).
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Wystepowanie zamknietej petli thumaczy¢é mozna dwojako, tj. mogg wystepowac drgania
quasi-periodyczne badz stosunek czestosci probkowania do jednej z wystepujacych
subharmonicznych jest liczbg niewymierng. Wieksza jednoznacznoscig definicji cechuje
sie ruch nieregularny, ktérego mape Poincarego tworzy nieuporzadkowana "chmura"”
punktéw. | tak na rysunku 7.9 pokazano mapy Poincarego trajektorii ruchu (rys. 7.9a i
b) oraz trajektorii predkosci ruchu (rys. 7.9c i d), ukazujac poréwnanie ich geometrii dla
przypadku ruchu regularnego i nieregularnego,

a) b)

c) d)

-0'0005

Rys. 7.9. Mapy Poincarego trajektorii dla ruchu a) periodycznego, b) nieregularnego,
trajektorii predkosci dla ruchu c) periodycznego, c) nieregularnego

Fig. 7.9. Poincare maps for a) regular and b) irregular displacement, and c) regular and
d) irregular velocity
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Dla bardzo wielu atraktoréw (pél przyciggania) przebieg funkcji korelacji
poszczeg6lnych punktéw mapy Poincarego ma charakter funkcji wyktadniczej, a wiec

lim C(e) =at°c, (7.13)

e-0

gdzie a jest statg charakterystyczng dla badanego uktadu. Logarytmujac réwnanie (7.13)
otrzymuje sie zalezno$¢ pozwalajacg w spos6b praktyczny oblicza¢ wymiar korelacyjny
(oczywiscie w Swietle przyjetego zatozenia). Odcinajac na osi poziomej wartosci Ine. a na
osi pionowej InC(e) otrzymuje sie krzywa, ktdrej styczna jest wymiarem korelacyjnym.
Decyzje o jakosci ruchu uktadu mozna takze ksztattowal opierajac sie na wymiane
korelacyjnym, bedacy w Scistym zwiazku z maksymalnym wyktadnikiem Lapunowa.
Obliczony wymiar korelacyjny dla przypadku ruchu periodycznego przedstawionego na
rysunku 7.8a wyniést 1.06, natomiast dla nieregularnego przedstawionego na rysunku 7.8b
1.96. Powstate réznice mozna wytlumaczy¢ w ten sposéb, iz w przypadku ruchu
nieregularnego atraktor jest prawie figurg ptaska, natomiast pozornie gtadka petla ruchu
periodycznego ma pewne cechy struktury fraktalnej.



8. DYNAMIKA UKLADOW Z TARCIEM COULOMBA

Jednym z czeSciej stosowanych modeli rozproszenia energii w ukladach
mechanicznych jest tarcie Coulomba, bedace przedmiotem intensywnych badan od wielu
lat. Warto w tym miejscu wpomnie¢ pionierskg prace Den Hartoga [20], w ktérej autor
wykazat, iz efektem dziatania tej sily tarcia jest histereza charakterystyki sita-
przemieszczenie. | chociaz prace na ten temat sg kontynuowane [49,90,98,103,122], trudno
stwierdzi¢, iz problem S$cistego, jednoznacznego opisu tego zjawiska zostat zamkniety.
Przyjmowane modele zalezg od specyfiki prowadzonych badan, czego wynikiem jest duza
ich r6znorodno$¢, od prostych, opisywanych statymi warto$ciami sit tarcia poczawszy (rys.
8.1a), na ztozonych bedacych nie tylko funkcjg predkosci, lecz takze przyspieszenia
skofczywszy (rys. 8.1d).

Rys. 8.1. Modele charakterystyk tarcia Coulomba
Fig. 8.1. Différent models of Coulomb friction characteristics

Rozpocznijmy analize od zbadania dynamiki oscylatora harmonicznego z
szeregowym (rys. 8.2a) i rownolegtym (rys. 8.2b) potgczeniem z ttumikiem Coulomba.
Modele takie sg bardzo czesto spotykane w dynamice maszyn, prowadzac do
niepozadanych drgan "stick-slip”. Oscylator z szeregowg parg Coulomba (STC) posiada
péttora stopnia swobody i jest opisany nastepujacymi réwnaniami
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X" + 2IX[ + xi + D(xvx2x") = pcos(gt), (8.1
o) X, -x2\a $.fc' 82)
X[, |x,-x2|ak /C/
gdzie:
a(x -x2, x2 =0 8.3)

D(xlxvxl) =
fc(x2)sgn(x2), X2 * 0

Rys. 8.2. Oscylator harmoniczny z: a) szeregowym, b) rownolegtym ttumikiem Coulomba
Fig. 8.2. Harmonie oscillator with a) series and b) parallel connection with Coulomb

damper

Przezfc oznaczono site tarcia Coulomba, ktorej postac zalezy od przyjetego modelu.
Zastosujmy metode wolno zmieniajacej sie amplitudy i fazy do wyznaczenia rozwigzania
oscylatora z szeregowg parg Coulomba drgajacego swobodnie zaktadajac, ze £ = 0,
ca-»moraz przyjmujagc model Coulomba przedstawiony na rysunku 8.2a. Wéwczas ruch
uktadu moze by¢ opisany tylko jednym réwnaniem (x = x2

X" +x = - Esgnxl, (8.4)
gdzie S jest bezwymiarowym modutem sity tarcia Coulomba. Po podstawieniu prawej
strony réwnania (8.4) do réwnania (3.36) otrzymano

2

a’= -2—171 JIC-S sgn(a(x) cos(x +i[t(t))) coj(t +4r(t)) dx , (8.5)
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W = , f-Z sgn(a(z) cos(x + fJr(t))sz>i(T +\Jr(t))i/x . (8.6)
n 1

Po scatkowaniu powyzszych zaleznosci otrzymano formuty naa'i i

8.7)

V =o. 89

Zaktadajac warunek poczatkowy (x,, tfiQ) otrzymuje sie rozwigzanie analityczne w postaci

*(*) = (a 2H t) sin(r +tjlo). (8.9)

Oscylator z réwnoleglg para Coulomba posiada jeden stopien swobody, ajego ruch
opisany jest rownaniem [98]

X" +2EX’ +x +Hc(x,x) = pcostgf), (8.10)

gdziefc(x, x ) jest sita w rownolegtym ttumiku Coulomba (RTC). PrzesledZzmy odpowiedzi
takiego oscylatora dla modelu tarcia z nieodwracalng charakterystykg Coulomba
(rys.S.4d). Wowczas warto$¢ sity tarcia zalezy rowniez od znaku przyspieszenia i jest
wyznaczana z nastepujacej funkcji przetgczajacej

y _ far s8n(x") =sgn(x) (8.12)
C [fa, sgn(xl) = -sgn(x"]j

przy czym fQJfa s4 obliczane na podstawie nastepujacych zaleznosci [126]

/Q(CO =fcAl+ exp(-a |x'])) , (8.12)
fed

fCAX N fcd” ~exP(~& IX/|)) * (813~

gdzie a, b sg statymi okreslajgcymi szybko$¢ zanikania i narastania statycznej sity tarcia
Coulomba. Na rysunkach 83 i 8.4 przedstawiono wyniki badan numerycznych
przeprowadzonych dla oscylatora z rownolegtym ttumikiem Coulomba, otrzymane przez
catkowanie sprowadzonego do postaci autonomicznej réwnania (8.10) algorytmem
Rungego-Kutty. Wykorzystano metode bisekcji w celu precyzyjnego wyznaczania punktéw
nieciggtosci. Obserwowano przebiegi czasowe sity, przemieszczenia i predkosci w ttumiku,
portret fazowy oraz charakterystyki sity w ttumiku jako funckcje predkosci i przemieszczenia.



94

PRI

©) d)

Rys. 8.3. Odpowiedzi oscylatora z rys. 8.1b dla r) = 0.2; a) przebiegi czasowe, b) portret
fazowy, c¢) charakterystykafc = f(x), d) charakterystykafc = f(x)

Fig. 8.3. Response of the oscillator depicted in Fig. 8.1b for p = 0.2; a) time histories,
b) phase portrait, ¢)fc = f(x’) characteristics and d) fc = f(x) characteristics

Nieliniowe zachowanie uktadu rozpoznaé mozna od razu poréwnujac portrety
fazowe dla réznych czesto$ci wymuszenia. Zmiana tego parametru spowodowata zmiane
jakosci ruchu, tj. uktad drgajac z czteroma subharmonicznymi dla ti = 0.2 po wzroscie
czestosci do ri = 1.0 posiadat juz tylko jedng harmoniczna.

Rozwazmy teraz nieco bardziej ztozony uktad z tarciem Coulomba, w ktérym
wystgpi¢ moga drgania samowzbudne. | tak na rysunku 8.5 przedstawiono schemat
taSmociagu, na ktorym ograniczono mozliwo$¢ przemieszczania sie masy m poprzez



95

©)
d)

Rys. 8.4. Odpowiedzi oscylatora z rys. 8.1b dla p = 1.0; a) przebiegi czasowe, b) portret
fazowy, c) charakterystykafc = f(x’), d) charakterystykafc = f(x)

Fig. 8.4. Response of the oscillator depicted in Fig. 8.1b for p = 1.0; a) time histories,
b) phase portrait, ¢) fc = f(x’) characteristics and d) fc = f(x) characteristics

potaczenie jej z ostojg za posrednictwem elastycznej pary Kelvina-Voigta. Jezeliby nadaé
masie predko$¢ Vg a tasme unieruchomi¢, to taki model jest stosowany w badaniu
dynamiki napedéw posuwowych obrabiarek [34]. | chociaz badania nad tym modelem
prowadzone sa od lat [19,34,59,90,97], to zdaniem autora, nie mozna traktowaé
przytaczanych modeli i otrzymanych wynikéw z petnym zaufaniem. Powodem takiego
stanu rzeczy jest wprowadzenie tzw. skokowej sity tarcia, ktdéra nie umozliwia
zamodelowania stanu, w ktérym wystepuje stick, tzn. sczepienie sie tragcych powierzchni.



Rys. 8.5. Uktad wykonujacy drgania stick-slip; a) model fizyczny, b) charakterystyka

tarcia
Fig. 8.5. System exhibiting stick-slip phenomenon; a) physical model, b) friction

characteristics

Rezultatem niewtasciwego stosowania tego modelu moga by¢ liczne nieporozumienia,
przyktadem czego moze by¢ praca Poppa i Steltera [97], gdzie przyjmujac powyzszy
model, przeprowadzono peing analize bifurkacyjng w niedopuszczalnych obszarach
zmiennosci predkosci. Na rysunku 8.6 przedstawiono poréwnanie wykresow bifur-
kacyjnych zacytowanych z pracy [97] i otrzymanych przez autora dla identycznych danych,

a) b)

Rys. 8.6. Porownanie wykreséw bifurkacyjnych x = f(n) otrzymanych; a) w pracy [97],
b) z badan autora

Fig. 8.6. Comparison of the bifurcation diagrams obtained by a) Popp and Stelter [97],
b) author

W rzeczywistosci w badanym uktadzie moga wystapi¢ dwa stany, tj. stan sczepienia
sie powierzchni i stan ich wzglednego poslizgu (slip). A wiec dziatanie sity tarcia powoduje
zmiane ilosci ruchu tylko dla stanu poslizgu. W fazie sczepienia ruch jest jednostajny z
predkoscig vg. Jezeli dla og6lnosci rozwazan zatozymy, iz ostoja moze przemieszczaé sie
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0 u(t), to wéwczas ruch masy m opisujg nastepujace réwnania

fc > (8.14)
mx +kx +cx =cu(t) +ku(t) -fc; fC <fsys*  (815)

gdzie:
fsys =w ) " “w)ec + (vo * "w)km (8.16)

Jakkolwiek trudno podwazy¢ prawidtowos$¢ postawionych warunkéw w réwnaniach
(8.14) i(8.15), to jednak one same nie umozliwiajg uzyskania prawidtowego rozwigzania
badanego ukfadu. Rozpatrzmy bowiem sytuacje, w ktérej uktad przechodzi ze stanu slip
w stan stick. Woéwczas warunek fc 2 jest warunkiem koniecznym, lecz nie
wystarczajgcym. Aby nastapito sczepienie powierzchni, predko$¢ wzgledna musi zdgzaé
do zera, a wiec dla dowolnie matego e ukiad bedzie w stanie stick, jezeli [126]

Przebieg sity tarcia Coulomba fc zamieszczonej w rownaniach (8.14) i (8.15) zalezy od
znaku i modutu predkosci wzglednej vr wg zaleznosci

(8.17)

gdzie  ni, Aj, A, sg statymi przyjetego modelu tarcia Coulomba [97]. Predkos$¢ wzgledna
VI Wynosi

Analize numeryczng przeprowadzono zaktadajgc wpierw u(t)=upos(ut), po czym
sprowadzono réwnanie (8.15) do postaci bezwymiarowej, otrzymujac nastepujacy ukiad
réwnan autonomicznych

¥ = %)

2 =-X -2ix2 -fe +paxsg
/

(8.18)

gdzie/c*=/r/c. Oczywiscie, w rdwnaniu (8.12) wystepuja takze wielko$ci bezwymiarowe.
Z przeprowadzonych badan numerycznych autora wynika, iz proces catkowania przebiega
najskuteczniej algorytmem Rungego-Kutty potgczonym z metodg bisekcji w celu
precyzyjnego wyznaczania punktéw nieciggtosci. W zasadzie lokalizacje punktéw
niecigglosci mozna przeprowadza¢ wg schematu przedstawionego na rysunku 3.7.
Jednakze ze wzgledu na wystepowanie funkcji znaku sgn, zadanie jest stabo
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uwarunkowane i w konsekwencji prowadzi do koniecznosci uzycia metody bisekcji. W
zwigzku z tym wydtuza sie takze czas obliczed, co w pordéwnaniu z wykorzystaniem
metody odwrotnej interpolacji dla podobnego uktadu moze przekracza¢ nawet 30%
catkowitego czasu obliczen. Analizowany uklad opisany jest dziesiecioelementowym
wektorem parametrowp = /£ & 1j, p# Xp XA N, vn] T, z ktérego wybrano nastepujacy
trojelementowy wektorp' = /1, N, v T.

Rozpocznijmy nasze rozwazania od przeanalizowania zestawu charakterystyk
czasowych i potretu fazowego dla przypadku drgan relaksacyjnych (samowzbudnych).
Ustalone drgania relaksacyjne takiego ukladu powinny cechowaé sie "pitowym"
przebiegiem przemieszczen chwilowych (rys. 8.7a - linia ciggla) oraz istnieniem cyklu
granicznego (rys. 8.7b) podobnie jak w oscylatorze Van der Pola. Zjawisku takiemu
towarzyszy cykliczna zmiana sityf9s co przedstawiono na rysunku 8.7c.

a) <)

Rys. 8.7. Drgania relaksacyjne; a),b) charakterystyki czasowe przemieszczenia x
i predkosci x ‘oraz sityfvs, c) portret fazowy

Fig. 8.7. Relaxation vibration; a) and b) time histories displacement/velocity andf force
respectively, c) phase portrait

Petniejszy obraz mozliwych form ruchu badanego ukfadu uzyskamy analizujgc
wykresy bifurkacyjne. | tak na rysunku 8.8 przedstawiono zalezno$¢* =f(vQ dla r6znych
czestosci wymuszenia rj. Jezeli r] > 1, to wowczas uktad charakteryzuje sie wyste po-
waniem pewnej krytycznej (granicznej) predkosci przesuwu tasmy vocw, ktora dla badane-
go zestawu parametréw wynosi 1.68. Przekroczenie tej wartosci wprowadza uktad w
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0) d)

Rys. 8.8. Wykresy bifurkacyjne x =f(v,,); a) ¢ = 1, b) e
Fig. 8.8. Bifurcation diagrams.r = f(vg fora) r = 1

drgania periodyczne. Obszary ruchu
nieregularnego poprzedzielane sg tyloma
obszarami ruchu periodycznego, ile wynosi
czestotliwo$¢ wymuszenia p (patrz rys.
8.8b, c, d). Prawidlowo$¢ ta nie dotyczy
rysunku 8.8a, gdzie uktad po poczgtkowym
obszarze ruchu nieregularnego drga
wpierw z jedng czestoscig, a nastepnie po
dokonaniu nieciagtej bifurkacji z dwiema.
Przyjrzyjmy sie nieco doktadniej obszarowi
zmiennoéci vO e <0.6, 1.2> dla r\ = 2
(patrz rys. 8.9). Rozproszenie punktéw na

=2 a1rf=312art-5
b)e =

-0 000 0 °® W0 'D
Rys g9 Wykres bifurkacyjny * = f (\g)
Fig- g e Bifurcation diagram * = f(v0Q

2,a)e =3,a)ri =1
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wykresie bifurkacyjnym $wiadczy o duzej nieregularno$ci odpowiedzi uktadu w dziedzinie

zmiennosci predkosci vO.



100

Parametrem kontrolnym, ktéry przy
ustalonym wspétczynniku ttumienia E nie
wywoluje w zasadzie zmian ani w ilosci, ani
w jakosci ruchu, jest czesto$¢ wymuszenia
r). Na rysunkach 8.6 i 8.10 przedstawiono
wykresy bifurkacyjne sporzgdzone dla
warto$ciwspotczynnikéw thtumienia réwnych
odpowiednio 0 i 0.1. W obu przypadkach
uktad drga regularnie z kilkoma
czesto$ciami podharmonicznymi.

Wplyw wartosci sity normalnej N na
formy uzyskiwanych odpowiedzi badanego
uktadu dla czterech roznych predkosci

idiiliti,
=,
Rys 8]0 Wykres bifurkacyjny * = f(r])

Fig. 8.1(). Bifurcation diagram * = f(x\)

przesuwu tasmy vgpokazano na rysunku 8.11. Ze wzrostem wartosci sity nastepuje prawie

a) b)
5.00 7.50 10.00 12.50 15.00
A
0) d)

K I

5.00 7.50 10.00 12.50 15.00

Rys. 8.11. Wykresy bifurkacyjne x = f(N); a) vO = 0.5, b) v0 = 10, c) v0 - 1.5,

d) Vo= 25

Fig. 8.11. Bifurcation diagrams x = f(N) for a) vO = 0.5, b) vO0 = 10, ¢) vO = 15,

d) v0= 25
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liniowy wzrost zastepczej amplitudy badz amplitud drgan, co sie potwierdza nawet dla
obszaréw wystepowania ruchu nieregularnego. Parametr kontrolny N bardzo nieznacznie
wptywa na zmiane jakos$ci ruchu, doprowadzajac tylko dla wartosci predkosci vO = 1 do
powstania ruchu nieregularnego.

Z przeprowadzonej analizy bifurkacyjnej badanego uktadu wynika, ze parametrem
kontrolnym majacym najsilniejszy wlyw na zmiane jakosci ruchu jest predko$¢ vO.
Zbudujmy wiec mapy Poiricarego dla kilku réznych ich wartosci wzietych z wykresu 8.9.
Przedstawione na rysunku mapy ukazujg wpltyw predkosci vO na ich topologie.
Zwiekszenie predkosci z 0.75 do 0.78 spowodowato redukcje mapy w ksztatcie "podkowy™

a) b)

Rys. 8.12. Mapy Poincarego dla a) vO = 0.75, b) vO = 0.78, ¢) vO = 0.84, d) vO = 0.95
Fig. 8.12. Poincare maps for a) vO = 0.75, b) vg = 0.78, ¢) vO = 0.84, d) vO = 0.95
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do pieciu odseperowanych p6l. Kolejne zwiekszenie parametru do 0.84 zmienito
usytuowanie i wielkos¢ wpomnianych pél. Dla vO = 0.95 uzyskujemy znowu ksztatt
"podkowy". Pewne potwierdzenie uzyskanych wynikdw- mozna znalez¢é w postaciach
trajektorii fazowych przedstawionych na rysunku 8.13. Dla przypadkéw wystepowania
ruchu bardziej nieregularnego (rys. 8.13a, c) trajektorie wypetniaja duzg czes¢ ptaszczyzny
fazowej. Przeprowadzono takze badania wyznaczajac widma mocy i funkcje autokorelacji
jednakze te narzedzia dla tego typu odpowiedzi nie sg wystarczajaco "“czute".

a) b)

Rys. 8.13. Portrety fazowe dla a) vO0 = 0.75, b) vO = 0.78, c) vO = 0.84, d) vO = 0.95
Fig. 8.13. Phase portraits for a) vO = 0.75, b) vO0 = 0.78, c) vO - 0.84, d) vg = 0.95



9. DYNAMIKA UKLADU OBRABIARKA - PROCES SKRAWANIA

Procesowi wytwarzania metoda obrdbki skrawaniem towarzyszg niepozadane
zjawiska dynamiczne powodujgce gtownie obnizenie wskaznikdw doktadnosci iwydajnosci.
Ich najpowazniejszym skutkiem jest nadmierny, a niejednokrotnie niekontrolowany wzrost
amplitudy drgan. Méwimy woéwczas o tzw. drganiach samowzbudnych w procesie
skrawania, co do ktorych istnieje szereg niespdjnych hipotez [51]. Powodem tak
rozbieznych opinii moze by¢ tradycyjne pojmowanie zagadnien dynamiki, a w szcze-
gblnosci dynamiki obrabiarek i obrobki skrawaniem. Polega ono badz na stosowaniu
modeli liniowych i zlinearyzowanych [51,141,142], badZz na analizowaniu w}asciwosci
dynamicznych obrabiarki i procesu skrawania oddzielnie. Jest to wygodne dla analizy,
jednakze wazno$¢ takich wynikéw jest ograniczona ze wzgledu na nieliniowosci zaréwno
w procesie jak i w uktadzie konstrukcyjnym. Dodatkowo sam proces jest czesto nieciggly
tzn. nastepuje odrywanie narzedzia od przedmiotu obrabianego.

Badania ostanich lat dotyczace uktadéw dynamicznych doprowadzity do budowy i
rozwoju teorii drgan chaotycznych, w ktérych nieliniowosci odgrywajg role podstawowa.
Wstepne prace teoretyczne przeprowadzone przez Grabeca [29,30] oraz autora [123-125]
jednoznacznie wskazujg na wystepowanie drgan chaotycznych w niezdekomponowanym
ukfadzie obrabiarka - proces skrawania (O-PS).

Rozpatrzmy wiec prosty model ukfadu obrabiarka - proces skrawania o dwdch
stopniach swobody (patrz iysunek 9.1). Zat6zmy dla przejrzystosci analizy, iz nieliniowosci
i nieciggtosci pochodzi¢ bedg wylacznie z procesu skrawania. Do badan wykorzystano
zmodyfikowany model procesu skrawania swobodnego [42], ktéry jest adekwatny dla

Rys. 9.1. Uktad obrabiarka - proces skrawania; a) model fizyczny, b) charakterystyka
sityfx jako funkcji predkosci wzglednej vr

Fig. 9.1. Machine tool - cutting process system; a) physical model, b) characteristics/)
force as a relative velocity v, function
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szerokiej gamy materiatdbw skrawanych. Owa modyfikacja dotyczyta uwglednienia
dodatkowo sity tarcia Coulomba w kierunku x. Proces skrawania polega na zdejmowaniu
warstwy materiatu obrabianego z ustalong predkoscig vO i gtebokoscig skrawania hO.
Poczatkowa gtebokos¢ i predko$¢ skrawania ulegajg zmianie na skutek ptaskiego ruchu
masy m, a wiec i wierzchotka ostrza noza. Ruch uktadu opisany jest dwoma réwnaniami,
ktére w postaci bezwymiarowej przyjmujg nastepujaca forme

X" +2txx" +x =fxy,x"y), ®-1)
y" o 2ijtty’ ety =f(y.x'y), ©-2)
gdzie:
2 _ X 2 G a | = y.
“m> U7 > a c. 2mu,, a 2m

Skfadowe sit skrawania f,, f wyznaczane sa na podstawie nastepujacych zaleznosci
empirycznych [42]

/, =foh
(9.3)
sgn(vr) —"2—(Cl(v, - )2 + 1) H(h),
I +po
fy = X(yr,vf,h)fx, (9'4)

gdzie:

X( ) =X0@2M~ i)2 + 1)(c3(/1-1)2 + i)H()sgn(y),
vr = V0 - X', Vf=v0 - Ry', h =ho -y,
R=/r(c.M-1)2 + 1).

W powyzszych réwnaniach wystepujace state materiatowe c1c4iwpoétczynnik tarcia
suchego ft0 uwzgledniajag specyfike modelowanego procesu. Poprzez x nalezy rozumiec
wspodtczynnik tarcia wiora o powierzchnie natarcia, R jest wspotczynnikiem plastycznej
deformacji wiéra, a H() oznacza funkcje Heavisidea.

Z weczesniejszych badan autora [123-125] wynika, iz powyzszy uktad moze
wykonywaé¢ drgania regularne. Sprébujmy wiec wyznaczy¢ czesto$¢ powstajacych drgan
samo-wzbudnych wykorzystujac metode aproksymujaca Ritza. Zatézmy dla uproszczenia,
iz drgania odbywac sie beda tylko w kierunkuy, a wiec sztywno$¢ w kierunku x bedzie
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nieskonczenie duza. Ruch uktadu opisany jest zatem jednym réwnaniem rézniczkowym
y" +21ly" +y =foh{c3(h - )2 + I)H(k), (95)

gdzie:

i = 2 m n h=ho -y.

Po dokonaniu podstawieniay = hO- h, réwnanie (9.5) przeksztatcono do postaci

h* +1\yh' +f0(c3h3-2c3h2+h)H(h) - h =ho. (9-6)
Zaktadajagc dodatkowo, ze wierzcholek ostrza noza nie bedzie "opuszczat' materiatu
obrabianego oraz ustalajgc wartosci parametrow (f,, = 1, (v =0, c3 = 7), catke og6lng
rownania (9.6) mozna przedstawi¢ jako sume szeregu

= * k> L -
w F—l <> (9-7)

gdzie:

it/,(T) = CjSmOrO, iIr(T)y =0; (I*1)e

Zatem biad rozwigzania e(t) opisany jest nastepujacym réwnaniem

e(t) = - C2 + C'sin(r|T) + C2cos(2r|T) - 4—C35in(3TiT), (9.8)

gdzie:
-cjy +c, -cf +

Wyznaczenie szukanej czestosci polega na wyzerowaniu rézniczki funkcjonatu J(Cj)
(réwnanie 3.15). Otrzymuje sie to poprzez podstawienie zaleznosci (9.6) do réwnania
(3.17), ustalajac jednocze$nie gorng granice catkowania réwng 27r/r|. Po scatkowaniu
i odrzuceniu rozwigzania trywialnego otrzymano réwnanie kwadratowe

Cjp4d + (2C, - 3C2ti2 - C, + 6C? + 3Cf =0. (99)

Rownanie to posiada dwa pierwiastki, z ktorych tylko jeden przyjmuje warto$¢ rzeczywis-
tg. Otrzymana warto$¢ czestosci jest stuszna jedynie dla wczesniej poczynionych warun-
koéw upraszczajgcych, a wiec obrazuje tylko jedng z bardzo licznych mozliwych form
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ruchu.

-(2C, - 3Cf) + y'8Cf - 36Cf - 3C, (9.10)
Nz 2C.
Petniejsza analiza rozpatrywanego uktadu jest jedynie mozliwa na drodze symulacji
numerycznej. Przeksztat¢émy wiec réwnania (9.1) i (9.2) do przestrzeni stanu

X2~ x\ 28R +1xj(x2, Xj, X)) (9.12)
/ .

*3 = *4

*4 - -w 3 - 2EJaxd +/X(x2, x4,

a nastepnie scatkujmy metodg
Rungego-Kutty. W  catkowanym DiscC DiscD
uktadzie réwnan wystepuje pieé _J
funkcji nieciggtosci, ktére podzielono
na dwie grupy DiscC i DiscN (patrz
rys. 9.2). Do grupy DiscC nalezg
nieciagtosci, w ktoérych wystepuje
funkcja Heaviside’a H( ), natomiast
grupe DiscN tworzg nieciagtosci Nieciggto$é typu; a)*DiscC, b) DiscD

.. . Fig. 9.2. Discontinuity ot a) DiscC and b) DiscD type
funkcji znaku sgn(). Wyznaczanie
doktadnej wartosci czasu wystgpienia
nieciagtosci w uktadzie odbywa sie wg
schematu przedstawionego na
rysunku 9.3. Z przeprowadzonych
obliczen wynika, iz najczesciej
wykorzystywang  procedurg przy
lokalizacji punktéw nieciagtosci jest
bisekcja.

Dla przedstawionego modelu
uktadu obrabiarka - proces skrawania
przeprowadzo szeroki program
symulacji, uzyskujagc za kazdym
razem pewng grupe charakterystyk.
Na rysunku 9.4 pokazano takg Rys. 9.3. Schemat wyznaczania czasu

. . Fig. 9.3. Flow chart for calculating the f iime

przyktadowg grupe, ktorg stanowig

przebiegi czasowe przemieszczen,



a) e)

b) f)
NWVW a

c) a)

d) h)

i)

Rys. 9.4. Grupa charakterystyk uzyskiwana
jednoczes$nie dla uktadu O-PS
Fig. 9.4. A family of characteristics for
the machine tool - cutting process
system
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predkosci i skladowych sity skrawania, portrety fazowe oraz hipotetyczny zarys
nierdwnosci powierzchni.

Badany uktad opisany jest dwunastoelementowym wektorem parametréw p = [a,
E, cp Cp G, CpfEhe REVAT, z ktérego wybrano do analizy tréjelementowy wektor
p' =ija, (,fg]T(przy czym Ex By = O celem przeprowadzenia analizy bifurkacyjnej. | tak
na rysunkach 9.5 i 9.6 przedstawiono wplyw wspdtczynnika sztywnosci a na postac
wykresoéw bifurkacyjnych amplitudy drgan od modutu sity wymuszajacej w kierunkach x
iy. Dla wartosci wspdtczynnika sztywnosci a = 0.25 dla obu wspétrzednych wystepuja
obszary ruchu nieregularnego w przedziale fO e (0, 1.6), po czym w uktadzie ustala sie
ruch periodyczny (zaréwno dla kierunku x, jak iy). Analizujgc doktadniej uzyskiwane
formy ruchu w wymienionym przedziale zmienno$ci modutu sity skrawania, dostrzec
mozna interesujacy scenariusz zmian jako$ci ruchu, w miare wzrostu wartosci parametru
kontrolnego. Juz od najmniejszych wartoscifOuktad drga nieregularnie, jednakze wieksza
intensywnos¢ tej nieregularnosci wystepuje dla kierunku)». Zwiekszajgc warto$¢ parametru
kontrolnego do okoto 0.36 doprowadzamy do periodycznych odpowiedzi uktadu, po czym
a) b)

0) d)

2.40 3.00
lo

Rys. 9.5. Wykresy bifurkacyjne x = f(fg; a) a = 0.25, b) a = 1, c) a = 4,
d) a =16

Fig. 9.5. Bifurcation diagrams x —f(fQ fora) a = 0.25,b) a = 1, c) a - 4,
d)a = 16
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Rys. 9.6. Wykresy bifurkacyjney = f(fQ; a) a¢ = 0.25, b) a = /, ¢) a = 4,
d) a =16
Fig. 9.6. Bifurcation diagramsy = f(fQ) fora) a —0.25, b) ot = 1, ¢) a = 4,
d) a =16

nastepuje katastroficzne przejscie do ruchu nieregularnego, ktéry wystepuje az do
wartosci f 0 rownej okoto 1.0. Nastepnie uktad stopniowo "zmierza" do stabilnych drgan
okresowych przechodzac poprzez waskie pasma ruchu nieregularnego. Reasumujgc
mozna stwierdzi¢, ze dla wartosci wspotczynnika sztywnosci a = 0.25 wykresy bifurkacyjne
cechuje duza réznorodno$¢ uzyskiwanych form ruchu. Zupetnie inaczej wyglada
zachowanie uktadu dla a = 1 ia = 16, gdzie mozna przyja¢, ze uktad prawie w catlym
zakresie zmienno$ci parametru kontrolnego (z wytaczeniem tylko jego niskich wartosci)
wykonuje drgania periodyczne (rys. 9.5b, d oraz 9.6b) badz prawie periodyczne (rys.
5.48d). Wykresy bifurkacyjne dla a = 4 zwracajg uwage na inng ciekawg ceche badanego
uktadu, a mianowicie "na ukierukowane wystepowanie zmian jakos$ci ruchu" tj. bifurkacja
w kierunku jednej ze wspétrzednych (patrz rys. 9.6c, dlaf0 e (0.24, 0.54)) nie wywotuje
zmian jako$ci ruchu dla drugiej wspétrzednej (patrz rys. 9.5c), pomimo ze réwnania
opisujace zachowanie sie uktadu sg réwnaniami sprzezonymi. Oprocz tej osobliwosci
wystepuje takze tzw. przesuniecie punktu krytycznego, ktérego potozenie dla
wspotrzednej x wynosi okoto 2.04, natomiast dla wspo6trzednejy okoto 2.38. W pierwszym
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przypadku wystepujag dwie bifurkacje typu "period of doubling”, po czym uktad do Korca
analizowanego zakresu wykonuje drgania chaotyczne®. W drugim natomiast, uktad po
przejciu przez punkt krytyczny drga wpierw z okresem 4, a nastepnie chaotycznie.
Powyzsze wykresy zostaty sporzadzone dla wspdtczynnika tarcia 0 —O0, dlatego na
rysunkach 9.7 i 9.8 pokazano wykresy bifurkacyjne dla fi0 = 0.05 i = 025 zZ
poréwnania wykreséw wynika wniosek, iz wspétczynnik tarcia nie ma istotnego wptywu
na przebieg funkcji x,y =f(fr).
a) b)

Rys. 9.7. Wpykresy bifurkacyjne x =f(fn\ a) p0 = 0.05, b) p0 = 0.25
Fig. 9.7. Bifurcation diagrams x = f(fQ for a) p0 = 0.05, b) p0 = 0.25

a) b)

i.20 1.80 2.40 3.00

fo fo
Rys. 9.8. Wykresy bifurkacyjney = f(fQ; a) p0 = 0.05, b) = 025
Fig. 9.8. Bifurcation diagramsy = f(fQ for a) pO- 0.05, b) p0 = 0.25

Nastepna grupa wykreséw bifurkacyjnych przedstawia zalezno$¢ zmian amplitudy
drgan w kierunkach x iy od wspotczynnika sztywnosci a, czyli funkcji x,y = f(a). Analiza
zamieszczonych charakterystyk sktania do wniosku, iz drgania chaotyczne moga
wystepowaé dla matych wartosci wspotczynnika sztywnosci. Dla wiekszych wartosci a
uktad wykonuje drgania harmoniczne badz podharmoniczne zaréwno dla wsp6trzednej

AStwierdzenie to zostanie potwierdzone w dalszej czesci pracy.



Rys. 9.9. Wykresy bifurkacyjne x =f(a); a)f0- 0.25, b)f0O= 0.75, ¢c)f0 - 1,

d)yfo= 125
Fig. 9.9. Bifurcation diagrams x = f(a) fora)fg= 0.25 b)f0= 0.75 ¢c)f0= 1,
d)/,, = 125

kilku r6znych wartosci modutu sity skrawaniaf0, nie obserwujgc zasadniczo duzych réznic
x jak iy. Na rysunkach 9.9 i 9.10 przedstawiono przebiegi funkcji x =f(a) iy =f(a) dla
w jakosci ruchu. Fakt ten mozna wykorzysta¢ przy konstrukcji obrabiarek (np. suportéw
wzdtuzno-poprzecznych tokarek czy stotdw krzyzowych wiertarko-frezarek [135]), w celu
biernego unikania drgan samowzbudnych.

Na rysunkach 9.11 i9.12 pokazano wplyw bezwymiarowego wspdtczynnika ttumienia
E na uzyskiwane formy ruchu. Podobnie jak w poprzednio analizowanych uktadach,
thumienie dziata stabilizujgco doprowadzajac nawet przed osiggnieciem jego wartosci
krytycznej do catkowitego zaniku sktadowych dynamicznych.

Kategoryczne przesgdzanie o wystepowaniu ruchu chaotycznego wymaga otrzymania
koherentnych ocen z wielu réznych kryteribw badania jakosci ruchu. Sprébujmy wiec
oceni¢ ruch uktadu dla kilku wartosci modutu sity skrawania, wybranych z wykreséw
bifurkacyjnych zamieszczonych na rysunkach 9.5a i 9.6a. Sporzadzone dla tych wartosci
parametrow mapy Poincarego dla kierunkéw x iy (patrz rys. 9.13 i 9.14) roztrzygaja



Rys. 9.10. Wykresy bifurkacyjney =f(a); a)f0 = 0.25, b) f0 = 0.75, ¢)/,, = 1,

d)/,, = 125

Fig. 9.10. Bifurcation diagramsy = f(a) for a) f,, = 0.25, b)f0 = 0.75, c)/,,
d)fo= 125

a) b)
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Rys. 9.11. Wykresy bifurkacyjne x =/(£); a)f0 = 0.25, b) f0 = 0.50
Fig. 9.11. Bifurcation diagrams* = f(£) for a) f0 = 0.25, b) f0O = 0.50
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Rys. 9.12. Wykresy bifurkacyjney = f(E)\ a)fn ~ 0-25, b)/,, = 0.50
Fig. 9.12. Bifurcation diagramsy =f(£) for a)f0 = 0.25, b)f0 = 0.50
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Rvs. 9.13. Mapv Poincarego xn+, = f(xJ dla a)f0= 1, b)/,, = 1.25, c)f0 = 1.46,
d)fo= 156

Fig. 9.13. Poincare maps xnt] = f(xj for a)f0= 1, b)f,, = 1.25, ¢)f0 = 1.46,
d) fo = 1-56
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watpliwosci. Podejrzewany ruch nieregularny dla warto$ci parametru kontrolnego 1.0, w
rzeczywistosci okazat sie ruchem z wieloma (jedenastoma) podharmonicznymi (rys. 9.13a
i 9.14a). Podobnie w przypadku fO = 1.25 if0 = 1.46, gdzie wystepujg tylko cztery
podharmoniczne. Dlaf0 - 1.56 z wykreséw bifurkacyjnych wynika, iz uktad moze drgac¢
nieregularnie. Z rysunkow 9.13d i 9.14d wida¢, ze po dostatecznie dtugim czasie przebiegi
zaréwno w kieruku x jak iy staja sie periodyczne. Slady "domniemanej” chaotycznosci sg
widoczne w postaci "obtoczku" punktéw otaczajacych orbity.

Rys. 9.14. Mapy Poincaregoy,,+; = f(yj dlaa)f0= 1, b)fo= 1.25, ¢)f0 = 1.46,

d)fo= 156
Fig. 9.14. Poincare mapsy,,+; =f(y,J for a)/,, = 1, b)f0 = 1.25, ¢)f0 = 1.46,
d)fo = 1.56

Z punktu widzenia dynamiki procesu skrawania interesujgce byloby przesledzenie
trajektorii wierzchotka ostrza noza dla analizowanych powyzej roznych form ruchu.
Mozna bytoby wowczas poréwnac te wyniki z réznymi hipotezami powstawania drgan
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samowzbudnych. Hipotezy te, jak wykazano w pracy [51], nie wykazujg cech spéjnych, a
wiec poréwnanie takie umozliwiatoby pewnego rodzaju ich weryfikacje.

Na rysunku 9.15 nie przedstawiono bezpoS$rednio trajektorii wierzchotka ostrza
noza, lecz ich mapy Poincarego. Dla okresu probkowania dobranego w ten sposob, ze
jego stosunek do jednego z okresow drgan uktadu nie jest liczbg wymierng, prowadzi przy
dostatecznie duzej liczbie probek do tego samego skutku, co obserwacja samej trajektorii.
Przeksztatcenie takie upraszczajednak w zdecydowanej wiekszosci przypadkdéw topologie
uzyskiwanych wykreséw, a wiec utatwia ich analize. Analiza otrzymanych map trajektorii
a) b)

X

Rys. 9.15. Mapa Poincarego dla trajektorii wierzchotka ostrza noza dla a)f0 = 1,
b)fo = 1-25,¢)f0= 1.46,d)f0= 156

Fig. 9.15. Poincare maps of the cutting edge trajectory for a)/,, = |,)f0 = 1.25,
c)f0O= 146, d)fo= 1.56
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nie umozliwia w petni zaakceptowania zadnej z hipotez, jednakze nalezy przyznaé, iz
wystepuje zgodnos¢ w orientacji pola mozliwych potozerr wierzchotka ostrza noza z
hipotezag "opadajacej charakterystyki tarcia”.

W dotychczasowej analizie dynamiki ukfadu obrabiarka proces - skrawania nie
pokazano jednoznacznie obszaréw wystepowania ruchu chaotycznego. Dokonajmy wiec
szczegOtowszych badan wykreséw bifurkacyjnych przedstawionych na rysunkach 9.5c i
9.6¢c. "Rozciagnijmy" przedziat zmiennosci parametru kontrolnego <2.0, 3.0> na calg
szerokos$¢ sporzadzanych wykresow bifurkacyjnych, w celu doktadnego zbadania wartosci
krytycznych oraz scenariuszy zmian jako$ci ruchu. Dopiero z rysunku 9.16 mozna
doktadnie oceni¢ wartosci krytyczne parametru fO dla wsp6trzednych x i y. Do
sygnalizowanego wczesniej zjawiska "ukierunkowanej bifurkacji" mozna dotgczy¢
spostrzezenie, iz zmiana jakosci ruchu dla kierunkuy nastepuje doktadnie w miejscu
a) b)

2.0

fo

Rys. 9.16. Wykresy bifurkacyjne; a) x = f(fr), b) y = f(f0
Fig. 9.16. Bifurcation diagrams a) x —f(fn) and b)y = f(fn)

) b)

«... ..V

Rys. 9.17. Mapy Poincaregoxn+l =f(xid dla; a)f0 = 2.46, b)f0 = 2.7
Fig. 9.17. Poincare maps xn+l =f(xj for a)f0 = 2.46 and b)f0 = 2.7
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wystapienia drugiej bifurkacji "Hopfa" dla kierunku x. Powyzej wartosci 2.48 parametru
kontrolnego wykresy bifurkacyjne dla obu kierunkéw wskazujg na wystepowanie ruchu
nieregularnego. Azeby sprawdzi¢ zasadno$¢ tego stwierdzenia, tj. np. wyeliminowac
mozliwos¢ wystepowania tzw. "przejsciowego chaosu”, sporzadzmy mapy Poincarego dla
dwoch przypadkow, tj. dla wartosci fO mniejszych i wiekszych od wartosci krytycznej.
Przedstawione na rysunkach 9.17 i 9.18 mapy Poincarego dla wspdtrzednych jc iy
zbudowano dla wartosci parametru kontrolnego réwnych 2.46 i 2.7. Zgodnie z
poczynionymi wczesniej przypuszczeniami, na rysunkach 9.17a i 9.18a rozpozna¢ mozna
odpowiednio drgania z czteroma i piecioma podharmonicznymi. Natomiast mapy 9.17b
i9.18b ukazuja rozproszone "chmury" punktéw charakterystyczne dla ruchu chaotycznego.
Owe "rozproszenie" wystepuje tylko w pewnych obszarach o bardzo wyraznych granicach,
co tworzy pewnego rodzaju atraktor. Ow atraktor wystepuje zaréwno dla kierunku x, jak
iy. Mozna stwierdzi¢, iz powstate atraktory nie posiadajg cech fraktalnych.

a) b)

Fig. 9.18. Mapy Poincarego yn+l = f(yj dla; a)f0 = 2.46, b)f0=2.7
Fig. 9.18. Poincare maps yll+ = f(y,J for a) fO = 2.46 and b)f0 = 2.7

Na zakonczenie analizy przesledzmy jeszcze topologie map Poincarego trajektorii
i predkosci wierzchotka ostrza noza, ktore ukazujg atraktory chwilowych potozen i
predkosci. W przypadku przebiegéw okresowych obrazem jest skoficzona liczba punktéw
badz krzywe zamkniete, co przedstawiono na rysunkach 9.19a i 9.20a. Dla ruchow
nieregularnych tworzg sie pewne zbioiy punktéw o wymiarze korelacyjnym wiekszym od
jednosci. Atraktor chwilowych potozehA wierzchotka ostrza noza (patrz rys. 9.19b)
przypomina swoim ksztaltem wstege Rdésslera [118]. Natomiast atraktor chwilowych
tworzy pewng powierzchnie, w ktorej wystepuja ostre brzegi (patrz rys. 9.20b).
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Z przeprowadzonej analizy dynamiki uktadu obrabiarka - proces skrawania wynika,
iz parametrem najmocniej wplywajagcym na zmiane jakosci ruchu jest modut sity
skrawania f0. A wiec nalezy wnioskowaé, iz tym parametrem mozna bedzie efektywnie
sterowac procesem w celu realizacji kryteriow wydajnosci i doktadnos$ci obrébki [141].

a) b)

Rys. 9.19. Mapy Poincarego trajektorii wierzchotka ostrza dla; a) ruchu okresowego,

b) ruchu chaotycznego
Fig. 9.19. Poincare maps of the cutting edge trajectory for a) regular and b) chaotu
motion

8 b)

Rys. 9.20. Mapy Poincarego predkosci chwilowych wierzchotka ostrza dla; a) ruchu
okresowego, b) ruchu chaotycznego

Fig. 9.20. Poincare maps of the cutting edge velocity for a) regular and b) chaotic
motion



10. UWAGI | WNIOSKI KONCOWE

10.1. Podsumowanie

W pracy sformutowano i analizowano zagadnienia dotyczace dynamiki dyskretnych
uktadéw mechanicznych z nieciggtosciami. Jest bowiem oczywiste, ze w prawie kazdym
uktadzie mechanicznym moze wystapi¢ luz, skokowo zmienna charakterystyka sztywnosci
czy tez tarcie suche. Wowczas w opisujacych réwnaniach ruchu wystepuja cztony, dla
ktorych funkcje opisujgce stan uktadu sg wielowartosciowe. Wtedy zachodzi konieczno$é
wybrania odpowiedniej wartosci funkcji, czyli wystepuje tzw. "procesprzetgczenia”. Istotne
jest zatem zlokalizowanie czasu, w ktérym owa nieciggto$¢ pojawita sie, poniewaz w
nastepnym kroku catkowania musi nastgpi¢ "przetgczenie”, co niejednokrotnie powoduje
zmiane charakteru rownan opisywanego modelu. Niedoktadne okreslenie miejsca
wystgpienia nieciggtosci prowadzi do powaznych btedéw, poniewaz analizowane uktady
moga by¢ chaotyczne, a wiec bardzo wrazliwe na warunki poczatkowe. Fakt ten wymusza
konieczno$¢ precyzyjnego wyznaczania czasu wystapienia nieciggtosci. Odbywa sie to za
pomocag odpowiednich formut aproksymujacych, ktérych wybér zalezy od postaci
nieciggtosci.

Praca stanowi pierwszag w swoim rodzaju probe kompleksowego opisu dynamiki
uktadéw dyskretnych z nieciggtosciami, analize opracowanych metod mogacych stuzy¢ do
efektywnego ich rozwigzywania (z rekomendacjami metod szczegdlnie uzytecznych) oraz
analize dynamiczng szeregu réznorodnych uktadéw mechanicznych z nieciggto$ciami.
Opracowano przy tym oryginalng metodyke bardzo doktadnego, numerycznego
rozwigzywania ukladéw rownan rozniczkowych zwyczajnych z réznego typu
nieciggto$ciami. Poniewaz odpowiedzi analizowanych uktadéw mogg przyjmowac bardzo
rézne formy ruchu (od periodycznego poczawszy, na chaotycznym skonczywszy),
omowiono i zaadaptowano procedury badania dynamiki uktadéw nieliniowych takie,
jak: wyznaczanie widm mocy i funkcji autokorelacji przebiegéow czasowych, wykreséw
bifurkacyjnych, map Poincarego, wykfadnikow Lapunowa oraz wymiaru korelacyjnego.
Na bazie tych algorytméw napisano oryginalny pakiet programéw obliczeniowych.
Stworzono wiec kompletny aparat numeryczny do rozwigzywania i badania dynamiki
dowolnych dyskretnych uktadéw nieliniowych z nieciggto$ciami.

Badajac przyktadowe uktady przez pryzmat dynamiki chaotycznej zwrécono uwage
na pewne charakterystyczne zjawiska powstajace wytacznie w uktadach z nieciagtosciami,
a mianowicie:

- powszechne wystepowanie bifurkacji typu "crisis",

- wystepowanie ruchu regularnego w skali macro i chaotycznego w skali micro,

- brak typowych scenariuszy bifurkacyjnych,

- wystepowanie tzw. "bifurkacji ukierunkowanej" w uktadach o wielu stopniach swobody,
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- powstawanie bardzo bogatych topologii, np. wstegi Rbsslera dla modelu ukadu
obrabiarka - proces skrawania.

Uzyskano takze szereg doswiadczen dotyczacych wyboru odpowiedniej formuty
catkowania numerycznego i lokalizacji punktow nieciagtosci dla réznych uktadow. W
przypadku skokowo zmieniajacej sie sztywnosci i luzu najefektywniej rozwigzanie uzyskuje
sie catkujgc metodami kolokacji oraz wykorzystujagc odwrotng interpolacje do doktadnego
wyznaczenia czaséw, w ktorych wystepuja nieciggtosci. W przypadku uktadéw tylko z
tarciem Coulomba najlepsze rezultaty daje procedura Rungego-Kutty czwartego rzedu
z bisekcjg. W przypadku og6lnym najbezpieczniej wykorzystaé metode Rungego-Kutty
wspotpracujacg z algorytmem przedstawionym na rysunku 3.7.

10.2. Wytyczne dalszych do badan

Wyniki zawarte w niniejszym opracowaniu zostaty w przewazajacym stopniu uzyskane
metodg systematycznej symulacji cyfrowej. Podejscie takie ma gtéwna zalete, tj. umozliwia
detekcje dowolnego rodzaju ruchu, w tym chaotycznego. Wadg tej metody jest bardzo
duza pracochtonno$é, a takze tylko posredni sposéb oceny stabilnosci analizowanych
ukfaddéw, tj. poprzez mapy Poincarego, wyktadniki Lapunowa czy réznego rodzaju
wymiary. Uzupetnianie tej metody kryteriami stabilnosci uzyskiwanymi na drodze czysto
analitycznej jest, zdaniem autora, bardzo niefektywne dla uktadéw z nieciggtosciami,
wymaga bowiem niejednokrotnie ucigzliwych aproksymacji pochodnych czastkowych
funkcji nieciggtych, waznych wyfacznie dla ustalonego wektora parametrow ukfadu w
badanej chwili czasowej.

Pewng alternatywg do stosowanej metody systematycznej symulacji jest metoda
rozwigzywania uktadu w przestrzeni wektora parametrow ukladu, a nie w przestrzeni
czasu. Okreslana jest mianem "continuation method" [105,106] i pozwala na wyznaczanie
potozen punktow krytycznych, bez mozliwosci badania chaosu. Trudno$¢ implementacji
tej metody na zagadnienia z nieciggtosciami polega na tym, iz zaktada ona a priori
ciggtos¢ badanego uktadu. Z kontaktow autora z profesorem Seydelem wynika, iz
stosowalno$¢ jego metody mogtaby by¢ rozszerzona na uklady przedziatami ciagte,
jednakze wymaga to dalszych badan.

Zaimplementowanie metody kontynuacji pozwolitoby wraz z metodg sytematycznej
symulacji na catkowitg ocene dynamiki uktadéw z nieciggtosciami.

Opisywanym badaniom teoretycznym przyswieca takze cel utylitarny, a mianowicie
ich wykorzystanie do optymalnego sterowania procesami obrébczymi czy tez
opracowywania na ich bazie optymalnych konstrukcji ze wzgledu na wiasciwosci
dynamiczne. Pewne prace wstepne na ten temat zostaty juz poczynione [136].
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