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MODELOWANIE BELEK CIAGLYCH GRAFAMI PRZEPLYWU SYGNALOW

Streszozenie. Przedstawiono zastosowanie graféw przeptywu sygna-
+6w w analizie wieloprzestowyph belek ciggiyoh. Bazujac na netodzie
sit i1 netodzie trzech momentéw pokazano spos6éb modelowania belek
oiggtyoh grafem przeptywu sygnatow. Obliozenia ta metoda mozna pro-
wadzi¢ przy wykorzystaniu elektronioznej techniki obliozeniowed.

1. WSTEP

Szybki rozwéj elektronicznej teohniki obliczeniowej doprowadzit do po-
szukiwania metod, za pomoog ktéryoh w datwy sposéb dokonuje sie algoryt-
mizacji i automatyzacji obliozen inzynierskioh. Jednga z nioh jest metoda
grafow przeptywu sygnatéw [1,2,3]. Zastosowanie Jej w analizie uktadow li-
niowo—sprezystyoh utatwia dokonanie oiagu przeksztatcen przy rozwiazywa-
niu tego zagadnienia.

Mozna zauwazy¢, ze metody klasyczne stosowane przy rozwiazywaniu ukta-
déw liniowo-sprezystyoh, takie Jak: metoda sit, przemieszozen, trzeoh mo-
mentoéw, ozy metoda Crossa [k,5] = noga by¢ przedstawione w postaoi grafu
przeptywu sygnatéw [6,7,8,9] .

Oczywiste jest, ze dla réznych postaoi zapisu uktadu algebraioznycfe roéw-
nan liniowych wyréznia sie kilka rodzajoéw graféw przeptywu sygnatow.

W praoy tej rozpatrywane sa dwa rodzgJa graféw przeptywu sygnatoéw:gra-
fy Masona - M [2,3] i grafy Coatesa - C [1] -

Graf M odpowiada zapisowi uktadu algebraicznych réwnan liniowyoh w po-

staoi:
n

(1)
1=1
1=k

i pokazany jest na rysunku 1.
Graf C, przedstawiony na rysunku 2, okresla Jednoznaoznie uktad alge-
braicznych réwnan liniowyoh zapisanych w postaoi:
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Rys. 1

2. GRAFY METODY SIt

Bas Dsruasenia og6lnoAoi rozwaZaé ograniosyny alf do rozwaAania bolki
dwukrotni« atatyosnie niewyznaozalnej (rym. 3a). Jako wislkodéoi hipersta-
tyozne przyjeto raakoja Rj 1 Rj.

V oalu wyznaczenia wislko6oi biparatatyosnyoh przyjeto atatyoznla wyzna-
osalny okd#ad, w ktéryn oddziatywanie podpdr zastgpiono raakojani hipersta-
tyosnyni .

PonlswaZ w niajsoaob podpdér przenieszozanla liniowa w uktadzia rzeozy-

wiatya ag rowne saro, otrzymujemy roéwnania:

Ax3r ¢ Ax3P = °*

ox

AX3R™* Ax5P



Modelowanie belek

gdzie:
EXNp, n3cip
&XjR, n -

Przenioszozenia
naniaml:

ciagtych grafami.. Z

przemieszczenia w ukdtadzie statycznie wyznaozalnym wywo-
+ane sitami czynnymi,

przemieszczenia w uktadzie statycznie wyznaozalnym wywo-
+ane nieznanymi reakojami hiperstatycznymi .

@

(b)

©

Ai%R i Axiél< oraz Aiaﬂ:i Axgﬁ utolna iryrazi¢ roir-
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Ostateoznie wiec otrzymujemy:

X3 *33 +X5 *35 + P *32 + M *34 = °-

X3 *53 +X5 S55 + P *52 + M *54 = °* )

Zauwazmy, ze zaleznosci(3) i (4) mozna przeksztatci¢ do postaci:

X, ——-S%2p _____ 21 m ——-B X, (6)
33 33 33 3
. 554
—5—2-— P - - m - X
= 7
x5 55 55 - 55 3 ™

gdzie:
- liczby wptywowe [5]-
Réwnania (4) i (5) przedstawione sg w postaoi grafu C (rys. 4a,b,0),

natomiast zaleznosci (6) i (7) w postaoi grafu M (rys. 5a,b,0).
Zauwazmy, ze w grafach C i M, przedstawionych na rys. 4c i 50, wielko-

Soi zewnetrzna ozynne reprezentowane sa przez wierzchotki zroéoddowe, nato-
miast wierzchotki reprezentuJgoe hiperstatyozne wielkosoi podporowe sa
wierzohotkami posrednimi.

Kazdy wierzohotek zZrédtowy reprezentujgoy uogélniona site ozynnag pota-
ozony jest dtukiem z kazdym wierzohotkiem posrednim reprezentujacym hiper-
statyozng wielkos¢ podporowa. "Pomiedzy wierzohotkami posrednimi istnieja
petle utworzone przez luki wzajemne.

V przypadku graféw C kazdy wezet posredni posiada dodatkowo petle wha-
sna.-

Na podstawie powyzszej analizy mozna narysowa¢ graf M lub C dla do-
wolnej belki ciagtej statycznie niewyznaozalnsj bez wypisywania réwnan ka-
nonicznych metody si+t.

Przyktadowo na rysunkaoh 6 i 7 przedstawiono grafy M i C dla uk#adu
trzykrotnie statyoznie niewyznaozalnego oboigzonego k-sitami uogélnionymi
ozynnymi  Q1#

2.1. Rozwiagzanie graféw metody sit

Dla ilustracji metody rozwazmy belke dwukrotnie statyoznie niewyznaozal-
na przedstawiong na rysunku 8a. Przyjmijmy za wielkos$oi hiperstatyozne re-
akcje Rg i1 Rg (rys. 8b).

Na rysunkaoh 9a i 10a przedstawiono graf M i graf C, odpowiadajace roz-
wazanemu ukdadowi (rys. 8a),
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Rozwigzujgo powyzsze grafy metoda przeksztatcen*” dochodzimy do grafoéw
pokazanych na rysunkach 9d i 10d. Kolejne etapy przeksztatoen graféw przed-
stawiono na rysunkach 9a - 9d i 10a - 10d. Zauwazmy, ze uzyskane grafy
(rys, 9d i 10d) umozliwiaja wyznaczeni# hiperstatyoznej wielkosci podporo-
wej, jezeli tylko znane sag liozby wptywowe.

Przedstawiony powyzej spos6b analizy uktadédw liniowo-sprezystyoh pole-
ga wiec na ujeciu metody sit w postaoi grafu przeptywu sygnatéw i rozwig-
zaniu grafu metoda przeksztatoen. V takim postepowaniu pomijamy etap wy-
pisywania roéwnan kanonioznyoh metody sit.

W wielu przypadkaoh, a szczegélnie wtedy, gdy grafy zawierajga wieksza
liozbe wierzchotkédw, metoda przeksztatoen grafu Jest praooohdonna i w oc-
lu rozwigzania grafu stosuje sie formute Masona [2,3] dla grafu M lub
formute Desoera dla grafu C [i].

3. GRAFY METODY TRZECH MOMENTOW
V celu przedstawienia metody trzech momentéw w postaoi grafu przeptywu

sygnatéw rozwazmy dwa sgsiednie przesta belki ciagtej wieleprzestowed (ry-
sunek 11).

Rys. 11

Réwnanie trzech momentéw 5 dlatyoh przeset mozna zapisa¢ w postaoi:

ai,i-1 Mi-1 + ai,i Mi+ ai,i+l Mi+l " bi = °>

lIub po przeksztatceniu:

Mi = *1,1-1 Mi-1+ *1,1*1 Mi+1 + V (9>
Dla belkiciagtej o n podporach otrzymujemy ukfad n réwnan, ktérego
rozwigzaniem sa niewiadome momenty podporowe. e

Podstawowe aksjomaty algebry graféw przeptywu aygpatéw podano w 1,2,3
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Rozwazmy dla przyktadu belke ozteroprzestowa (rys. 12).Uk#ad roéwnan meto-
dy trzeoh momentéw dla tej belki przedstawiono w postaoi graféw C i M aa
rysunkach 13 i 1~

Analizujac otrzymane grafy (rys. 13 i 1Ii*) mozna zauwazy¢, ze postac gra-
fu dla kazdego wewnetrznego przesta belki oiagtej Jest taka sama (rys. 15
i 16).

W przypadku przesta zewnetrznego (rys. 17 i 18) otrzymujemy graf mniej
ztozony.

W zwigzku z tym mozna narysowac¢ graf C lub M dla dowolnej belki wielo-
przestowej, pomijajac wypisywanie réwnan metody trzeoh momentéw. Uzysku-
jemy przez to znaozne zmniejszenie ozasu obliozen.
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3.1. Metoda ogélna. Reguty Desoera i Masona

Metoda og6lna rozwigzywania graféw przeptywu sygnatédw polega na zasto-
sowaniu reguty Desoera [i] y przypadku graféw C [lub reguty Masona [2,3]
w przypadku grafow M.

Posta¢ tych regut jest identyozna*~:

s.. - zmienna wyjsciowa,
s~ - sygnat zrédto grafu przyporzadkowany i-temu wierzcho%kgwi,
- transmitanoja k-tej Sciezki otwartej,
- wyznacznik czesci grafu, ktoéra nie styka sie z k-tg Sciezka otwar-
ta,
D - wyznacznik grafu.

Wed4ug reguty Desoera wyznaoznik grafu C okresla sie zaleznoscia:

D =(C-1DnTmn> 1)

gdzie:
Tmn - iloczyn transmitancJi m-tej kombinaoji zawierajgcej wszystkie we-
zty grafu z wyjatkiem Zréodet, z n nie stykajacych sie petli.

Dla graféw M, zgodnie z regudg Masona, wyznaoznik grafu obliozamy ze

D= 1+ (-i)1Tbl ¢ (-1)2 Tm2 + __. + (-1)D T~, 12)

gdzie:

Tmn - iloczyn transmitanoji m-tej mozliwej kombinacji z n* nie styka-
jaoyoh sie petli.

Dla przyk*adu wyznaozymy sosent M2 na podstawie grafu (rys, 13) sto-
sujac regute Desoera. *

V tym oelu wszystkie motliwe kombinacje nie stykajacych sie petli przed-
stawiono na rysunku 19, za$ rysunek 20 przedstawia wszystkie $oie&ki otwar-
te wezta repr.zentudgoego moment M2 i ioh wyznaczniki. Stosujac wzor
(10) otrzymujemy roéwnanie (13) okreslajace szukany moment M2#

N

Xx~Inaozej dla poszozegélnyoh regut wyznacza sie wielkosci wystepujace w.
wzorze (l10).
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H ~b 1*21 "a33*44a55~a34a43a55~a33*45a54 " *
2 _al2a21”™a34a43a55+a33*45a54-a33*44 55" + all 23*327*55a44~*45*54J +

~b2*1 / a34a¥l3a55*a33aidabi<~a33akia5 5"
+all*22a34a43a55 33a45 54-a33a44ab55}

~b3*11a23”a44a55~a45a54 Mb4 ~11a2 3*3k*55~b5*1 1a23*34a45 aas
V podobny sposéb mozna wyznaczy¢ inne szukaie momenty, tzn. i
M5*
Zastosujemy teraz regute Masona do wyznaczenia momentu dla grafu M

z rysunku 14.

Wszystkie mozliwe kombinacje z n niestykaJdgoych sie petli dla rozpa-
trywanego grafu pokazano na rysunku 21.
Na podstawie zaleznosci (12) wyznacznik grafu wynosi:

D=1 - (t)2t21 + *23*32 + *34*43 + *45*54™ + tl2121t34t43 +

+ *12*21*45*54 + *23*32*45*54”

Na rysunku 22 przedstawiono wszystkie ¢ciezki otwarte grafu pomifdzy

zroddami a wierzoholkiem reprezentujacym momentI Mg eraz wyznaczone lek
transmitanoJe i wyznaozniki.

Zgodnie z regutg Masona szukaDy moment M2 wynosi:

M A1*21N1~*34%43 ~ *45*B5AN * d2A1"*34*43 ~ *45XE4N *
2 1-(*12*21 + *23*32 + 34*43 + *45*54 N + *12*21*34*43 +

* d3*23( ~ *45*54”™ * d4*23*34 + d5t23t3 k5 am
+ *12*21*45*54 + *23*32*45*54

Zaleznos¢ (14) Jest eczywisoie analogiozna do otrzymanej poprzednio zalez-
nosci  (13).
Przyktad

Ola ilustracji metody dokonano obliczen belki ozteropragstowed ze wepoi*-
nikiem, poddanej mozliwym oboigzeniom zewnetrznym. Rozwazang belke, jej
grafy M i C oraz uzyskane wyniki obliozen przedstawiono na rysunku 23.
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F2-~kN

« mb

M, - 1765 [kNm]
M2 - -1,03 Ik Nm]
M3 - -2X109 [kNm]
M4 - U1 [k Nm]

M5- -8 [kNm]

Rys. 23
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I+, WNIOSKI

Zastosowanie metody graféw przeptywu sygnatéw w analizie wieloprzesto-
wych belek ciagtych w znaczny sposéb upraszcza procedure obliczehn, W me-
todzie tej kaZdy nieznany moment podporowy wyzmaeza sie niezaleznie od po—
zostatyoh. Jest to dodatkowa korzys¢ w przypadku, gdy choemy wyznaczy¢
tylko interesujaee nas momenty podporowe.

WaZng zaleta grafu przeptywu sygnatéw jest jege niezmienniczy charak-
ter wzgledem warunkéw podporowych.

Metoda grafow przeptywu sygnatéw, zastosowana w analizie wieloprzesto-
wyoh belek ciagtych, pozwala na opuszozenie etapu wypisywania réwnan meto-
dy sit lub réwnan trzech momentéw. Pozwala ona réwniez w prosty sposoéb
wykorzysta¢ elektroniczng teohnike obliozeniowag [i#] . Prowadzi to do zna-
cznego uproszczenia i zmniejszenia praoeehtennosci obliczen belek statycz-
nie niewyznaozalnych.
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MOfIEJIHPOBAHHE H3PA3PE3HHX EAJIOK I?A$SOM CHTKAIJIOB

P e 3 x)u e

npe~cTaBAeHO npHMeHemie rpa$0B cnmajiOB jjih aHajiH3a Hepa3pe3HHX 6aJioK.
Ea3npya Ha ueTo*e chji h ypaBHegaax ipex MoaeaioB, noxa3aH onoooS MoaejiHpo-
Banaa Hepa3pe3Btcc SaJiOK rpa$ou curnajio». Pacgeiu bthm «eio”OM moxho npo-
aecia, Hcnoai.3ya 3JieKipoHHyio sinwcjiHTejibHyx lexiwKy.

MODELLING OF CONTINUOOS BEAMS BY SIGNAL FLOW GRAPHS

Summary

Id this papar the use of signal flov graphs in the analysis of conti-
nuous beams 1is presented.

The way of modelling of continuous beans is shown on the ground of the
method of foroes and equations of thmee moments. These calculations can be
carried out using the electronic teohnique ef oaloulatien.



