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PRZESTRZENNY MODEL MECHANIZMU DŹWIGNIOWEGO I JEGO MCELIWOŚCI

Streszczenie. W pracy przedstawiono model matematyczny 
trójczłonowego przestrzennego mechanizmu dźwigniowego, który 
uogólnia cała klasę mechanizmów elementarnych. Przedstawiono 
kilka przykładów syntezy mechanizmów otrzymanych metoda 
optymalizacji na podstawie opracowanego modelu.

1. Wprowadzenie
We współczesnej technice spotykana jest wielka liczba 

różnorakich układów kinematycznych i mechanizmów. Przy ich 
projektowaniu pojawia sie zatem potrzeba porównywania różnych 
struktur tych układów w celu wybrania najlepszej z określonego 
punktu widzenia. Takie porównanie jest możliwe jedynie przy
znajomości podstawowych charakterystyk poszczególnych struktur.

Przy projektowaniu mechanizmów pojawia sio problem przeglądu 
wszystkich możliwych struktur. Istnieje taka teoretyczna możliwość 
[1], Proces wyboru wariantu mechanizmu spełniającego założenia 
wymaga dwuetapowego procesu syntezy:

1) synteza (określenie) struktury,
2) synteza parametryczna.

Synteza struktury prowadzona jest w dużym stopniu intuicyjnie. 
Synteza parametryczna powtarzana jest dla każdej struktury, a 
ostateczny wynik syntezy daje porównanie struktur. Takie 
postępowanie prowadzi do potrzeby opracowania ogromnej liczby
modeli matematycznych mechanizmów dostosowanych do wymagań.
Jednocześnie łatwo zauważyć niespójność takie to postępowania: 
poświęca się duże nakładyfaby znaleźć optymalne wartości parametrów 
struktury, która wcześniej wybrana została intuicyjnie (2j.

Celowe zatem wydaje się stworzenie wspólnego modelu 
matematycznego dla całej grupy mechanizmów. który umożliwiłby 
jednoetapową syntezę mechanizmów w postaci tylko syntezy
parametrycznej [3).
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2. Model matematyczny mechanizmów dźwigniowych

ze względu na 
płaszczyzna) z

W praktyce stosowane są różnorodne mechanizmy dźwigniowe służące 
do przetworzenia ruchu postępowego i obrotowego na obrotowy. Wśród 
nich wyróżnia się następujące mechanizmy elementarne: tangensowy, 
sinusowy. korbowo-wodzikowy. czworobok przegubowy w różnych 
modyfikacjach i mechanizmy kulisowe (jarzmowe) kilku postaci. 
Mechanizmy te mogą być wykonane jako elementarne trójczłonowe z 
jedną parą kinematyczną wyższą lub jako elementarne 
czteroczłonowe tylko z parami kinematycznymi niższymi. Para 
kinematyczna wyższa może być wykonana w postaciach: dwie
powierzchnie cylindryczne, powierzchnia sferyczna - płaszczyzna i 
inne. Wymienione postacie stosowane są w praktyce 
możliwości wykonania tych powierzchni (wałek, kula, 
dużą dokładnością wymiarową i kształtową.
Dla wymienionych wyżej 
mechanizmów elementai—  
nych wspólnym modelem 
jest uogólniony model 
mechanizmu dźwignio
wego trójczłonowego z 
wyższą parą kinema
tyczną w postaci dwu 
powierzchni cylin
drycznych (mechanizm 
drążkowy) —  (rys. 1 ).
Mechanizm ten składa 
się z dwu ruchomych 
ogniw w postaci 
dźwigni zakończonych 
powierzchniami cylin
drycznymi . Ogniwa
połączone są z ostoją 
poprzez pary k_inema- 
tyczne A i B. W 
parach tych moż e
wystąpić, w zależności 
od potrzeb. ruch 
postępowy obrotowy lub 
śrubowy. Położenie i 
wymiary każdego członu 
opisać można 5 
parametrami (rys . 2 ): 
odległość 1. dowolnegoi
punktu osi wałeczka od 
początku układu
współrzędnych, w
którym element ten 
jest przedstawiony; 
promień r wałeczka;
oraz trzy kąty 4>. , iń.
przestrzeni. Położenie 
czterema parametrami:

Rys. 1. Schemat mechanizmu dźwigniowego

Rys. 2. Położenie elementów pary wyższej 
w przestrzeni.

i 6 ustalające położenie
wzajemne układów współrzędnych 
trzy przesunięcia

osi wałeczka w
można opisać 

1_ odpowiedniox' y' "z
wzdłuż osi x, y, z -i kąt obrotu a  względem osi Oy. W ten sposób 
cały mechanizm trćjczłonowy opisywany jest 14 parametrami, z
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których nie wszystkie są niezależne. Zmieniając wartości tych 
parametrów, uzyskujemy mechanizmy o różnych własnościach. 
Szczególnymi przypadkami są m.in. wszystkie wymienione wyżej 
mechanizmy. Ogólnie mówiąc, można uzyskaó mechanizmy przetworzenia 
ruchu postępowego obrotowego i śrubowego w dowolne kombinacji.

Opis przedstawionego mechanizmu może być dokonany za pomocą 
jednego tylko równania:

(e  x  e  )
(F -F ) i---- —

1 2  | e  x e  I ' 1  2

-  r  -  ri  2
( 1 )

które określa odległość miedzy dwoma powierzchniami cylindrycznymi 
w przestrzeni przedstawionymimi w postaci wektorów punktów leżących 
na osiach tych powierzchni P , wersorów kierunkowych ich osi i
promieni r  . Wersory i wektory w tym równaniu powinny być
zdefiniowane w nieruchomym układzie współrzędnych. W tym celu 
wprowadźmy dwa nieruchome układy współrzędnych: Qxyz i pomocniczy 
O x y z (rys.l), a także ruchome układy współrzędnych 0 .x.y.z , wP P P P  v t v i
których opiszemy położenie powierzchni cylindrycznych (rys.2 ).

W układach O x y zi i i  i wektory wersory można
przedstawić następująco:

ri

( 2 )1 “N N

gdzie: [Axv] ’ [Ay<J - maclerze obrotu odpowiednio względem osi 0 x̂
i Oy. w postaci:

M '

1 0 0

w -

c o s y t 0 - s i n y i

0 cosó.V s i n ó i 0 1 0
0 - s in ó t c o s ó t s in y t 0 c o s r

Macierz obrotu 
jak następuję:

(3)

wokół osi Oz dla obu układów można zapisać,

M
COSÓt

s in ó *
0

0

-sin^. 0 0

cos <p̂
0

0

(4)

+gdzie: <t> “ <p.I V .
- kąt obrotu;

if f -  wartość początkowa tego kąta.
Natomiast przejście od układu pomocniczego 
podstawowego Qxyz można przedstawić w postaci macierzy:

O x y z
p p p p

do układu

' l
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M -

C060
O
-sina
O

0 sina 1*
1  O l y
O cosa 1a
0 0 1

(5)

Zastosowano tu macierze 4-go rzędu dla umożliwienia jednoczesnego 
zapisu obrotu i przesunięcia wektorów.

W  nieruchomym układzie współrzędnych otrzymamy więc;

\
14 cos#* x2

yi m llsin#i
V

y2 *

2* 0
Z 2

1 cos# cosa+1 * * -1 sin# +1 2 2 y
- 1 cos# sina+1 2 2 2

H  

H - N -

sinót cos#4 +cosój sinj^ sin#t
cos&i  c o s i 't

* ,* sinó^ sin#t -cosót sinri cos#4

( 6 )

(7)

(-s i n#2 si n#2 -cosói sinrj[ cos#2 ) cosa+cosó2 cosr z s i na 
-s i nój cos#* -cosó2 s i n?-2 s i n£*
(-sinó sin#*-cosó siny cos#* )sina+cosó.cosy coda 

2 2 2 2 2 2 2 *

( 8 )

Macierze B'i C  otrzymano odpowiednio z macierzy B i C po 
wykreśleniu 4-go wiersza i 4-tej kolumny.

Ostatecznie po podstawieniu zależności (6) ~ (8) do równania 
( 1 ) otrzymamy:
|(xi- xł >(y3z<-z3y4 )f(ył-y2 )(z3x4 -x3z4 )-t(zi-z2 ) (x3y<-y3x< ) I

J (y3 2 4 -z3Y4 ) 2 + (z3x4-x3 z4 )a + (x3y4- y3 x4 ) 2

r - r = s  
1  2

(9)
R ów nanie (9) o p i s u j e  fu n k c ję  p o ło ż e n ia  m echanizm u ( r y s . l )  w 
s y t u a c j i ,  gdy o s i e  p o w ie r z c h n i c y l in d r y c z n y c h  n ie  będą równoległe 
(m ianow n ik  rów n an ia  (9) r ó ż n y  od z e r a ) .  W innym przypadku rów n an ie  
t o  n a le ż y  z a s t ą p ić  rów naniem :

s ^ - z ^ y , )2 + (z  x  - x  z  ) 2 + (z  y , - y o ,  f9-2 9 2 3 2 3 2  3 2 3 2 ( 1 0 )

3 '  A n a liz a  m echanizm u

F u n k cja  p o ła ż e n ia  m echanizm u j e s t  z a l e ż n o ś c i ą  m ięd zy  param etram i 
o k r e ś la ją c y m i p o ło ż e n ie  d ź w ig n i w y j ś c io w e j  m echanizm u od parametrów
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określających połażenie dźwigni wejściowej. Będzie to np. kat <f>z

(jeżeli para B jest obrotowa) i ka,t (jeżeli para A jest
obrotowa), lub przesunięcie 1 (jeżeli para A jest paipa postępowa).
Wartość c określa rzeczywista odległość między powierzchniami. W 
przypadku styczności powierzchni zachodzi e  m 0.
Jeżeli przyjmiemy, że funkcja ta jest zadana np. w  postaci:

<PZ - f(©) (11)
gdzie: 8 - $  - dla ruchu obrotowego w parze A,

8  - 1 - dla ruchu postępowego,
8 - f ( ^  ,1 ') - dla ruchu złożonego,

to podstawiając rćwnanie (11) do równania (9) lub (10) otrzymamy
zależność dla e , która będzie określać różnicę między założona a 
rzeczywista funkcja położenia mechanizmu. Wartość c jest więc 
w przybliżeniu błędem funkcji położenia mechanizmu. Błąd ten może 
być określony z dowolna dokładnością, powtarzając iteracyjnie 
obliczenia wg wzorów (9) lub (10) i korygując w każdej iteracji 
wartość kata <fz o wartość błędu c .

a. Optymalna synteza mechanizmów
Syntezę mechanizmów prowadzono ze względu na dokładność 

realizacji liniowej funkcji połażenia, przy przetworzeniu ruchu 
postępowego i obrotowego na obrotowy w zakresie obrotu dźwigni 
wyjściowej ±0.8 rad. Syntezowano wszystkie możliwe warianty 
mechanizmów elementarnych. Numerycznie syntezę zrealizowano za 
pomocą algorytmu optymalizacji zmiennej metryki DFP (4) na 
mikrokomputerze IBM PC/XT. Program napisano w języku TurboPascal 
4.0. Jako kryterium optymalizacji przyjęto sumę kwadratów błędu c w 
n punktach funkcji położenią mechanizmu rozmieszczonych w węzłach 
wielomianu Czebyszewa I-go rzędu (n - liczba zmiennych parametrów 
mechanizmu). W tablicy 1 przedstawiono wyniki syntezy mechanizmów 
przetworzenia ruchu postępowego na obrotowy, a w tablicy 2 - ruchu 
obrotowego na obrotowy. Podane w  tablicach parametry były zmiennymi 
decyzyjnymi w procesie optymalnej syntezy. Parametrami stałymi w 
procesie syntezy poszczególnych mechanizmów były: a.ly ,ls“0. Przy
syntezie mechanizmu korbowo-wodzikowego zmienna | była suma rŁ+r2 -
której optymalna wartość wynosiła 0.97. Dla mechanizmu czworoboku 
przegubowego wartość ta wynosiła 0.37. W pozostałych przypadkach 
suma rt+r2 była niezmienna i wynosiła 0.1. Wymiary liniowe
traktowano jako bezwymiarowe.

Tablica 1.

Nazwa
mechanizmu

Parametry Błąd

1
i

1
X ^2 6

i
<5 2

4>
O l

1,0
Ó 02 ó<f>x (rad)

Sinusowy 1 .0 1 .0 2 0 f l / Z 0 0 .1 0 0 .1 0 0 . 0 0 2 8 6

Tangensowy 0 . 9 8 1 .0 0 0 ł l / 2 0 - 0 . 1 - 0 . 1 1 0 0 . 0 0 5 5 3

Korb-wodz. 1 . 2 7 1 .0 - .0 0 1 0 0 0 0 0 . 5 2 - 0 . 3 3 0 . 0 0 0 9 2

Drążkowy 1 1 .0 1 1 .0 0 - . 9 5 . 6 2 .06 - . 0 3 - 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 0 0 0 1 3



18 T .  B i l

Tablica 2.
Nazwa

mechanizmu
Parametry Błąd

1 1 1 r  y  6  <5 ^01 <p1 Z X '  1 '  2 i  t  j o z ó<f>z  trad]

K u 1isowy 1 
Kulisowy 2 
Czworobok 
Drążkowy 2

10.0 1.02 9.0 n/z 0 0.01 0 0.01 0 
9.97 1.0 9.0 0 n / z  0 0.09 0.01 0 
9.84 1.0 8.86 0 0 0 0  -.026 0.11
10.0 1.0 9.0 -.99 .58 -.02 .03 0.005-0.05

0.002030
0.004260
0.000531
0.000009

5. Uwagi i wnioski
1. Przedstawiony w  pracy fizyczny model mechanizmu przestrzennego 
(rys.l) pozwala na jednoetapową syntezę elementarnych mechanizmów 
dźwigniowych w postaci syntezy parametrycznej.
2 . Odpowiadający mu model matematyczny jest prosty i pozwalana 
łatwą numeryczną analizę mechanizmów..
3. Opisany model pozwala na syntezę przestrzennych mechanizmów 
dźwigniowych o prawie liniowej funkcji położenia. znacznie 
przewyższających dokładnością mechanizmy elementarne płaskie.
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THREE-DIMENSIONSIONAL MODEL OF THE LINK MECHANISM AND ITS CAPACITY 
S u m m a r y

A model of three-members three-dimensional bar linkage
which may be used as a generalization of models of all elementary 
mechanisms is proposed. A few examples of a synthesis of mechanisms 
completed by an optimization method, on the presented model, are 
given.
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