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HIPERGRAFY I LICZBY STRUKTURALNE UKŁADÓW PRĘTOWYCH 
JAKO MODELE W SYNTEZIE CIĄGŁYCH UKŁADÓW MECHANICZNYCH

Streszczenie: W celu rozszerzenia klasy syntezowanych struktur
układów ciągłych metodami syntezy układów dyskretnych, w pracy 
wyznaczono charakterystyki dynamiczne podukładów dwuprętowych 
metodą obciążonych hipergrafów i liczb strukturalnych. 
Przedstawiono różne postacie tych charakterystyk, implikowane 
zarówno warunkami brzegowymi, jak i miejscem przyłączenia podukładu 
cwuprątowego do pozostałej części układu ciągłego. W zakończeniu 
podano warunek współmierności złożonego n - odcinkowego układu 
ciągłego, umożliwiający syntezę jego charakterystyki dynamicznej.

1.Wpr owadzeni e
Pomimo bardzo dobrze poznanych metod syntezy układów 

dyskretnych oraz osiągniętych na ich podstawie rezultatów w 
dziedzinie filtrów mikr©elektronicznych Cpor. np. [1,2,3,415, 
problem syntezy układów fizycznych - w tym również mechanicznych - 
o parametrach rozłożonych w sposób ciągły znajduje się w dalszym 
ciągu na etapie formułowania.

Zagadnienie utworzenia modeli pojedynczych prętów z 
klasycznymi i nieklasycznymi warunkami brzegowymi w postaci 
hipergrafów przedstawiono w pracach [5,63. Takie ujęcie umożliwia 
wykorzystanie wąskiej klasy metod syntezy układów dyskretnych do 
syntezy ciągłych drgających układów prętowych.

W celu rozszerzenia zarówno klasy metod, Jak i syntezowanych 
struktur o ciągłe układy rozgałęzione w pracy wyznaczono 
charakterystyki dynamiczne układów prętowych dwuodcinkowych, 
modelując je hipergrafami i liczbami strukturalnymi. Ponadto, ze 
względu na sposób połączenia podukładu dwuprętowego z pozostałą 
częścią układu przedstawiono możliwe Jego położenia względem niej 
oraz postać charakterystyki implikowaną tym położeniem.
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2.Charakterystyki dynamiczne dwuodcInkowych układów prętowych
Jak już nadmieniono we wprowadzeniu,charakterystyki dynamiczne 

złożonego drgającego wzdłużnie lub skrętnie układu prętowego 
można określać nie tylko poprzez podatności dynamiczne 
pojedynczego pręta,lecz także za pomocą podatności dynamicznych 
podukładów zbudowanych z dwóch prętów.

Aby zatem wyznaczyć podatności lub/i sztywności dynamiczne n 
odcinkowego modelu drgającego układu prętowego, opisuje Się go 
hipergrafem obciążonym - obciążonym grafem blokowym trzeciej 
kategorii C por. np.£7,8331

< V j>,3x <k>> , » 1 C13

który pokazano na rys. la.

Rys. 1
Liczba strukturalna dopełniająca szkieletu 
równa;

A0 = £bj ak 3.

Crys. Ib3 Jest 

C23

natomiast liczby strukturalne aA oraz 3A są następujące:

Ąą = Cbj ok] * i 2*j 1 ,

3A0j : ioj] i [ 3a] = r 2Ajob Âjo 1
i 2AkQ J

C33

gdzie: ł oznacza operację przeniesienia wskaźników dolnych
Cpor.np. £ 73 3.

W przypadku n = 2, j = i, k = i+1 oraz gdy struktura bloków
2, wówczas liczbyJest pokazana na rys.
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2 2strukturalne A i A wynoszą odpowiednio: 
ai

‘ *16 *  ]
- Aj*l

2aoi- ^ai= Aiab %  1

-*i*1 Ai*1,o -*
C 45

gdzie: = oznacza równość strukturalną liczb strukturalnych drugiej
i trzeciej kategorii Cpor. np. [7,813.

Q)

* > W

Rys. 2
2 2W tablicach rzędów pochodnych liczb strukturalnych A i A

nie ma kolumn identycznych, zatem liczby strukturalne zupełne są 
równe:

^  = ̂ ib^i+l+ 'rfi^i+l,a*
~ ^iab^i+1 + ^ia^i+l.a'

Podatność dynamiczna czyli w punkcie.
<i>przyporządkowano współrzędną s Crys. 23 f wynosi:

r»Bt> YÓłY'Ł,Xi4fi, ,rib+rmo
a wyrażając ją przez podatności dynamiczne pojedynczych prętów 
otrzymuje się*

C53 
k tóremu

CS3

i w sth7'i,s„ ( i)  , (EF)!'Vli)S (EF)f')jl«*S (EFl,'V li'ri  7  EF)W  Ij W is rBrs
Yss£Yai= ,(i) ,(¡*11l*‘l ii lll*il ,̂,i

 Fir r ^  5* r e ~FV  ^(EF^lyOs 7 (EFlI^lj^Hs

gdzie: CEF3<U = E<UF<U, CEF3<i+1> = E<iłl>F<i+1>;
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są • modułami Younga prętów odpowiednio “i" oraz “i+11
F,u, F<lłl>- przekrojami poprzecznymi prętów;-
<i> / <i> _<i> 1 . <i>_ 1 i ‘i*1*-.Y ~Vp /E 1 s , y = rp /E i s ;

p<l>, p<i'*’ł>- gęstościami tworzyw prętów; 1<l>, 1 długościami
prętów; s = /-I u, <o jest częstością drgań własnych.

Jeżeli n = 2, J » i .  k = i+1 oraz sX<j>= IX<llCrys. 25 i
9X<k,= 2X,x*u Crys. 35, to liczby strukturalne 2 A i 2A są równe;

2*! [Ajb Aj 1 ZAoj* 3Aoj=rAiab Aio
Aj*1,b Ai»\ab J ‘-Ajł̂ Artnb-*

o) , t ’ bl
Aj»lbArtąb-* C75

*i+1

Ag l

Rys. 3
natomiast liczby strukturalne zupełne po wyznaczeniu tablic rzędów 
pochodnych:

( S ) ‘ v ( S )
i stwierdzeniu, iż nie ma w nich kolumn identycznych, przyjmą 
postać; |"

 ̂ i b i +1, b i i +1 , ab
I si = jtf. . st. .. . + Jt. d. ,, , . C85a^ lab l+l,b la i+1,ab

Podatność dynamiczna dwuodcinkowego, utwierdzonego w prawym
końcu układu prętowego 03, liczona w tym punkcie układu,
któremu przyporządkowano współrzędną s*° Cpor. rys. 25, wynosi:

Y - - ̂ mh 3fj»Yb+YjQ Y>,tQb̂ i»tb
Ql *1b f+lb + ̂„lob YH1b C 95

a wyrażając ją przez podatności dynamiczne pojedynczych prętów 
otrzymuje się ostatecznie»

tlL. .. i(i+ł)
w (¡) , i??frsrt̂ î i V M 8 + ^ cłh?li>llł4'Y SU ®Yqi = ----»---rrr--------*--— --------- <-------  — .ll,i fil llH)
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Wyznaczając natomiast podatność dynamiczną13 w punkcie ts^U= 
= i3,1*1*’ należy obliczyć pochodną algebraiczną liczby
strukturalnej zupełnej j4 w C85 wzglądem krawędzi b^ Cpor. rys. 25 
lub krawędzi *i+1 Cpor. rys.35, czyli:

Jfbi= Jfai+1= ^ib^i+l.ab’
natomiast podatność dynamiczna Y. = Y wynosi:

bi ai +1

Yhi. v .  .  Yib Yjv1,gt> Ti T.b—  
° t * r  YibYi*bkYrtnbY»lb

Cl 05

a po podstawieniu podatności dynamicznych pojedynczych prętów 
otrzymuje się j

¿■Ybi*YQi4 = . .  i wi . . iW) tu* 9 CIOD.
(Eoiiyns^’1 is* ,ef',w )2ii*i)Sĉ m

Wyznaczone podatności dynamiczne układów dwuprętowych: 
swobodnego - wz.C65^ i utwierdzonego - wz.C95  ̂ i C105  ̂ są oprócz
podatności dynamicznych elementów jednoodcinkowych zależnościami 
wyjściowymi do syntezy układów prętowych.

Warto podkreślić, że wyznaczone podatności dynamiczne układów 
dwuprętowych C wz. C 6 5 C 95 ,C105^] są zależnościami takich
podukładów, rozważanych w połączeniu z pozostałą częścią układu 
prętowego. Grafy badanych układów Clinie ciągłe5 wraz z grafem
trzeciej kategorii sX<Ł+2>, modelującym tę pozostałą część układu
pokazano na rys. 4.

Na rys. 4 nie oznaczono przypadku dołączenia "ę»ozostał e j części
układu" Cpor. rys. 4a5 do wierzchołków s = s i oczywiście12  11
s , ponieważ podatność dynamiczną wyznaczoną względem krawędzi bi O Ł
i tym samym a można sprowadzić do podatności pojedynczego pręta 
przy założeniu warunku współmierności złożonego układu prętowego.

^Rozważanego utwierdzonego w prawym kohcu dwuodcinkowego układu 
prętowego.



24 A. Buchacz, J. Wojnarowski

Rys. 4

3. Warunek współ ml erności drgających układów prętowych

Proponowane ujęcie charakterystyk dynamicznych złożonego 
wieloodcinkowego układu prętowego bazuje na współmierności 
charakterystyk odcinków. Oznacza to, że wielkości
y11= V p ‘ L’ / E ('’>l u> Ci=l,2 n, gdzie n jest liczbą prętów o
odcinkowo stałym przekroju! są między sobą współzależne oraz 
ż e  istnieje taka wartość y, że y = y - ... - Y - Y- Ta
zależność mająca sens fizyczny Jest najbardziej ogólną postacią 
warunku współ mierności, umożliwiającą realizację praktyczną 
wyników syntezy wieloodcinkowego układu prętowego. W takim
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układzie zawsze można wyróżnić element podstawowy, 
scharakteryzowany wielkością y  i wówczas układ ten można 
rozważać; jako ¡złożony drgający wzdłużnie łub skrętnie mechaniczny 
układ prętowy o parametrach rozłożonych w sposób ciągły, utworzony 
z elementów podstawowych. Ponadto pręty rozpatrwanego układu - 
elementy podstawowe lub zbudowane z elementów podstawowych - mogą 
być wykonane z tworzyw o różnych własnościach i to nie tylko 
mechanicznych. Warto również dodać, że przedstawione ujęcie
warunku współmierności jest także w świetle racji technologicznej
wytworu zagadnieniem bardzo złożonym głównie w konkretnej 
realizacji wyników syntezy .

W praktyce jednak, bez naruszenia ogólności rozważań, można 
przyjąć szczególną postać warunku współ mi er noś ci , jako 1<1>= 1.
Oznacza to, że wszystkie odcinki syntezowanego układu ciągłego są
wykonane z tego samego tworzywa, czyli p<u-p, E<i>=E
C i = 1 , 2 ,  . . . , rO Innymi słowy, w każdym n~odcinkowym układzie można
wyróżnić element podstawowy o długości 1 i w ten sposób długość
1' każdego pręta o stałym przekroju Fa> jest równa długości 
elementu podstawowego.
4. Uwaga końcowa

Wyznaczone w pracy podatności i tym samym sztywności 
dynamiczne podukładów dwuprętowych: swobodnego — wz.C63 i
utwierdzonego — wz.C93^ i C I O ^  są po dalszych przekształceniach -
podstawą syntezy drgających wzdłużnie lub skrętnie rozgałęzionych 
układów mechanicznych o parametrach rozłożonych w sposób ciągły.

Pracę wykonano w ramach C. P. B. P.. 02. 13
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HYPERGRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS OF ROD STRUCTURES 
AS MODELS FOR SYNTHESIS OF CONTINUOUS SYSTEMS

S u m m a r y
In this paper we construct the hypergraphs of mechanical 

continuous systems and obtain the dynamical characteristics for 
two - rods subsystems. It is possible thanks to applying loaded 
hypergraphs and structural numbers of higher cathegory. Various 
forms of these characteristics dependent on boundary conditions 
and place of joining two - rods subsystems to remaining part of 
continuous system are presented. In conclusion commensurability 
condition for consisted of continuous systems about n segment was 
described.

rKHEPrPAGH H CTPXKTyPHME HHCJIA CTEPKHEBHX CHCTEM KAK MOREJSH 
B CKKTE3E MEXÀHHHECKHX CHCTEM C PACHPEHEJIEIIHKMH HAPAMETPAMH

P e 3 » m  e
HTOÔbl paCIUHpHTb KJiaCC CHHTe3HpOBaHHbtX CTpyKTyp CHCTew c 

pacnpenejieHHUMH napaweTpaMH c ncnojib30Ban«eM MeTonoB CHHTe3a 
CHCTew c cocpenoTOTeHHUiffl napaMerpawH, B paôoTe onpeaeJisnoTcn 
xtMHaMHHecKwe xapaKTepHCTHKH crepxHeBux noncucTSM nocTpoeHHbix us 
nsyx oTpeGKOB we t o  now HarpyxeHHBX rnneprpaj>oB h  cTpyKTypHbix 
WHceji. HpeECTaBJiHBTC« pa3Hbie b h a b  s t h x  xapaKTepncTHK, B03HMKaioiaHe 
K a x  M 3  r p a H H ' I K M X  yCJIOBMH, Tax M 3  MeCTa COeaMHeHMH ASyXOTpeGKOBOH 
noncMCTeMU c ocTajibHOH lacxbeH cMCTeww. B 3aKJiioHeHKH naioTCH 
yCJlOBHH COBMepKOCTH CJIOXHOH n - OTpe3KOBOH CTepXHeBOH CHCTeHU, 
npM nOMOUW KOTOpblX MOXHO BeCTW C H H T e G  ee ttHHMMHeCKOM 
xapaKTepHCTHKH.
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