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GRAFY WIA2AN W MODELOWANIU STRUKTUR +ANCUCHOW KINEMATYCZNYCH

Streszczenie. W niniejszym referacie zaprezentowano moi-—
—liwosci zastosowania grafow wigzan do analizy z#toionych
t+ancuchéw kinematycznych. Wykorzystano w tym celu aparat
analizy przyczynowosci graféw wiazan wiezéw geometrycznych
narzucanych na punkty nalezgace do ostoi i poszczeg6lnych
ogniw. Pojawienie sie konfliktu przyczynowosciowego jest
réwnoznaczne z wystepowaniem strukturalnych wiezéw biernych
lub zbednych stopni swobody.

1. Wstep

Celem niniejszego referatu Jest prezentacja mozliwosci
wykorzystania graféow wigzah do analizy i syntezy z4+ozonych
+ancuchow kinematycznych. Oparcie sie na formalizmie graféw wigzan
jest podyktowane wzgledami utylitarnymi. Ten sam bowiem tryb
postepowania daje sie wykorzysta¢ zarowno w analizie kinematyki i
kinetostatyki. jak i1 dynamiki mechanizméw. W wielu przypadkach
formalizm ten moze by¢é takze przydatny w procesie obliczen
wytrzymatosciowych, szczegélnie na etapie tworzenia model i
obliczeniowych. Z kolei zastosowanie wspo6lnego, dla jwszystjkieh
wymienionych powyzej zagadnien, podejscia przyspiesza obliczenia
Clikwidacja koniecznos$ci stosowania procedur przeksztatcajacychl dane
wyjsciowe z jednego etapu procesu obliczeniowego na dane wejs$ciowe
etapu kolejnego), upraszcza je, a przede wszystkim zmniejsza
prewdopodobiennstwo popednienia bdedébw przy przenoszeniu wynikéw
pomiedzy kolejnymi cyklami obliczen. Oczywiscie spednione by¢ tu
muszg trzy elementarne wymagania stawiane takiemu Tformalizmowi:
prostota <tatwos¢ budowy modelu, jego przeksztakcen i interpretacji
wynikéw), uniwersalnos¢ (formalizm taki powinien pokrywa¢ mozliwie

cata rozpatrywang dziedzine, przy specjalnym potraktowaniu
niewielkiej tylko liczby przypadkéw, takze w potocznym rozumowaniu,
uchodzacych za osobliwe) i, przede wszystkim, niezawodnos¢

Codpornos¢ na btedy przeksztatcen i w miare mozliwosci na biedy
danych wejsciowych). Grafy wigzan spedniajg w zasadzie wszystkie
powyzsze postulaty.
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Zalety tego podejsScia wuwidaczniajag sie przede wszystkim na
etapie analizy struktury #tancucha kinematycznego. O ile bowiem w
kinematyce, kinetostatyce czy tez dynamice mozna pokusid sie, w

oparciu o metody klasyczne, o wykorzystanie podobnego aparatu
matematycznego, to zagadnienia zwigzane ze strukturg wymagaja
zupednie odmiennego zbioru poje¢. a wiec i odrebnych metod
postepowania.

W przypadku grafoéow wigzan ten sam model obliczeniowy

wykorzystany jest do zagadnieh zwigzanych z Jakosciowa anallza
ruchu Canalizg struktury), jak i analizg 1ilosciowg (kinematyka,
kinetostatyka i dynamikg).

2. Orafy wigzan wlezOw geometrycznych

Whaczenie modelowania struktur “J4ancuchéw kinematycznych do
dziedziny zastosowan graféw wigzan oparte jest na budowie grafow
dla poszczegélnych wiezéw naktadanych na punkty materialne
sktadajace sie na tancuch kinematyczny. Dotyczy to zaréwno wiezow
opisujacyh relacje pomiedzy punktami tego samego ogniwa
Cniezaleznie czy statego czy ptynnego), Jak 1 pomiedzy punktami
wezdow konstrukcyjnych Cw tym par kinematycznych).

Przy opisie matematycznym tych wiezéw wygodne jest zastosowanie
notacji wektorowe-macierzowej, acz w nieco odmiennej postaci, niz
wykorzystana w

C31 i1 C41. Roéwnania przemieszczen punktéw nalezgcych

do poszczegdlnych ogniw przybieraja dla uktadu ptaskiego forme
relacji Cl), zas$ wiezéw narzucanych przez wezty Kkinematyczne -
relacji C3). Po ich zrézniczkowaniu wzgledem czasu uzyskuje sie
réwnania (3) i (4), bedace uktadami réwnan liniowych ze wzgledu na
predkosci uogélnione:

Cé.l = % + T<«K ):{A ch)
=0 @
()_(t = _XA+ @ L —rﬁi + T a—r_Av C3)
= Vs ot % y)*$p +rA DVIg o* rB_erjj 5 0 (©)
gdzie:
X — wektor potozen punktu i w globalnym uktadzie
wspodrzednych,
—a ~ wetfor ?o+02eﬁ poczatku lokalnego ukfadu wspétrzednych A"
wruktadzie globalnym,
r — wektor potozen punktu "i” w lokalnym uktadzie wspédrzednych

nyr
— kat obrotu uktadu "A“,

T<p - macierz obrotu o kat “<p",

V — gradient wzgledem wspé4rzednych lokalnych punktu i (

AN — réwnanie wiezéw geometrycznych dwustronnych odpowiadajacych

wezdowi Kkinematycznemu.

Kropki nad symbolami skalaréw, wektorow i1 macierzy oznaczaja ich
pochodne zupe#ne wzgledem czasu, zas$ koétka — pochodne czagstkowe
wzgledem parametréow (w danym przypadku - wzgledem kata obrotu "<p™).

Uk+adom C3) i C4) mozna przyporzadkowa¢ odpowiednie grafy
wigzan. Kazdemu z réwnan odpowiada wezet zerowy, zas kazdej ze
zmiennych stanu - wezet jedynkowy. Wspédczynniki proporcjonalnosci
pomiedzy poszczegélnymi zmiennymi stanu odwzorowywane Ssg poprzez
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transformatory. |1 tak przyktadowy graf wigzan dla odksztatcalnego
ogniwa ptaskiego przedstawiony zostat na rys. i. Wezty typu "o
odpowiadaja poszczeg6lnym réwnaniom uktadéw (3) 1 (4), zas “I*“
miejscami ""prébkowania"™ wartosci wspoédrzednych stanu, a s$cislej ich
predkosci. Na rys. poszczeg6lne wezdty zréznicowano porzez indeksy
bedgce numerami roéwnan lub nazwami  wsp. stanu. Dla zwiekszenia
czytelnosci zdecydowano sie jedynie na symboliczne oznaczenie
transformatoréw zaczernionymi koétkami (nie wpdywajag one bowiem na
strukture sprzezeh grafu).

tagczagc ze soba subgrafy odpowiadajgce wiezom nakdtadanym na
poszczegdlne punkty ogniw i punkty wezddéw konstrukcyjnych, otrzy—
-muje sie pedny graf dancucha kinematycznego, zwany dalej grafem
bazowym.

- >(_-u * o

Rys. 1. Graf wigzan dwupunktowego ogniwa ptaskiego.

. Budowa grafu szkieletowego #ancucha kinematycznego

Otrzymany w wyniku potgaczenia subgraféw podstawowych graf bazowy
+ancucha, z jednej strony zawiera nadmiar pewnych informacji
(oczywiscie tylko dla analizy struktury obiektu), z drugiej strony
informacje o pewnych istotnych wkasciwoéciach nie sg dane w postaci
jJawnej, a wiec konieczne staje sie dokonanie operacji na grafie.
Do podstawowych nalezy analiza konfliktéw przyczynowosciowych.
Z+ozonos¢ obliczeniowa algorytméw opartych na zasadach podanych! w £1)
jest klasy n" , gdzie n oznacza liczbe wez#déw.

W celu zmniejszenia kosztéw obliczen nalezy dokona¢ redukcji
grafu porzez usuniecie transformatoréw i niektérych gyratorow,
sgsiadujacych ze sobag sumatoréw (wez#éw zerowych i jedynkowych) tego
samego typu, sumatoréw dwusprzezeniowych. odbiornikéw energii, a
takze sprzezen modelujaceycych zerowe strumienie energii.

Otrzymany w wyniku powyzszych redukcji graf jest wprawdzie
nieprzydatny do celéw analizy ilosciowej, lecz zawiera w postaci
Jawnej badz ukrytej informacje niezbedne do celodw analizy
jakosciowej uktadu. Ze wzgledu na usuniecie zen wszystkich zbednych
do analizy strukturalnej wez#6w, graf ten zwany bedzie w dalszym
ciagu grafem szkieletowym ukdadu.

3. Analiza poprawnosci strukturalnej grafu wigzan

Jak wiadomo Cli jgraf wigzan jest modelem struktury ukdadu
réwnan opisujacych rozwazany obiekt Ffizyczny, przy czym kazdemu
réwnaniu elementarnemu odpowiada pojedynczy wezed. Scislej rzecz
ujmujac,Jeden wezet odpowiadajacy zroédtu, badz odbiornikowi energii
modeluje jedno roéwnanie, zas,transformatory i sumatory - modeluja
po dwa réwnania. Zwazywszy, ze kazdemu ze sprzezen wezdta przypisane
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sg dwie zmienne — przeptywowa i wytezeniowa Cstosuje sie tu nazwy
zwyczajowe dla grafow wigzan), poprzez analize, z ktérego roéwnania,
ktére wielkosci moga zosta¢ wyznaczone, sprawdzi¢ mozna poprawnoscé
strukturalna uktadu réwnan, a zatem i grafu wigzan. W Fformalizmie
grafow odpowiada to tzw. rozprowadzaniu przyczynowoSci .

Z grubsza rzecz ujmujac Cli (istota rozprowadzania polega na
mozliwosci przypisania kazdemu ze sprzezenh jednej relacji
wskazujacej (zwanej wHasnie przyczynowoscia), z roéwnan ktdérego
wezda moze zosta¢ wyznaczona zmienna przepitywowa danego sprzezenia.
Poniewaz kazdemu z typoéw wezdéw przypisa¢ mozna okreslone reguty
dotyczace dopuszczalnych postaci relacji przyczynowosciowyeh
odpowiadajacych poszczegélnym sprzezeniom tegoz wezta, zatem
niemoznos¢ spednienia ktérejkolwiek z nich oznacza sprzecznos¢ w
réwnaniach opisujgacych model Ffizyczny. Nazwa “rozprowadzanie"
wywodzi sie z techniki sekwencyjnego okreslania przyczynowosSci w
oparciu o wartosci uzyskane w poprzednich krokach postepowania.

Nalezy przy tym zda¢ sobie sprawe z tego, ze rozprowadzanie jest
operacja o stosunkowo znacznej z#*ozonosci obliczeniowej (klasy nl!Il,
a zatem limitujgaca vrozmiary rozpatrywanych zagadnien. Stad tez
wskazane jest dokonanie przed tg operacja maksymalnej redukcji gra-—
—fu zachowujacej jednak elementarne informacje o jego strukturze.

Czestokro¢ w teorii grafow analiza whasnosci sprzezen
przeprowadzana jest w oparciu o tzw. macierz koincydencji grafu.
Macierz ta jest macierza kwadratowg, o wskaznikach rzedéw i kolumn
odpowiadajagcych poszczeg6lnym wezdom grafu. Elementy macierzy
odwzoroiwujg i sprzezenia, a zatem Jedng 2z wartosci, ktére musza
przyjmowa¢ jest wartos¢ nil Cbrak sprzezenia pomiedzy danymi wezta-—
—mij zwykle w zapisie macierzowym oznaczana jako OI. Poniewaz

sprzezenia w grafie szkieletowym mogg #4aczy¢ wytacznie wezdty zZrod-
—towe z gyratorami badz sumatorami (Jak wiadomo wezdy zZrédtowe sa
jednosprzezeniowe), zas$ sprzezenie pomiedzy sumatorami moze wyste—
—powac¢ jedynie w przypadku, gdy jeden z nich jest wezdtem typu 1, a
drugi — O. zatem przy zatozeniu, ze gyratory traktowane sag Jako
wezty osobliwe, liczone podwéjnie, mozliwe staje sie usuniecie z
macierzy (koincydencji tych elementédw jako dublujacych informacje. W
rezultacie otrzymuje sie macierz prostokatng, w ktéorej wezty zerowe
Odpowiadaja kolumnom, a wezty jedynkowe — wierszom. Jesli wezet
zrodtowy sprzezony jest bezposrednio z O, to przyporzadkowany  jest
on kolumnie, zas$ sprzezony z 1 - wierszowi. Tak wiec indeksy kolumn
i wierszy odpowiadaja wzajemnie koincydentnym grupom wez4ow.
Symetria ta zaktbécona moze by¢é przez nieredukowatne gyratory. W
takim przypadku kazdy z gyratoréw zastgpiony powinien zostac przez
dwa pseudowezty odpowiadajace kolumnie badz wierszowi. Zdefiniowana
w ten spos6b macierz zwana bedzie w dalszym ciggu zredukowanag
macierzag koincydencji (dla odréznienia od macierzy typowej
odtwarzajacej wszystkie mozliwe sprzezenia miedzywezdowel .
Przyktadowa macierz przedstawiona zostata na rys. 2.

Mozna udowodni¢ (dowdéd ten nie zostanie tu jednak przytoczony =z
powodu ograniczenia natozonego na rozmiar tekstu referatu!:
przypisanie danemu sprzezeniu relacji przyczynowosci jest
réwnoznaczne przyjeciu, przez odpowiedni element zredukowanej
macierzy koincydencji, jednej =z dwu wartosci: lub
Zaktadajac, iz “4” odpowiada sprzezeniu, w ktérym wartos¢ zmiennej
wytezeniowej wyznaczana Jest z wezta jedynkowego, dowiesé¢ mozna, ze
dla grafu poprawnego strukturalnie w kazdej kolumnie i w kazdym
wierszu wystepowa¢ musi jeden i tylko jeden element o wartosci

Z braku miejsca, ani dowéd tego twierdzenia, ani tez wyni-—
—kajacy z niego algorytm okreslania przyczynowosci nie bedzie tu
prezentowany (algorytm ten bazuje na zliczaniu dopuszczalnych ele-
—mentéw wyréznionych "#" w poszczegélnych wiersza#ch i kolumnach!.
Jego zHtozonos¢ obliczeniowa jest rzedu wyktadniczego, a nie nl!l.
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«) b)
G
Rys. 2. Budowa zredukowanej macierzy Kkoincydencji: a -
przyktadowy graf wigzan z rozprowadzonymi przyczynowosciami,
t0 - zredukowania macierz koincydencji dla grafu

szkieletowego z oznaczonymi przyczynowosciami.

4. Analiza poprawnosci strukturalnej +ancucha kinematycznego

Poprawnos¢ strukturalna 4ancucha kinematycznego jest roéwnowazna
rozwigzywalnosci uktadu réwnan modelujacego wystepujgce w nim wiezy
geometryczne. Jak wspomniano juz wczes$niej, analizy poprawnosci

uktadu roéwnan dokonac mozna poprzez sprawdzenie konfliktu
przyczynowosciowego odpowiedniego grafu. Bezposrednie wykorzystanie
przyczynowosci grafu wigzan w sprawdzaniu Jego poprawnosci

przedstawione zostanie na trzech elementarnych przyktadach ptaskich
uktadow kinematycznych stanowigcych +#ancuchowe potgczenia Kilku
ogniw za pomocag wez4déw obrotowych:

a) trojkata przegubowego <rys. 31,

b) czworoboku przegubowego Crys.4),

c) piecioboku przegubowego <rys. 51.
Przyktady te wybrano wytacznie ze wzgledu na ich czytelnoscé
graficzng. Wprawdzie ich analize mozna przeprowadzi¢ wykorzystujac
powszechnie znane wzory na ruchliwo$s¢ strukuralng. Jednak postepo—
-wanie takie staje sie znacznie bardziej skomplikowane dla #anhcu-
—chéw kinematycznych zawierajacych kontury wewnetrzne (C231, a zu-—
-pednie jest nieprzydatne dla tancuchéw zbudowanych z grup naleza-—
—cych do réznych rodzin. Poniewaz prezentowana tu metoda nie
nawigzuje do podziatu *ancucha na grupy, a tym bardziej do ich
przynaleznosci do poszczegélnych rodzin, zatem biorac pod uwage jej
ogolnos¢, stopien formalizacji i sygnalizowang mozliwos¢ doboru do
analizy algorytmu o ograniczonej z4ozosci obliczeniowej, wydaje sie
by¢ wygodnym narzedziem obliczen prowadzonych na MC.

Jak d+atwo mozna zauwazy¢, w przypadku a) jest to ukdtad o ruchli-
-wosci 0. W przypadku b) wystepuje 1 stopien swobody, a wiec ist—
-nieje mozliwos¢ przytozenia jednego napedu (wymuszenia kinematycz-—
-nego). Z kolei w przypadku c¢) ruchliwo$¢ wynosi 2, czyli pojedyn—
-cze wymuszenie nie narzuca potozen wszystkich ogniw. Na rysunkach
3a), 4a) i1 5a) przedstawiono schematy kinematyczne, za$ na 3b) , 4b>

i 5b) — grafy wigzan z oznaczonymi przyczynowosciami. Dla grafow =z
konfliktami rozktad przyczynowosci przedstawiono wydgcznie dla
jednego z mozliwych rozwigzan pomijajac dowdd sprzecznosci

pozostatych. Wezdty, w ktérych powstaje konflikt, oznaczono kodkami.
Jak wida¢, w przypadku przesztywnionego tréjkata (rys.: 3) w wezle

zerowym brakuje jednej przyczynowosci . Analogiczna sytuacja
zachodzi dla piecioboku 2z pojedynczym wymuszeniem, stanowigcego
uktad o zbyt duzej liczbie stopni swobody (rys. S> - w jednym =z

weztow zerowych wystepuje nadmiar przyczynowosSci.
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iSF
b)
2 ~0 N 0L 41 Q ~i~ro — I IS
Rys. 3. Szkieletowy graf wigzan trojkata przegubowego,
0)
b)
Rys. A. Szkieletowy graf wigzan czworoboku przegubowego.
m3 H_ i0- Y- — 10-H1- Y?-j/- isp
SFI— <J- £ 1) dp-4% o0-\4— id—U— lo~H -pO fia— Isf
Rys. 5. Szkieletowy graf wigzan piecioboku przegubowego.
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rPA<SU CBHSEil 3 MOFIEJIHPOBAHHH LPI1HHX KHH3MATIWECKHX CTP/KTYP

P e 3k mn e. B AOKJia%e npe~cTaa.ieHu bo3Moxhoctk npHJIteHeHHS rpa-
$ob cB.i3e8 hm aHajiH3a cjiokhhx KHHeMaiHRSCKHX neneit. Jimf. oioii genti
KcnoJdib3yeTca annapaT npimiiHHoro aHajiH3a rpa”oB CBH3eS reoMeTpagecKz
CBa3eJl naKiia™HBaeMHx Ha tovkh panu a oi”ejilLHHe 3seHOBt

BOUND GRAPHS IN KINEMATIC CHAINS STRUCTURES MODELLING
Summary

The paper deals with the potentialities of bound graphs in the
field of Kkinematic chains structures analysis. There are generated
bound graphs of geometric constrains of link points. The structure
of the linkage is checked wusing bound graph causality methods.
Causaiity conflict of such graph arrives only in case of wrong
structure.
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