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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZE6OWYCH
DO ANALIZY WPLYWU KSZTALTU NA CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH UKLADU

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie rachunku

wariacyjnego do okreslenia zaleznosci czestosci drgan
wkasnych od -funkcji opisujacych zmiane ksztattu uktadu.
Wrazliwos¢ czestosci zostata wyrazona za pomocg cakki

brzegowej z funkcji zaleznej od czestosci i postaci drgan.
Do rozwigzania zagadnienia w#asnego zastosowano metode
elementéw brzegowych. Zbadano wkasnosci prezentowanej metody
na przyktadzie ciata dwuwymiarowego.

1. Wprowadzenie

Jednym z waznych zadan w procesie konstruowania jest dobér
optymalnej postaci geometrycznej konstrukcji. W przypadku ukdadu
obcigzonego dynamicznie Jjego zachowanie jJest wuzaleznione od
czestosci drgan wdasnych. Przez maksymalizacje czestosci przy
przyjetych ograniczeniach mozna zmniejszy¢ przemieszczenia i
zwigzane z nimi odksztaltcenia i naprezenia.

W pracy przedstawiono analize wpdywu Kksztattu na czestosci
drgan wkasnych, ktéra stanowi nieodtaczny element poszukiwania
optymalnej postaci geometrycznej metodami gradientowymi .

Do rozwigzania postawionego zadania zastosowano metode
elementéw brzegowych (MEB).

2. Analiza wrazliwosci czestosci drgan wkasnych na zmiane ksztattu
uktadu

Rozpatrzymy ciato sprezyste zajmujace obszar 0 i
ograniczone brzegiem k. Zaktadamy, ze ciato jest zamocowane na
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czesci brzegu r i swobodne na czesci (P~AcT~Ar i PANTN®) -
Zagadnienie drgan swobodnych jest opisane roéwnaniem:

. +<o2pu = O. (2.1)

iJ.)D >

gdzie: a - tensor naprezen,

a

o- czestos¢ drgan whasnych,
p- gestos¢ materiatu,
u - sktadowa amplitudy drgan.

Zaktadamy, ze rozpatrywane ciato zmienia swoj ksztatt. Zmiana
potozenia punktdédw obszaru zajmowanego przez ciato opisana jest
mfunkcjg g. Przy in-finitezymalnej zmianie ksztattu transformacja
wspédrzednych wyrazona jest réwnaniem:

x’t“ * xt.+c'>g.,, 2.2
1
gdzie 6g jest wariacja funkcji g.

Przyjmujemy, ze funkcja opisujgca zmiane ksztattu moze byc
wyrazona za pomocg pewnej liczby parametrow a» (r=1,2,...,R)

nazywanych parametrami ksztattu. Woéwczas:
<Egv « g, 6a . 2.3)

Zmianie ksztattu odpowiada zmiana pola przemieszczen okreslona
przez:
ou_“ Ou_+u -00.- 2.4
; vVl j9 2.4
gdzie 6u. oznacza wariacje przemieszczen dla statego ksztattu

ciata.

Roéwnanie zagadnienia wkasnego dla transformowanego obszaru moze
by¢ zapisane w rownowaznej postaci wariacyjnej. W tym celu mnozymy
réw«, (2.1) przez dowolne przemieszczenie wirtualne spedniajace
warunki brzegowe i po scatkowaniu przez czesci otrzymujemy:

fa <uwE. (WAFI* = u2Ff pu.u.do*. (2.5)
J u M J v v

0 0
Dla okreslenia zaleznosci miedzy czestoscia i1 parametrami
ksztattu obliczamy wariacje obu stron row«.(2.5):

2f o.iudp. (6u)dO*-fF o (wc ,(uwn 6g dT =
Jij A% | J zJ +J m m

e P -6
é(fch)Jf pu .u.do+b>* }ZJf puv()\L} d0+gpu un égmdr 1
o] o r
gdzie n” jest wersorem normalnym do brzegu.

Uwzgledniajac w roéwn. (2.6), ze:

Jf a\j(u)s\j(éu)do—o)zjf puvéuvd(l = 0, 2.7
cl cl
oraz przyjmujac warunek normalizacyjny na funkcje wkasne:
f puu = 1, (2.8)

o
otrzymujemy roéwnanie okreslajace wariacje czestosci drgan wkasnych
(por. Haug, Choi, Komkoy C63 i Szefer (83):
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B<ii = g ﬁo'ij (u)c'lj'(u)_OZputlijlnmgn, rGardT. .9
r

Wyznaczenie wariacji czestosci drgan whasnych wymaga obliczenia
catki brzegowej z funkcji zaleznej od czestosci i postaci drgan
whasnych oraz odksztadcen i1 naprezen na brzegu.

Do rozwigzania zagadnienia wkasnego i okreslenia wrazliwosci
uktadu o dowolnym ksztatcie zastosowano MEB 13,43. Metoda pozwala
doktadniej okresli¢ potrzebne wielkosci na brzegu 123 niz metoda
elementéw skonczonych (MES).

3. Rozwigzanie zagadnienia whasnego metoda elementéw brzegowych

Do rozwigzania zagadnienia wdasnego =zastosowano symetrycznag
wersje MEB zaproponowang przez Haishenga 153.

W omawianej metodzie stosowane jest rozwigzanie podstawowe
elastostatyki 11,73. Row»». (2. 1) jest mnozone przez rozwigzanie

podstawowe wyrazone w przemieszczeniach i catkowane po

obszarze zajmowanym przez ciato:

Jf o ij ,jUki dO+<02p13 u.U,i ES =0, (3.1)
(€] 0

Przyjmujemy, ze przemieszczenia u® mozna wyrazi¢ w postaci sumy
iloczynéw funkcji FfJI(X> zaleznych od potozenia punktu i nieznanych

wspotczynnikow aj:

u.(Xy = ajfj, i = 1,2, ,n 3.2)

Po podstawieniu powyzszego wyrazenia do réwn. (3.1) otrzymujemy:
f ouj_jUkaOl—toZpa;Jf fju, dfi = O, (3.3)
0 0

W wyniku zastosowania wzoru Somigliany przeksztatcamy roéwtl.
(3.3) do rownowaznego brzegowego réwnania catkowego:

CriVi™F YkiPidr*F PryudrruZbDICG >4 -8 ykiwi dr+d pku 1i975. . T O
r r r r {30
gdzie: cTfc.- wspétczynniki zalezne od podozenia punktu wzgledem
brzegu i jego ksztattu,
p - sity na brzegu,
P - sity na brzegu odpowiadajace polu przemieszczen Uki,

y,J.— pole przemieszczen wywotane dziataniem sity € FJ

(6 - delta Kroneckera),

J - sity na brzegu odpowiadajace polu przemieszczen! vitm

U celu obliczenia catek brzegowych dzielimy brzeg na elementy.
Kazdy z elementéw posiada pewng Uliczbe wezddéw =zalezng od typu
elementu. Przemieszczenia i sity wewngtrz elementu wyrazamy przez
wartosci w weztach. Roéwn. (3.4) uktadamy dla kazdego wezda na
brzegu. W efekcie otrzymujemy ukdad roéwnan, ktéry moze byé
zapisany w postaci macierzowej:
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[M3{u>-[G3fp>+<*> p([H3[v*3-CG3[7)3) [0 = O, G-5)
gdzie: [H3- macierz zalezna od catek brzegowych z -funkcji PKki i

funkcji ksztattu,
[53- macierz zalezna od catek brzegowych z funkcji Uki i

mfunkcji ksztattu,
[y3- macierzwartosci funkcji w weztach,

[7)3- macierz wartosci funkcji 7)» w weztach,

iui— wektor przemieszczen wezdéw brzegowych,
[pj— wektor sit+ na brzegu.
Nieznany wektor wspoédczynnikédw <oc wyznaczamy z réwnania:
iu> = [F3i<x>, (3.6)

Macierz [F3 zawiera wartosci funkcji fJw weztach.
Po uwzglednieniu zaleznosci (3.6) otrzymujemy:

[H3iu>-CG3fp3—-w2[M3fu> = O. @G3.7)
Przez CM3 oznaczono macierz bezwkadnosSci:
CM3 = -pf[H3Cv3-[G3C7)3]cF3"t. (3.B)

Otrzymane macierze [H3, [G3 i [MI sg pedne i niesymetryczne.
Roéw*.(3.7) mozna przeksztatci¢ do postaci (por. Haisheng [53):

CKliuJ—-CRI-T2[M3iu> = O. (3.9)
A

A
W powyzszym roéwnaniu macierze CK3 i1 [M3 sa symetryczne.
Obliczamy je z nastepujacych zaleznos$ci:

CM3 = [03+C03™ (3-10)
(3.11)
Macierze [Q3 i [Q3 wyznaczamy z roéwnan:
[Q3 = [C3CG3 [M3, G-12
[03 = [C3CG3_1[H3, (3.13)
C3 = > CS3 [53dT
: I X L (3-14)

gdzie przez E oznaczono liczbe elementéw brzegowych.

Macierz [83 jest macierzg Tunkcji ksztattu interpolujacych
przemieszczenia i sity wewnatrz elementu.

Wektor {R3 jest wektorem obcigzen skupionych przytozonych do
weztow:

{R} = [03fp3. (3-15)

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych otrzymujemy réwnanie
zagadnienia wkasnego w postaci:

[K223[u2>—(/[M223iu2J =0, (3.16)

Indeksem 2 oznaczono podmacierze zwigzane z brzegiem swobodnym.

Wprowadzenie symetrycznych macierzy pozwala na zastosowania
bardziej efektywnych metod rozwigzywania zagadnienia wdasnego.
Jednoczes$nie zmniejsza sie efekt niedoktadnosci catkowania
numerycznego 1 tym samym poprawia sie doktadno$¢ czestosci drgan
whasnych.
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4. Przyktad numeryczny

Opracowano program komputerowy, ktory okresla wrazliwosé
czestosci drgan whasnych dla zagadnienia dwuwymiarowego.

Do dyskretyzacji osrodka zastosowano liniowe elementy brzegowe.

Program wyznacza najnizsze czestosci i odpowiadajace im
postacie za pomocag iteracyjnej metody potegowej z wyczerpywaniem.

W wyniku obliczen Okreslana jest wariacja czestosci spowodowana
przesunieciem kazdego z wez46w osobno w kierunku normalnym do
brzegu w strone wnetrza obszaru.

Za pomocg programu zbadano wdkasnosci dynamiczne prostokatnej
tarczy obustronnie sztywno utwierdzonej {rys.4.1la).

Przyjeto, ze tarcza znajduje sie w pltaskim stanie odksztakcenia
i wykonana jest z materiatu o nastepujacych whasnosciach:

E = 2x10* CPal, p = 8000 Ckg/m93, v = 0.3.

Okreslono czestosci i postacie drgan whasnych stosujac do
dyskretyzacji MEB i MES (rys.4.i>. Wykonano obliczenia dla
podziatu tarczy na 20, 30 i 40 elementédw brzegowych. Na rys. 4.2
pokazano trzy najnizsze postacie droan whasnych, a w tab. 4.1
czestosci dla réznych sposobéw dyskretyzacji.

Tab. 4.1

Czestos¢ Crad/sl
Dyskret. Liczba elem.

di u, u,
20 12960 30440 32180
MEB 30 12550 28710 32550
40 12400 28080 32680
MES 64 12420 27070 32820

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze rozwigzania otrzymane
MEB nieznacznie réznig sie od rozwigzania MES nawet przy
niewielkiej liczbie elementéw.

Na rys. 4.3a przedstawiono wyniki analizy wrazliwosci pierwszej
czestosci dla réznego podziatu badanej tarczy. W celu poréwnania
wynikéw dla roéznej liczby elementéow wariacje czestosci

podzielono przez wariacje pola powierzchni <0 _Wyniki dotycza
modyfikacji brzegu prawej czesci tarczy polegajacej na
przesunieciu kazdego wezdta do wnetrza obszaru o sa*=0.04 tmJ.

Wykresy dla lewej czesci sa symetryczne do pokazanych.

Na rys. 4.3b przedstawiono wykresy wrazliwosci trzech
najnizszych czestosci. Przesuniecie wezd6w brzegowych do wnetrza
obszaru w poblizu miejsca utwierdzenia powoduje zmniejszenie
kazdej z trzech badanych czestosci.

Poréwnanie czestosci otrzymanych MEB i MES, a takze zbadanie
wptywu dyskretyzacji na wyniki analizy wrazliwosci wykazato, ze
metoda maze by¢ stosowana przy niewielkiej liczbie elementoéw
brzegowych. Znajomo$¢ wrazliwosci umozliwia efektywne poszukiwanie
ksztattu uktadu o maksymalnej czestosci lub jego optymalne
rozstrojenie przy przyjetych ograniczeniach.



62

P. Fedelinski, T. Burczyriski
MEB (40 wezféw, 40 elementéw)
b)
MES (85 weztdw( 64 elementy)
Rys.4.1. Dyskretyzacja tarczy Rys.4.2. Postacie drgan
prostokatnej: a) elementami wkasnych: a) pierwsza,
brzegowymi, b) elementami skonczonymi b) druga, c) trzecia
Fig- 4.1. Discretization of the Rys.4.3. Mode shapes of
rectangular plate using: free vibration: a) first,
a) boundary elements, b) -Ffinite b) second, c) third
elements
9
0 200 400 600 0 200 400 600
X (mm) xImml
Rys.4.3. Analiza wrazliwosci czystosci drgan wdasnych:
a) wariacja pierwszej czestosci dla réznej liczby elementéw
brzegowych, b) trzech najnizszych czestosci
Fig-4-3. Sensitivity analysis of natural circular frequencies:
a) variation of first frequency for the different number of

elements, b) variation of the three

lowest frequencies
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HCnOJTb30BAHIIE METO/IA TPAHMHHHX 3JIEMEHTOB
riPH AHAJI113E BJH1SHH3 1OPMH HA 4ACTOTY COECTBEHHHX KOJIEEAHHH CHCTEMH

Pe 3 o0ome

B padéoTe npencTaBJieHO npHMeHeHHe BapwauHOHHoro MCHHCJieHHn min
oripenejieHHn saBHCHMOCTH KacTOTu co6cTBeHHHX KOJiedaHMH ot ((»yHKUHB,
KOTopwe  onwchiBaiOT M3MeHeHne  4ropMN cmcTemu. HyBCTBMTejisHocTS
sacTOTbt onpenejieHa npw noMouor rpaHHHHoro MHTerpajia, saBMcnuiero ot
co6cTBeHHoro 3HaseHMn h <#>yHKUHH. Zhh peuieHMn 3anaHH Ha co6cTBeHHwe
3HaneHHNn nptiMeHeu MeTon rpaHMHHbix 3/ieMeHTOB. HccjienoBaHM CBoMCTBa
npejicTaBjieHoro ueiona Ha npMMepe nBypasMepHoro Tejia.

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
TO THE ANALYSIS OF SHAPE INFLUENCE ON NATURAL FREQUENCIES

Summary

The variational method is used to express the relationship
between frequency and the function that definies a modification of
the shape. The frequency sensitivity is expressed in the boundary
integral form which depends on the natural frequency and mode. The
Boundary Element Method is applied to solve the -eigenvalue
problem. The properties of the presented method are studied for a
two-dimensional body.
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