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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZE60WYCH
DO ANALIZY WPŁYWU KSZTAŁTU NA CZĘSTOŚCI DRGAŃ WŁASNYCH UKŁADU

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowanie rachunku 
wariacyjnego do określenia zależności częstości drgań 
własnych od -funkcji opisujących zmianę kształtu układu. 
Wrażliwość częstości została wyrażona za pomocą całki 
brzegowej z funkcji zależnej od częstości i postaci drgań. 
Do rozwiązania zagadnienia własnego zastosowano metodę 
elementów brzegowych. Zbadano własności prezentowanej metody 
na przykładzie ciała dwuwymiarowego.

1. Wprowadzenie

Jednym z ważnych zadań w procesie konstruowania jest dobór 
optymalnej postaci geometrycznej konstrukcji. W przypadku układu 
obciążonego dynamicznie jego zachowanie jest uzależnione od 
częstości drgań własnych. Przez maksymalizację częstości przy 
przyjętych ograniczeniach można zmniejszyć przemieszczenia i 
związane z nimi odkształcenia i naprężenia.

W pracy przedstawiono analizę wpływu kształtu na częstości 
drgań własnych, która stanowi nieodłączny element poszukiwania 
optymalnej postaci geometrycznej metodami gradientowymi.

Do rozwiązania postawionego zadania zastosowano metodę 
elementów brzegowych (MEB).

2. Analiza wrażliwości częstości drgań własnych na zmianę kształtu 
układu

Rozpatrzymy ciało sprężyste zajmujące obszar O i 
ograniczone brzegiem I~. Zakładamy, że ciało jest zamocowane na
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części brzegu r i swobodne na części (P^cT^r i P^nT^®) -
Zagadnienie drgań swobodnych jest opisane równaniem:

a . +<o2pu = O. (2.1)
i J. ) >•

gdzie: a  - tensor naprężeń,
o- częstość drgań własnych, 
p -  gęstość materiału, 
u - składowa amplitudy drgań.

Zakładamy, że rozpatrywane ciało zmienia swój kształt. Zmiana 
położenia punktów obszaru zajmowanego przez ciało opisana jest 
■funkcją g. Przy in-finitezymalnej zmianie kształtu transformacja 
współrzędnych wyrażona jest równaniem:

x * * x . +óg. , (2. 2)
t t i

gdzie óg jest wariacją funkcji g.
Przyjmujemy, że funkcja opisująca zmianę kształtu może być 

wyrażona za pomocą pewnej liczby parametrów a^ (r=l, 2,...,R)
nazywanych parametrami kształtu. Wówczas:

<5g « g . óa . (2.3)v v,r r
Zmianie kształtu odpowiada zmiana pola przemieszczeń określona 

przez:
óu.“ óu.+u óg., (2.4)i v t. j j

gdzie óu. oznacza wariację przemieszczeń dla stałego kształtu 
ciała.

Równanie zagadnienia własnego dla transformowanego obszaru może 
być zapisane w równoważnej postaci wariacyjnej. W tym celu mnożymy 
rów«, (2.1) przez dowolne przemieszczenie wirtualne spełniające 
warunki brzegowe i po scałkowaniu przez części otrzymujemy:

f a . <u)£. (u)dfl* = u2 f pu.u.dO*. (2.5)
J u  M  J v v
O O

Dla określenia zależności między częstością i parametrami 
kształtu obliczamy wariację obu stron rów«.(2.5):

2f o.iułp. (óu)dO*-f o  (u) c  ,(u)n óg dT =
J i j  vj J :J ŁJ m m

° P (2.6)

ó(fcj2) f pu . u.dO+b>* 12 f pu óu dO+[pu u n óg dr I 
J  I J v v  J l i m  m
o o r

gdzie n^ jest wersorem normalnym do brzegu.
Uwzględniając w równ. (2.6), że:

f a  (u) £  (óu)dO-o)2f pu óu d(l = 0, (2.7)J vj vj J  v v
Cl Cl

oraz przyjmując warunek normalizacyjny na funkcje własne:
f pu u = 1, (2.8)«• V t
o

otrzymujemy równanie określające wariację częstości drgań własnych 
(por. Haug, Choi, Komkoy C63 i Szefer C83):



6<jí =  t~ ~ fio' (u ) c .  .(u)—o2pu.u.|n g <5a dT. (2.9)
2u> ij lj tij mm, r r

r
Wyznaczenie wariacji częstości drgań własnych wymaga obliczenia 

całki brzegowej z funkcji zależnej od częstości i postaci drgań 
własnych oraz odkształceń i naprężeń na brzegu.

Do rozwiązania zagadnienia własnego i określenia wrażliwości 
układu o dowolnym kształcie zastosowano MEB 13,43. Metoda pozwala 
dokładniej określić potrzebne wielkości na brzegu 123 niż metoda 
elementów skończonych (MES).
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3. Rozwiązanie zagadnienia własnego metoda elementów brzegowych

Do rozwiązania zagadnienia własnego zastosowano symetryczną 
wersję MEB zaproponowaną przez Haishenga 153.

W omawianej metodzie stosowane jest rozwiązanie podstawowe 
elastostatyki 11,73. Rów»». (2. 1) jest mnożone przez rozwiązanie 
podstawowe wyrażone w przemieszczeniach i całkowane po
obszarze zajmowanym przez ciało:

f o  U dO+<o2pf u.U, dO = O, (3.1)
J i j, j ki J i k u
(3 O

Przyjmujemy, że przemieszczenia u^ można wyrazić w postaci sumy
iloczynów funkcji fJ(X> zależnych od położenia punktu i nieznanych
współczynników aj:

u.(X) = ajfj(X), j = 1,2, ,n (3.2)
Po podstawieniu powyższego wyrażenia do równ. (3.1) otrzymujemy:

f o  U dOł-to2pa j f f jU, dfi = O, (3.3)J u j . j k v iJ k t
O O

W wyniku zastosowania wzoru Somigliany przekształcamy rówtl.
(3.3) do równoważnego brzegowego równania całkowego:
c. u.-f U p.dr+f P u.dr+u2i)[c »j.-fki i J ki i J ku i ^ ki li J

r r r
gdzie: c fc. - współczynniki zależne od położenia punktu względem

brzegu i jego kształtu, 
p - siły na brzegu,
P - siły na brzegu odpowiadające polu przemieszczeń U ki,
y',J. — pole przemieszczeń wywołane działaniem siły <5 fJ 

(ó — delta Kroneckera),
r)J - siły na brzegu odpowiadające polu przemieszczeń! v*J Ł ■

U celu obliczenia całek brzegowych dzielimy brzeg na elementy. 
Każdy z elementów posiada pewną liczbę węzłów zależną od typu 
elementu. Przemieszczenia i siły wewnątrz elementu wyrażamy przez 
wartości w węzłach. Równ. (3.4) układamy dla każdego węzła na 
brzegu. W efekcie otrzymujemy układ równań, który może być 
zapisany w postaci macierzowej:

U k i W i  dr+J P 
r

.  .  . drku l i J * ¡ -= 0 (3.4)
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[M3{u>-[G3fp>+<*> p([H3[v'3-CG3[7)3) [eO = O, (3.5)
gdzie: [H3- macierz zależna od całek brzegowych z -funkcji Pki i

funkcji kształtu,
[53- macierz zależna od całek brzegowych z funkcji Uki i

■funkcji kształtu,
[y3- macierz wartości funkcji w węzłach,
[ 7 ) 3 -  macierz wartości funkcji 7 ) ^  w węzłach,
iui— wektor przemieszczeń węzłów brzegowych,
[pj— wektor sił na brzegu.

Nieznany wektor współczynników <cx> wyznaczamy z równania:
iu> = [F3i<x>, (3.6)

Macierz [F3 zawiera wartości funkcji fJ w węzłach.
Po uwzględnieniu zależności (3.6) otrzymujemy:

[H3iu> — CG3fp3—w2[M3fu> = O. (3.7)
Przez CM3 oznaczono macierz bezwładności:

CM3 = -pf[H3Cv3-[G3C7)3]cF3"ł. (3.B)
Otrzymane macierze [H3, [G3 i [Ml są pełne i niesymetryczne.
Rów*.(3.7) można przekształcić do postaci (por. Haisheng [53):

CKliuJ — -CRJ—to2[M3iu> = O. (3.9)
A A

W powyższym równaniu macierze CK3 i [M3 są symetryczne. 
Obliczamy je z następujących zależności:

,-r (3.10)CM3 = [03+C03

Macierze [Q3 i [Q3 wyznaczamy z równań:
(3.11)

(3.12)[Q3 = [C3CG3 [M3,
[03 = [C3CG3_1[H3, (3.13)

I X[C3 = > CS3 [53dT (3.14)

gdzie przez E oznaczono liczbę elementów brzegowych.
Macierz [83 jest macierzą funkcji kształtu interpolujących

przemieszczeni a i siły wewnątrz elementu.
Wektor {R3 jest wektorem obciążeń skupionych przyłożonych do 

węzłów:
{R} = [03 fp3. (3.15)

Po uwzględnieniu warunków brzegowych otrzymujemy równanie
zagadnienia własnego w postaci:

[K 3 [u >-(/[M 3 iu J = O, (3.16)
22 2 22 2

Indeksem 2 oznaczono podmacierze związane z brzegiem swobodnym.
Wprowadzenie symetrycznych macierzy pozwala na zastosowania

bardziej efektywnych metod rozwiązywania zagadnienia własnego.
Jednocześnie zmniejsza się efekt niedokładności całkowania
numerycznego i tym samym poprawia się dokładność częstości drgań
własnych.
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4. Przykład numeryczny

Opracowano program komputerowy, który określa wrażliwość 
częstości drgań własnych dla zagadnienia dwuwymiarowego.

Do dyskretyzacji ośrodka zastosowano liniowe elementy brzegowe.
Program wyznacza najniższe częstości i odpowiadające im 

postacie za pomocą iteracyjnej metody potęgowej z wyczerpywaniem.
W wyniku obliczeń Określana jest wariacja częstości spowodowana 

przesunięciem każdego z węzłów osobno w kierunku normalnym do 
brzegu w stronę wnętrza obszaru.

Za pomocą programu zbadano własności dynamiczne prostokątnej 
tarczy obustronnie sztywno utwierdzonej {rys.4.la).

Przyjęto, że tarcza znajduje się w płaskim stanie odkształcenia 
i wykonana jest z materiału o następujących własnościach:

E = 2x10“  CPal, p  = 8000 Ckg/m93, v  = 0.3.
Określono częstości i postacie drgań własnych stosując do 

dyskretyzacji MEB i MES (rys.4.i>. Wykonano obliczenia dla 
podziału tarczy na 20, 30 i 40 elementów brzegowych. Na rys. 4.2 
pokazano trzy najniższe postacie droań własnych, a w tab. 4.1 
częstości dla różnych sposobów dyskretyzacji.

Tab. 4.1

Dyskret. Liczba elem.
Częstość Crad/s1

<d
i

uz u
3

20 12960 30440 32180
MEB 30 12550 28710 32550

40 12400 28080 32680
MES 64 12420 27070 32820

Z przeprowadzonych obliczeń wynika, że rozwiązania otrzymane 
MEB nieznacznie różnią się od rozwiązania MES nawet przy 
niewielkiej liczbie elementów.

Na rys. 4.3a przedstawiono wyniki analizy wrażliwości pierwszej 
częstości dla różnego podziału badanej tarczy. W celu porównania 
wyników dla różnej liczby elementów wariację częstości
podzielono przez wariację pola powierzchni <50 .Wyniki dotyczą 
modyfikacji brzegu prawej części tarczy polegającej na 
przesunięciu każdego węzła do wnętrza obszaru o S a ^ = 0 .04 tmJ.
Wykresy dla lewej części są symetryczne do pokazanych.

Na rys. 4.3b przedstawiono wykresy wrażliwości trzech 
najniższych częstości. Przesunięcie węzłów brzegowych do wnętrza 
obszaru w pobliżu miejsca utwierdzenia powoduje zmniejszenie 
każdej z trzech badanych częstości.

Porównanie częstości otrzymanych MEB i MES, a także zbadanie 
wpływu dyskretyzacji na wyniki analizy wrażliwości wykazało, że 
metoda maże być stosowana przy niewielkiej liczbie elementów 
brzegowych. Znajomość wrażliwości umożliwia efektywne poszukiwanie 
kształtu układu o maksymalnej częstości lub jego optymalne 
rozstrojenie przy przyjętych ograniczeniach.
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MEB (40 węzfów, 40 elementów)

b)

MES (85 w ęzłów( 64 elementy)

Rys.4.1. Dyskretyzacja tarczy 
prostokątnej: a) elementami 
brzegowymi, b) elementami skończonymi 
Fig. 4.1. Discretization of the 
rectangular plate using:
a) boundary elements, b) -finite 
elements

Rys.4.2. Postacie drgan 
własnych: a) pierwsza,
b) druga, c) trzecia 
Rys.4.3. Mode shapes of 
free vibration: a) first,
b) second, c) third

o)

0 200 400 600 0 200 400 600
x (mm) xlm m l

Rys.4.3. Analiza wrażliwości czystości drgan własnych: 
a) wariacja pierwszej częstości dla różnej liczby elementów 
brzegowych, b) trzech najniższych częstości
Fig.4-3. Sensitivity analysis of natural circular frequencies: 
a) variation of first frequency for the different number of 
elements, b) variation of the three lowest frequencies
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HCn0JTb30BAHliE METO/IA TPAHMHHHX 3JIEMEHTOB
riPH AHAJI113E BJH1SHH3 iOPMH HA 4ACT0TY COECTBEHHHX KOJIEEAHHH CHCTEMH 

P e 3 o m  e
B paóoTe npencTaBJieHO npHMeHeHHe BapwauHOHHoro MCHHCJieHHn min 

oripenejieHHn saBHCHMOCTH KacTOTu coócTBeHHHX KOJieóaHMH o t ((»yHKUHB, 
KOTopwe onwchiBaiOT M3MeHeHne 4ropMN c m c  Te m u . HyBCTBMTejisHocTS 
sacTOTbt onpenejieHa npw noMouor rpaHHHHoro MHTerpajia, saBMcnuiero o t 
coócTBeHHoro 3HaseHMn h <ł>yHKUHH. ZLhh peuieHMn 3anaHH Ha coócTBeHHwe 
3HaneHHn nptiMeHeu MeTon rpaHMHHbix 3/ieMeHTOB. HccjienoBaHM CBoMCTBa 
npejicTaBjieHoro ueiona Ha npMMepe nBypasMepHoro Tejia.

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
TO THE ANALYSIS OF SHAPE INFLUENCE ON NATURAL FREQUENCIES 

S u m m a r y
The variational method is used to express the relationship 

between frequency and the function that definies a modification of 
the shape. The frequency sensitivity is expressed in the boundary 
integral form which depends on the natural frequency and mode. The 
Boundary Element Method is applied to solve the eigenvalue 
problem. The properties of the presented method are studied for a 
two-dimensional body.

Recenzerit: doc. dr inż. S. Wojciech 
Wpłynęło do Redakcji 30.XII.1988 r.


