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Streszczenie. W pracy przedstawiono niektóre metody bada
nia układów poddanych działaniu obciążeń losowych modelowa
nych za pomocą poissonowskich ciągów impulsów. W przypadku 
nieliniowego układu o jednym stopniu swobody zastosowano me
todą linearyzacji statystycznej oraz technike symulacji cyf
rowej. Techniki tej użyto również przy badaniu układu o dwóch 
stopniach swobody ze sprzężeniem autoparametrycznym.

1. Wstęp
Siły działające na techniczne układy dynamiczne mają często cha

rakter krótkotrwałych losowych oddziaływań o bardzo znacznych war
tościach, lecz skończonych popędach. Jeśli można założyć wzajemną 
niezależność chwil ich występowania, mogą być one modelowane za 
pomocą ciągu losowych impulsów o czasowym rozkładzie Poissona.
Tego rodzaju model matematyczny przyjęto w szereęu prac opubliko
wanych w ostatnich latach /p. np. [3,4,6,73 /. Również w niniejszej 
pracy rozważa się oddziaływanie takiego wymuszenia na układy dyna
miczne o jednym i dwóch stopniach swobody. Zakłada się, że kształt 
impulsów określa funkcja <f Diraca.

Zagadnienie takie można badać w sposób efektywny w przypadkach, 
gdy daje si^ ono sprowadzić do równania oscylatora liniowego. Sto
sowane są wówczas dwie zasadnicze metody: pierwsza, wykorzystująca 
teorię punktów losowych oraz zasadę superpozycji i pozwalająca na 
otrzymanie momentów i funkcji korelacyjnej odpowiedzi układu /p.np. 
[53/ oraz druga, korzystająca z teorii stochastycznych równań róż
niczkowych i uogólnionego równania Fokkera-Plancka-Kołmogorowa.
Taką metodę zastosowano m. in. w pracy C6], co pozwoliło na wyzna
czenie niestacjonarnej funkcji charakterystycznej rozkładu prawdo
podobieństwa odpowiedzi układu liniowego przy dowolnym rozkładzie 
prawdopodobieństwa wielkości impulsów.
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2. Nieliniowy układ o jednym stopniu swobody
Metody omówione wyżej nie mogą być bezpośrednio zastosowane przy 

badaniu układów nieliniowych. Okazuje się jednak, iż w szeregu 
przypadków układów o jednym stopniu swobody można wykorzystać line- 
aryzację statystyczną łącznie z metodą funkcji charakterystycznej. 
Takie podejście zastosowano w pracach C 3 , 7 ] .  Zastosowana metoda zo
stanie przedstawiona na przykładzie układu, którego równanie.ruchu 
ma postać [ 3 ]  :

x +  *2hx +  c o * x  +  ju(ax̂  +  b x ^ )  - P(t) / 1 /

gdzie P(t) jest impulsowym procesem wymuszającym o czasowym roz
kładzie Poissona i dowolnym rozkładzie prawdopodobieństwa popędów.

Związek /i/ zastępuje się ekwiwalentnym równaniem liniowym:
x + 2hex + W e x - P(t) /2/

Ekwiwalentne liniowe tłumienie h i sztywność CJ 2 wyznacza się mi
nimalizując średniokwadratowy bł^d linearyzacji e/p.C3,73/, co pro
wadzi do otrzymania układu nieliniowych równań algebraicznych. Wy
stępujące w tych równaniach momenty odpowiedzi układu zlinearyzo
wanego określa się za pomocą metody przedstawionej w pracy [6], 
pozwalającej na wyznaczenie funkcji charakterystycznej odpowiedzi 
’okładu /2/ na podstawie odpowiadającego mu uogólnionego równania 
Pokkera-Plancka-Kołmogorowa. W przypadku normalnego o zerowej war
tości średniej rozkładu prawdopodobieństwa wielkości impulsów fun
kcję tę można zapisać następująco:
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<Ś jest odchyleniem standardowym wielkości impulsów, zaś X oznacza 
intensywność procesu Poissona.

Na podstawkę zależności /3/ można ze znanych wzorów wyznaczyć 
momenty procesu wyjściowego w zależności od współczynników lineary
zacji, co pozwala na rozwiązanie układu równań określających te 
współczynniki. W szczególności jest /p. t 3 ] /:
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Zastosowanie metody linearyzacji statystycznej może wpływać na 

własności odpowiedzi, należy zatem przeanalizować dokładność otrzy-



Modelowanie dynamiki układów. ro?

manych rezultatów. Dogodnie jest wykorzystać w tym celu technikę 
symulacji cyfrowej. Użyta metoda /p.[4-1/ polega na numerycznym roz
wiązywaniu równania drgać swobodnych układu nieliniowego, tj. rów
nania /"!/ z zerową prawą stroną. Oddziaływanie wymuszenia impulso
wego uwzględnia się nadając skokowe przyrosty prędkości układu w 
chwilach pojawiania się impulsów. Metoda ta pozwoliła na stwierdze
nie słuszności związków /6/, zatem dokładność linearyzacji staty
stycznej może być określona za pomocą funkcji:

parametrem, którego wpływ na dokładność wyników jest badany, i«1 
oznacza przemieszczenie,, zaś i»2 - prędkość.

Analiza takich funkcji prowadzi do wniosku, iż dokładność metody 
linearyzacji maleje ze wzrostem przemieszczeń lub prędkości układu. 
Jest to powodem jej nieprzydatności w przypadku czysto nieliniowego 
tłumienia /h-0 w równaniu /1 // oraz przy zbyt dużych wartościach 
odchylenia standardowego wielkości impulsów Dokładność metody 
linearyzacji maleje na ogół ze wzrostem wartości stosunku h / 
co wynika z przytoczonych w pracy [3] zależności pomiędzy tymi ̂ 
wielkościami, a parametrami układu lub wymuszenia, ale może być ona 
stosowana zarówno dla pod-, jak i dla nadkrytycznego tłumienia w 
układzie /2/. Jako przykład na rys. 1 pokazano przebieg funkcji 
Q.j(he/cDe ) przy zmieniającym się współczynniku¡¿1 w równaniu /2/.

Rys. 1. Wskaźnik dokładności metody linearyzacji statystycznej. 
Fig. 1. Accuracy index of the stochastic linearization technique.
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3«Układ o dwóch stopniach swobody ze sprzężeniem autoparametrycznym
Zastosowanie metody linearyzacji jest 

niemożliwe w przypadku układów, których 
zasadnicze własności są związane z wy
stępowaniem nieliniowych składników rów- 
nan ruchu, takich jak pokazany na rys.2_ 
układ ze sprzężeniem autoparametrycznym. 
Układy tego typu mają dość duże znacze
nie praktyczne /p.[1,2]/, zaś ęostać ich 
równań ruchu wyklucza możliwość ścisłego 
rozwiązania. Do analizy stosuje się za
tem metody przybliżone ; [1,2]! ". Jedną z 
nich może być technika symulacji cyfro
wej. Sposób jej wykorzystania w przypad
ku wymuszenia modelowanego jza pomocy po- 
issonowskiego ciągu impulsów zostanie 
przedstawiony niżej.

Przyjmując bezwymiarowe współrzędne:
X1 - x/xQ ; x 2  - y/x0 /9/

Rys. 2. Układ ze sprzęże
niem autoparametrycznym. 
Fig. 2. System with auto- 
parametric coupling.
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zaś x jest pewnym przemieszczeniem odniesienia, oraz wprowadzając 
bezwymiarowy czas r- oô t i bezwymiarowy proces wymuszający:

^  V—  /12/(M + m
można równania ruchu rozważanego układu zapisać następująco:

-
[w(r)~ 2j1x3 - x1 + c r (x a ć - 2$2rx2x4 - r2x22) + ~

-  2 ^ x x̂ 2 -  X 1 X 2 ) / [ 1 + £ 0 -R)x 2 ]

- [- 2^2rx4 “ r ^x 2 + e(x2W^  ” 2$1X2X3 “ X1X2) “ £2(1“R)3 
/ [1 + e2(l-R)x22 ] /13/

■ x2 '2 4 /

Zastosowany algorytm symulacji cyfrowej polega na rozwiązywaniu 
równań opisujących drgania swobodne badanego układu /tj. W(-c) = 0 
w /13//. W chwilach występowania impulsów wymuszenia prędkości ciał 
M i m  doznają skokowych przyrostów, wyznaczanych z trzeciego i 
czwartego z równań /13/. Można przy tym pominąć występujące w tych 
równaniach siły skończone, gdyż ich popędy są w czasie działania 
impulsów typu <f Diraca równe zeru. W przypadku gdy za przemiesz
czenie odniesienia x obierze się ustaloną wartość odchylenia stan
dardowego przemieszczenia układu z zablokowanym eliminatorem, którą 
można wyliczyć ¡ze wzoru analogicznego do zależności /?/, skokowe 
przyrosty prędkości ciał układu są określone następująco:
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AZjftj)-

A * 4(c3)-

+ 6 Z(i-R)x22
Cx2 I ' M

1 + e 2(l-R)*2^
We wzorach /14/ I(r^) oznacza impuls pojawiający się w chwili -c.,
^ t “ odchylenie standardowe wielkości impulsów, zaś A, - bezwymia
rową intensywność procesu Poissona.

Równania /13/ i /14/ umożliwiają generowanie realizacji odpowie
dzi. Chwile występowania i wielkości impulsów obciążenia określa 
się za pomocą odpowiednich generatorów cyfrowych. Ustalone momenty 
przemieszczeń i prędkości wyznacza się metodą uśredniania względem 
czasu dla dostatecznie długiego odcinka jednej realizacji.

Obliczenia prowadzono dla przypadku normalnego o zerowej wartoś
ci średniej rozkładu prawdopodobieństwa wielkości impulsów. Stwier
dzono, iż wartości średnie współrzędnych x- /i-1,...,4/ są prakty
cznie równe zeru, co jest zgodne z symetryczną budową układu i wła
snościami wymuszenia.

Przebadano również'wpływ niektórych parametrów układu na ustalo
ne wartości odchyleń standardowych jego przemieszczeń i prędkości. 
Przykładowo, na rys. 3 pokazano zależność odchyleń standardowych 
przemieszczeń ciał N i m od stosunku częstości r. Jak widać, pomię
dzy obydwoma elementami układu istnieje przepływ energii, zwłaszcza 
dla reCO.25,0.65). Zjawisko to jest jednak o wiele mniej wyraźne, 
niż w przypadku wymuszenia harmonicznego, występuje za to w szer
szym przedziale zmienności r /por. [1]/.

Rys. 3. Odchylenia standardowe przemieszczeń układu ze sprzężeniem 
autoparametrycznym.
Fig. 3. Standard deviations of displacements of the system with an 
autoparametrie coupling.
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Układ /13/, a także równanie rozważane w rozdziale 2, rozwiązy
wano stosując algorytm Gear-a. Dla zachowania dokładności konieczne 
było niekiedy prowadzenie obliczeń na zmiennych podwójnej precyzji.
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MODELLING OP THE DYNAMICS OP STSTEMS SUBJECTED 
TO POISSONIAN IMPULSE EXCITATION
S u m m a r y

In the paper some methods of investigation of systems subjected 
to Poissonian impulse excitation are presented. Nonlinear single 
degree of freedom system is investigated both by means of stocha
stic linearization and digital simulation techniques. The last- 
mentioned technique is also applied to examine the two degree of 
freedom system with an autoparametric coupling.
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