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A N A L IZ A  O BC IĄ Ż E Ń  STA TY C ZN YC H  I  DYNAMICZNYCH W PARACH 
KINEMATYCZNYCH MANIPULATORA

S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  m e t o d ę  o b l i c z a n i a  
r e a k c j i  s t a t y c z n y c h  i  d y n a m i c z n y c h  w p a r a c h  k i n e m a t y c z n y c h  

p i ą t e j  k l a s y  m a n i p u l a t o r a  o  s z t y w n y c h  c z ł o n a c h .

1 . W p r o w a d z e n i e

P o d c z a s  r u c h ó w  n i e u s t a l o n y c h  / r o z r u c h , h a m o w a n i e /  m a n i p u l a t o r a  

p a r y  k i n e m a t y c z n e  ł ą c z ą c e  k o l e j n e  j e g o  c z ł o n y  p o d l e g a j ą  c y k l i c z n y m  
o b c i ą ż e n i o m .  D u Z e  p r z y s p i e s z e n i a  r o z r u c h u  i  h a m o w a n i a  m a n i p u l a t o r a  

p o w o d u j ą  w z r o s t  r e a k c j i  w p a r a c h  k i n e m a t y c z n y c h .  W c z a s i e  r u c h ó w  
n i e u s t a l o n y c h  m a n i p u l a t o r a  n a  c a ł k o w i t e  r e a k c j e  w p a r a c h  

k i n e m a t y c z n y c h  s k ł a d a j ą  s i ę  r e a k c j e  s t a t y c z n e  i  d y n a m i c z n e  
p o c h o d z ą c e  o d  s i ł  b e z w ł a d n o ś c i .  D o k ł a d n a  c h a r a k t e r y s t y k a  p r z e b i e g u  

z m i a n  r e a k c j i  w p a r a c h  k i n e m a t y c z n y c h  m a n i p u l a t o r a  n a  e t a p i e  j e g o  

p r o j e k t o w a n i a  p o z w a l a  n a  p r a w i d ł o w e  d o b r a n i e  p r a m e t r ó w  
k o n s t r u k c y j n y c h  o r a z  d y n a m i c z n y c h  z e  w z g l ę d u  n a  b e z a w a r y j n ą  

e k s p l o a t a c j ę .  W p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  w y z n a c z a n i a  r e a k c j i  
s t a t y c z n y c h  i  d y n a m i c z n y c h  m a n i p u l a t o r a  w p a r a c h  k i n e m a t y c z n y c h  
p i ą t e j  k l a s y  t y p u  o b r o t o w e g o  l u b  p o s t ę p o w e g o .
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2 .  M o d e l  f i z y c z n y  i  m a t e m a t y c z n y  m a n i p u l a t o r a

W p r a c y  z a ł o ż o n o  m a n i p u l a t o r  j a k o  p r z e s t r z e n n y  o t w a r t y  ł a r i c u c h  
k i n e m a t y c z n y  n i e o d k s z t a ł c a l n y c h  b r y ł  p o ł ą c z o n y c h  p a r a m i  

k i n e m a t y c z n y m i  p i ą t e j  k l a s y  t y p u  o b r o t o w e g o  l u b  p o s t ę p o w e g o .  U k ł a d  

i n e r c j a l n y  p r z y j m u j e  s i ę  z  n i e r u c h o m ą  o s t o j ą  m a n i p u l a t o r a .

R y s . 1 .  M o d e l  f i z y c z n y  m a n i p u l a t o r a  z  l o k a l n y m i  u k ł a d a m i  
o d n i e s i e n i a .

F i g . l .  T h e  p h y s i c a l  m o d e l  o f  t h e  m a n i p u l a t o r  w i t h  l o c a l  
c o o r d i n a t i o n  s y s t e m s .

P o d s t a w o w e  z w i ą z k i  k i n e m a t y c z n e  m a n i p u l a t o r a  w y p r o w a d z o n o  w 
o p a r c i u  o  n o t a c j ę  D e n a v i t a - H a r t e n b e r g a  t l i ,  w s p ó ł r z ę d n e  j e d n o r o d n e  

i  m a c i e r z e  B e j c z e g o  1 2 1 .  P o ł o ż e n i e  d o w o l n e g o  j - t e g o  p u n k t u  i - t e g o  
c z ł o n u  w i n e r c j a l n y m  u k ł a d z i e  o d n i e s i e n i a  o b l i c z a m y  w p o s t a c i !
r  =  B .  r  . C l  >-j.o = 1  j .  v

g d z i e :

£v q =  t x j o , y j Q»z j 0 , 1 1 T -  w s p ó ł r z ę d n e  j e d n o r o d n e  j - t e g o  p u n k t u

w i n e r c j a l n y m  u k ł a d z i e  o d n i e s i e n i a ,

r  =  t x  y  , z .  , 1 J T -  w s p ó ł r z ę d n e  j e d n o r o d n e  j - t e g o  p u n k t u

w l o k a l n y m  i - t y m  u k ł a d z i e  o d n i e s i e n i a ,  
-  m a c i e r z  t r a n s f o r m a c j i  r o t a c y j n e j  i  t r a n s l a c y j n e j  i - t e g o  

l o k a l n e g o  u k ł a d u  o d n i e s i e n i a  d o  i n e r c j a l n e g o  u k ł a d u
o d n i e s i e n i a  w e d ł u g  n o t a c j i  D e n a v i t a - H a r t e r b e r g a .

R ó ż n i c z k u j ą c  z a l e ż n o ś c i  C l )  w z g l ę d e m  c z a s u  o b l i c z a m y  p r ę d k o ś ć
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j - t e g o  p u n k t u  w b a z i e  i n e r c j a l n e g o  u k ł a d u .  Tym sam y m  e n e r g i ę  
k i n e t y c z n ą  d o w o l n e g o  i - t e g o  c z ł o n u  o k r e ś l a m y  w p o s t a c i :

EK.t - I ^  < X  X  gi*1 -  ^ ^  ł ' i2>
g d z i e :  
t r  -  t r a c ę ,

. k “ 3 q ~  §i
-  m a c i e r z  p s e u d o i n e r c j i  i - t e g o  c z ł o n u ,  

q fc -  p r ę d k o ś ć  k - t e j  w s p ó ł r z ę d n e j  u o g ó l n i o n e j .
K o r z y s t a j ą c  z  z a l e ż n o ś c i  C l >,  e n e r g i ę  p o t e n c j a l n ą  i - t e g o  c z ł o n u  

o b l i c z a m y  w p o s t a c i :

Er. v = B'i f ?v i <3>
g d z i e ś

S - C g , g  , g  ,0JT -  m a c i e r z  k o l u m n o w a  p r z y s p i e s z e n i a  z i e m s k i e g o  w_ x y z
i n e r c j a l n y m  u k ł a d z i e  o d n i e s i e n i a ,

E c i -  w s p ó ł r z ę d n e  j e d n o r o d n e  ś r o d k a  c i ę ż k o ś c i  i - t e g o  c z ł o n u ,  
bc -  m a s a  i - t e g o  c z ł o n u .

C a ł k o w i t ą  e n e r g i ę  k i n e t y c z n ą  i  p o t e n c j a l n ą  m a n i p u l a t o r a  

o b l i c z a m y  j a k o  s u m ę  e n e r g i i  k i n e t y c z n y c h  < 2 >  i  p o t e n c j a l n y c h  C 3 1  
k o l e j n y c h  c z ł o n ó w .

R ó w n a n i a  r u c h u  m a n i p u l a t o r a  w y z n a c z a m y  n a  p o d s t a w i e  r ó w n a l i  
L a g r a n g e ’a  X I  r o d z a j u  1 3 1  w p o s t a c i :

d t  < 1 ^  -  %  -  > ł  =1 , . . .  ; n  C4>

g d z i e ;
L  =  E K -  E p -  o z n a c z a  f u n k c j ę  L a g r a n g e * a ,

N
E k =  5  E k  i  ~  c a ł k o w i t a  e n e r g i a  k i n e t y c z n a  m a n i p u l a t o r a ,i = i '

N
E p =  J  E p   ̂ -  c a ł k o w i t a  e n e r g i a  p o t e n c j a l n a  m a n i p u l a t o r a ,

i = i '
-  i - t a  s i ł a  u o g ó l n i o n a ,  

q . , q t -  p r z e m i e s z c z e n i e  o r a z  p r ę d k o ś ć  i - t e j  w s p ó ł r z ę d n e j

u o g ó l n i o n e j ,
N -  o z n a c z a  l i c z b ę  c z ł o n ó w  m a n i p u l a t o r a .

W y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i  < 2 5  i  C 3 5  o r a z  r ó w n a n i a  L a g r a n g e a  I I  
r o d z a j u  C 4 > ,  o t r z y m u j e m y  r ó w n a n i a  r u c h u  m a n i p u l a t o r a  w p o s t a c i :

g c q > q  +  ę c q , q ? q  +  V < q >  =  Q < q ł  < 3 1

g d z i e :
M ( q )  -  m a c i e r z  p s e u d o i n e r c j i  m a n i p u l a t o r a ,

G < q , q l  -  m a c i e r z  e f e k t ó w  g i r o s k o p o w y c h  i  o d ś r o d k o w y c h ,
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V < q >  -  m a c i e r z  k o l u m n o w a  w y n i k a j ą c a  z  r u c h u  m a n i p u l a t o r a  w p o l u  
g r a w i t a c y j n y m ,

Q C q) -  m a c i e r z  k o l u m n o w a  s i ł  u o g ó l n i o n y c h .

— R ó w n a n i e  m a c i e r z o w e  C 5 5  z e  w z g l ę d u  n a  s t r u k t u r ę  m a c i e r z y  N Cq)  

i  o r a z  m a c i e r z e  k o l u m n o w e  VCq> i  QCq> j e s t  r ó w n a n i e m
n i e l i n i o w y m .  Z e  w z g l ę d u  n a  i t e r a c y j n y  s p o s ó b  r o z w i ą z y w a n i a  

r ó w n a n i e  C S>  p r z e d s t a w i o n o  w n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i ;

+ + v<tłi - i -> = QCqi - i ;> * <6)
g d z i e s

q i l , q i _ t -  m a c i e r z e  k o l u m n o w e  p r z e m i e s z c z e ń  . i  p r ę d k o ś c i  

w s p ó ł r z ę d n y c h  u o g ó l n i o n y c h  z  p o p r z e d n i e g o  k r o k u  c a ł k o w a n i a ,

L ■ » ~  m a c i e r z e  k o l u m n o w e  p r z e m i e s z c z e ń  ,  p r ę d k o ś c i  i  
p r z y s p i e s z e ń  w s p ó ł r z ę d n y c h  u o g ó l n i o n y c h  d l a  a k t u a l n e g o  k r o k u  
c a ł k o w a n i a .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  d o  c a ł k o w a n i a  r ó w n a r t  Có> z a s t o s o w a n o  m e t o d ę  
N e w m a r k a  z  p o s t ę p o w a n i e m  i t e r a c y j n y m  d l a  s p e ł n i e n i a  z b i e ż n o ś c i  

r o z w i ą z a n i a .  Tym sam y m  d l a  z a d a n y c h  p a r a m e t r ó w  k o n s t r u k c y j n y c h  i  

e k s p l o a t a c y j n y c h  m o ż n a  o k r e ś l i ć  z m i a n ę  k o n f i g u r a c j i  c a ł e g o  
ł a r i c u c h a  k i n e m a t y c z n e g o  c z ł o n ó w  m a n i p u l a t o r a  o r ą z  i c h  p r z y s p i e s z e ń .

3 . O b l i c z a n i e  r e a k c j i  s t a t y c z n y c h  i  d y n a m i c z n y c h  d o w o l n e j  p a r y  
k i n e m a t y c z n e j  m a n i p u l a t o r a

R e a k c j e  s t a t y c z n e  i  d y n a m i c z n e  d o w o l n e j  p a r y  k i n e m a t y c z n e j  s ą  

f u n k c j ą  a k t u a l n e j  k o n f i g u r a c j i  m a n i p u l a t o r a ,  m a s  k o l e j n y c h  c z ł o n ó w  
i  s i ł  z e w n ę t r z n y c h  o r a z  s i ł  b e z w ł a d n o ś c i .

Z a k ł a d a j ą c  n i e s k o r t c z e n i e  m a ł ą  z m i a n ę  p o ł o ż e n i a  d o w o l n e g o  c z ł o n u  

m ożem y w y z n a c z y d  p r a c ę  s i ł  w i r t u a l n y c h  w y k o n a n y c h  p r z e z  s i ł y
z e w n ę t r z n e ,  b e z w ł a d n o ś c i  i  c i ę ż k o ś c i  p r z y ł o ż o n e  d o  t e g o  c z ł o n u .  

J e d n o c z e ś n i e  o k r e ś l a m y  p r a c ę  s i ł  u o g ó l n i o n y c h  o d p o w i a d a j ą c ą  
z a ł o ż o n e j  z m i a n i e  k o n f i g u r a c j i  a n a l i z o w a n e g o  c z ł o n u  m a n i p u l a t o r a .  

Tym sam y m  o t r z y m a n o  d w a  u k ł a d y  s i ł  r e a l i z u j ą c y c h  j e d n a k o w ą  p r a c ę  

p r z y g o t o w a n ą  p r z y  t y c h  s a m y c h  w i ę z a c h  n a ł o ż o n y c h  n a  u k ł a d .

A n a l i z o w a n e  d w a  u k ł a d y  s i l  r e a l i z u j ą  j e d n a k o w e  p r a c e  p r z y g o t o w a n e ,  

a  w i ę c  s ą  d y n a m i c z n i e  r ó w n o w a ż n e .  P r z y r ó w n u j ą c  p r a c e  w y k o n a n e  
p r z e z  t e  dw a  u k ł a d y  s i ł  o t r z y m a n o  m a c i e r z  r e a k c j i  j - t e j  p a r y

k i n e m a t y c z n e j  w p o s t a c i :

R =  Ą < R ( s )  +  R ( 9 * +  R ( a )  >A t  ,  ( 7 >-J = J =j -i =j =j '
g d z i e :
Ą j  -  m a c i e r z  t r a n s f o r m a c j i  j - t e g o  l o k a l n e g o  

u k ł a d u  o d n i e s i e n i a  d o  u k ł a d u  C j - 1 ) ,
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A
= J
R í a )
= J
R Cgr)- j
R ( s >
= J

-  m a c i e r z  t r a n s p o n o w a n a  m a c i e r z y  ,

-  m a c i e r z  s i ł  b e z w ł a d n o ś c i  j - t e g o  c z ł o n u ,

-  m a c i e r z  s i ł  c i ę ż k o S c i  j - t e g o  c z ł o n u ,

-  m a c i e r z  s i ł  z e w n ę t r z n y c h  j - t e g o  c z ł o n u .

M a c i e r z  s i ł  z e w n ę t r z n y c h  
r ó w n a ń  m a c i e r z o w y c h  w p o s t a c i ;

( s >R'a ' = A. 
-j =J
R (s) = P= n = n
g d z i e !

f
P = 5 F
= J k = i “ J 
p r z y  c z y m ;

+ P
= J

o b l i c z a m y  w e d ł u g  u k ł a d u

( 8 )

r Tk k, j C 9 )

C F ( j >
x, k 1 0 3

f
r ,

- w e k ó o r  j e d n o r o d n y  C k ) - t e j  s i ł y  
d z i a ł a j ą c e j  n a  C j ) - t y  c z ł o n ,  

- o z n a c z a  l i c z b ę  s i ł  z e w n ę t r z n y c h  d z i a ł a j ą c y c h  n a  j - t y  c z ł o n ,  

- w e k t o r  p r o m i e ń  p u n k t u  p r z y ł o ż e n i a  k - t e j  s i ł y ,
- o z n a c z a  l i c z b ę  c z ł o n ó w  w ł a ń c u c h u  k i n e m a t y c z n y m  m a n i p u l a t o r a .  

M a c i e r z  s i ł  c i ę ż k o ś c i  o b l i c z a m y  w p o s t a c i :

T '  Ł » ' T  ,  C IO )

j a k o  z a ł e ż n o S d ;

n
r ( « >  =  b ' 1 g r T +  j  B " 1  g  r T C n  Ą )

a> o k r e ś l a m yM a c i e r z  s i ł  b e z w ł a d n o ś c i

R
= J

l a 3  =  a  , r T
-J -1. J “ O ,

g d z i e ;

>  a  r  t
i = j + 1 J ' 1 ° i, i k = j + 1n .^k cii)

- w e k t o r  j e d n o r o d n y p r z y s p i e s z e n i aa , =  B - i i -  CB )  r-j-l. . = j-l dt2 =v v, l
i —t e g o  c z ł o n u  w z g l ę d e m  b a z y  C j —l ) - e g o  l o k a l n e g o  u k ł a d u  o d n i e s i e n i a .

R e a k c j e  w C j ) - t e j  p a r z e  k i n e m a t y c z n e j  w y r a ż o n e  w C j - l ) - t y m

l o k a l n y m  u k ł a d z i e  o d n i e s i e n i a  o b l i c z a m y  w p o s t a c i ;

( s ) , k = l , . . . , 6 C 1 2 )R  . =  t r  CC RJ . k = j

g d z i e :
Dk — m a c i e r z  z e r o  j e d y n k o w a  o d p o w i a d a j ą c a  r z u t o m  n o r m a l n y m  n a  o s i e  

C j ) ~ t e g o  u k ł a d u  o d n i e s i e n i a .
M a c i e r z e  z e r o - j e d y n k o w e  Qk p r z y j ę t o  w p o s t a c i !

§1 =
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 i 5z= 0 0 0 1 5 ę3= 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 / 0 0 +1 0 0 -1 0 o"

b4= 0 0 -1 0 '  Bs= 0 0 0 0 +1 0 0 0
0 +1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0

zależności R̂  t, R̂  2, R̂  g odpowiadają reakcjom skupionym(a R. + , 
R ( B, Rj a - momentom sił reakcji względem osi xj_t. Yj-i» zj-i‘

Na podstawie przedstawionego algorytmu napisano program 
komputerowy w języku FORTRAN 77 zaimplementowany na komputerze IBM
PC/XT.
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CALCULATION OF STATICAL AND DYNAMICAL REACTION IN MANIPULATOR'S 
KINEMATIC PAIRS

S u m m a r y

In the paper are presented formulas of calculation of statical 
and dynamical reaction in a manipulator’s kinematic pairs. The 
manipulator is regarded as an open three-dimensional kinematic 
chain of rigid links.
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