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Kazimierz KURPISZ

PROBLEMY OBLICZENIOWE WYZNACZANIA SKLADU
ROWNOWAGOWEGO ROZTWORU GAZOW POLDOSKONALYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono wybrane problemy obliczeniowe,
jakie pojawiaja sie przy wyznaczaniu sktadu réwnowagowego roztworu gazow
potdoskonatych w warunkach izobaryczno-izotermicznych. Problemy te
wystepuja zaréwno podczas minimalizacji potencjatu Gibbsa, jak i
rozwigzywania roéwnan réwnowagi. Oméwiono zastosowang metode optymaliza-
cji 1 przedstawiono wyniki obliczen.

NUMERICAL PROBLEMS OF DETERMINING THE
EQUILIBRIUM COMPOSITION OF THE MIXTURE OF IDEAL GASES

Summary. Some numerical problems that arise when the equilibrium
composition of the mixture of ideal gases under isobaric and isothermic
conditions are discussed. Such problems appear when various methods are
employed, such as Gibbs® potential minimization or equilibrium equation
method. The optimization method used in the paper is described in detail
as well as the results of the calculations.

HMCJIEHHDIE 1iPOEJIEMbl BbIHMCJIEHMH COCTABA KFIEAJIbHNX TA30B
B XMMMHECKOM PABHOBECMM

Pe3K>Me. B paboTe npeacTaBJieHu HHCJieHHbie npobJieMbi, KOTopwe
BO3HMKSIOT npM 0603HaHaHMK> COCiaBa ra30B B XHMHHeCKOM paBHO-
BeCHH B yCJIOBMSIX M306apHO-H30TepMHWeCKHX . 3th npobJieMbl BO3-
HHKaioT xorna Hcnojib3yeTca pa3Hne HeToaM, Kax Meron rH66ca,
KOHCTaHT paBHOBecHH h npyrwe . MeToa ori THMH3auHH KOTopwfi
wcnojib30BaH B pa6oTe W pe3yjibTaTt>i BMHMcaeHHH oriHcanu nonpob-
HO .
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Oznaczenia

- wspotczynniki stechiometryczne
™ - liczba kilomoli i-tego pierwiastka
G - entalpia swobodna, potencjat Gibbsa

| - entalpia roztworu

MR) - uniwersalna stata gazowa

(MsH)™ - izobaryczny przyrost entropii
n” - liczba kilomoli i-tego sktadnika

Pw - cisnienie wzgledne roztworu

S - entropia roztworu

T - temperatura roztworu

4> - zredukowana funkcja Gibbsa

n - sumaryczna liczba kilomoli roztworu
WSTEP

Wyznaczanie sk#adu réwnowagowego roztworu gazéw potdoskonatych w warunkach
izobaryczno-izotermicznych jest problemem dos¢ <czesto wystepujacym w
rozmaitych zagadnieniach termodynamiki. Problem uwazany jest za klasyczny i w
pedni rozwigzany. Okazuje sie jednak, ze przy wiekszej liczbie sktadnikéw
moga pojawi¢ sie rozne trudnosci obliczeniowe. Zamiarem niniejszej pracy jest
przedstawienie sposobéw ulatwiajgcych przezwyciezenie tych trudnosci.

Problem wyznaczania skdadu réwnowagowego, opisywany w niniejszym artykule,
zwigzany jest z realizacjg pracy badawczej [1] dotyczacej analizy
termodynamicznej wysokotemperaturowego czdonu sidowni MHD-parowej. Substra-
tami procesu spalania jest paliwo i powietrze oraz posiew w postaci
uwodnionego weglanu potasu. W ten sposéb w procesie wystepuje 7 pierwiastkow:
wodor, tlen, potas, azot, wegiei, argon i siarka. Poniewaz wyznaczanie sk#adu
réwnowagowego produktéw spalania jest tylko fragmentem catego zagadnienia,
polegajacego na czastkowej optymalizacji komory spalania, liczbe skkadnikéw
spalin ograniczono do 15. Kierowano sie przy tym informacjami zawartymi w
[2J. Sg to: Ar, CO, CO2, H, i‘0, OH, 0, 0~ K, KO, KOH, N2> NO, SO~ U
poréwnaniu z Kkilkudziesiecioma produktami uwzglednionymi w [2] jest to
niewiele, aie udziaty molowe pozostatych sktadnikéw sg juz minimalne i nie
maja wiekszego wpdywu ani na whasciwosci kaloryczne spalin, ani  na
whasciwosci termiczne. Przewidziano jedynie mozliwos¢ wystgpienia jonu K+

oraz elektronéw. Z uwagi na specyfike analizowanego problemu przeprowadzone
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obliczenia dotyczyty przedziatu temperatur 2000 - 3500 K oraz cisnien od 0, 15
do 1,25 MPa. Zatozono, ze w tym przedziale parametréow spaliny mogg byc¢
traktowane jako roztwér gazow potdoskonatych, tzn. ich whasciwosci mogg byc
opisywane rownaniem Clapeyrona.
1. WYBOR METODY OKRESLANIA SKEADU ROWNOWAGOWEGO

Sktad réwnowagowy roztworu gazéw moze by¢ wyznaczany dwiema metodami:

- przez minimalizacje entalpii swobodnej G
G=1-Ts, @

gdzie:

1 - entalpia roztworu,

T - temperatura roztworu,

S - entropia roztworu,

- przez obliczenie statych réwnowag chemicznych reakcji zachodzacych w
roztworze.

Druga metoda, nalezgca do klasycznych narzedzi termodynamiki chemicznej,
sprowadza sie do rozwigzania ukdadu tylu nieliniowych réwnan, 1ile niezale-
znych reakcji moze przebiega¢ w roztworze. W realizacjach komputerowych zaga-
nienie takie sprowadza sie zwykle do minimalizacji sumy kwadratoéw
niezgodnosci réwnan. Tym samym problem staje sie matematycznie réwnowazny
pierwszej z wymienionych na wstepie metod.

Podstawowa zaleta bezposredniej minimalizacji entalpii swobodnej jest
unikniecie zatozen dotyczacych reakcji chemicznych. Dla potrzeb metody
wystarczy znajomos$¢ substratéw i produktéw procesu. Uwaza sie powszechnie, ze
istniejagce algorytmy minimalizacji pewniej prowadzg do rozwigzania niz
algorytmy rozwigzywania réwnan nieliniowych.

W niniejszej pracy przedstawiono wnioski, uzyskane na podstawie wynikéw
obliczen prowadzonych za pomocg obydwéch metod. Dodatkowo prébowano jeszcze
metode, bedaca kombinacja obydwu wymienionych. Ten spos6b postepowania
oméwiono w dalszej czeSci niniejszego artykutu.

Punktem wyjsScia do rozwigzania problemu za pomocg metody minimalizacji
potencjatu Gibbsa jest zasada, ze w warunkach Izobaryczno-izotermicznych
entalpia swobodna przyjmuje najmniejsza wartos¢, jesli uktad znajduje sie w
stanie réwnowagi. Przy zadanym cisnieniu i temperaturze potencjat Gibbsa jest
funkcja wytacznie skktadu. Poszukuje sie zatem takiego sk#adu roztworu, przy
ktérym potencjat Gibbsa przyjmuje zawarto$s¢ minimalng. Ze wszystkich

mozliwych sktadéw rozwigzanie stanowig tylko takie, ktdre spedniaja roéwnania
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zachowania ilosci substancji kazdego z pierwiastkéw wystepujacych w
roztworze. Ponadto udziat kazdego ze sktadnikéw roztworu powinien byc
nieujemny. Tak wiec z punktu widzenia matematyki problem sprowadza sie do

poszukiwania ekstremum funkcji wielu zmiennych przy liniowych ograniczeniach

réwnosciowych (bilanse pierwiastkéw) i liniowych ograniczeniach nleréwnoscio-

wych (zadanie nieujemnosci udziatdw).

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA OPTYMALIZACJI

Wspomniano juz, ze problem wyznaczania skkadu réwnowagowego rozwigzywano

minimalizacje potencjatu Gibbsa (1) oraz przez

Rozwigzanie uktadu réwnan réwnowagi

dwiema metodami: przez
rozwiazanie uktadu roéwnan roéwnowagi -

uzyskiwano poszukujac minimum sumy kwadratéw niezgodnosci
poszczeg6lnych sktadnikéw roztworu, a

réwnan.

Oznaczajac przez n™ liczbe kilomoli

przez p i T zadane cisnienie i temperature, warunek roéwanowagi moze by¢

zapisany w postaci:

G =G (O, T, nj, -~ -, NN) —» min, (@)

gdzie N jest liczbag sktadnikéw roztworu. Potencjat Gibbsa moze by¢é dla gazoéw

potdoskonatych rozpisany w sposéb nastepujacy:

. 1
G=1-TS M7 (s )? GR) In - p. ®

-

W réwnaniu tym poszczeg6lne wielkosci oznaczaja:

M - molowa entalpia wkasciwa w danej temperaturze T, w warunkach

standardowych, uwzgledniajaca entalpie chemiczna,

(Mst)? - izobaryczny przyrost entropii sktadnika od temperatury odniesie-

nia Tq do temperatury T, w warunkach standardowych, uwzglednia-
jacy entroppie chemiczna,

(MR) - uniwersalna stata gazowa,

Pw ~ cisnienie wzgledne, obliczone jako stosunek cisnienia roztworu

do cisnienia standardowego,

n - sumaryczna liczba kilomoli roztworu.
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W literaturze czesto operuje sie Tunkcja zwang zredukowang Tfunkcja

Gibbsa, zdefiniowang nastepujaco [3]:

MidO - (MO
2

A = (Mst)0 T . ©)

gdzie:
(Mi)0 - entalpia chemiczna, wyznaczona dla temperatury odniesienia w wa-

runkach standardowych.

Po wprowadzeniu (4) do (3) otrzymuje sie:

G = ny {(Mido " TOTi +T (R) IniT Pw } - ®
i=I 1

Minimum swobodnej entalpii (5) wyznacza sie przy warunkach wynikajacych z
bilanséw substancjalnych. Liczba tych réwnan wynika z liczby pierwiastkéw
bioragcych udziat w procesie. Liczbe te oznaczono przez L. Dla kazdego
pierwiastka oblicza sie liczbe kilomoli tego pierwiastka f , zawartych w
substratach procesu, przy czym wielkos¢ te zwykle odnosi sie do jednostki
paliwa. Spednienie bilansu ilosci substancji w odniesieniu do poszczegdélnych

pierwiastkéw wymaga spednienia ukdadu réwnan:

\" ak,{ n. = F k=1, 2.... L. ®)

W réwnaniu tym, a” sg tzw. wspotczynnikami stechiometrycznymi, podajacymi
liczbe Kkilomoli k-tego pierwiastka, wystepujacych w 1 kilomolu i-tego
sktadnika roztworu.

Do réwnan typu (6) nalezy dolgaczy¢ nierdéwnosci typu:

ng+0, i=1.2.... N\ (@)

gwarantujace nieujemne wartosci ilosci Kkilomoli poszczegélnych sktadnikow

roztworu.
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W metodzie opartej na rozwigzywaniu ukd#adu réwnan réwnowagi poszukiwano

minimum wyrazenia

f= \i(_ll 5 " ini’ n2 v pr ts)

z warunkami (6) i (7). W réwnaniu (8) przez M oznaczono liczbe niezaleznych

réwnan roéwnowagi, - wartosci staltej roéwnowagi chemicznej dla poszczegol-
nych reakcji, natomiast <f* oznaczaja odpowiednie réwnania na statg réwnowagi .

Prébowano takze zastosowa¢ metode, ktéra czesciowo #*aczytaby w sobie obie

powyzsze, poszukujac minimum wyrazenia

H =1ex G+ c2 Fj, (9)

gdzie:
i e2 oznaczaja dowolne liczby, natomiast F definiowane jest roéwnaniem

@), ale liczbe sktadnikéw sumy (8) zwykle ograniczano do wartosci < M

3. ALGORYTMY OPTYMALIZACJ1 ZASTOSOWANE W PRACY

Wyznaczenie minimum potencjatu Gibbsa czy sumy kwadratéw niezgodnosci
réwnan roéwnowagi stanowi od strony matematycznej problem wyznaczenia ekstre-
mum warunkowego z liniowymi ograniczeniami roéwnosciowymi i nierdéwnosciowymi.
Pomimo ze problem ten nalezy do klasycznych probleméw termodynamiki, jego

rozwigzanie moze stwarza¢ liczne trudnosci obliczeniowe. Trudnosci te

zwigzane sa przede wszystkim 2z wymiarowoscig problemu oraz z ksztalttem

funkcji celu. Liczba zmiennych decyzyjnych sugerowataby stosowanie metod

gradientowych, ktére jednak nie zawsze sg efektywne 2z uwagi na ksztatt

funkcji celu. Ponadto wsréd niewiadomych wystepuja skdadniki, ktérych ilosci
réznig sie o Kkilka rzedéw. Stwarza to trudnosci w ustaleniu Kierunku
poszukiwan i kryterium zakonczenia obliczen. Najwieksze trudnosci stwarza
ksztatt funkcji celu. Ma ona bowiem gkeboki, waski ale dtugi "wawéz'. Dotyczy
to szczegblnie niskich temperatur i metody réwnan réwnowagi. Ponadto

ekstremum czesto znajduje sie na lub w poblizu ograniczen, ktére dodatkowo
wycinaja w tym wawozie ostrza o dos¢ skomplikowanych ksztaktach. Pochylenia

wawozu w kierunku ekstremum jest nieznaczne, a posuwajac sie wzdtuz niego
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mozna napotka¢ na minima lokalne, spowodowane najprawdopodobniej niedokta-
dnosciami aproksymacji funkcji kalorycznych oraz biedami zaokraglen zwiagzany-
mi z arytmetyka komputera. Specyficzne whasciwosci funkcji celu powodujg, ze
trudno jest méwi¢ o optymalnej metodzie poszukiwania ekstremum. W literaturze
przedmiotu powszechna jest zreszta opinia [4], ze nie istnieje uniwersalna
metoda poszukiwania ekstremum 2z ograniczeniami, ktéra mogtaby speknic
wszystkie wymagania stawiane przez uzytkowanika. Co wiecej, okazato sie, ze
metoda, ktoéra dawata zadowalajace rezultaty w wielu przypadkach zawodzida w
innych, przy czym przypadki te czesto roéznida nieznaczna zmiana parametrow
termicznych lub liczby sk#adnikéw roztworu.

Dla potrzeb rozpatrywanego problemu wykorzystano wiele procedur optymali-
zacji. Byty one przedstawicielami g#oéwnych typéw algorytméw optymalizacyj-
nych, tzn. prébowano metody gradientowe i bezgradientowe, z modyfikacjg i1 bez
modyfikacji kierunku poszukiwan, oparte na funkcji kary i rzutowaniu na
ptaszczyzny ograniczen. Kierowano sie przy tym wskazéwkami literaturowymi
[4] lub tez rezultatami prac innych autoréw, zajmujacych sie tg problematyka
Cpor. [1])- Na ogét najwieksza popularnoscig ciesza sie metody gradientowe z
przesuwang Tfunkcja kary. Okazato sie jednak, ze przy wiekszej liczbie
sktadnikéw, szczeg6lnie w tych przypadkach, gdy ekstremum znajdowato sie na
ograniczeniach (np. dla niskich temperatur), metoda ta okazywata sie
nieprzydatna. Czesto bowiem minimum bezwarunkowe skorygowanej o ograniczenia
funkcji celu znajdowato sie na zewngtrz ograniczen, co uniemozliwiato
obliczenie logarytméw wystepujacych w réwnaniach (G) lub (8). Sztuczne
ograniczenie kroku powodowato, ze tworzony byt zupeknie TFakszywy Kkierunek
poszukiwan. Ponadto metody Tfunkcji kary powodujg powstawanie “wawozow" w
poblizu ograniczen. Dlatego nieprzydatne byty metody oparte na wewnetrznej
funkcji kary z uwagi na potozenie ekstremum na lub w poblizu ograniczen.

Podobnie niekorzystne rezultaty przyniosto zastosowanie metody polegajacej
na aproksymacji funkcji celu formg kwadratowg i nastepnie poszukiwanie
minimum tej formy. Metoda ta przynosi =zachecajace wyniki przy niewielkiej
liczbie sktadnikéw (por.[51). Przy wiekszej liczbie skd#adnikéw metoda ta
zawodzi .

Ostatecznie postugiwano sie w obliczeniach dwiema metodami: gradientu
sprzezonego z rzutowaniem oraz zmodyfikowang metoda Neldera-Meada. W obydwu
metodach przed przystgpieniem do obliczeh rozwikbywane sa ograniczenia
réwnosciowe. Umozliwia to zmniejszenie wymiarowosci wektora poszukiwanych
wielkosci. Zadanie to rozwigzuje sie za pomocg metody Gaussa-Jordana z

wyborem elementéw podstawowych.
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Wspodrzedne punktu startowego wyznaczono za pomoca oryginalnego algorytmu

opisanego w [5], Algorytm ten umozliwia okreslenie dopuszczalnego zakresu

zmiennosci poszczegb6lnych niewiadomych no N: s ktoére gwarantuja
s iT
spednienie ograniczen. Warto$¢ zmiennej n®, przyjmowana jako wartosé

startowa, moze by¢ ustalona z réwnania:
ni=niD+” (niG"™ni 03"

Zmieniajac wartos¢ £ mozna uzyskiwaé rozmaite punkty startowe. Jest to

szczeg6lnie wazne w zwigzku z mozliwosScig pojawienia sie ekstreméw lokalnych.

3.1. Metoda gradientu sprzezonego z rzutowaniem

W metodzie gradientu sprzezonego z rzutowaniem w pierwszym kroku znajduje
sie punkt P , nalezgcy do zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Dalsze iteracje
polegaja na tym, ze dla danego punktu generuje sie dopuszczalny kierunek
poprawy, a nastepnie, w wyniku minimalizacji w tym kierunku z uwzglednieniem
ograniczen, otrzymuje sie punkt P W celu utworzenia dopuszczalnego
kierunku gradientu funkcji celu ze znakiem minus na $ciane zbioru rozwigzan
dopuszczalnych, na ktérej znajduje sie punkt P . Takie postepowanie jest
uzasadnione liniowoscig ograniczen. Za kryterium stopu przyjmuje sie warunek,
by norma wektora kierunku poprawy bydta mniejsza od zadanej wartosci e.

Wykorzystane w pracy procedury optymalizacyjne zostaly zaczerpniete z [6],
Procedury te zostaly zaadaptowane dla IBM PC miedzy innymi przez prowadzenie
obliczen z podwéjnej precyzji z uwagi na krotkie stowo komputera.

Metoda gradientu sprzezonego z rzutowaniem okazata sie jednak w wielu
przypadkach mato efektywna. Obliczenia najczesciej konczyty sie komunikatem,
ze z powodu btedéw numerycznych nie jest mozliwe poprawienie ostatniej
iteracji. Komunikat taki pojawia sie w przypadku, gdy norma wektora kierunku
poprawy jest wieksza od zadanej wartosci, ale krok przy poszukiwaniu minimum
w zadanym kierunku jest bliski zera. Otrzymane w ten spos6b rozwigzanie byto

zwykle dos¢ odlegte od minimum. tatwo mozna bydo to stwierdzi¢ przez

obliczenie statych réwnowagi chemicznej.

3.2. Zmodyfikowana metoda Neldera - Meada
Klasyczna metoda Neldera-Meada stuzy do wyznaczania ekstremum bez ograni-
czen. Dla potrzeb rozpatrywanego problemu zostata zmodyfikowana z myslg

o liniowych ograniczeniach réwnosciowych i nieréwnosciowych. Efektywnos¢ tej
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metody znacznie maleje ze wzrostem wymiarowosci problemu i1 jest ona o wiele
wolniejsza od metody gradientu sprzezonego. Tym niemniej jest ona nieczuta
na ksztatt funkcji celu i jednym zagrozeniem dla jej efektywnosci moga byc
minima lokalne. Z punktu widzenia ksztattu funkcji celu wazne jest, ze dobér
punktéw potozonych w obszarach funkcji reprezentujacych sobg strome, waskie
wawozy nie powoduje zmniejszenia zbieznosci. Ponadto w trakcie posuwania sie

w kierunku minimum metoda eliminuje -silne nieliniowosci. Doda¢ nalezy, ze

prezentowana w niniejszej pracy zmodyfikowana metoda Neldera-Meada nie jest

znang w literaturze metoda Complex [4]. Proébe wykorzystania jej dla potrzeb
wyznaczania sktadu réwnowagowego podjeto w [7]. Opracowany tam program okazat
sie jednak zawodny przy duzej liczbie skdadnikéw, a zwhkaszcza dla przypadkéw,

w ktorych ekstremum znajdowato sie na lub w poblizu ograniczen.

Metoda Neldera-Meada polega na utworzeniu w przestrzeni (n + 1) wymiarowej
n-wymiarowego sympleksu o (n + 1) wierzchotkach w taki sposéb, aby byka na
nich rozpieta powierzchnia okreslona przez badang funkcje celu. Odlegtosciami
miedzy wspédrzednymi wierzchotkami P~ sympleksu zwana jest dalej krokiem. W
kolejnych iteracjach dokonuje sie przeksztatcenia sympleksu w odpowiedni
spos6b tak dbugo, dopoki jego krok nie bedzie wiekszy od zatozonej
doktadnosci c.

Ograniczenia roéwnosciowe sg uwzglednione przez eliminowanie pewnej liczby
zmiennych niezaleznych, réwnej liczbie ograniczen réwnosciowych.

Bardziej zkozone jest uwzglednianie ograniczen nieréwnosciowych. Prze-
ksztatcenie symplesku polega w ogélnosci na odpowiednim odbiciu wierzchotka
P, w ktorym funkcja celu przyjmuje najwiekszg wartos¢ wzgledem punktu P
ktory jest Srodkiem ciezkosci pozostatych (poza P) punktéw. W Efekcie uzysku-
je sie nowy punkt P1, ktoéry lezy na prostej +*aczacej punkty P i P. Punkt P®
moze zosta¢ whaczony do sympleksu, jezeli spednione sa wszystkie ograniczenia
nieréwnosciowe. W takim przypadku algorytm Neldera-Meada moze by¢ uzyty w
oryginalnej wersji. W przeciwnym razie mozliwe sg dwa przypadKki:

a) zamiast punktu P,_' do symplekiu wkacza sie punkt P,’,‘k przeciecia prostej
przechodzacej przez punkty P , P z tg hipgrp%aszczyzna ograniczenia
nieréwnosciowego, ktéra lezy najblizej punktu P .

b) punkt P zostaje whkaczony do sympleksu, ale nadaje sie funkcji celu w tym
punkcie duzg wartos¢ (funkcja kary).

Wed¥ug punktu b) postepuje sie wtedy, gdy na danej hiperptaszczyznie

ograniczen, gkdzie lezy punkt P#, znajduje sie juz n punktéw sxmpleksu wzgle-

dnie punkt P lezy na tej samelj ptaszczyznie ograniczen co PM. Postepowanie

to ma celu unikniecie sytuacji, gdy wszystkie punkty sympleksu lezg na jednej
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ptaszczyznie ograniczenia nieréwnosciowego. Redukcji ulega wtedy wymiar

sympleksu.

Taki spos6b postepowania jest efektywny w przypadku, gdy ekstremum nie
lub w poblizu ograniczen. Wielowymiarowa, przestrzenna bryta
a w ostrzach

znajdzie sie na
sympleksu bardzo wolno przemieszcza sie w poblizu ograniczen,
jej przemieszczanie moze by¢ w ogéle zatrzymane.

Modyfikacja dziatania metody polegata w dalszym ciagu na tym, ze po
zakonczeniu obliczen metodg Neldera-Meada, tzn. po osiagnieciu przez Kkrok
zatozonej wartosci zostaje wygenerowany punkt P , lezacy w Srodku ciezkosci
sympleksu i obliczona wartos¢ funkcji celu w tym punkcie. Jezeli wartosc¢
funkcji celu w punkcie Pg jest mniejsza od wartosci funkcji celu w punktach
sympleksu, to punkt Pg zostaje uznany za rozwiazanie problemu. Jezeli punkt
sympleksu, w ktérym funkcja celu osigga wartos¢ najmniejsza, nie lezy na
ograniczeniu lub w jego bliskiej, zadanej odlegtosci, to obliczenia mogg byc¢
kontynuowane ze zwiekszong doktadnoscia, zgodnie 2z wartoscig odpowiedniej
zmiennej sterujacej. Jezeli natomiast punkt sympleksu, w ktérym funkcja celu
osigga wartos¢ najmniejsza, lezy na ograniczeniu lub w jego bliskiej
odlegtosci, nastepuje redukcja wymiarow sympleksu i poszukiwanie ekstremum na
ograniczeniu. Gdy przemieszczanie sympleksu po hiperptaszczyznie ograniczenia
staje sie niemozliwe (p- w poblizu innych ograniczen), to dalsze
poszukiwanie ekstremum odbywa sie metoda Hooke"a-Jeeves"a. Liczba krokow
niezbednych dla wyznaczenia ekstremum jest na og6+ niewielka, gdyz
rozpoczecie poszukiwan rozpoczyna sie zwykle w niewielkiej odlegtosci od
rzeczywistego minimum. Punkt, w ktérym funkcja celu osigga minimalng wartos¢
na danej hiperptaszczyznie, zostaje wikaczony do pierwotnego sympleksu w
miejsce punktu lezacego na tej samej plaszczyznie, w ktorym Funkcja celu
osigga wartos¢ najwieksza.

Nastepnie ponownie uruchamia sie metode Neldera-Meada dla sympleksu o
pierwotnych wymiarach. Ten sposéb umozliwa bardzo efektywne przemieszczanie
sie sympleksu w poblizu ograniczen, a takze duza jego elastycznos¢ wewngtrz
ostrza.

Jako kryterium zakonczenia obliczen przyjmuje sie ddugos¢ kroku lub tez
wazong d¥ugos¢ kroku, tzn. wspoéirzedne punktu mnozone sg przez wartos¢ bez-
wzgledng entalpii  skladnikow. Ten drugi sposéb w wielu przypadkach

gwarantowat wieksza pewnos¢ osiggniecia minimum.
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4. WYNIKI BADAN I WNIOSKI

Prezentowane w niniejszym punkcie wnioski dotycza metody Neldera-Meada,
ktéra pewniej prowadzita do rozwigzania niz metoda gradientu sprzezonego,
chociaz obydwie metody stosowane byty w obliczeniach réwnolegte. Oblicze-
nia prowadzono dla warunkéw termicznych opisywanych we wstepie artykudu.
Réwnania aproksymujace zredukowanga funkcja Gibbsa oraz wartosci entalpii
odniesienia zaczerpnieto z [3]. Obliczenia prowadzono dla réznych sktadéw
paliwa, stosunkéw nadmiaru powietrza, zawartosci posiewu itp. Wielkosci te
nie maja jednak istotnego znaczenia z punktu widzenia probleméw opisywanych w
niniejszym artykule i wyciggnietych wnioskéw.

Przeprowadzone obliczenia wykazaty, ze uzyskanie rozwigzania w wyniku
minimalizacji sumy kwadratéw niezgodnosci roéwnan roéwnowagi jest bardzo
trudne, a whasciwie praktycznie niemozliwe. Sktada sie na to szereg przyczyn.
Przede wszystkim funkcja celu jest silnie nieliniowa. Nieznaczne zmiany
ilosci niektérych skkadnikéw, zwhkaszcza tych, ktorych udziaty sg bliskie
zeru, moga powodowaé¢ bardzo duze zmiany funkcji celu. Z drugiej strony wpkyw
tych niewielkich zmian na funkcje kaloryczne jest nieznaczny. Ponadto state
réownowagi chemicznej dla poszczegélnych reakcji réznig sie czesto o
kilkanascie i wiecej rzedéw, gdyz trudno jest dobra¢ reakcje chemiczne o
zblizonych wartosciach statych roéwnowagi. Mimo podjetych préb pewnego
normowania Ffunkcji celu wystgpity powazne trudnosci z ustaleniem Kkryterium
konca obliczen. Niezbedne stato sie wprowadzenie do réwnania (8) odpowiednich
wag, ktore jednak winny by¢ zmieniane przy zmianie parametréw termicznych, co
z kolei wymaga przewidywania wpdywu niezgodnosci kolejnych réwnahn réwnowagi
na niedoktadnos¢ wynikéw. Takie postepowanie jest konieczne, gdyz np. w

niskich temperaturach (2000 K) niezgodnos¢ réwnania rownowagi reakcji

CO + 2 °2 = C°2
ma o wiele wiekszy wpdyw na funkcje kaloryczne niz niezgodnos¢ réwnania
reakcji

KO =K + ] 02,

poniewaz ilos¢ KO jest w tych warunakch bliska =zeru i niedoktadnosé
wyznaczenia tej wartosci moze dochodzi¢ do kilku rzedéw, a mimo to jej wphyw

na funkcje kaloryczne jest niewielki.
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Jezeli wag tych nie uwzgledni sie w funkcji celu (8) uzyskane wyniki sa
niestabilne i dalekie od poprawnych. [Ilustruje to tablica 1. w ktoérej
przedstawiono wartosci entalpii i entropii roztworu na 1 kg paliwa dla
temperatury roztworu T = 2000 K przy réznych cisnieniach wzglednych roztworu
p - Poniewaz dobdr tych Wag jest bardzo ucigzliwy, przedstawiong metoda

nalezy uzna¢ za nieprzydatng.

Tablica 1
Wartosci entalpii X i entropii S dla T = 2000 K uzyskane metodg

minimalizacji niezgodnosci réwnan roéwnowagi

' Pw 1,5 4,0 6,5 9,0 11,0 12,5

1 kJ/kg 43 141 39 812 41 772 35 416 39 000 41 205

S kJ/kg K 9. 1 92,1 90,9 88,5 88,6 88,7

Tablica 2
Wartosci entalpii 1 i entropii S dla T = 2000 K uzyskane metoda
minimalizacji entalpii swobodnej

Pw 1,5 4,0 6,5 9,0 11,0 12,5
kJ/kg -1230,8 -1042,1 -2515,7 -936,5 -1593,3 -4078,4

S kJ/kg K 82,2 80,3 78, 6 78,2 77,5 76,2

12 kJ/kg -4120,6 -4119,2 -4129, 5 -4135,3 -4134,6 -4178,4

S2 kJd/kg K 81,7 79,2 77,9 77,1 76,6 76,2
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Tablica 3
Wartos¢ entalpii 1 i entropii S dla T = 3500 K
uzyskane metoda minimalizacji entalpii swobodnej
1,5 4,0 6,5 9,0 11,0 12,5
pw
1j kJ/kg 44 770 38 240 35 910 34 010 33 040 32 440
Sj kJ/Zkg K 98,7 93,9 91,9 0, 4 89,6 89,0
12 kJ/kg 44 300 37 820 35 260 33 610 32 680 32 120
S2 kJd/kg K 98,7 93,9 91,8 90,4 89, 6 89, 1

Bardzo dobre rezultaty uzyskane dla metody opartej na minimalizacji
potencjatu Gibbsa. W tablicy 2 przedstawiono wartosci entalpii i entropiii
roztworu na 1 kg paliwa dla temperatury roztworu T = 2000 K, przy czym
indeksem 1 oznaczono wyniki uzyskane za pomocg metody Neldera-Meada bez
modyfikacji dziatania w poblizu ograniczen, natomiast indeksem 2 oznaczono
wyniki uzyskane dzieki modyfikacji metody. 2 tablicy tej wynika celowos¢
przeprowadzenia opisanej w punkcie 2.2. modyfikacji. W tablicy 3 przedstawio-
no rezultaty dla temparatury roztworu T = 3500 K. W tej temperaturze minimum
potencjatu Gibbsa potozone jest w dos¢ znacznej odlegtosci od ograniczen i
dlatego wyniki przed i1 po modyfikacji réznig sie nieznacznie. Kontrolne
obliczenia stalych réwanowagi dla wybranych reakcji wykazujag jednak

zdecydowane zalety modyfikacji np. dla reakcji

N2 + 02 = 2 NO

niedoktadnosci speknienia jej roéwnania roéwnowagi dochodzg do 50 % (przy

P, =1,5) dla metody bez modyfikacji podczas gdy nie przekraczajg 5% po
przeprowadzeniu modyfikacji.

W niskich temperaturach (T = 2000 K) vroéznice te sa juz ogromne i
niezgodnos¢ roéwnania roéwnowagi reakcji tworzenia tlenku azotu jest Kkilka

tysiecy razy wigksza dla przypadku bez modyfikacji w poréwnaniu z metoda po
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modyfikacji. Warto jeszcze zauwazy¢, ze suma kwadratéw niezgodnosci réwnan
réwnowagi, obliczona na podstawie uzyskanych rezultatéw, jest czesto wieksza
od sumy uzyskanej w wyniku minimalizacji funkcji celu (8). Jednakze wieksze
niezgodnosci dotyczg roéwnan mniej istotnych z punktu widzenia obliczania
funkcji kalorycznych, a znacznie bardziej czutych na zmiany ilosci kilomoli
sktadnikoéw.

Zupednie nieprzydatna okazata sie- metoda oparta na minimalizacji funkcji
(9. Metoda ta miata w zamierzeniach eliminowaé niebezpieczenstwo miniméw
lokalnych. Ograniczenie liczby réwnan roéwnowagi Mj do kilku wybranych
powodowato, ze skkadniki wystepujace w tych réwnaniach wyznaczane bydty z
duza doktadnoscig, ale pozostate z o wiele gorszg. Natomiast przyjecie Mj =
M bytoby zupednie nieuzasadnione.

Przeprowadzone obliczenia wykazaty takze, ze najbardziej niezawodnymi
metodami wyznaczania minimum entalpii swodobnej sa metody najprostsze,
gwarantujgce osiagnigcie ekstremum z zadang doktadnoscig. Okazato sie takze,
ze efektywnym kryterium zakonczenia obliczehn jest kryterium wazonego kroku,
tzn. kroku uwzgledniajacego wartosci bezwzgledne entalpii skkadnikéw. Wynika
to z faktu, ze o wartosci potencjatu Gibbsa decyduje iloczyn entropii i
temperatury, entalpia za$ wptywa dopiero na czwarte (ewentualnie trzecie)
miejsce znaczgce Tfunkcji celu. Dlatego wartosci entropii sg zwykle dos¢
stabilne, mimo niestabilnych wartosci entalpii (por. tablica 2). Wprowadzenie
entalpii do kryterium zakonczenia obliczen pozwala lepiej uwzgledni¢ jej
wpdyw na wyniki.

Na rys. 1 przedstawiono wybrane dwie 1izobary i dwie izotermy na wykresie
entalpia - entropia, obrazujace zakres parametréow, dla ktérych prowadzono
obliczenia. Linie ciagte odpowiadaja wynikom uzyskanym za pomoca metody
zmodyfikowanej, a krzyzykami - bez modyfikacji. Wykres ten stanowi jeszcze

jedno potwierdzenie przedstawionych tu wnioskoéw.



Rys.l. Wybrane izobary 1i 1izotermy na wykresie entalpia - entropia dla
roztworu spalin
Fig.1l. Some selected isobars and isotherms in the enthalpy - entropy diagram

for the mixture of flue gases
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Abstract

The problem of determining the equilibrium composition of the gaseous
mixture is one of the classical problems of thermodynamics. However, when the
number of components is large, some numerical difficulties arise.

Usually two methods are employed:
- minimizing the Gibbs function,
- solving the equation set, containing the equilibrium constant-composition
relationships.

Both methods have been investigated . Moreover, the combination of those

methods was also examined.
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However, when the number of components is Jlarge only the method of
minimizing the Gibbs function is efficient.

Various methods for optimization have been tried to choose the best one.
The main difficulties result from the shape of the objective function. It
looks like a very deep, narrow and long canyon. Besides, the number of moles
for various components differ substantially. Therefore, a lot of efficient
optimization procedures are useless. It appeared that a very simple algorithm
of the modified Nelder-Mead method procedure was very efficient. Also
gradient methods were examined but the results were much worse. The
modification of the Nelder-Mead method is described in detail.

Some results are shown in the paper. They refer to high temperature
combustion gases at temperature 2000-3500 K, containig 15 components. In

particular, the case relates to a combustion chamber of the MHD generator.



