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1. CEL I ZAKRES PRACY

.W procesie projektowania przekładni zębatyoh zaobodzi potrzeba doboru 
oech konstrukcyjnych i teohnologioznyoh zazębienia. Właśoiwy dobór tych 
ceoh wiąże się bezpośrednio z problemem optymalizacji przekładni zębatej. 
Podstawą optymalizacjivjest śoisłe określenie funkcji - kryterium opty
malizacji - zwanej także funkcją celu lub funkcją kryterialną. W projek
towaniu przekładni zębatej wymaga się spełnienia nie Jednego,lecz przynaj
mniej kilku kryteriów. Kryteria te są sobie najczęściej przeoiwstawne.np.: 
wysoka trwałość,niski koszt i mały ciężar/ Z tego względu konieczne jest 
stosowanie optymalizacji wielokryteriałnej. Zagadnienie optymalizacji prze
kładni zębatej jest problemem złożonym, próby rozwiązania tego zagadnie
nia były podejmowane przy wykorzystaniu ETO [jL. 20, 39, &9j. i

Optymalizacja oeoh geometrycznych zazębienia nie sprawia większych tru
dności w procesie projektowania. Natomiast znaczne trudności występują 
przy uwzględnieniu wpływu tyoh oeoh na stan dynamiozny przekładni. Istot
nym problemem jest uwzględnienie w metodach obliczeniowych możliwych sta
nów dynamicznych i ioh wpływu na prawidłową współpracę kół zębatyoh i trwa
łość przekładni. Doskonalenie obecnie stosowanyoh metod obliczeń wytrzy
małościowych kół zębatyoh wymaga określenia wartości obciążeń dynamicz
nych oraz informacji o zmianie tyoh obciążeń na odcinku przyporju.Warto
ści oboiążeń dynamicznych i ioh rozkłady na odcinku przyporu uzależnione 
są między innymi od wielu ceoh zazębienia. Doświadczalne wyznaczenie wpły
wu różnych parametrów zazębienia na zjawiska dynamiczne w przekładni jest 
nierealne ze względu na dużą liczbę ich kombinacji, które mogą wystąpić w 
praktyce. Z tego względu celowe jest opracowanie analityoznej metody wy
znaczania oboiążeń dynamicznych w oparciu o przyjętą koncepcję modelu dy
namicznego przekładni. W pracy wykorzystano numeryczną metodę opartą na 
dyskretnym modelu dynamioznym przekładni, opraoowanym wg koncepcji L.Mtil- 
lera.

Celem pracy jest przeanalizowanie, na podstawie wyników obliczeń nume
rycznych, wpływu doboru najbardziej istotnyoh oech zazębienia na zjawiska 
dynamiczne w przekładni zębatej o zębach prostych.

W szczególności oelem tym jest określenie wpływu następujących ozynni- 
ków:
- współczynnika tłumienia,
- luzu międzyzębńego,
- charakterystyki sprężystej zazębienia,
- wskaźnika zazębienia,
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- odchyłek wykonawczych,
- różnych sposobów modyfikacji zarysu zęba,
- odchyłek zarysu zęba, wywołanych wskutek Jogo zużycia.
Analiza uzyskanych danych liczbowych pozwoliła ustalić istotne i dająoe 
się pominąć wpływy różnyoh czynników, a także granice dopuszczalnyoh upro- 
szczeń obliczeniowych.

Istotny wpływ na stan dynamiozny przekładni wykazują odchyłki wykona
nia kół zębatyoh. Odchyłki te wiążą się bezpośrednio z etapami procesu wy
twarzania kół zębatyoh i mogą być podzielone na odohyłki korpusu koła,za
zębienia oraz montażu pary kół. Niektóre przyrządy pomiarowe,stosowane do 
sprawdzania kół zębatych, rejestrują łączne działanie kilku odchyłek.Naj
większe znaczenie dla oceny stanu dynamicznego przekładni ma odohyłka współ
pracy jednostronnej, stanowiąca wartość wypadkową licznych odohyłek wyko
nawczych. Odchyłkę tę wyznacza się za pomocą przyrządu do badania współ- 
praoy sprawdzanego koła z kołem wzorcowym. Przedstawia ona różnioę między 
rzeczywistym kątem obrotu badanego koła a kątem wynikająoym z przełożenia, 
przy stałej odległości osi obu kó^ i stykaniu się zawsze tyoh samych (le
wych lub prawyoh) boków zębów. Przyrząd rejestruje zarówno odchyłkę kine- 
matyozną przekładni, zwykle o ozęstotliwośoi obrotów koła oraz odchyłkę 
kinematyozną na podziałoe o ozęstotliwośoi zazębienia. Odchyłkę kinematy
czną na podziałoe koła można w ogólnym przypadku rozłożyć na składową okre
sową, wywołaną np. odchyłką kąta zarysu narzędzia i składową losową pow
stałą na skutek np. niejedqpstajnośći pedziałek. Jednym z zadań pracy jest 
ooena wpływu obu składowych odohyłek wykonania kół zębatyoh na oboiążenia 
dynamiczne przekładni o zębach prostych.

Dla zmniejszenia efektów dynamicznych, spowodowanyoh zmianą sztywności 
zazębienia, stosuje się w praktyoe produkcyjnej modyfikację zarysu zęba. 
Dotychozas najozęściej stosowało sję modyfikaoję po tzw. "krótkiej ewol- 
wenoie" (modyfik. MAAGA). 1# praoaoh [l . 37, 42] zaproponowano inny sposób 
modyfikaoji po tzw. "długiej ewolwenoie", który umożliwia znaczne obniże
nie oboiążeń dynamicznych w przekładniaoh wykonanyoh dokładnie. Vpływ mo
dyfikaoji zarysu zęba na zmniejszenie efektów dynamicznych jest ograni
czony wskutek oddziaływania odchyłek wykonawczych zazębienia,które wystę- tłpują w rzeczywistej przekładni. Jednym z zadań praoy Jest przeprowadzenie 
analizy dynamicznej obu rozpatrywanych sposobów modyfikaoji, a także ooe
na wpływu losowych odohyłek zazębienia oraz wartości oboiążenia przenoszo
nego prze? przekładnię na efektywność modyfikaoji.

Dalszym celem praoy' Jest przeanalizowanie możliwości wykorzystania nu
meryoznej metody wyznaczania oboiążeń dynamicznych w obliczeniach wytrzy
małościowych zazębienia. Zaproponowano nowy sposób obliczeń,który uwzględ
nia indywidnalne wartości współczynnika oboiążeń dynamicznych. Sposób ten 
opiera się na numerycznym wyznaczeniu chwilowyoh wartośoi naprężeń w prze
kroju podstawy zęba oraz naoisków na jego powierzohni.Po Indywidualnym roz
patrzeniu zmian tyoh wartości, w zależności od położenia punktu styku zę-
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bów na odoinku przyporu, można zdefiniować współczynniki obciążeń dynami- 
oznyoh dla celów praktycznych.

Praca podzielona Jest na dwanaście rozdziałów. W rozdziale' 2 przed
stawiono wybrane zagadnienia modelowania zjawisk dynamioznych w przekład
niach zębatych oraz uzasadniono wybór przyjętego modelu dynamicznego prze
kładni o zębach prostych. V rozdziale tym podano bezwymiarową postać rów
nania różniczkowego opisującego względny ruch pary kół zębatych oraz przed
stawiono algorytm numerycznego rozwiązywania tego równania. W oparciu o 

uzyskane wyniki rozwiązań tego równania w rozdziałach 3-9 przeanalizowano 
wpływ rozpatrywanych cech konstrukcyJnyoh i technologicznych zazębienia na 
obciążenia dynamiozne. ¥ rozdziale 10 przeprowadzono weryfikację uzyska- 
nyoh analitycznie wyników badań przez porównanie z rezultatami badań eks
perymentalnych różnyoh autorów. Perspektywy zastosowania numerycznej me
tody wyznaczania oboiążeń dynamicznych w obliczeniach wytrzymałościowych 
zazębienia podano w rozdziale 11, w którym zaproponowano nowy sposób obli
czeń, oparty na wykorzystaniu indywidualnych wartości współozynników ob

ciążeń dynaninznyoh. Rozdział 12 zawiera podsumowanie oałośoi pracy i wnio
ski.



2. MODEL DYNAMICZNY PRZEKŁADNI ZĘBATEJ

2.1. Problemy modelowania zjawisk dynamioznyoh w przekładni zębatej

Proces modelowania zjawisk dynamioznych w przekładni zębatej obejmuje 
dwa zasadnicze etapy - zbudowanie modelu nominalnego (fizycznego) i mate
matycznego. Model fizyczny powinien dostateoznie wiernie odtwarzać badany 

^obiekt rzeczywisty, tj. przekładnię zębatą, pod kątem widzenia jej stanu 
dynamicznego, a jednocześnie być możliwie prosty i łatwy w badaniu.Pod po- 
jęciem dostatecznej wiernośoi rozumie się dostateczną zgodność rezultatów 
badan modelu i obiektu rzeczywistego. Po określeniu modelu fizycznego moż
na przystąpić do opisu matematycznego jego cech i procesów w nim zachodzą
cych. Prowadzi to do podania pewnego zbioru zależności matematycznych no
szącego nazwę modelu matematycznego, który powinien w sposób jednoznaczny 
odpowiadać modelowi nominalnemu.

Przyjęcie stopnia uproszczenia modelu fizycznego jest zagadnieniem tru
dnym, gdyż przekładnia zębata jest obiektem nieliniowym i ciągłym,a ponad
to występują w niej różne rodzaje drgań. Idealny model fizyczny powinien 
być zatem nieliniowy o nieskończonej liczbie stopni swobody oraz powinien 
umożliwiać rozpatrywanie drgań skrętnych, giętnych, promieniowyoh i wzdłuż
nych. Sporządzenie takiego modelu jest możliwe, ale nieoelowe,bo model ma- 
tematyozny ma wówczas tak złożoną postać, że posługiwanie się nim jest zna
cznie utrudnione, nawet przy zastosowaniu ETO. Dlatego w przypadku prze
kładni zębatych najozęśoiej są stosowane modele o budowie dyskretnej,umo
żliwiające rozpatrywanie tylko drgań skrętnych £l. 6, 17, 22, 2 5 , 2 6 , 35, 
*ł5, 62]. Spotyka się także modele przekładni jednostopniowej,które uwzglę
dniają; oprócz drgań skrętnyoh, drgania giętne lub promieniowe podpór
[L. Ul, U7, 60].

W pracach na temat badań dynamioznych przekładni zębatych można wyróż
nić dwa najczęściej stosowane sposoby modelowania zjawisk dynamicznyoh. 
Pierwszy sposób modelowania polega na rozpatrywaniu przekładni łącznie z 
innymi elementami układu napędowego, takimi jak: silnik napędowy, maszyna 
robocza oraz człony pośredniozące, tj. wały, sprzęgła i inne. W omawianym 
modelu przyjmuje się zwykle założenie, że zęby przekładni mają stałą (śred
nią) sztywność. ¥ przypadku drugiego sposobu modelowania zakłada się, że 
oboiążenie zewnętrzne przekładni zębatej jest stałe, natomiast jedyną przy
czyną obciążeń dynamioznych przekładni są źródła wewnętrzne,a więo zmien
na sztywność zazębienia, odchyłki wykonawcze i inne.
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Przykład pierwszego sposobu modelowania przedstawiono na rys. 2.1
[l . 26j.

Rys. 2.1. Model dynamiozny układu napędowego [L. 2ó]

Jest to model wiełoraasowy, składający się z szaregu brył o momentach bez
władności ... Iq , połączonych więzami sprężystymi o sztywność lach skrę
tnych o . ... c_ i więzami dyssypaoyjnymi o tłumieniu k , ... k . DoS l SD  a I So
poszczególnych brył układu mogą być przyłożone wymuszenia w postaci momen
tów Mz  ̂ ... Mzn. ¥ przedstawionym modelu silnik jest reprezentowany przez 
parametry 1^,c .j,kg  ̂ oraz utwierdzenie, którym zastępuje się bezwładność 
sieci elektrycznej. Maszynę roboczą reprezentuje człon o parametrach In, 
°sn,ltsn' Model uwzględnia tylko średnią, stałą w czasie, wartość sztywno
ści zazębień oraz zakłada, że tłumienie drgań jest wiskotyczne. Drgania 
skrętne modelu opisuje się ża pomocą układu równań różniczkowych liniowych, 
które przedstawiają model matematyczny badanego napędu. Rozwiązanie tego 
układu równań umożliwia wyznaczenie składowej przejśoiowej i ustalonej prae- 
mieszozeń skrętnych, a następnie momentów dynamicznych występujących w po- 
szozególnyoh miejsoach układu napędowego. Analizująo otrzymane w ten spo
sób przebiegi momentów dynamicznyoh, można wyznaczyć wskaźniki jakości dy
namicznej napędu, przy założeniu, że w zazębieniu nie występują wewnętrz
ne wymuszenia drgań. Wskaźnikami tymi są między innymi: współczynnik prze
ciążenia w trakcie procesu przejśoiowego, częstotliwości rezonansowe,któ
rych liczba jest równa liczbie stopni swobody przyjętego modelu, a także 
współczynniki uwielokrotnienia amplitudy w rezonansach.

Badania analityczne omawianego modelu stwarzają możiiwośoi wpływania na 
charakterystyki dynamiczne układu drogą racjonalnego doboru odpowiednich 
wartości parametrów modelu w procesie projektowania. Przykładowo,dobiera
jąc odpowiodnio wartości; parametrów silnika, przełożeń międzystopniowych, 
momentu bezwładności i sztywności sprzęgła, można wpływać na wartość prze
ciążenia w procesie przejśoiowym lub na położenie stref rezonansowych ukła
du, co jednak dla przekładni przemysłowych pracujących ciągle nie ma isto
tnego znaczenia.
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¥ ostatnim okresie rozwijane są także inne metody modelowania układów ' 
napędowych^ oparte na wykorzystaniu grafów i liczb strukturalnych [l . 1, 77, 
78, 79, 80j . Modelowanie to ma charakter systemowy, tzn. istnieje możli
wość odwzorowania układów mechanicznych za pomocą struktur algebraicznych 
oraz prowadzenia eksperymentu numerycznego.

W wielu przypadkaoh obciążenia zewnętrzne są stałe. Wtedy sposób opisu 
zjawisk dynamicznych, w którym zakłady się stałą sztywność zazębiania,nie 
wnosi bliższyoh informacji o stanie dynamicznym przekładni. Tymozasem na~< 
wet przy stałym obciążeniu w przekładni, mogą wystąpić znaczne obciążenia 
dynamiczne wskutek zmiany sztywności zazębienia, odohyłek wykonawczych zę
bów i innych czynników wewnętrznych.

Drugą grupę modeli dynamicznych przekładni stanowią układy o zmiennej 
sztywności zazębienia [ł, 5, 6, 17, *»6, 6 0, 83]. W tym przypadku, wpływy 
obciążeń zewnętrznych i odchyłek kinematycznych przekładni są pomijane ze 
względu na niską częstotliwość wymuszeń i mały współczynnik uwielokrotnie- 
nia amplitudy, a jako przyczynę obciążoń dynamicznych przyjmuje się źró
dła wewnętrzna o dużej częstotliwości zmian.
Przykład układu zaliczanego do tej grupy modeli przedstawiono na rys. 2.2 
[L. 6, 31] . Model składa się z dwóch kół połąozonych tłumikiem i sprężyną 
o zmiennej sztywności. Sztywność sprężyny jest funkcją czasu,stosownie do 
zmiany liczby zębów będącyoh w zazębieniu. ¥ modelu uwzględniono wpływ od- 
ohyłefe kinematycznych opisanych funkoją Y^(t).

Rys. 2.2. Model dynamiozny przekładni jednostopnlowej [l. 6, 3lJ
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W jednym z najnowszych opracowań [l . 6cQ stworzono model dynamiczny 
jadnostopniowej przekładni zębatej przedstawiony na rys. 2.3. W tym przy
padku para kół zębatych wraz z wałami i łożyskami jest traktowana jako u-
kład złożony z 6 mas, którego ruch jest opisany 6 równaniami różniczkowy
mi. W równaniach tych uwzględniono: I1, I2 - momenty bezwładności zębnika
i koła; m^ , - masy obu kół; cz(t) - sztywność zazębienia; c^, c ^  -
sztywność wałów przy zginaniu; oT1, °T 2 sztywność wałów przy skręcaniu; 
CL1’ °L2 - sztywn°ść łożyskowania; , m ^  - masy wałów przekładni, rb1, 
rb2 - promienie kół zasadniczych, wyliczając ^ , cp2 - kąty obrotu kół; 
V  L1 ’ ?L2 ~ liniowe przemieszczenia wałów; T>2 - liniowe przemieszcze
nia obu kół; y(t) - odkształcenia zębów. Wyniki badań analitycznyoh(prze
prowadzonych w oparciu o ten model^przedstawiono na rys. 2.3, w postaci 
zależności współczynnika od  prędkości ruchu

!t6,0

Irr I hB  A j

E G
Jhl/Uo0=2TT410[1/sec]I irti .

0 0,5 1,0 1J5 2,0 2,5 N -g -

A -zakres mestatecznosci 1 rodzaju 
B -zakres niestateczności 2 rodzaju

Rys. 2.3. Model dynamiczny jednostopniowej przekładni zębatej 
oraz zależność współczynnika K. od prvdkości ruchu QL. 60J

Jak widać w określonych zakresach prędkości, ruoh układu może być niesta
teczny, tj, przy małym tłumieniu obecność nieznacznego wymuszenia prowa
dzi do znacznego powiększenia amplitud drgań. Po przeanalizowaniu otrzy
manych wyników autor opracowania [l. 6o] stwierdził, że model może być u- 
proszczony do postaci przedstawionej na rys. 2.h, gdyż uwzględnienie wpły
wu dalszych czynników (rys. 2.3) nie wnosi istotnych informacji o prze
biegu drgań przekładni, a tylko utrudnia prowadzenie badań analitycznych.
W modelu uproszczonym (rys. 2.1t) bryła o masie m, reprezentującej masę 
kół, powiązana jest z podstawą za pomocą tłumika k  i sprężyny o sztywno* 
śoi o (t), która imituje sprężystość zazębienia. Wyznaozoną w oparoiu o 
ten model zależność współczynnika od prędkości ruchu O)/(i)Q przedsta
wiono na rys. 2.U. Jak widać, wyraźne przyrosty obciążeń dynamicznych ob
serwuje się w tym przypadku nie tylko w strefie głównego rezonansu, ale

\
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7*X ”  \  K.wg wzorów
\ -J  Przybliżonych

0 0,5 0£51,01,15 1,5 Zp-Si

Rys. 2.A. Uproszczony model dynamiczny przekładni oraz zależność 
współczynnika Kd od prędkości ruchu [L. 6o]

również przy prędkości ruchu 10 /(x>0 - 1/2, 1/3, i/1*. W rezonansie maksymal
na wartośó obciążeń dynamicznych maleje ze wzrostem współczynnika tłumie
nia.

Analizę rozpatrywanych modeli dynamicznych przekładni zębatych o zmien
nej sztywnośoi zazębienia przeprowadzono w pracy [L. 62] . W modelach tych 
całkowita sztywność zazębienia opisana jest funkcją czasu lub obrotu koła. 
Wyznaczenie tej funkcji oparte jest na rozpatrzeniu względnych statycz- 
nyeh przemieszczeń kół. Ten sposób opisu zjawisk dynamicznych w zazębie
niu Jest w przybliżeniu poprawny, gdy dynamiczne przemieszczenia względne 
nieznacznie różnią się od przemieszczeń statycznych, oo ma miejsce w przy
padku przekładni wykonanych dokładnie (wartości odchyłek wykonawczych są 
pomijalnie małe w stosunku do przemieszczeń zębów). Istotną wadą omawia
nych modeli jest brak możliwośoi opisywania niejednostajności podziałok kół 
zębatych. V przypadku znacznyoh odchyłek podziałki o wartości większej od 
przemieszozeń statycznych może wystąpić chwilowy brak kontaktu współpra- 
cująoyoh zębów, znajdnjąoych się w strefie przyporu, oo oznacza zmianę rze
czywistej sztywności zazębienia. V modelach tych nie można uwzględnić te
go zjawiska, gdyż sztywność zazębienia opisana jest z góry przyjętą funk
cją obrotu koła. Rozpatrywany przypadek ohwilowego braku styku współpracu- 
jącyoh zębów często występuje w rzeczywistej przekładni i z uwagi na to 
powinien być uwzględniony w modelu.

W ostatnim okresie w praoaoh z zakresu badań dynamicznych przekładni 
rozwijany jest sposób modelowania zjawisk dynaaioznych oparty na opisie 
współpraoy zębów oddzielnie dla jednoparowego i dwuparowego zazębienia, 
przy założeniu stałej lub zmiennej sztywnośoi pary współpraoująoyoh zębów 
na odcinku przyporu [L. 25, 35, '♦O, 62, 64, 75, 76]. Ten sposób opisu zja~ 
wisk dynamicznych stwarza możliwość analizy oboiążeń dynamicznych na po
wierzchni zębów (wzdłuż odoinka przy poru )j przy jednoczesnym uwzględnieniu 
dowolnych odchyłek zarysu i niejednostajności podziału oraz przy założe
niu dowolnej charakterystyki sprężystej zazębienia.



V omawianej grupie modeli można wyróżnić dyskretny model dynamiczny 
przekładni opracowany przez L. Mullera. Model ten (rys. 2.5) odtwarza pod 
kątem widzenia zjawisk dynamicznych przekładnię jednostopniową o zębach 
prostych.
Budowa tego modelu oparta jest na następujących założeniach:

a) uwzględniane są wyłącznie drgania skręthe pary kół zębatych,
b) sztywność Jednej pary współpracujących zębów jest stała lub zmien

na na odoinku przyporu,
c) wały wraz z kołami oraz kadłub przekładni traktuje się jako elemen

ty idealnie sztywne,
d) obciążenie zewnętrzne jest stałe,
e) tłumienie drgań przyjęto jako wiskotyczne, a zderzenia zębów,po roz

warciu styku ich powierzchni, uważa się jako sprężyste.
Dokładny opis modelu przedstawiono w pracach [l. 35, 36, *»2] , natomiast 

w opracowaniu [jL. 62] uzasadniono szczegółowo analogię między przekładnią 
ó zębaoh prostych a modelem, w zakresie opisu zjawisk dynamicznych zacho
dzących na powierzchni współpracujących zębów (wzdłuż odcinka przyporu).
W pracy tej podano odpowieriniości między podobnymi cechami modelu i prze
kładni oraz związki zachodzące między skalami, umożliwiające przeliczenie 
parametrów rzeczywistej przekładni na parametry modelu.

Probiera modelowania przekładni zębatej może być również traktowany nie
co inaczej, tj. w następujący sposób. Układa się równanie różniczkowe opi
sujące względny ruch obrotowy pary kół zębatych, które przez zwyczajne 
przekształcanie odwzorowuje się na ruoh posuwisty, przy czym koła przyjmu
ją w modelu postać bryły wspieranej na palisadzie sprężyn, co ułatwia in
terpretację. Tym niemniej samo równanie i związki są wyprowadzane w opar
ciu o geometrię kół zębatych. Z tego względu w praoy niekiedy mówi się o 
modelu zamiast o kołach zębatych, np. mówi 3ię o sprężynach zamiast o zę
baoh, 00 ułatwia ilustrowanie wyników. Na przykład na rysunku kół trudno

Rys. 2.5. Model dynamiozny przekładni jednostopniowej

jest przedstawić podziałki i jej odchyłki, natomiast w modelu można wiel- 
kośoi te przedstawić w zasadniczo różnych skalach, bez zniekształcenia sen
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su fizycznego. Analizując zjawiska dynamiczne występujące w modelu, trze
ba mieć jednak na uwadze rzeczywiste koła zębate i stale kontrolować ana
logię między przekładnią a modelem.

Rozpatrywany model przekładni dotyczy zasadniczo kół o zębach prostych 
zarówno waloowyoh, jak i stożkowych, może byó także zaadaptowany dla kół 
o zębach śrubowych [l . 68] . Wymaga to rozważenia dodatkowych problemów,od
powiada jących specyfioe zębów śrubowych, między innymi związanych z wyzna
czeniem Całkowitej sztywności zazębienia.

Dla oelów teoretycznych model Mullera może byó rozbudowany przez uwzglę
dnienie wpływów dalszych czynników. Przykładem tego jest model dynamicz
ny pary kół zębatych ułożyskowanych podatnie, przedstawiony na rys. 2.6, 
£i.. 43] , który stanowi rozwinięcie podstawowego modelu. Składa się on z 
dwóch kół zębatyoh o masach m^ , m^ i masowych momentaoh bezwładności 1̂ , 
Ig. Sztywność zazębienia cz zależy od zmiennej wzdłuż odcinka przyporu 

'sztywności Jednej pary zębów c(t) i liczby par zębów, będącej w danej 
chwili w zazębieniu. Sztywność łożysk c^, Cg nie jest wielkością stałą, . 
leoz zależy od ich odkształcenia.

Rys. 2.6. Hodel dynamiozny kół zębatyoh ułożyskowanych podatnie [L, 43]

Analizują wpływ sztywnośoi łożysk na wartość sił międzyzębnych przekład
ni w pracy [L. A3] wykazano, że w najozęśoiej spotykanyoh rozwiązaniach 
konstrukcyjnych można pominąć drgania osi kół i obliczać wyłącznie drga
nia skrętne, po odpowiednim dobraniu wartośoi zredukowanej masy kół. 
Uwzględnienie drgań osi kół nie wpływa bowiem if sposób istotny na wyniki 
obliczeń numeryoznych współczynnika oboiążeń dynamicznych a powoduje zna
czne wydłużenie czasu praoy maszyny oyfrowej.
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2.1.1. U w a g a  k o ń c o w a
Głównym ociera pracy jest przeprowadzenie analizy wpływu doboru istot

nych cech—zazębienia na zjawiska dynamiczne w przekładni o zębach prostych. 
Uwzględniając znaczną liczbę wariantów obliczeń, którą należało wykonać 
dla różnych kombinacji parametrów zazębienia, zdecydowano się na przyję
cie modelu dynamicznego, opracowanego wg koncepcji L. Mullera,którego przy
datność do opisu zjawisk dynamicznych w przejiładni została potwierdzona w 
licznych praoach zarówno teoretycznych, jak i eksperymentalnych.

2.2. Równacie względnego ruchu pary kół zębatych

Ruch drgający pary kół zębatych, przy założeniu stałego obciążenia zew
nętrznego, może być opisany za pomocą następująoego równania jjL. 32]

T y  + + os( t) G [( 1>j] = Mr  (2.1)

w którym wprowadzono następująoe wielkości:
\

I1I2 rb2X =  ---------, u =   ,
u I, + Ig bl
&

1>= %  - u t2. = ^b, - u % 2 ’ (2'2)

gdzie:
1^, I0 - momenty bezwładności zębnika i koła,
I - zastępczy moment bezwładności, y
u - przełożenie kół,
rb1* rb2 ” promienie kół zasadniczych zębnika i koła,
"̂ 1 ’ "̂ 2 "* obrotu zębnika i koła,
<)}> - kąt obrotu względnego kół,

^b,, 'l|)b 2 ™ dodatkowego obrotu wskutek odchyłek wykonania zębnika
i koła,

- kąt dodatkowego obrotu względnego kół,
- kąt obrotu zębnika odpowiadający wartości luzu międzyzębne-

eo.
Mj - stały moment zewnętrzny działający na zębnik,
cs(t) - sztywność skrętna zazębienia,
k„ - współczynnik tłumienia przy skręcaniu.

Dzieląc obie strony równania (2.1) przez wyrażenie rb1 b ’ otrzymuje się 
następującą postać równania ruchu

Y + k Y + cz(t) G [(Y - Vb ), j J - J * .  * (2.3)
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w którym oznaczono:

“ b = ~F— , k = ż  3 , Ca.
rbt b rb1 b

Yb = %  rbi- Y = ł pb1*

O (t)
°z = 7 J 7 T ’ Jn = rb1'

gdzie:
o^ft) - sztywność zazębienia,
JQ - międzyzębny luz normalny,
PQ - wartość siły raiędzyzębnej,
b - szerokość kola.

Równanie (2.3) opisuje względny ruoh pary kół zębatych, jak również ruch 
bryły o masie m^ w modelu L. Mullera połączonej z podstawą tłumikiem k 
i współpracującej z palisadą sprężyn o sztywności cz(t). Przemieszczenie 
tej bryły, mierzone cd stanu nienapiętych sprężyn, oznaczono przez Y.

Przyjmując, że w ogólnym przypadku odchyłki zazębienia Yb składają się 
z odohyłek losowych S i okresowych F, a ponadto wprowadzająo dalsze o- 
znaozenia: _

N+1

i = 1

N+1 r^— ,
z(t) = 2  °i(t) Xi{t)« "o = (ST

c^(t) = cra »..(t); ep = ----------------------------(2 .5 )
2 »“b

tT
o(t)dt

O

otrzymuje się po przekształceniu następującą postać równania ruchu:

Y + ZV 0Jo Y + O)2
N+1

X.(t) *.(*> G [(Y-S^F.), j J
i=1

r— 2- = A, (2.6)b

gdzie:
c(t) - sztywność jednej pary zębów,
cm - średnia sztywność jednej pary zębów,
(j? - bezwymiarowy współczynnik tłumienia,
COQ - ozęstość drgań własnych pary kół zębatych wyznaczona dla przy

pór u jednoparowego^
^(t) - funkcja sztywności i-tej pary zębów,



St, F^ - odchyłki: losowa i okresowa i-tej pary zębów,
N - liczba par zębów kolejno ze sobą współpracującychx 1,

T - przedział czasu, w którym ma miejsce współpraoa jednej pary zę
bów.

V powyższym równaniu X^(t) oznacza funkcję charakterystyczną zbioru tych 
t, dla których występuje współpraoa i-tej pary zębów, przy czym w przypad
ku stałej prędkości ruchu v oraz pomijając możliwość styku zębów pozę. 
odoInkiem przyporu otrzymuje się
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0 - w przypadku przeoiwnym
(2.7)

gdzie:
Łą - wskaźnik zazębienia,

- I’b/v - podziałka mierzona czasem,
Pfe - podziałka zasadnicza,

Funkoja Gj uwzględniająca luz w zazębieniu Jn , określona jest w następu
jący sposób

g [(Y—S.—Fi), j J  =
Y-Sj-F^ gdy Y-Si-Fi >  0 
O, gdy -JQ «  Y-Si-Fi <  0 
Y-Si-F^^, gdy Y-S.-F. <  -Jn

(2.8)

Po wprowadzeniu względnego ozasu Z = to .t oraz wykorzystaniu zależności2 oA = (jJq Ys^, równanie ruchu można przekształoić do bezwymiarowej postaci

dt
przy czym:

2 N+1
+ 5# + Xi(T) G^y-Sj-fi), jn] = 1, (2.9)

^  i=1

Y
Y— ' st

i7 > st Jn = Y

st
J _n »st

gdzie:
Yst - ugięcie statyczne jednej pary zębów.

^Wszystkie wielkości występujące we wzorze ze wskaźnikiem N+1' równe są z 
definicji wielkościom ze wskaźnikiem 1#
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W artość o b c ią żeń  dynam icznych Pgc3 od n ies io n ych  do obciążenia s ta ty c zn eg o  

Ps£ , d z ia ła ją c y c h  na p ow ie rzch n ię  i - t c j  pary zębów, można o b l ic z y ć  na pod

s ta w ie  z a le ż n o ś c i

( ^ ) i  = Xi ( t )  ^ ( Z )  G  [ ( ,  -  S l -  f \ ) ,  j j .  (2 .1 0 )
A st -*

Reasumując pow yższe, po p rz e k s z ta łc e n ia c h  o trzym u je  s i ę  bezwymiarową 

postać  równania o p isu ją c e g o  w zg lędny ruch k ó ł ,  w którym c z ę s to ś ć  z a z ę b ie 

n ia  wyrażona j e s t  jak o  w ie lo k ro tn o ś ć  c z ę s to ś c i  drgań w ładnych, natom iast 

l in io w e  p rzem ies zc zen ia  zębów, od ch y łk i wykonawcze z a z ę b ie n ia  o ra z  lu zy  

ok reś lo n o  są jako w ie lo k ro tn o ś ć  u g ię c ia  s ta ty c zn eg o  je d n e j pary zębów .Poz

w ala  to  na b e zp oś red n ie  o k r e ś le n ie  w spółczynn ika  ob c ią żeń  dynam icznych 

d la  k a żd e j pary zębów b ęd ą ce j w z a z ę b ie n iu , a m ianow ic ie

P .
Iv , ̂  = max ( ) . .  ( 2 . 1 l )

s t

Gdy p rz ek ła d n ia  zęb a ta  obarczona jo s t  odchyłkam i o ch a ra k te rze  losow ym ,to  

obrazy  zmian o b c ią żeń  dynam icznych d z ia ła ją c y c h  na p ow ie rzch n ię  k o le jn y c h  

par zębów wykazują znaczne r ó ż n ic e .  Zachodzi w tedy p o trzeb a  .s ta ty s ty c zn e 

go opracow ania wyników.

W tym przypadku w pracy p r z y ję t o ,  d la  ce lów  p rak tyczn ych , n astępu jące  

d e f in i c j e  w spółczyn n ika  ob c ią żeń  dynam icznych:

K-dm 4  S Kdi (2-l2)
i  = 1

Kd<$ = Kdm + (2 - ’ 3)

g d z ie :

6^ «- od ch y len ie  standardowe w a r to ś c i w spółczyn n ika  d la  N k o l e j 

nych par zębów,

tT = 2 .

2 .3 . Metoda rozw ią zyw an ia  równania ruchu

Równanie ró żn iczk o w e , o p is u ją c e  względny, ruch pary k ó ł zęb a tych , r o z 

wiązywano w pracy za  pomocą dwóch metod numerycznych, a m ian ow ic ie :

1 ) metodą Rungago-Kutty , przy  zastosow an iu  maszyny c y fr o w e j Odra 1204; 

w yn ik i o b l ic z e ń  zam ieszczono w r o z d z ia ła c h  7 i  8,

2 ) metodą E u lera , p rzy  zastosow an iu  program owalnego k a lk u la to ra  HP29C.
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Znaczną część obliczeń przeprowadzono przy użyciu kalkulatora progra
mowalnego typu HP29C. Z tego względu zastosowano Jedną z najprostszyoh me
tod numerycznych - metodę Eulera - zdając sobie sprawę, że metoda ta daje
stosunkowo dobre wyniki (tzn. mały błąd) jedynie dla małyoh wartośoi ele-✓mentarnego kroku obliozeń h.

Równanie (2.9) opisująoe względny ruoh kół zębatyoh może być zapisane 
w postaoi wzoru różnicowego

' N+1
a + 2<pV X±( f )  Jt^t) ut = 1, (2.14)

i=1 '
w którym oznaczono: 

gdzie:
uŁ - względne ugięcie i-tej pary współpracujących zębów, odniesione do 

ugięoia statycznego.
Elementarny krok oblicza się z zależnośoi

h - - Tg IŁ. - 2JS . *h = at oj = ■S F —  y ~  = 5 ----------------------- <.2 .1 5 ;maz o maz '
gdzie oprócz poprzednio podanych «znaczeń

nmax - liczba przedziałów przypadająoyoh na Jeden okres zazębienia.
Istota metody Eulera polega na tym, że oałka równania różniczkowego 

y'= f/t, y) w każdym przedziale F t Jest przedstawiona dwoma wy
razami szeregu Taylora [l. 9J :

y(tt + h) s yf^ )  + h y'(t!'i) i = 0, 1, 2, ... (2 .1 6 )

Błąd takiego oszacowania wynosi

Rg = ( —■ y" (Tj ♦ tfh)j <  £=■ M2, (2.17)

gdzie

, o <  6 <  1; M2 = max | y" (t) | ; <  t <  ̂ i+h.

Z zależnośoi tej wynika, że błąd obliozeń Jest proporcjonalny do kwa
dratu elementarnego kroku h. Krok obliozeń h Jest z kolei odwrotnie pro* 
porcjonalny do liczby afâ lX przedziałów przypadająoyoh na jeden okres za
zębienia oraz wprost proporcjonalny do wartości stosunku Tz/T„» Ze wzro
stem liozby n wydłuża się proporojonalnie ozas obliozeń. Szozegółową
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analizę błędów obliczeń oraz wybór optymalnej wartości n omówiono wmax
rozdziale 10.2.

2.<*. Algorytm wyznaczania rozwiązań równania ruchu

V praoy zamieszczono przykład algorytmu wyznaczania rozwiązań równania 
względnego ruohu kół, przy użyciu programowalnego kalkulatora HP29C (rys. 
2.7). Algorytm ten umożliwia obliczenie współczynnika oboiążeń dynamicz
nych w zależności od prędkości ruohu pary kół zębatyoh obarozonych odchył
kami okresowymi 1 losowymi. Szozegółowe programy obliczeń prowadzonyoh 
przy zastosowaniu tego kalkulatora 1 maszyny cyfrowej Odra 12Ok mogą być 
udostępnione przez autora. •

Na schemacie przedstawionym na rys. 2.7 oznaczono: n - numer określają
cy położenie punktu współpracy zębów na odcinku przyporu, N - numer kolej
nego zazębienia, p - liczba wyznaćzająoa wskaźnik zazębienia, f - okreso
wa składowa odohyłki kinematyoznej, s — losowa składowa odchyłki kinematy
cznej, u - względne ugięcie jednej pary zębów, Xu - obciążenie dynamicz
ne jednej pary zębów,a - chwilowa wartość przyspieszenia względnego ruchu 
kół, V  - chwilowa wartość prędkości ruohu, y - chwilowa wartość względne
go przemieszczenia kół, h - elomentarił? krok obliczeń. V wyniku obliozoń 
otrzymuje się średnią wartość maksymalnych oboiążeń dynamicznych, wystę
pujących podczas współpracy N kolejnych par zębów, równą wartośoi współ
czynnika Kd||| (wzór 2.12) oraz odohylenie standardowe tych obciążeń.

i
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3. WPŁYW TŁUMIENIA BA WARTOŚĆ WSPÓŁCZYNNIKA K.— a

Tłumienie drgań w przekładni zębatej spowodowane jest różnymi czynnika- 
mi, a mianowicie:
- rozproszeniem energii w warstwie oleju zawartego między współpracujący

mi zębami,
_ tarciem współpracująoyoh powierzchni zębów,
- tarciem wewnętrznym wskutek odkształceń współpracujących zębów, wieńców 

kół, wałów, korpusu i innych elementów przekładni,
- stratami energii w łożyskowaniu,
- rozproszeniem energii wskutek rozbryzgiwania ole ju,w przekładni.
V rzeczywistej przekładni procesy powodujące tłumienie drgań są bardzo zło
żone i wiedza o nich jest niepełna. Wyniki badań doświadczalnych,mających 
na oelu wyznaczenie wartości współczynnika tłumienia w zazębieniu, przed
stawiono w pracach [l. 2, 6, 15j • Współczynnik tłumienia określano zwykle 
na podstawie pomiaru dekrementu logarytmicznego drgań swobodnych pary kół 
zębatyoh. Jak wynika % doświadozeń, rozproszenie energii w warstwie oleju 
zawartego między współpracującymi zębami wynosi kilkanaście prooent cał
kowitego rozproszenia energii w przekładni zębatej. Wartość tę uzyskano 
przez porównanie, wyników badań przeprowadzonych na rolkaoh pracujących ż 
poślizgiem z rezultatami pomiarów rozproszenia energii w rzeczywistej prze
kładni zębatej [l. Z] .

Ze względu na przypadkowość i różnorodność przyozyn rozproszenia ener
g i i »  przekładni zębatej przyjęcie matematycznego opisu sił oporów jest 
znaoznie utrudnione. Przykładowo, jak wynika z badań doświadczalnych 
[L. 2l] , zmiana kierunku doprowadzania oleju do strefy zazębienia ma isto
tny wpływ na tłumienie drgań i wartości oboiążeń dynamicznych kół zęba
tych. Zjawisko to jest trudne do wyjaśnienia bez dokładnego poznania pro
cesów powodująoyoh rozproszenie energii. Wynika stąd celowość prowadzenia 
dalszych badań zmierzających do ustalenia .mechanizmu tłumienia drgań w róż
nych miejscach przekładni zębatej oraz matematycznego opisu tego zjawiska.

Na podstawie dotychczasowego stanu wiedzy z tego zakresu przyjęto w mo
delu dynamioznym tłumienie wiskotyozne. Całkowite tłumienie drgań w prze
kładni zębatej reprezentowane. Jest w modelu przez Jeden tłumik związany z 
bryłą (rys. 2>.5). Tłumienie to oharak te ryzuje się przez podanie bezwymia
rowego współozynnika cp . Jak wynika z prac doświadozalnychlwspółozynnik (p 
zmienia się w zależności od równych czynników, z których największy wpływ



ma prędkość £l. ^2] . Przy dużyoh prędkośoiaoh, jego wartość wynosi około 
0,1 [L. 6].

V przypadkach małych wartośoi współczynnika <p, drgania kćł zębatyoh mo
gą być niestateczne. Badania analityczne stateczności ruchu pary kół zę
batyoh były prowadzone w pracaoh [l. 1 5 , 22, 6"j ,
Dla określenia wpływu współczynnika tłumienia na wartość obciążeń dynami
cznych w przekładni, rozwiązano równanie różniozkowe ruchu 2.9, przy zało
żenia różnyoh wartośoi tego współozynnika, e mianowicie, przyjmująo 
<p s 0 ,0 5j 0,08j 0,1; 0 ,1 2 5 j Oyl67, 0,25. Obliozenia przeprowadzono przy 
założenia stałej sztywności jednej pary zębów (rys. 3.l), względnie zmieo- 
nej wg paraboli sztywnośoi zębów (rys. 3.2) oraz przyjmując bezbłędne wy
konanie kół zębatyoh.
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Rys. 3.1. Vpływ współozynnika tłumienia na zależność współozynnika Kd
od prędkośoi

Przy założeniu (p= 0,1, ruoh kół zębatyoh Jest stateczny.Ze względu na 
nieliniowy charakter równania ruchu, w obszarze głównego rezonansu wystę
pują dwie różne wartośoi współozymiika Xd , którym odpowiadają różne am
plitudy drgań. Maksymalna wartość tego współozynnika Jest większa przy ob
niżaniu prędkośoi ruchu, niż przy jej narastaniu, występuje tutaj zjawi
sko "przeskoku'', charakterystyczne dla układów nieliniowyoh L. £**,55] .Pod
czas przyporu Jednoparowogo obserwuje się wtedy odrywanie zębów (rys.5.1l) 
a więo ujawtaia się obeoność luzów w zazębianiu. Największe obciążenie dy
namiczne występuje w tym przypadku w strefie zazębienia dwuparowego.

Jak wynika z doświadozeń, współczynnik w rzeozywistej przekładni
cdpowiada najczęściej górnej gałęzi wykresu. Nieznaczne pobudzenia wywo-
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lane odchyłkami wykonania lub niesprzyjającymi warunkami poozątkowymi po
wodują przeskok z dolnej krzywej na górną.

W przypadku małych wartości 
współczynnika tłumienia (np. cp =
= 0 ,0 5 ).zjawisko"przeskoku" wy
stępuje równie* w zakresie pod- 
krytycznym, tj. przy ozęsto- 
ściaoh mniejszych od rezonanso
wej, w strefie lokalnego rezo
nansu (rys. 3.1, 3.2).

Ze wzrostem współczynnika 
tłumienia następuje zmniejsze
nie zakresu niestaojonarności 
drgań w obszarze głównego rezo
nansu, aż do całkowitego wyeli
minowania tego zjawiska.Przykła
dowo , przy wartości współczynni
ka cp = 0 , 1 6 7  i większej zjawi
sko to nie występuJe.Jednocześ
nie ze wzrostem współczynnika 
tłumienia następuje oczywiste 
obniżenie amplitud drgań i ob

ciążeń dynamicznych zazębienia, szczególnie w strefie głównego rezonansu. 
Przykładowo, przy założeniu stałej sztywnośoi jednej pary zębów,dla współ
czynnika ęp - 0 ,0 5 , otrzymuje się w obszarze rezonansu maksymalną wartość 
współczynnika równą około k,h, dla (p - 0,1 otrzymuje się wartość te
go wspólozynnika równą około 2,7, natomiast dla cp = 0 , 2 5 współczynnik 
ten osiąga wartość około 1,1*5.

Porównując wykresy zmian obciążeń dynamicznych, uzyskanych dla różnych 
wartości współczynnika tłumienia cp, z wynikami badań doświadczalnych i 
teoretycznych innych autorów, do dalszych obliczeń przyjęto wartość tego 
wspólozynnika równą 0,1. Celowe jest prowadzenie dalszych badań doświad
czalnych zmierzających do poznania procesów rozpraszania energii w róż
nych miejscach przekładni, ustalenia odpowiedniego modelu tłumienia drgań 
i identyfikaoji jego parametrów. Badania te należałoby przeprowadzić w rze~ 
ozywistyob przekładniach o różnych rozwiązaniaoh konstrukcyjnych.

'
<0 i L'

Rys. 3.2. Wpływ wspólozynnika tłumie
nia Cp na zależność współczynnika K. od 

prędkości



k. WPŁYW LUZU MBJDZYZĘBNEGO ,VA ZJAWISKA 
DYNAMICZNE W PRZEKŁADNI ZĘBATEJ

Badania analityczne nad wpływem luzu na dynamikę przekładni zębatej 
walcowej moęą być przeprowadzone w oparciu o model dynamiczny posiadający 
dodatkową palisadę sprężyn, znajdującą się nad bryłą. Model ten przedsta
wiono na rys. U.1. Dodatkowa palisada sprężyn reprezentuje sprężystość 
par zębów stykająoyoh się niepracującymi bokami. Bryła współpracuje z ty
mi sprężynami tylko wtedy, gdy bezwzględna wartość ujemnego przemieszcze
nia y przekroczy wartość luzu Jn . Wykorzystująo omawiany model rozwią
zano w pracy równanie różniczkowe ruohu 2.9, przy założeniu różnyoh war
tości luzów w zazębieniu. Wyniki obliozeń przedstawiono w postaci zależ
ności współczynnika K^ od prędkości ruchu dla kół wykonanych bezbłędnie 
(rys. <ł.2),oraz kół obarozonyoh odchyłkami losowymi (rys. <*.3). W przypad-

/

U — A
Rys. Ił. 1 . Model dynamiczny przekładni z ograniozonym luzem uiędzyzębnym

ku występowania losowych odohyłek, współozynnik Kdó , uwzględniający roz
proszenie maksymalnych wartości sil dynamioznyoh wyznaozonyoh dla kolej
nych par zębów, obliozony był zgodnie ze wzorem 2 .1 3 . W obliozeniaoh za-
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Rys. 4.2. Zależność współczynni ka Rys. 4. 3. Zależność współczynnika
obciążeń dynamioznych od prędkości oboiążoń dynamicznych od prędkośoi

ruchu ruchu

łożono stałą sztywność zazębienia jednej pary zębów. Jak wynika z rys.4.2 
i 4.3 zmniejszenie wartośoi luzu międzyzębnego powoduje jedynie zmiany 
współczynnika w obszarze głównego rezonansu, polegające na przesuwa
niu się szczytowych wartośoi tego współczynnika w kierunku większych pręd
kości. Jednocześnie, ograniczenie luzu powoduje zmniejszenie zakresu pręd
kośoi, w którym występuje niestaojonarność drgań przekładni w obszarze 
głównego rezonansu, aż do zupełnego wyeliminowania tego zjawiska dla za
zębienia bezluzowego.

Na podstawie wyników przedstawionyoh na rys. 4.2 można stwierdzić,że w 
przekładni dokładnie wykonanej przebieg współczynnika nie zmienia się
przy powiększaniu luzu powyżej wartości równej 2 Ys^. Podobnie zaohowuje 
się przekładnia, w której występują'losowe odchyłki zazębienia o maksymal
nej wartośoi = 1 (rys. 4.3). Wtedy powiększenie luzu powyżej warto
ści = 2 + = 3 nie powoduje zmian wartośoi współozynnika .

4.1. Porównanie wartośoi ugięć statyoznyoh. 
odohyłek i luzów w zazębieniu

Jeżeli luz w zazębieniu Jest kilkakrotnie większy od sumy ugięć staty
cznych zębów oraz odohyłek zazębienia, to podczas praoy przekładni nie do
chodzi do styku niepraoująoych boków zębów, a więc charakterystyka dyna- 
miozna przekładni jest w tym przypadku taka sama, Jak przy założeniu luzu 
o wartości nieskończenie dużej. Potwierdzają to omówione wyżej wyniki obli
czeń (rys. 4.2). Ola sprawdzenia, w jakich przypadkaoh warunek ten zacho
dzi, przeprowadzono niezbędne obliozenia rachunkowe.



- 27 -

Ugięcia statyczne jednej pary zębów można obliczyć wg przybliżonego 
wzoru 11.4

Yat ś 0,00 Q dw1 [ H ,

gdzie:
p

Q = ^ - wskaźnik obciążenia kół jN/mm2] ,
Pst - nominalna wartość siły obwodowej £n] ,
b - szerokość kół fncnj ,
dH  ̂ - średndoa toczna zębnika [mm].

W przekładniach ogólnego przeznaczenia wskaźnik oboiążenia może zmieniaćOsię od wartości Q <  1 N/mm dla materiałów nieutwardzanyoh do wartości 
Q = 4 N/mm2 dla powierzchni hartowanych [l . 42]. Wstawiając powyższe war
tości do przybliżonego wzoru 11.4, ugięcie statyczne Jednej pary zębów Yg  ̂
oblicza się z następujących zależnośoi:
- dla materiałów nieutwardzanyoh

Yst 0,06 dw1 [firn], * (4.1)

- dla materiałów utwardzanych

i Yst " °’2lt dw1 W *  (4-2)

Na podstawie porównania wartości luzów i odchyłek wykonania (wg PN-75/ 
M-8 8 5 2 1) z wyznaczonymi wg wzorów (4.1, 4.2) ugięciami można wyciągnąć na
stępujące wnioski:
- dotyczące wartości odchyłek:
a) w przekładniach wykonanych w wysokiej klasie dokładności (klasy 4£6) 

o zębach silnie obciążonych (<J s 4 N/nun2 ), odchyłki zazębienia zarów
no losowe, jak okresowe są bliskie jedności,

b) w pozostałych przypadkach są one większe, a nawet wielokrotnie więk
sze od jedności,

- dotyczące wartośoi luzów:
o) w przekładniaoh wykonanych z małą dokładnośoią (klasa 8 ), o zębach 

silnie obciążonych, przy założeniu pasowania typu E,D,C luzy są bli
skie wartośoi sumy ugięć i odchyłek zazębienia,

d) w pozostałych przypadkach luzy są większe, a nawet wielokrotnie więk- 
sze od tej samy.

Wnioski dotyeząoe wartośoi odchyłek zostaną wykorzystane w rozdziale 7\ 
będą one przydatne do analizy wpływu odchyłek na współozynnik K^.

. -h.--
\
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Biorąc pod uwagę wnioski dotyczące luzów oraz wyniki wyżej «mówionych 
obliczeń numerycznych, można dla większości przypadków przyjąć w modelu 
luz o wartości nieskończenie dużej, co wpływa na uproszczenie programów i 
skrócenie czasu obliczeń.



5. ZALEŻNOŚĆ OBCIĄŻEŃ DYNAMICZNYCH

01) CHARAKTERYSTYKI SPRĘŻYSTEJ ZAZĘBIENIA

«
Sztywność w spó łp raou jąoyoh  zębów p rz ek ła d n i zm ien ia  s i ę  w z a le ż n o ś c i od 

p o ło żen ia  punktu w spó łp racy  na odcinku p rzyporu . W yznaczanie zmian sztyw 

ności z a z ę b ie n ia  w zd łu ż te g o  odc inka  b y ło  tematem w ie lu  prac t e o r e t y c z 

nych i  dośw iadcza ln ych  £l. 1 5 , 5 0 , 5 7 , 6 2 , 6 3 , Sil . Z aga dn ien ie  to  omó

wiono w r o z d z ia ło  11. Z a k ła d a ją c , ż e  problem  w yznaczan ia  s z tyw n o śc i za z ę 

b ie n ia  z o s t a ł  d o s ta t e c z n ie  rozpozn an y, w pracy z a ję t o  s i ę  a n a l iz ą  j e j  wpły

wu na dynamikę p rz e k ła d n i.

Rys. 5.1 i  5 .2 .  Zmiany s z tyw n o śc i z a z ę b ie n ia  na odcinku przyporu  [ l .  63 ]

P rzyk ładow e zmiany s z tyw n o śo i z a z ę b ie n ia  w z d łu ż ■odo inka przyporu  przed

staw iono na r y s .  5.1 i  5 .2 . Wykresy uzyskano a n a l i t y c z n ie ,  p rzy  z a s to so - ,_  

waniu maszyny o y fr o w e j ,  w yk o rzys tu ją c  m etodę o b l ic z e ń  s z tyw n o śc i p rz ed s ta 

w ioną w praoy [ l .  63] .  W o b l ic z e n ia c h  za ło żo n o  równomierny ro zk ła d  o b c ią 

ż e n ia  w zd łu ż s z e ro k o ś c i k o ła  o ra z  p om in ię to  wpływ o d k s z ta łc a ln o ś c i w ieńca 

k o ła . W yn ik i o b l ic z e ń  d o ty o zą  k ó ł  m ono litow ych , w k tó ry ch  o d k s z ta łc a ln o ś ć  

w ieńca j e s t  znikomo mała w stosunku do o d k s z ta łc eń  zębów. Na rysunku przed

s taw iono stosunek  o a łk o w ite j  s z tyw n o śo i z a z ę b ie n ia  c z  do w spó łczyn n ika  

s p r ę ż y s to ś c i  w zd łu żn e j m a te r ia łu  E, w z a le ż n o ś c i  od w s p ó łr z ę d n e jw y z n a 

c z a ją c e j  p o ło ż e n ie  punktu na l i n i i  p rzyp oru . P o s zo ze gó ln e  w ykresy d o ty 

ozą  p rz ek ła d n i wałcdwyoh jedn ostopn iow yoh  o różn ych  p rz e ło ż e n ia c h . 

Sztywność je d n e j pary zębów c j e s t  w pewnym s top n iu  u za le żn io n a  od wskaź

n ika  o b c ią ż e n ia  Q, ze  w zg lędu  na nieliniowy o h a ra k te r  z a le ż n o ś c i o d k s z ta ł

ceń p ow ie rzch n i w sp ó łp ra cu ją cych  zębów od o b c ią ż e n ia . Przeprow adzone w pra

cy [L .  63] o b l ic z e n ia  a n a lity o z n e  w yk aza ły , ż e  w przypadku u w zg lęd n ien ia



-  30 -

i

deformacji wieńca dużego koła, wpływ wartości oboiążenia Q na sztywność 
można zaniedbać, sumaryczna sztywność ulega obniżeniu, przy czym różnica 
między maksymalną i minimalną wartośoią sztywności na odcinku przy poru 
zmniejsza się znacznie. W tym przypadku można w praktycznych analizach, 
przyjąć c = const.

TJwzalędniając spotykane w praktyce różne rozwiązania konstrukcyjne kół 
zębatych, w pracy przeprowadzono porównanie obciążeń dynamicznych zazębie
nia dla dwóch wariantów, a mianowicie:
- przy założeniu stałej sztywności jednej pary zębów, o = const, a więc 

przy uwzględnieniu deformacji wieńca koła zębatego,
- przy założeniu zmiennej sztywności jednej pary zębów,oo odpowiada przy

jęciu kół monolitowych.

5-.1. Wyniki obliczeń

Wyniki rozwiązań równania ruchu przedstawiono na wykresach (rys. 5.3 do
5.17). Na rysunkach porównano zmiany współczynnika Kd lub Kdó w funk

cji prędkości ruchu wy
znaczone .przy założeniu stałej 
lub zmiennej sztywności dla kół 
wykonanych bezbłędnie(rys. 5. 3i 
z odchyłkami losowymi o nior ów- 
nomiernośoi Vp = U (rys. 5.4), 
z odchyłkami okresowymi o war
tości + 2 oraz - 1 (rys. 5.5 i 
5.6). W przypadku zmiennej szty
wności zakładano w obliczeniach 
jej zmiany wg równania parabo
li, zgodnie z rys. 5.2, wykon», 
nym dla przekładni o przełoże
niu u = 3,15. Współczynniki Kdm*
Kd6 zdefiniowano zgodnie ze wzo
rami 2.12 i 2.13.

Hys. 5.7 przedstawia porównanie wykresów zależności współczynika Kd od 
prędkości ruchu. Poszozególne wykresy odpowiadają różnym wartośoiom prze
łożenia jodnostopniowej przekładni zębatej, przy założeniu zmiennej sztyw
ności jednej pary zębów. Współczynnik obciążeń dynamioznych uzależniony 
jost w dużym stopniu od stosunku maksymalnej wartości sztywności zazębie
nia Cg w strefie przyporu dwuparowego do minimalnej wartości c^ pod
czas przyporu jednoparowego (rys. 5.8), Zmiany współczynnika w obsza
rze f;łównego rezonansu w zalożnośoł od stosunku c^/o^ przedstawiono na 
rys. 5.9.

l!ys. 5.3. Współczynnik w funkcji
prędkości ruchu



nys. 5.4. Współczynnik K, w funkcji Rys< 5 .5 . Współczynnik h'd w funk-
prędkości ruchu oji prędkości ruchu

Rys. 5 .6. Współczynnik K w funkcji Rys. 5.7. Współczynnik Kd w funk-
prędkośoi ruchu oji prędkości ruchu

\

Wykresy (rys. 5.10 do 5.17) obrazują natomiast porównanie zmian <Sbcią- 
ż e ń  dynamicznych zazębienia na odcinku przyporu dla przekładni wykonanej 
bezbłędnie (rys. 5 . 1 0  i 5 .1 1 ) oraz obarozonej odchyłkami losowymi(rys.5 . 12  

do 5 .1 5 ) i okresowymi (ry». 5 . 1 6  i 5.17) dla dwóch omawianyoh przypadków 
zmian sztywności. Poszczególne wykresy odpowiadają obszarowi głównego re
zonansu, co oznaczono umownie na rysunkach przez ( tt)o/oo^ oraz lokalnemu 
rezonansowi występującemu przy mniejszej prędkości ruchu, w których czę
stość drgań własnych jest dwukrotnie więłćteza od ozęstośoi zazębienia, 00 

oznaczono na rysunkach przez ((a>Q/cJ)
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5.2. Analiza otrzymanych wyników
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Podstawą analizy obciążeń dynamicznyoh są wykresy zawierające wyniki 
obliczeń numeryoznyoh. Wykresy te będą analizowane w aspekoie przyczyn

Rys. 5.8. Współczynnik w funk
cji prędkości ruchu

powstawania sił dynamicznych oraz 
własności wytrzymałościowych z a z ę 

bienia.
Rys. 5.3 przedstawia porównanie 

wartośoi współczynnika w prze
kładni wykonanej bezbłędnie dla 
dwóch rozpatrywanych przypadków zmia
ny sztywności zazębienia,natomiast 
rys. 5.10 i 5.11 ilustrują zmiany 
obciążeń dynamicznych na odcinku 
przyporu dla obu przypadków.

Na podstawie wyników zamieszczo
nych na tych rysunkach można wy
ciągnąć następujące wnioski:

• Rys. 5.9. Zależność współczynnika w stre
fie głównego rezonansu od stosunku sztywno- 

śoi <=2/c1

- w przypadku kół zębatych charakteryzujących się stałą sztywnością jed
no j pary zębów na odcinku przyporu, wartośoi współczynnika obciążeń dy
namicznych, szczególnie w strefie głównego rezonansu, są większe od od
powiednich wartości tego współczynnika w przypadku kół o zmiennej szty
wności jednej pary zębów. Oznacza to, że w rzeczywistej przekładni koła 
wykonane w postaci wieńców zębatych będą wykazywały większe wartości te
go współczynnika, niż koła pełne,

- w przypadku współpracy kół zębatych o stałej sztywnośoi jednej pary zę
bów występują znaczne oboiążenia dynamiczne na początku odcinka przypo— 
r u ,  tj. w początkowym okresie styku kolejnych par zębów (rys. 5.1t), co 
woływa na zmniejszenie wytrzymałości na złamanie zębów koła napędzanego 
i obniżenie współczynnika pewności na zatarcie.



Rys. 5*10. Zmiany obciążenia dynamioznoeo na odcin
ku przyporu

*

Rys. 5.11. Zmiany obciążenia dynamicznego na odcin
ku przy poru
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Rys. 5.16. Zmiany obciążenia dynamicznego na odcin
ku przyporu

IH 3 . 5 ,1 7 . Zmiany o b c ią ż e n ia  <3ytiamiezn,e0o na o d c in 
ku p rzy  poru
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Ja r y s .  5 , 7  porównauo wykresy współozynnika Kd w przekładni wykonanoj 
bezbłędnie o różnych wartośoiaoh przełożenia u, którym odpowiadają różne 
charakterystyki sprężyste zazębienia.

Jak widać, w strofie głównego rezonansu wartości współczynnika Kd dla 
przekładni zwiększającej prędkość obrotową, tj. o przełożeniu a = 1 :3 ,1 5 * 
są większe od analogioznych wartości tego współozynnika w przekładni 
zmniejszającej prędkość obrotową, tj. o przełożeniu u = 3 ,1 5 .V pozostałym 
zakresie prędkośoi wartości współozynnika Kd tylko nieznaoznie się róż
nią.

Wykresy sztywności oałkowitej zazębienia (rys. 5.1 i 5.2), wyzna
czone dla przypadku zmiennej sztywności zazębienia jednej pary zębów,moż
na z dobrym przybliżeniem aproksymować odcinkami linii prostych. Jak wi
dać, dla założeń podanych na rysunkach stosunek sztywnośoi maksymalnej za
zębienia Cg do sztywności minimalnej c1 wynosi około 1,7 i jest mniej
szy od 2, tj. wartości występującej w przypadku, gdy sztywność zazębienia 
jednej pary zębów jest stała, Wąrtość stosunku o^ do c^ założy od prze
łożenia przekładni u, wartości współczynników przesunięcia zarysu oraz 
wynikająoego stąd wskaźnika zazębienia &gę. Zagadnienie to omówiono w roz
dziale 11.

Na rys. 5.8 przedstawiono zmiany współozynnika Kd w funkcji prędko— 
śoi ruohu wyznaczone dla różnych wartości stosunku °2 ^°\’ natomiast rys.
5.'9 obrazuje zmiany współczynnika w strefie głównego rezonansu w za
leżności od wartości Og/c^.

Na podstawie wyników przedstawionych na tych rysunkach można wysnuć na
stępujące wnioski:
- wartości współozynnika Kd w przekładni wykonanej bezbłędnie maleją przy 

zmniejszaniu się wartości stosunku zmian sztywnośoi Cg/Oj, szczególnie 
silnie w strefie głównego rezonansu; jednocześnie zmniejsza się zakres 
prędkości, w którym występuje niestacjonarność drgań,

- wraz z obniżeniem się wartości stosunku c^/oj, maleje różnica między ma
ksymalnymi wartośoiami współozynnika Kd występującymi przy narastaniu 
i zmniejszaniu prędkości ruohu w sąsiedztwie rezonansu; « przypadku gdy 
Cg/Oj '< 1,3, współozynnik Kd osiąga w rezonansie tylko jedną war
tość, a drgania są stacjonarne.

Na kolejnyoh rysunkach porównano wartości Współozynnika Kj w funkcji pręd
kości ruohu, otrzymane przy założeniu stałej sztywnośoi jednej pary zębów 
lub zmiennej sztywnośoi, dla przekładni,w której występują odohyłki loso
we zazębienia o nierównomiernośoi = Ił (rys. 5.^) lub odchyłki okreso
we o znaku dodatnim (rys. 5.5) względnie o znaku ujemnym (rys. 5.6).

Na podstawie wyników przedstawionych na tych rysunkaoh można wyoiągnąć 
następujące wnioski:
- wartośoi współczynnika Kd , wyznaozone dla zazębienia z odchyłkami lo

sowymi względnie okresowymi o znaku ujemnym (np. jeżeli promień koła
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zasadniczego zębnika Jest mniejszy'od wartośoi nominalnej), w przypadku 
gdy sztywność jednej pary zębów jest stała na odcinku przyporu, są więk
sze od odpowiednich wartości tego współozynnika, w przypadku gdy sztyw
ność jest zmienna, przy czym szczególnie duże różnioe obciążeń występu
ją na poozątku wspólpraoy kolejnej pary zębów, co ma wpływ na wytrzyma
łość na złamanie zębów dużego koła oraz współozynnik pewnośoi na zatar- 
oie,

- wartości współozynnika K^, jak również zmiany oboiążeń dynamioznyoh na 
odcinku przyporu wyznaozone dla zazębienia obarozonego wyłącznie odchył
kami okresowymi o wartośoi dodatniej (np, jeżeli promień koła zasadni- 
ozego zębnika Jest większy od nominalnego) nieznaoznie różnią się dla 
obu rozpatrywanych przypadków sztywnośoi.

Własnośoi dynamiczne przekładni, jak również wytrzymałość zazębienia za
leżą w dużym stopniu od charakterystyki sprężystej zazębienia, a w szcze
gólności od stosunku maksymalnej sztywności podozas przyporu dwuparowego 
do minimalnej jej wartośoi w strefie przyporu Jednoparowego. Celowe jest 
prowadzenie w dalszych pracach badań, mająoyoh na celu określenie wpływu 
oech geometrycznych kół zębatych, ą w szczególności ich korekoji na cha
rakterystykę sprężystą i własnośoi dynamiczne oraz wytrzymałościowe zazę
bienia.

I '



6. WPŁYW WSKAŹNIKA ZAZĘBIENIA 
NA ZALEŻNOŚĆ, WSPÓŁCZYNNIKA Krf OD PRĘDKOŚCI RUCHU

Wartość wskaźnika zazębienia wpływa na charakterystykę sprężystą 
zazębienia, a tym samym na wartość współczynnika obciążeń dynamicznych K^.

W praoy przeprowadzono analizę wpływu wartości współczynnika f^na za
leżność współczynnika K^ od prędkości ruchu dla przekładni walcowych i 
stożkowyoh o zębach prostyoh. W tym celu rozwiązano równanie różniczkowe 
2.9 dla różnych wartości współczynnika ^^wynoszących od 1,2 do 1,8.W rów- 
naniu założono wartość odchyłek losowych i okresowych równą zero, stałą 
sztywność jednej pary zębów oraz wartość współozynnika tłumienia Cp = 0,-1. 
Wyniki rozwiązań równania ruohu przedstawiono na wykresie zbiorozym,wyko
nanym dla £<̂  = 1,2 i 1,8 (rys. 6.1). Wykres ten obrazuje zmiany współczyn
nika K^ w zależności od prędkości ruohu Cs>/ 0)o. Na podstawie wyników za- 
mieszozonyoh na tym rysunku można wyciągnąć następujące wnioski:

- w strefie głównego rezonan
su, w przekładni wykonanej 
bezbłędnie, zmiana wartości 
współozynnika fi^ k  granicach 
od 1,2 do 1,6 praktycznie nie 
wpływa na wartości maksymal
ne współczynnika obciążeń dy
namicznych ICd; zmianie współ
czynnika fijy od wartości 1,6 
do 1,8 towarzyszy powiększe
nie zakresu prędkości, w któ
rym występuje niestaojonar- 
ność drgań,

- lokalne ekstrema współozynni- 
ka K^, występujące w zakre
sie podkrytycznym, ulegają
przesunięciu w kierunku więk
szych prędkości ruchu wraz ze

wzrostem współczynnika przy czym w przypadku gdy£^ znajduje się w
granioaoh od 1,4 do 1,5 nie obserwuje się w przekładni wykonanej dokła
dnie, wyraźnego przyrostu współczynnika Kd w zakresie lokalnego rezo
nansu, w którym ozęstość zazębienia jest dwukrotnie mniejsza od często- 
śoi drgań własnych kół; zjawisko to może być wykorzystane w praktyce 
przy doborze zakresów prędkośoi przekładni.

Rys. 6.1. Współczynnik Kd w funkoji 
prędkośoi ruoha przekładni o różnych 

wartościaoh wskaźnika zazębienia



^  7. WPŁYW ODCHYŁEK WYKON ANT A ZAZĘBIENIA
NA OBCIĄŻENIA DYNAMICZNE PRZEKŁADNI

W analizie zjawisk dynamicznych zachodząoych w przekładniach zębatych 
najczęśoiej uwzględnia się wpływ odchyłek dokładności wykonania zazębie
nia zaliczanych do dwóoh grup, a mianowicie:
A) wskaźników dokładności kinetnatyoznej,
B) wskaźników płynności praoy.

Ad A ) W skaźn ik i d ok ład n o śc i k in em atyczn e j
\

Do grupy t e j  z a l i c z a  s i ę  na p rzyk ła d  odchyłkę k inem atyczną p rzek ła d n i 

F ' ( r y s .  7.1 } , k tó ra  j e s t  r ó ż n ic ą  a lg e b ra ic z n ą  n a jw ięk szego  i  n a jm n ie j

s zego  o d ch y len ia  k inem atycznego p rz e k ła d n i,  z a is tn ia łe g o  przy  o b ro o ie  ko

ł a  b ie rn eg o  o k ą t rp wg wzoru

Vo = ( 7 . 1 )

g d z i e :

z^ -  l i c z b a  zębów k o ła  ozynneno,

w -  n a jw ięk szy  wspólny d z ie ln ik  l i c z b  zębów z.| i  z^ .

d)
C
NO>>
O
e
CUc
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kqt
obrotu
kota
badanego

Rys. 7.1* Odchyłka kinematyczna przekładni
podziałoe koła fT

F., odchyłka kinematyczna /

Odchyłki wykonania wohodząoe w skład tej grupy występują jeden raz pod- 
ozas obrotu lub jeszcze rzadziej, a więc częstotliwość ioh zmian jest rów
na lub mniejsza od częstotliwości obrotów kół zębatych. Z uwagi na niską



caęsto tliw o-ść  zmian odctty łlii te nie* powodu ją znaczne/jo przyrostu amplitu
dy d-rgań 1 związanych z tym obciążen dynamicznych. Rfekty dynamiczno tych 
odchyłek mogą być analizowane w sposób uproszczony,vp metody przedstawio— 
n0j w . Odchyłki te będą pominięte w analizie dynamicznej przekład
ni.

Ad Ii) Wskaźniki płynności pracy
W tej grapie najważniejszym wskaźnikiem z punktu widzenia dynamiki prze

kładni jost odchyłka kinematyczna na podziałce koła f? (rys. 7.1 ), która 
jest różnicą największego i najmniejszego odchylenia kinematycznego koła, 
przy jego obrocie o podziałkę kątową. Za względu na.znaczną częstotliwość 
powtarzania równą częstotliwości zazębienia, odchyłka ta w sposób istotny 
wpływa na stan dynamiczny przeTcładni. W ogólnym przypadku odchyłka ta skła
da się z częśoi okresowej F, wynikającej np. z odchyłki kąta zarysu oraz 
części przypadkowej S, wywołanej np. losowymi odchyłkami podziałki. Obie 
składowe mogą być odwzorowane v modelu dynamicznym przekładni.

V
7.1. Odwzorowanie odchyłek wykonania zazębienia 

w modelu dynamicznym przokładni

W modelu dynamicznym przekładni istnieje możliwość bezpośredniego prze
noszenia zapisu odchyłek zazębienia, otrzymanego za pomocą przyrządu do 
badania współpracy jednostronnej kół. Przyrząd ten rejestruje różnice mię
dzy rzeczywistym i teoretycznym kątem obrotu badanego koła przy współpra
cy z kołom wzorcowym. Wykres otrzymany z tego przyrządu przedstawia w mo
delu dynamicznym ruch środka bryły przy przesuwaniu palisady sprężyn bez 
obciążenia. Tak więc wychylenie bryły modelu y wzdłuż odoiętyoh osi x 
odpowiada obrazowi współpraoy jednostronnej.

W rzeczywistej przekładni odchyłki wykonania zazębienia występują za
równo w zębniku, jak i kole. Dla ich odwzorowania w modelu celowe jest wy
znaczenie odchyłki sumarycznej , na podstawie znanych wartości odchy
łek poszczególnych kół przy współpraoy jednostronnej z kołem wzoroowymA?^
1 [ L. 52, 72].
Odchyłkę współpracy obu kół wyznacza się z zależności

- A y 2 , (7.2)

- /*1 -

przy ozyra:

*?1 = rb1 41>1w'
= rb1 a.i)2w . u

(7 .3 )



gdzie:
rb1 - promień zasadniczy zębnika,
u - przełożenie kół,

— dodatkowy kąt obrotu koła 1 w stosunku do koła wzorcowego,
“ dodatkowy kąt obrotu koła 2 w stosunku do koła wzorcowego.

Sposób wyznaczania odchyłki współpracy obu kół dla szczególnych przy
padków zilustrowano na rysunkaoh 7.2 i 7.3. Rys. 7.2 dotyczy przypadku
gdy zazębienie wykazuje okresowe odchyłki wywołane różnicami średnic za-' /sadniczych w stosunku do wartości nominalnyoh, natomiast rys. 7.3 dotyczy 
przypadku łosowyoh odohyłek podziałki obu kół.

V pierwszym przypadku odchyłki promienia koła zasadniczego spo
wodowane są odchyłkami kąta zarysu narzędzia zgodnie z zależnością

Ar fe = - rAOf sinaf, (7.4)

gdzie: »
r - promień koła podziałowego

co prowadzi do okresowej odchyłki podziałki zasadniczej wg relaoji

4Pb Art (7.5)Pb

gdzie:
r^ - promień kola zasadniczego,
p*D - podziałka zasadnicza.
Wykorzystując zależność 7.2 można w tym przypadku wyznaczyć odchyłkę

współpracy obu kół z następującego wzoru

* . * . £ . . ± ^ 1 - 4 2 -  (7.6)
n» rb1 b2

przy czym

^  npb
Yst = Yst =

Wyznaczoną w ten sposób składową okresową odchyłki kinematyoznej f moż
na odwzorować w modelu przez odpowiedni dobór wartości i kierunku pochy
lenia dolnej krawędzi bryły, zgodnie z rys. 2.5. Składową losową odchyłki 
kinematycznej na podziałoe koła s odwzorowano natomiast w modelu w po
staci losowych różnio wysokośoi kolejnych sprężyn.



Rys. 7

1*3 -

,2. Wyznaczanie odohyłki współpracy oba kół Â >, przy założeniu od
chyłek promieni zasadniczych kół'
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7.2. Faraaetr? statystyczne odchyłek pseudolosowych

Analizę statystyczną odchyłek podziałki zasadniczej przeprowadzono w 
pracy [L. 25] , wykorzystując wyniki pomiarów znacznej liczby kół. Ha pod» 
stawie tej analizy stwierdzono, *e dla większości przypadków rozkład czę
stości odohyłek podziałki zasadniczej jest rozkładem normalnym. Na pod
stawie histogramów odohyłek zamieszczonych w pracy [L. 25] można zauważyć, 
że w niektórych przypadkaoh ich rozkład odbiega od rozkładu normalnego.

Uwzględniając to, zjawiska dynamiczno w przekładni analizowano w roz
dziale 7» przy założeniu losowyoh odohyłek zazębienia zarówno o rozkła
dzie jednostajnym, jak i normalnym, 00 pozwala na porównanie efektów dy
namicznych dla obu przypadków odohyłek. Wartości liozbowe odohyłek pocho
dziły z generatorów liczb pseudolosowych.

7.3. Rozkład prawdopodobieństwa 
ekstremalnych wartości ofaoiażeń dynamicznych

V przypadku stochastycznych wymuszeń drgań w przekładni,wywołanyoh lo
sowymi odohyłkami kinematycznymi, maksymalne wartości obciążeń dynamioz- 
nyoh działających na powierzchnię zębów, a tym samym wartości współczynni
ka Kd , znacznie różnią się dla kolejnyoh zazębień. Z punktu widzenia wy
trzymałości zmęczeniowej zazębienia oelows jest określenie rozkładu praw»* 
dopodobienstwa szozytowyoh wartości tyoh oboiążeń, co umożliwi w dalszej 
kolejności poprawne zdefiniowanie współczynnika JCd dla celów praktycz
nych.

Dla określenia tego rozkłada przeprowadzono obliczenia numeryczne ugięć 
zębów, które przy założeniu stałej sztywności zazębienia są proporcjonal- 
ne do obciążeń dynastioznych. Obliczenia wykonano dla N = 500 kolejnyoh 
zazębień, wykonanych z odohyłkami niejednostajnośoi podziału. Wartości li
czbowe tyoh odchyłek tworzyły ciąg liczb o rozkładzie jednostajnym. Zgod
nie z programem obliozeń, rozwiązując równanie ruchu 2,9, wyznaczano ma
ksymalne ugięoia kolejnyoh par zębów, które następnie były klasyfikowane 
w zależności od ich wartości. Zestawienie niektóryoh wyników obliczeń wy
konanych dla różnyoh prędkośoi ruchu przedstawiono poniżej:

Górna granica
Częstość występowania wartości 
szczytowych ugięoia poniżej 

górnej granioy
u + 1 , 0  óu 79,2 Ą 85,2$
5 + 1 , 5  ó u 89,8 * 91,6*
u + 2 , 0  6U 9*ł,2 -i 9lt tS i
u + 3,0 óu 98,4 * 99,6<t

gdzie: u - średnia wartość ugięć; 6 U - odchylenie standardowe ugięć.
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Jak wynika z tego zestawienia, w omawianym przypadku około 95% szczy
towych wartości ugięć nie przekracza granicy górnej u + 2,0 6 U, natomiast 
około 99% tych wartości znajduje się poniżej granicy u + 3,0 ó u>

Wyniki analizy statystycznej ugięć mogą być wykorzystane w obliczeniach 
zmęczeniowych zazębienia prowadzonych wg zasad obowiązujących przy nieu- ' 
stalonyoh przebiegach obciążeń. Wyniki tej analizy uwzględniono także w 
praktyce przy obliczaniu współczynnika oboiążeń dynamicznych K , zgodnie 
ze wzorem 2 .1 3 »

7.4. Wpływ rozkładu odohyłek losowych 
na wartość współczynnika

Na rys. 7.4, przedstawiono wyniki rozwiązań równania ruchu 2.9 otrzyma- 
ne dla dwóch przypadków losowych odohyłek podziału, W obu przypadkaoh roz
kłady częstości odohyłek są jednostajne, nierównotnierność odohyłek Vp = 2, 
a parametry statyczne są zbliżone. Efekty dynamiozne wyznaczono dla obu 
przypadków znaoznie się jednak różnią. Okazuje się, że wartość współczyn
nika zależy nie tylko od rozkładu statystycznego odohyłek, a także
od innych ozynników, np. od wartośoi i znaku następujących po sobie odohy
łek.



Przykładowo, ustawiając w różnej kolojnośoi wartości liozboWfi odchyłek 
wchodzące w skład tego samego ciągu liczb uzyskano przy ustałonoj prędko
ści ruchu następujące rozwiązania:

Kdm1 = 1,783 ora z 6K1 = 0,424

Kdm2 = 1,496 oraz 6K2 = 0 , 3 1 2

Kdm3 = 2,397 oraz Ó K3 = 1,021

Jak widać, różnice pomiędzy poszczególnymi wynikami są znaczne, zarówno co 
do wartości średniej, jak i odohylenia standardowego współozynnika K^.-Oczy
wiście nierównomierność odchyłek, jak i ioh rozkłady statystyczne były i« 
dentyczne we wszystkich rozpatrywanych przypadkach.

¥ odniesieniu do rzeczywistej przekładni oznacza to, że wartość współ
czynnika Kd przy ustalonej prędkości zależy nie tylko od rozkładu sta
tystycznego, ale także od wartości i znaku następującyoh po sobie odchy
łek. Przykładowo, można spodziewać się dużyoh obciążeń dynamioznych w prze
kładni przy niekorzystnym rozmieszczeniu odchyłek w kole, a więc, gdy wy
stępują na przemian odchyłki o wartości dodatniej i ujemnej. Ponadto dwife 
przekładnie wykonane w tej samej klasie dokładnośoi w zależności od roz
mieszczenia odohyłek podziałki mogą wykazywać znaczne różnice pod wzglę
dem dynamicznym.

7.5. Wyniki obllozeń

Wyniki rozwiązań równania różniozkowego przedstawiono na wykresach 
(rys, 7.5 do 7.20), Dotyczą one kół walcowych, jak i stożkowych o zębach 
prostych. Na osi odoiętych odkładano w skali logarytmicznej wartości sto
sunków częstośoi zazębienia do ozęstośoi drgań własnyoh pary kół zębatych 
C0o f przy czym częstość ruohu zmieniano w zakresie od 0^3 do ^,Yu>AJ30. Na 
osi rzędnyoh odkładano stosunek średniej wartości maksymalnych oboiążeń 
dynamioznych do obciążeń statyoznyoh Wartości tyoh stosun
ków są jedrkooześnie obrazem zmian współozynnika sił dynamicznych Kjm = 
= ffe}/0Jo)t jako funkcji zmian prędkości przekładni. Oś rzędnyoh jest osiq
współczynnika sił dynamicznych K. , gdy w kołach występują losowe odchył-am ^
ki zazębienia lub współozynnika w pozostałych przypadkaoh.Dodatkowo,
przy losowych wymuszeniach drgań na rysunkach przedstawiono przebieg współ
ozynnika Kd)J zdefiniowanego zgodnie ze wzorem 2 .1 3 , przy założeniu‘$’=2. 
Porównanie wartości współczynników i Kdm umożliwia ocenę dyspersji
maksymalnyoh' obciążeń dynamioznyoh w stosunku do wartości średniej tych 
obciążeń.

Współczynnik Kj wyznaczono przy założeniu stałej sztywności pojedyn- 
ozej pary zębów. Jak wynika z rozdziału 5, jest to z punktu widzenia dy
namiki przekładni najmniej korzystny przypadek zmiany sztywności zazębię-
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nia, któremu odpowiadają największe wartości współczynnika K^. Wtedy sto
sunek sztywności maksymalnej zazębienia c2 do minimalnej o1 wynosi 2.
W rzeczywistej przekładni ma to w przybliżeniu miejsoe, gdy koła wykonane 
są w postaci wieńców zębatyoh.Dła porównania pod względem dynamicznym róż— 
nyoh konstrukoji kół wyznaozono w niektórych przypadkach wartości współ
czynnika Kj, przy założeniu zmiennej sztywnośoi pojedynczej pary zębów.

W praoy analizowano wpływ wskaźników płynnośoi pracy na wartość współ
czynnika oboiążeń dynamioznyoh Kd, a w szozególnośoi rozpatrzono oddzia
ływanie:
- okresowyoh odohyłek f o znaka dodatnim (tys. 7.5, 7.6) lub ujemnym 

(rys. 7.7 i 7.8), przy założeniu stałej względnie zmiennej sztywności 
jednej pary zębów,

- losowych odohyłek niejednostajnośoi podziału o nierównomiernościV. przy 
założenuu stałej sztywnośoi jednej pary zębów (ryś. 7.9) lub zmiennej 
sztywnośoi (rys, 7.10),

- losowych odohyłek podziału o nierównomierności V i okresowyoh f o
wartości dodatniej (rys. 7.1l),

- losowyoh odohyłek podziału o nierównomierności V i okresowyoh f o
wartości ujemnej (rys. 7.12).

• W przypadku losowyoh odohyłek podziału na wykresach określano^ioh war
tość przez podanie nierównomierności V , kt^ra jest równa'największej róż
nicy między dwiema odohyłkami wybranymi dowolnie z ich oią£u © liczebno- 
śoi N.

Wykresy zbiorcze współozynnika zamieszczono na rysunkach 7.13 do
7.15. Wykresy te przedstawiają wartości t.ego współczynnika dla różnyoh sko
jarzeń losowyoh i okresowych odohyłek, przy ustalonych prędkościach ruchu. 
Wartości liozbowe odohyłek stanowiły w tym przypadku oiąg N = 36 liczb o
rozkładzie Jednostajnym. Poszczególne wykresy wykonano dla strefy główne
go rezonansu, co oznaczono umownie na rysunku przez (fc>o/a>)̂  oraz lokal
nych rezonansów występujących przy mniejszyoh prędkośoiaoh ruohu,oznaczo
nych na rysunkach odpowiednio przez (wo/a))̂  oraz (&>0/t«))g. Wykresy współ - 
czynnika Kd(, dla strefy głównego rozonansu otrzymano przy uwzględnieniu 
mniejszej z dwu wartości tego współczynnika występującej przy narastaniu 
prędkośoi. Obliczenia wykonano przyjmując wartość czołowego wskaźnika za
zębienia fi/ę = 1,(ł5 oraz zakładająo stałą sztywność zazębienia jednej pary 
zębów. Dla porównania,' na rys. 7.20 przedstawiono zależność współozynnika 
Kd od wartości i znaku odchyłek okresowych, przy założeniu zmiennej szty_ 
wnośoi jednej pary zębów. Uwzględniając fakt,że przekładnie o zębach pro
stych pracują ezęsto przy małych prędkośćiaoh,wyznaozono zależność współ
czynnika Kjjg od wartości odchyłek losowych i okresowych przy prędkościach 
ruchu poniżej 1/3 prędkośoi krytycznej (rys. 7.16 do 7.19). Współczynnik 
Kd6. wyznaczono w tym przypadku numerycznie,rozwiązując równanie różnicz
kowe ruchu metodą Rungego-Kutty, przy wykorzystaniu maszyny cyfrowej Odra 
1204. W obliczeniaoh przyjęto wartość czołowego wskaźnika zazębienia figę =
- 1,65, przy czym wartości liczbowe odohyłek losowyoh stanowiły ciąg N =
= 63 liczb o rozkładzie normalnym.



- 1*9 -

7.6o A n a liz a  otrzym anych wyników

Podstawą analizy współozynnika Kd są wykresy zawierające wyniki obli
czeń. Rysunki 7.5 do 7.8 przedstawiają zmiany współozynnika = f (o>/ <t)Q ) 
wyznaozono w przypadku, gdy w przekładni występują okresowe odohyłki za
zębienia o znaku dodatnim lub ujemnym. Na podstawie wyników podanyoh na
tyoh rysunkach można wyciągnąć następujące wnioski:
- w  przypadku odohyłek ujemnych lub dodatnioh większych od + 1 ust, odpo
wiednie wartości współozynnika Kd są tym większe, im większa jest war
tość bezwzględnia odohyłek,

- w przypadku ujemnyoh odohyłek zazębienia, obserwuje się zjawisko "prze
skoku" w strefie głównego rezonansu,

- wraz ze wzrostem bezwzględnym wartośoi odohyłek okresowych następuje 
przesuwanie się stref rezonansów: głównego i lokalnych w kierunku mniej
szych prędkośoi ruchu.
Na podstawie wykresów (rys. 7,9 i 7.10) przedstawiających wartości 

współczynników Kdm i = f(o>/&><,) dla różnyoh przypadków odohyłek loso
wych i zmian sztywnośoi można sformułować następująoe wnioski:
-  z e  w zrostem  w a r to ś o i odoh y łek  losow ych  rosną zn a c zn ie  o d c h y le n ia  s tan 

dardowe w a r to ś o i w spó łozyn n ika  o b c ią żeń  dynam icznych 6^ , s tąd  p rz y ro s t  

w spó łozyn n ika  j e s t  duży, podczas gdy w sp ó łczyn n ik  t y lk o  n ie 

z n a c zn ie  r o ś n ie ;  można ta k że  s tw ie r d z ić ,  ż e  w p rzek ła d n ia ch  d o k ła d n ie  wy- 

kontur>oh s i l n i e  obo iążon yoh  o hartowanyoh zębaoh , w k tó ry ch  w a r to ść  od

o h y łek  J es t b l is k a  w a r to ś o i u g ię o ia  s ta ty c zn e g o  (V p = 1 ) , w a r to ś o i współ
o zyn n ika  Kd£ są m n ie js ze  n iż  w p rzek ła d n ia ch  s ła b o  obo iążon yoh  o zę
baoh n ieu tw ardzanyoh , wykonanyoh w t e j  sam ej k la s ie  d ok ład n o śc i (V p= lł) ,  

z e  w zg lędu  na r ó ż n ic e  w zg lędn ych  w a r to ś o i odohyłek  w obu rozpatryw anyoh  

przypadkach ,

-  w przypadku gdy sztyw ność  je d n e j pary zębów J es t zm ienna na odoinku .przy- 

poru , w a r to ś o i w spółozynn ików  Kdm i  Xd<, są  zn a c zn ie  m n ie js ze  od odpo- 

w ied n io h  w a r to ś o i ty o h  w spółozynn ików  d la  p rz ek ła d n i o s t a ł e j  sztyw no

ś o i ,  oo wykazano ró w n ież  w r o z d z ia le  5 .2 .

W o p a rc iu  o dwa p rz y k ła d y , na rysunkaoh 7.11 i  7 .12  p rzed s taw ion o  war

t o ś o i  w spółozyn n ików  Kdm i  Kd(j  = f(co/<i>0 ) ,  wyznaozono p rzy  z a ło ż e n iu  je d 

n oczesn ego  w ystępow an ia  losow yoh  i  okresowyoh odoh y łek  za z ę b ie n ia .N a  pod

s ta w ie  wyników o b l ic z e ń  zam ieszczon ych  na ty o h  rysunkaoh można wysnuć na

stępu  Jąoy w n iosek :
-  p r z e b ie g  w sp ó łczyn n ik a  Kdm, a w ięo  i  ś r e d n ie j  w a r to ś o i maksymalnych ob- 

o ią ż e ń  dynam ioznyoh w fu n k o j i  p rę d k o ś o i,  z a le ż y  g łó w n ie  od w a r to ś o i i  

znaku odoh y łek  okresow yoh, n a tom iast w m niejszym  s top n iu  od w a r to ś o i od

oh y łek  lo sow ych ; ze  w zrostem  odohyłek  losow ych  r o ś n ie  na tom iast odchy

l e n i e  standardow e w a r to ś o i w spó łozyn n ika  o b c ią żeń  dynam ioznyoh i  war

to ś ć  w spółozyn n ika
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Rys. 7.5. Współczynnik Krf w funkcji prędkości ruohu



Rys. 7.7. Współczynnik w funkoji prędkośoi ruohu
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Rys. 7.9. Współczynnik Kd w funkoji prędkości ruchu
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Rys« 7*13* i 7.14. Zależność współczynnika od wartości odchyłek lo
sowych i okresowych

Rya. 7.15. Zależność współczynnika KdS od wartośoi odchyłek losowych i
okresowych



Rys. 7.16 i 7.17. Zależność współczynnika Kdó od wartości odchyłek lo
sowych i okresowych

Rys. 7.18 1 7.19. Zależność współczynnika od wartości odohyłek lo
sowych i okresowych
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7.7. Zastawianie wyników obliczeń

Wyniki obliczeń współczynnika obciążeń dynamicznych, przy założeniu stan

iej sztywności jednej pary zębów dla zazębienia obarczonego odchyłkami lo
sowymi i okresowymi o różnych wartościach i znaku, zestawiono na rysun

kach 7.13 do 7.19. Poszczególne rysunki odpowiadają określonym pjędkościora 
ruohu. Wykresy przedstawione na rysunkach 7.13 do 7.15 wykonano dla przy
padku wskaźnika zazębienia 6ą= 1,45 oraz jednostajnego rozkłada odchyłek  

losowych, natomiast na rysunkach 7.16 do 7.19 zamieszczono wykresy o t r z y 

mane przy założeniu S ą  - 1.65 i normalnego rozkładu odchyłek losow yoh . Z 
tego względu wartości współczynnika dla obu przypadków nie mogą być

bezpośrednio porównywane. Na rysunku 7.20 przedstawiono wartości w spół

czynnika Kd w zależności od wartośoi i znaku odchyłek okresowych w p rzy 

padku gdy sztywność jednej pary zębów jest zmienna wzdłuż odcinka p rzyp o -
iru. I '

Analizując wyniki obliczeń przedstawione na wykresach zbiorczych można 

zauważyć, że zarówno w przekładniach, w których odohyłlci losowe z a z ę b ie 

nia nie występują, jak i w przypadku ioh występowania, krzywo współczynni
ka oboiążeń dynamioznyoh w zależności od wartośoi i znaku odchyłek o k re 

sowych są niesymetryczne. Współczynnik rośnie raonotoniczoie ze w zro
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stem bezwzględnej wartości ujemnej odohyłki, natomiast v przypadku odchy
łek dodatnioh wzrost nie jest monotoniozny. Minimalna wartość tego współ
czynnika występuje nie w przypadku, gdy okresowa odchyłka zazębienia jest 
równa zero, lecz gdy jej wartość jest dodatnia i wynosi od 0,3 do 0,5 Yst 
a nawet 1,5 Yst, dla przekładni z losowymi odchyłkami o nierównomiernośoi 
Vp r 4, praoująoej w zakresie głównego rezonansu. Omawiane wyniki óbliozeń 
potwierdzają rezultaty badań analitycznych' przedstawionych w praoy [Ł. 4.2j. 
Przenosząc wyniki obliozeń do rzeozywistej przekładni można stwierdzić,że 
bardziej korzystne są odchyłki okresowe o znaku dodatnim od odohyłek o zna
ku ujemnym. Z tego względu zaleca się wykonywać w praktyce produkoyJnej 
podziałki kół napędzająoyoh nieco większe od podziałek kół napędzanych. 

Różnice pomiędzy odpowiednimi wartośoiami współczynnika Kd , wyznaczo
nymi dla okresowyoh odohyłek o tej samej wartości bezwzględnej.leea o róż- 
nym znaku, są duże w przypadku stałej sztywności zębów, a więc w kołach 
wykonanych w postaci wieńców zębatych, natomiast w przypadku zmiennej 
sztywności zębów (rys. 7.20), tj. w kołaoh pełnych, są znaoznie mniejsze.
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8. ANALIZA WŁASNOŚCI DYNAMICZNYCH PRZEKŁADNI 

O MODYFIKOWANYM ZARYSIE ZĘBÓW

W kolach zębatych wykonanych dokładnie występują podczas ruohu znacz
ne obciążenia dynamiczne, szczególnie w stanach rezonansowych.

Przyczyną drgań, względnie sił dynamicznych, jest w tym przypadku okre
sowa zmiana sztywności wywołana zmianą liczby par zębów pozostających w 
zazębieniu. Dla zmniejszenia efektów dynamicznych spowodowanych zmianą szty- 
wnośoi stosuje się w praktyce produkcyjnej modyfikację zarysu zęba.Zasto
sowanie modyfikacji wpływa również korzystnie na zwiększenie dopuszczalne
go obciążenia, względnie współczynnika - pewności na zatarcie zazębie
nia [L. 38] , Korzystne działanie modyfikacji polega w tym przypadku na 
zmniejszeniu siły międzyzębnej w strefie dużyoh poślizgów, przy jednoczes
nym wzrośoie siły w strefie małych poślizgów (rys. 8.1). Zasady projekto
wania modyfikacji zarysu przedstawiono w pracy [l. kzj. Że względów tech
nologicznych zwykle modyfikuje się tylko zęby zębnika (rys. 8.1).Całkowi
tą długość odcinka przyporu e dzieli się na trzy odcinki: a, bm»c. Naj
częściej długości poszczególnych odoinków dobiera się wg następujących wzo
rów :

Głębokość modyfikacji 1^ jest równa natomiast łiozbowo ugięciu statyoz» 
nemu pojedynczej- pary zębów, powiększonemu o wartość dopuszczalnych odchy
łek wykonania. Jak z  tego wynika, głębokość modyfikaoji dostosowana jest 
do wartości przenoszonego obciążenia* -któremu odpowiada określone ugięcie 
statyczne. W przypadku gdy zaohodzi potrzeba znacznego obniżenia efektów 
dynamicznych w przekładni, stosuje się inny sposób modyfikaoji, po ,tzw. 
"długiej ewolwencie" [l. 37, 42]. Wtedy długość odoinka niesodyfikowanego 
zęba (rys. 8.1)

bm = ( 2 - V Pb* (8‘2)

Wpływ omawianych sposobów modyfikaoji zarysu zęba na zjawiska dynamicz
ne w przekładni może być analizowany w oparciu o model dynamiczny prze
kładni. Kształt bryły, odpowiadająoy rozpatrywanym wyżej sposobom modyfi- * 
kacji, przedstawiono na rys. 8 ,2 . Jak widać, długość poziomego odoinka doi-
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Rys. 8.1. Rozkład obciążenia wzdłuż odcinka p r z y p o r u  dla kół modyfikowa
nych; zasady projektowania modyfikacji dła a; przekładni zmniejszająoej, 

b) przekładni zwiększającej prędkość obrotową

- nej krawędzi bryły wynosi w
pierwszym przypadku b^s pb,
natomiast w drugim b = (2 - №-C^Jpjj, głębokość modyfi
kacji jest w obu przypadkach 
identyczna; jest ona równa 
ugięoiu statycznemu pojedyn
czej sprężyny. Szczegółową 
analizę quasi-statycznyoh 
przemieszczeń bryły w mode
lu dla przekładni modyfiko
wanych, wykonanych bezbłęd
nie, przeprowadzono w pra
cy [l . 37].

Jak wynika z rozważań teoretyoznyoh. i badań doświadczalnych [l>. 37» 44, 
8l] wpływ modyfikacji zarysu zęba na zmniejszenie efektów dynamicznych 
jest ograniczony wskutek oddziaływania różnych odohyłok wykonawczych za
zębienia, które występują w rzeczywistej przekładni. Jednocześnie,na efek
tywność modyfikacji wpływa wartość obciążenia przenoszonego przez przekła
dnię. W pracy przeprowadzono analizę dynamiczną obu omawianych sposobów mo
dyfikacji, a także ocenę wpływa losowych odchyłek zazębienia oraz warto
ści przenoszonego obciążenia na efektywność módyfikacjL, Jako miarę efek
tywności modyfikacji przyjęto względne obniżenie nadwyżek dynamioznyoh

Rys, 8.2. Model dynam iczny p rz ek ła d n i o mo
dyfikowanym  z a r y s ie  zębów \

N
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(Kd(J - 1) przekładni z modyfikacją zębów w stosunku do niemodyf i kowane j ,w 
ustalonych warunkach praoy (rys. 8.12).

8.1.fcnikd_ obiiozeń

Wyniki rozwiązań równania ruohu przedstawiono w postaci wykresów (rys. 
8.3 do 8.19). W równaniach założono stałą sztywność pojedynczej pary zę
bów, wartość ozołowego wskaźnika przyporu 6 ^ =  1,65 lub 1,45 oraz wartość 
współczynnika tłumienia (p.= 0,1. W praoy porównano wartości współczynnika 
sił dynamioznyoh dla przekładni niemodyfikowanyoh oraz z modyfikaoją za
zębienia wykonaną w różny sposób, tj. gdy długość odcinka niemodyfikowa- 
nego b^ = (2 -£cy) p^ (modyfikacja a) oraz gdy b^ = p^ (modyfikacja b). 
Wyniki porównań efektów dynamicznych obu rozpatrywanych sposobów modyfi
kacji w przekładni wykonanej bezbłędnie przedstawiono na rys. 8.3. Obłi- 
ozenia przeprowadzono przy oboiążeniaoh równych 100, .1 2 5 , 80 oraz 50$ ob- 
oiążenia nominalnego, tzn. odpowiedniego dla założonej głębokości modyfi
kacji. Prędkość ruchu zmieniano w tym przypadku od wartośoi 2/3 do 1,5uVa>0 
a więc w zakresie, w którym występuje główny rezonans w przekładni niemo- 
dyfikowanej. Efektywność modyfikaoji zarysu zęba zależy zarówno od obcią
żenia, jak i wartości odchyłek losowych zazębienia. Ocenę efektywności obu 
rozpatrywanych-sposobów modyfikaoji przeprowadzono dla jednostopniowej 
przekładni zębatej o następująoyoh parametrach: z^ = Zg ,= 3 0, m = 5 mm,

= 1 ,6 5, wskaźnik oboiążenia Q = 3,1 N/mm2 odpowiada przekładniom sil
nie oboiążonym, ugięcie statyczne pojedynozej pary zębów przy oboiążeniu 
nominalnym Y ^  = 28,2 pm, prędkość krytyczna = 36,7 m/s.

Wyniki rozwiązań równania ruchu, otrzymane metodą Rungego-Kutty za po
mocą EMC zamieszczono na rysunkach 8.4 do 8.11. Poszczególne wykresy przed
stawiają zależność współczynnika lub Kd6 = f(v) dla przekładni nie
modyf ikowanych oraz z modyfikacją zazębienia A lub B przy założeniu obcią
żeń rtłwnyoh: 100 % (rys. 8.4, 8 .5 ), 1 2 5 $ (rys. 8.6, 8 ,7 ), 80$ (rys. 8.8 
8,9) i 5 0% (rys. 8.10, 8.1l) wartości nominalnej. Prędkość ruohu v zmie
niano w zakresie od 11 do 26 m/s. Zakres zmiany prędkości obejmował dwa 
lokalne rezonansy, oznaozone umownie na rysunkach przez (ci^/w) ̂ oraz (U>o/ 
/ 1 0 )2 * Rozpatrywano koła wykonane bezbłędnie oraz obarczone losowymi od
chyłkami podziału o nierównomierności V^. Przyjmowane w obliozeniaoh war
tości liozbowe odohyłek przypadkowyoh stanowiły ciąg liozb o rozkładzie 
normalnym. Wykresy zbi'oroze wyników obliozeń zamieszozono na rysunkach 
8.12 do 8 .1 5 .

Modyfikaoja zarysu zęba wpływa na zmianę rozkładu oboiążenia dynamicz
nego na odcinku przyporu, 00 ma istotne znaozenie z punktu widzenia wy
trzymałości zazębienia. Rozwiązująo równanie różniozkowe 2.9 metodą Eule
ra wyznaczono przykładowe rozkłady tyoh oboiążeń przy różnych prędkośoiaoh 
ruohu co/o>0 dla przekładni z modyfikaoją zębów A (rys. 8.16, 8.18) oraz
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B (rys. 8.17, 8.19), wykonanyoh bezbłędnie (górny wykres) względnie obar- 
ozonyoh losowymi odchyłkami podziału (dolny wykres), przy założeniu wskaź
nika zazębienia 6 ^ =  1,45.

m ody f  A  m od yf B
obciążenie:

a  -  125% c -  8 0 %  e -  125% g - 80%
b -  100% d - 5 0 %  f  -  100% h -  5 0 %

Rys. 8.3. Obciążenia dynamiczne zazębienia o modyfikowanym zarysie w funk
cji prędkośoi ruchu



- 62 -



- 63 -

I



-  6 k  -

Kd

2.0

1,5-

1.0

U ‘ 1.65
obc iążen ie  50%

VffO
Ytfltf/jm

15 2  0  25 Vff-J

Rye. 8.10. Współczynnik Kd w funkcji prędkośoi ruchu



8.2. Analiza wyników obliozeń

Podstawą analizy są wyniki obliozeń numeryoznyoh przedstawione w praoy 
w postaci wykresów współczynnika = f(v) oraz zmian obciążeń dynami
cznych na odcinku przyporu. Wyniki te będą analizowane pod kątem efektyw
ności obu rozpatrywanych sposobów modyfikacji oraz wytrzymałości zazębie
nia.

Rys. 8.3 przedstawia zależność od prędkości ruchu maks. wartości siły 
dynamicznej w zazębieniu Pd , odniesionej do wartości siły statyoznej Pg .̂ 
przy oboiążeniu nominalnym. Na rysunku tym porównano efekty dynamiczne obu 
rozpatrywanych sposobów modyfikacji, przy założeniu bezbłędnego wykonania 
kó'., w różnyoh warunkaoh obciążenia przekładni. Na podstawie wyników za
mieszczonych na tym rysunku można wysunąć następujące wnioski:
- w przekładni z modyfikaoją zębów A (po "długiej ewolwenoie") wykona

nej bezbłędnie, w przypadku obciążenia nominalnego, tj. odpowiedniego 
dla założonej głębokości modyfikacji, siły utrzymują się na poziomie ob
ciążenia statyoznego w całym zakresie prędkości ruohu -(linia b Jest po
zioma); natomiast w przekładni z modyfikaoją zębów B, pracującej w tyoh 
samych warunkaoh, współczynnik obciążeń dynamicznych Pd/Pst jest duży 
i przekraoza w strefie głównego rezonansu wartość 2,
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- w rozpatrywanym przypadku przeoiążenia przekładni (l2 5$ obciążenia nomi
nalnego), modyfikacji A towarzyszą w strefie głównego rezonansu mniej
sze obciążenia dynamiczne niż modyfikacji B, przy czym w tym drugim 
przypadku występuje/odrywanie zębów i objawy niestaojonarnośoi,

- w przypadku obciążenia wynoszącego 80% wartości nominalnej, modyfikacji 
B odpowiadają większe wartości współczynnika w strefie głównego 
rezonansu niż modyfikacji A, natomiast przy obciążeniu wynoszącym 50$ 
wartości tego współczynnika są zbliżone dla obu sposobów modyfikacji,przy 
czyni występują objawy niestacjonarności drgań.
Jtys. 8.1) do 8.11 przedstawia ją zależność współczynnika = f(v) dla

przekładni niemodyfikowanych oraz z modyfikaoją zębów A lub B, silnie 
obciążonych, przy założeniu losowych odchyłek podziału zazębienia. Wykre
sy zbiorcze, przedstawiająoe zależność współczynnika sił dynamicznych od 
wartości losowych odchyłek przy ustalonej prędkości ruchu,zamieszczono na
tomiast na rys. 8.12 do 8.15. *

£.*1,65
obciążenie 100%
Yjt“28,2 jJ!fl

Rys. 8.12. Zależność współczynnika oc* wartości losowych odchyłek za
zębienia

•

Wyniki obliczeń przedstawione na omawianych rysunkach dotyczą przekład
ni o parametrach podanych w poprzednim rozdziale. Wyniki te można uogól
nić przez wprowadzenie bezwymiarowych parametrów zgodnie z rozdziałem 2.2, 
a więc zamiast prędkości v na osi odciętych wykresów można odmierzać sto
sunek prędkości ruchu do prędkości krytycznej v/v0* natomiast wartość 
odchyłek można odnosić do ugięcia statyoznego pojedynczej pary zębów

Na podstawie wyników zamieszczonych na tych rysunkach można wyciągnąć 
następujące wnioski:
- w przypadku przekładni wykonanej bezbłędnie, pracującej przy obciążeniu 

nominalnym (odpowiednim dla założonej głębokości modyfikacji)t zarówno
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£**1,65
obciążenie 125%

Rys. 8.13. Zależność współczynnika Kd6 od wartości losowyoh odchyłek za
zębienia

£«■1.65
obciążenie 80 %

Rys. 8.14. Zależność współczynnika Kd^ od wartości losowyoh odohyłek za
zębienia

*
£«,•1.65
obciążenie 50%

Rys. 8.15. Zależność współczynnika od wartości losowyoh odchyłek za
zębienia

/ ^
i
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zas to sow an ie  m o d y fik a c ji B, jak  i A wpływa na zm n ie js z e n ie  w spółczyn 

n ika  K^, p rzy  czym b a r d z ie j  k o rzy s tn a  j e s t  m o d y fik a c ja  A, p rzy  k tó r e j  

n ie  w ystępu ją  nadwyżki dynam iczne,

-  w m iarę zw ięk s za n ia  s i ę  odchyłek  p od z ia łu  zm n ie js za  s i ę  w a rto ść  w zg lęd 

nego o b n iże n ia  nadwyżki dynam icznej (K d(j  -  1) p rz ek ła d n i z  m od y fik ac ją  

zębów w stosunku do n iem ody fik ow an ej ( r y s .  8 ,1 2 ) ,  a w ię c  m a le je  e fek tyw 

ność m o d y f ik a c ji ;  w przypadku gdy n ierów nom ierność losow ych  odohyłek  V =
t \ p= 20 V ok o ło  0 ,7  oo odpowiada 5 k la s ie  d ok ład n ośc i wg PN w arto 

ś c i  w spó łczyn n ika  K^  d la  obu rozpatryw anych  sposobów m o d y fik a c ji są 

z b l iż o n e ,  na tom iast p rzy  w ięk szych  odchyłkach  o n ierów n om iern ośc i =

= 40 ĵun (o k o ło  1 ,4  Y ^ ) ,  oo odpowiada 7 k la s ie  d ok ład n o śc i wg PN, i s t n i e 

j ą  za k resy  p rę d k o ś c i, w k tó ry ch  m o d y f ik a c ji  A to w a rzyszą  w ięk sze  ob

c ią ż e n ia  dynam iczne n iż  m o d y f ik a c ji  B ( r y s .  8,5»),
-  w przypadku p r z e c ią ż e n ia  ( 12 5# o b c ią ż e n ia  n om in a ln ego ), e fek tyw n ość  obu 

sposobów m o d y f ik a c ji  w p rz ek ła d n i wykonanej b e zb łę d n ie  j e s t  m n ie js za  n iż  

p rzy  o b c ią żen iu  nominalnym, przy  ozym m a le je  ona zn a czn ie  ze  wzrostem  

w a r to ś c i odch y łek  z a z ę b ie n ia ,

-  w przypadku p r z e c ią ż e n ia  w z a k r e s ie  raałyoh p ręd k ośc i ruchu p o n iż e j pręd

k o ś c i v/ vo = 1/2, w spó łczyn n ik  Kd£, d la  obu rozpatryw anych  sposobów mo

d y f ik a c j i  n ie w ie le  s i ę  r ó ż n i ,  n a tom iast w s t r e f i e  lo k a ln e g o  rezonansu 

d la  p rz ek ła d n i n iem odyfikow anej p rzy  p ręd k o śc i v/ vo = 1/2, m o d y fik a c ji A 

to w a rzyszą  w ięk sze  nadwyżki dynam iczne n iż  m o d y fik a c ji B ( r y s .  n .6 ) ,

-  w przypadku n ie d o o ią ż e n ia , p rzy  z a ło ż e n iu  losow ych  odchyłek  z a z ę b ie n ia ,  

w a r to ś c i w spó łczyn n ika  zarówno d la  p rz ek ła d n i z  m od y fik a c ją  zębów

jak  i  n iem odyfikow anych  są w ięk sze  od odpow iedn ich  w a r to śo i te g o  w spó ł

czyn n ik a  w p rzek ła d n ia ch  p ra cu ją cych  przy  o b c ią żen iu  nominalnym wskutek 

zm n ie js ze n ia  s i ę  u g ię c ia  s ta ty c zn e g o  z a z ę b ie n ia ,  00 p row adzi do jed n o 

czesn ego  w zros tu  w zg lędnych  w a r to ś c i odchyłek  o d n ies io n ych  do tnr.o u g ię 

c ia ,

-  w przypadku n ie d o c ią ż e n ia ,  w p rzek ła d n i wykonanej d ok ła d n ie  (w k la 

s i e  d ok ład n ośc i wg PN) p ra c u ją c e j p rzy  p ręd k ośc iach  ruchu w p o b liżu  

v/ v0 = 1/2, za s to sow an ie  m o d y f ik a c ji  A wpływa na wyraźne zm n ie js z e n ie  

w a r to ś c i s i ł  dynam icznyoh w a a a ęb ien iu , a zas to sow an ie  m o d y fik u o ji n da

j e  w tedy t y lk o  n iezn aozn e  o b n iż e n ie  tych  s i l  (o b c ią ż o n ie  >So"0 lu b  nawet 

powoduje ic h  w zro s t (o b c ią ż e n ie  50$ ) w stosunku do przek ładn i, n iem o d y fi-  

kowanych; p rzy  m ałych p ręd k ośc ia ch  ruchu w p o b liżu  v / v n  = } / t ,  w zg lęd 

n i e p rzy  dużyoh w a rto śo ia ch  odohyłek  z a z ę b ie n ia ,  wur:u i oŁx- i.*żeń dy

nam icznych d la  obu sposobów m o d y fik a c ji są z b l iż o n e .

Zastosow an ie  m o d y fik a c ji zarysu  zęba wpływa n ie  ty lk o  na zsifMOę maksy

malnych w a r to ś c i s i ł  dynam icznych d z ia ła ją c y c h  w za z ę b ie n iu , ał<< w yw ołu je 

rów n ież  zmiany rozk ładów  ty ch  s i ł  nu odcinku przy po ru , co ma is to tn e  zna

c z e n ie  z punktu w id zen ia  w y trzym a ło śc i z a z ę b ie n ia .  Na rysunkach S . l6  de





f  -0 257 
PI ’

Rys. 8.18 Rys. 8.19
i

Zmiany o b c ią żeń  dynamicznych, n a  odcinku p rzy  poru

£«-1,45 
modyf A 
§=0,665

fp2= 1,306 W vo<



- 71 -

8 , 1 9  przed s taw ion o  p rzyk ład y  porównania ty ch  rozk ładów  d la  obu r o z p a tr y 

wanych sposobów m o d y f ik a c ji  A i  B, p rz y  bezbłędnym  wykonaniu k ó ł (górn y  

w yk res ) o ra z  w przypadku w ystępow an ia  losow ych  odch y łek  p o d z ia łu  o r o z 

k ła d z ie  jed n osta jn ym , p rzy  z a ło ż e n iu  nom inalnego o b o ią ż e n ia  p rz ek ła d n i.Ń a  

p odstaw ie  wyników o b lio z e ń  zam ieszczon ych  na ty ch  rysunkach można w yc ią g 

nąć n a stęp u ją ce  w n io s k i:

-  w s t r e f i e  g łów nego rezonansu  ( r y s .  8.1 7 ), p rzy  z a ło ż e n iu  o b c ią ż e n ia  no

m in a ln ego , zas to sow an ie  m o d y f ik a c ji  B p row adzi do zm n ie js z e n ia  w a rto 

ś c i  s i ł  dynam icznych na poozątku odcinka przyporu  w stosunku do k £ ł nie— 

m odyfikowanych, 00 k o r z y s tn ie  wpływa na zw ię k s ze n ie  w y trzym a łośo i na z ła 

manie zębów dużego k o ła  i  w spó łozyn n ika  pewności na z a t a r c ie  (p o 

dobny e fe k t  obserw u je  s i ę  w przypadku zm iennej s z tyw n o śc i p o jed yn c ze j 

pary zębów — r y s .  5 « 1 l ) ,  w ys tęp u je  jednak odryw anie s i ę  zębów, a maksy

malna w artośtf s i ł y  j e s t  ponad 2 ra zy  w ięk sza  od o b o ią ż e n ia  s ta ty c zn e g o , 

p rzy  czym d z ia ła  ona w końcowej f a z i e  z a z ę b ie n ia ,  a w ięc  na w ie r z c h o łk i 

zębów zęb n ik a , co j e s t  n ie k o r z y s tn e  ze  w zględów  w ytrzym a łośc iow ych ,

-  w p rz e k ła d n i z  m o d y fik a c ją  zębów A , wykonanej b e z b łę d n ie ,  p ra c u ją c e j 

p rzy  p ręd k o śc i k r y ty c z n e j ( r y s .  8 .1 6 ), n ie  w ys tępu ją  nadwyżki dynami

c z n e j ,  a ro zk ła d  o b c ią żeń  na odcinku p rzyporu  odpow iada ro zk ła d ow i sta-* 

tycznemu przedstaw ionem u na rysunku 8 .1 ;  n a tom ia s t, gdy z a z ę b ie n ie  t e j  

p rz ek ła d n i w ykazu je  lo sow e  o d c h y łk i,  nadwyżki dynam iczne są m n ie js ze  niż 

w p rz e k ła d n i n iem od y fik o w a n e j, n ie  w ys tęp u je  odryw anie s i ę  zębów o ra z  

z m n ie js z a ją  s i ę  o b o ią ż e n ia  w p oczą tk o w e j i  końcowej f a z i e  w spółp raoy  ko

le jn y c h  par zębów , 00 k o r z y s tn ie  wpływa na w y trzym ałość  z a z ę b ie n ia  i  

w spóło iłynn ik  pew ności na ż a t a r o ie ,

-  w p rzek ła d n ia ch  wykonanych b e zb łę d n ie  p ra cu jących  pod obo iążen iem  nomi

nalnym przy  p ręd k ośc ia ch  ruchu p o n iż e j  k r y ty c z n e j ,  zas to sow an ie  raod y fi-  

k a o j i  B ( r y s .  3 .1 9 ) p row adzi do zmian rozk ład u  s i ł  na odoinku przyporu , 

p o le g a ją o y c h  m iędzy innym i na zm n ie js zen iu  s i ę  ic h  w a r to ś o i w p oczą tko 

w e j i  końcow ej f a z i e  w spółp raoy  zębów, n a tom iast w przypadku m odyfika - 

o j i  A n ie  w ys tęp u ją  nadw yżki dynam iozne, a ro zk ła d  s i ł  w za z ęb ie n iu  

odpow iada ro zk ła d o w i statyoznem u ( r y s .  8 .1 8 ) ,  ^

-  w p rzek ła d n ia ch  w ykazu jących  losow e o d ch y łk i z a z ę b ie n ia ,  p racu jąoych  

p rzy  p ręd k ośo iaoh  ruohu p o n iż e j  k r y ty c z n e j ,  ro zk ła d y  ob o ią żeń  dynam iez- 

oyoh  d la  obu sposobów m o d y f ik a c ji  są  podobne; obserw u je  s i ę  o b n iż e n ie  w 

porównaniu z  p rz e k ła d n ią  n iem odyfikow aną ob o ią żeń  w począ tkow e j f a z i e  

w sp ó łp ra cy , co j e s t  k o rzy s tn e  p e w zględów  w ytrzym ałośc iow ych .

¥ o p a rc iu  o wyznaczone num oryoza ie ro zk ła d y  s i ł  dynam icznych w z a z ę b ie 

n iu , i s t n i e j e  m ożliw ość  prow adzen ia  w d a ls zy ch  pracach  s z c z e g ó ło w e j a n a li

zy  wpływu m o d y f ik a c ji  na z ja w isk o  z a t a r c ia  k ó ł  zęb a tych  za  pomocą met6dy 

p rz ed s ta w io n e j w Jl . 38] .



8.3. Uwagi końoowe

Numeryczna metoda w yznaczan ia  o b c ią żeń  dynam icznych może być w ykorzy

stan a do a n a l iz y  i  in t e r p r e t a c j i  z ja w is k  dynainioznyoh zachodzących  w p rze 

k ład n iach  o modyfikowanym z a r y s ie  zębów. Jak wynika z t e j  a n a l iz y ,  mody

f i k a c j a  z a z ę b ie n ia  A (p o  tzw , " d łu g ie j  e w o lw en o ie " ) j e s t  b a r d z ie j  k o rzy 

s tn a  od m o d y fik a c ji B w przypadku p rz ek ła d n i s i l n i e  ob c ią żon ych , wykona

nych d ok ła d n ie  (w 3 lu b  k k la s ie  d ok ład n o śc i wg P N ), p ra ou jących  przy  ob

c ią ż e n iu  nominalnym lu b  p rzy  n ie d o c ią ż e n iu , s z o z e g ó ln ie  w z a k r e s ie  dużych 

p ręd k ośc i obrotow ych , dochodzących nawet do p ręd k ośc i g łów nego rezonansu. 

Omawiany w n iosek , otrzym any na podstaw ie  a n a liz y  wyników p ra cy ,zgod n y  je s t  

z r e z u lta ta m i badań a n a lity c z n y c h  p rzed s taw ion ych  w p racach  j j . .  3 7 ,4 0 ,4 2 ]. 

Z a le tą  m o d y f ik a c ji  A j e s t  w tym przypadku n ie  t y lk o  znaczne o b n iż e n ie  

w spó łczyn n ika  w porównaniu z  p rzek ładn iam i n iem odyfikow anym i, a le  rów

n ie ż  k o rzy s tn e , ze  względów  w ytrzym a łośc iow ych , zmiany rozk ładów  ob c ią żeń  

na odoinku p rzyporu . E fektyw ność obu sposobów m o d y fik a c ji zm n ie js za  się zna

c z n ie  ze  wzrostem  losow ych  odchyłek  z a z ę b ie n ia .  W p rzek ła d n ia ch  o zębach 

s ła b o  ob c ią żon ych , t j .  wykonanych ze  s t a l i  u lepszanych , u g ię c ia  s ta ty c zn e  

są m n ie js ze  i l i ż  w p rzek ła d n ia ch  o zębach  s i l n i e  ob c ią żon ych , a stąd  wpływ 

odch y łek  j e s t  w ię k s zy . W tyra przypadku m o d y fik a c ja  zarysu  zęba  n ie  prowa

d z i  do is t o t n e g ^ o b n iż e n ia  w a r to ś c i w spó łczyn n ika  K^, a le  powoduje korzy 

s tn e  zmiany rozk ład u  ob c ią żeń  dynam ioznych na odcinku p rzyporu , prowadzą

ce  do zw ięk s zen ia  w spółczynn ików  pewności na złam an ie  i  z a t a r c ie ,  ćo 

uzasadn ia  j e j  s tosow an ie .

W op a rc iu  o wyznaczone num eryoznie ro zk ła d y  ob c ią żeń  dynam icznych mo

ż l iw e  j e s t  p row adzen ie w d a ls zy ch  pracach s z c z e g ó ło w e j a n a liz y  w ytrzym ało

ś c io w e j z a z ę b ie n ia  m odyfikowanego.



9. WPŁYW NATURALNEGO ZUŻYCIA ZĘBÓW
NA WARTOŚĆ WSPÓŁCZYNNIKA K .d

Wiele przekładni zębatych pracuje w warunkach znacznego zużycia zębów. 
Jak wynika z badań doświadczalnych ^L. 44], omówionych w rozdziale 10 ,?,u- 
aycie zębów prowadzi do wzrostu obciążeń dynamicznych, które po pewnym 
czasie eksploatacji ustalają się na stałym poziomie.

Wpływ zużycia zębów na wartość obciążeń dynamicznych przekładni może 
być analizowany w oparoiu o badania modelowe. W tym przypadku odchyłki za
rysu od ewolwenty teoretycznej wywołane zużyciem zęba traktuje się jak od
chyłki okresowe, a więc nanosi się je bezpośrednio na odcinku Eg, tj. 
na dolnej krawędzi bryły modelu (rys. 2.5). Przy projektowaniu zarysu bry
ły wykorzystano wyniki badań doświadczalnych [l . 44], podozas których prze
prowadzono pomiary geometryozne zużytych powierzchni bocznych zęba (rys.
10.4b). Jak widać, w procesie zużywania się zębów następuje przesunięcie 
ich zarysu w stosunku do ewolwenty teoretycznej przed zużyciem oraz do
datkowe zużycie głowy 1 stopy zęba. Uwzględniając wyniki tych pomiarów, 
przyjęto paraboliozny kształt dolnej krawędzi bryły (rys. 9.1 ).Kształt ten 
odwzorowuje w przybliżeniu odohyłki zarysu spowodowane zużyciem.

Rys. 9 .1 . K s z ta ł t  b r y ły  modelu dynam icznego p rzek ła d n i o zużytych zębach

9 .1 .  W yn ik i o b l ic z e ń

R ozw iązu jąc  metodą numeryczną rów nanie ruchu b r y ły  2 .9  otrzymano za
le ż n o ś ć  w sp ó łczyn n ik a  Kd = f (fe)/wo ) d la  różn ych  przypadków z u ż y c i a . o b l i 

c zen ia ch  p r z y ję t o  w a r to ść  ozo łow ego  w skaźn ika z a z ę b ie n ia  6^= 1,45 oraz 
w sp ó łczyn n ik a  t łu m ie n ia  <p= 0 ,1 .  Rozpatrywano r ó in e  p o ło ż e n ia  na odcinku
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przyporu punktu najmniejszego zużycia powierzchni, któremu w modelu odpo
wiada najniżej położony punkt zarysu bryły.

Położenie tego punktu w modelu przekładni wyznaczone jest za pomocą bez
wymiarowej współrzędnej 36 (rys. 9.1). Na rysunkach 9.2 i 9.3 przedstawio
no zależność współozynnika Kd = f( co/C0o ), wyznaczoną dla dwu różnych war-

i-« ma Iro^fmo 1 na  rtr» ■? o A /ltości par^pietru %  t przy założeniu maksymalnego zużycia A / V ^  w grani
cach od 1 do 8. Na podstawie wyników obliczeń wykonano także wykresy zbior
cze (rys 9.** do 9#7), które przedstawiają zależność współozynnika od
wielkości zużycia A/V . w strefie głównego rezonansu (co / CO) 1 oraz w za-

/ / / \ kresie lokalnych rezonansów, przy mniejszych prędkościach (cł>0/ CO/̂  oraz
( 0l>o/ w )j.

\0

3,5

1,0 -

f c e'°

K-
4,0

3,5

t . * ‘ p
3,0

2,5

2,0

1,5

u 1.0

Rys. 9.2. Współczynnik w funkcji Rys. 9.3. Współozynnife w funkoji 
prędkości ruchu . prędkości ruchu

9.2. Analiza wyników obliczeń

, Na podstawie otrzymanych wyników obliczeń można zauważyć, że w począt
kowym okresie pracy wzrost zużycia do wartośoi (i 2)V3  ̂ powoduje obniże
nie wartości obciążeń dynamicznych w stosunku dc stanu wyjściowego w prze
kładni niedotartej. W strefie głównego rezonansu drgania kół są stacjonar
ne, a współczynnik nie przekracza wartości 2. Niewielkie zużyoie zę
bów spełnia podobną rolę, jak programowane zmiany zarysu wskutek modyfi
kacji, a więo prowadzi do zmniejszenia wartośoi współozynnilcą K^. Zjawi
sko to występuje również w ,rzeczywistej przekładni, gdzie wskutek niewiel
kiego zużycia głowy zęba w procesie docierania obserwuje się wyraźne 
zmniejszenie efektów dynamicznych. Zwrócono na to uwagę w rozdziale 10 
(rys. 10.4a). Dalszy wzrost wartości zużyoia prowadzi do zwiększenia współ
czynnika K. który przy wartośoi A/Ys .̂ = osiąga poziom wyjściowy, wy
s t ę p u j ą c y  w przekładni niedotartej, W przypadku gdy zużyoie zęłjów A/Vg .̂ = 
= 8-, wartości współozynnika ‘ Kd w oałym zakresie prędkości są znacznie 
większe od odpowiednioh wartośoi tpgo współozynnika w przekładni niedotai»- 
tej. /

V



Zależność współczynnika

Kys. 9.6
Zależność współczynnika

'J
Kj od wartości zużycia zębów ,

Kd od wartości zużyoia zębów



10. WERYFIKACJA TEORETYCZNYCH WYNIKÓW PRACY

10.1. Badania eksperymentalne

Wyniki teoretyczne uzyskane w praoy zostały zweryfikowane przez porów
nanie z rezultatami badań eksperymentalnych wykonanych przez różnych auto
rów. Rezultaty tyoh badań przedstawiono w łicznyoh pracach [l . 5» 6, 11,
15> 16, 29, 30, 50, 53, 67, 70, 73, 7*ł] . Badania te na ogół przeprowadza
no na stanowiskach mooy krążącej, przy różnyoh oboiążeniach statyoznyoh^w 
funkcji prędkości obrotowej. Wartość obciążeń dynamicznych wyznaczano na 
stanowiskach najczęściej poprzez pomiar ugięcia zębów metodą tensometrycz- 
ną, względnie metodą pomiaru drgań skrętnych kół. Stosowano także metodę 
pomiaru względnyoh przemieszczeń obwodowych współpracujących kół za pomo
g ę  przetworników sejsmicznych £l . 50] .

Wyniki pomiarów tensometryoznyoh naprężeń u podstawy zęba w funkcji czę
stotliwości zazębienia i wartości nominalnego' obciążenia przedstawiono na 
rys. 10. la Jl . 7*ł], Główny rezonans w tym przypadku saa miejsce przy ozę- 
stotliwości około 1150 Hz. Lokalne ekstrema współozynnika Kd występują 
przy mniejszych prędkościach ruchu, a mianowicie przy częstotliwości za
zębienia około 600 i 800 Hz.

Rys. 10.1. Zależność współczynnika od prędkości ruchu
a - wg [l. 7**], b - wg [l. 16]

Wyniki pomiarów tensometryoznyoh pary kół zębatyoh wykonanych w 3 kla
sie dokładności wg TGL przedstawiono na rys. 10.1b |[l. 16]. Główny rezo
nans ma miejsoe przy prędkości obrotowej około b7 0 0 obr/min, natomiast do
datkowe ekstrema występują przy prędkośoiach ruchu odpowiadająoyoh 1/2,
1/3, l/*t prędkości głównego rezonansu. Na rysunku widoczny jest duży przy
rost współozynnika Kd przy narastaniu prędkośoi w strefie głównego re-
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zonansu, co występowało na wykresach współczynnika wyznaczonych w pra-
oy teoretyoznie dla przekładni wykonanych dokładnie.
Na wykresach ti crstycznyoh obserwowano również wyraźne przyrosty współ
czynnika K̂ , przy prędkośoiaoh ruchu w  = 1/2, 1/3 itd. Tak więc wy
niki badań doświadczalnych potwierdzają w tyra przypadku rezultaty obłiozeń 
teoretycznych.

10.1.1. W p ł y w  w a r t o ś c i  o d c h y ł e k  z a z ę b i ę -  
n i a  n a  w s p ó ł c z y n n i k  Kj

Wyniki pomiarów obciążeń dynamicznych kół zębatych, które wykazywały od
chyłki podziałki, przedstawiono na irys. 10.2 Fi/. 16, 22| . Na rysunku tym 
porównano wykresy współczynnika wyznaczone dla kół zębatych z odohył-
kani podziałki zasadniczej o wartośoi f^iJ} = 1,9 i 1 5 /tm, pracu jąoyeh przy 
obciążeniu Q dw  ̂ = 50 N/mm oraz 200 N/mm. Porównania dokonano w zakresie 
małych prędkości ruchu, t.j. przy założeniu w/ct)Q <  0,35. Jak widać, war
tości współczynnika maleją ze wzrostem obciążenia. J8St to spowodowa
ne równoczesnym wzrostem ugięcia statycznego zazębienia, co prowadzi do 
zmniejszenia względnej wartości odchyłek odniesionych od tego ugięcia.Przy
kładowo, przy obciążeniu Q dw^ = 200 N/mm, ugięcie statyczne wynosi 13{JTO, 
natomiast przy oboiążeniu Q d .j = 50 N/mra wynosi 3,** /im. Tak więc wzgłęd- 

' na wartość odchyłki podziałki f ^ = 1 5 wynosi w pierwszym przypadku
około 1,1 V st, natomiast w drugim *+,1) V sj.. Z tego powodu wartości współ
czynnika Kd , odpowiadające obu rozpatrywanym wartośoiom odchyłek, znacz
nie się różnią. Jak widać, rezultaty badań eksperymentalnych są abieżne z 
wynikami teoretycznymi uzyskanymi w pracy, na podstawie których stwierdzo
no zależność współczynnika K^ od względnej wartości odchyłek odniesio
nych do ugięcia statycznego. W praoy [l. *t2] zamieszczono wyniki badań eks
perymentalnych nad wpływem odchyłek zarysu na wartość granicznego obcią
żenia kół wykonanych ze stali CK *»5 (odpowiednik stali k-5 wg PN) ulepsza
nej do twardości 200 HB. Koła o parametrach z, = z2 = 25, m = 5 mm pra
cowały przy prędkości obrotowej v = 18 m/s w oleju o lepkości 6,5°E.Obli~ 
czona wg wzoru 11.1 prędkość krytyozna kół wynosiła vo = *ł5 m/s.Wyniki ba
dań przedstawiono na rys. 10.3. Jak widać, w miarę wzrostu odchyłek male
je graniczne obciążenie przy założonej liczbie oykli, co jest spowodowa
ne głównie wzrostem oboiążeń dynamicznych.
- W tablicy przedstawiono porównanie wyników omawianych badań doświad
czalnych oraz rezultatów teoretyoznych uzyskanych w pracy.

Sumaryczną wartość odchyłek zarysu obliozano zgodnie ze wzorem ~ 2"-j 
+ fg. Współozynnik Kd został określony przez interpolacją wyników obli- 
ozeń numerycznych przedstawionych w pracy (rys. 7.6), .otrzymanyoh przy za- 
łożeniu zmiennej sztywności pojedynczej pary zębów dla prędkości ruchu kół 
&>/ti}0 = v/v0 = 0,U.
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Rys. 10.2. Współozynnik Kd w funkcji prędkośoi ruohp [l . 16]
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_Nmm

Rys. 10.3. Zależność granicznego oboiążenia kół od wartości odchyłek za
rysu [L. 1*2 ]

Lp.

Sumaryczna 
wartość od- 
ohyłki za

rysu
ff [pm]

Względna
wartość
odchyłki

Graniczne 
obciążenie 
przy 10 

cykli
[N/mm2]

Wapóiozy nnik
K. wyznaczo- d
ny teorety

cznie

Stosunek 
granicz
nych ob
ciążeń

V « i

Stosunek

Kdi/Kd1

1 1<t 1,2 Q, = 1,56 Kd1 = 2-1 1,0 1,0
2 20 1.9 Q2 = 1,Vt Kd2 = 2'3 1 ,08 1,10
3 26 2,5 Q3 = 1,36 Kd3 = 2,4 1,15 1,1*»
Ił 30 3,6 %  = 1,12 Kdl* = 2’9 1,39 1,38

Na podstawie porównania wartości liozbowyoh zamieszczonych w odpowiednich 
kolumnaoh tablicy można stwierdzić, że otrzymane na drodze doświadczalnej 
wyniki są zgodne także pod względem ilościowym z rezultatami obliozeń teo- 
retyoznyoh.

10.1.2. V p ł y w n a t u r a l n e g o  z u ż y o i a  n a  w a i w  
t o ś ć  w s p ó ł o z y n n i k a

Oboiążenia dynamiczne w przekładni zmieniają się podozas jej eksploata
cji wskutek naturalnego zużywania się zębów. Wyznaczenie wpływu zużyoia na 
wartość współozynnika było tematem praoy £l>. U1»].
Przykładowe wyniki badań przeprowadzonych w tej praoy przedstawiono na ry
sunku 10.k, Obiektem badań były w tym przypadku 2 pary kół zębatych wyko
nanych ze stali ulepszanych (oznaczonych przez M) oraz utwardzanych po
wierzchniowo (oznaozonyoh przez t) o następująoych parametrach: z. = 35,

2Zg = 36, m = 3 non. Koła praoowały przy obciążeniu Qu = 1,79 N/mm .Podozas

Liczba cykli
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badań wy znaczono wartość sku
teczną przyspieszeń drgań 
kół, która jest proporcjo
nalna do nadwyżki dynamicz
nej. Jak wynika z badań, 
w przypadku kół wykonanyoh 
ze stali ulepszanych (rys.
10.*Ła), obciążenia dynami
czne znacznie rosną w po
czątkowym okresie pracy 
wskutek wystąpienia wyraź
nych objawów zużycia zębów.
W m iarę upływu czasu  eks

p lo a t a c j i  wahają s i ę  one 

ok o ło  pewnej w a r to ś c i ś r e 

d n ie j ,  w y żs ze j od w a r to ś c i począ tkow ej d la  k ó ł nowych.

Zarys zęba po zu życ iu  p rzed s taw ion o  na r y s .  10 .4b. Jak W idać z n ie k s z ta ł 

cony wskutek zu ż y c ia  za ry s  j e s t  p rz e s u n ię ty  ró w n o le g le  w stosunku do ewoŁ- 

wenty t e o r e t y c z n e j  i  dodatkowo w ykazu je  z u ż y c ie  g łow y i  s topy  z ę b a .¥ p ro 

c e s ie  d a ls z e g o  zużyw ania s i ę  za ry s  ten  u lega  ju ż  t y lk o  p r z e s u n ię c iu , t j .  

rosną  lu zy  obwodowe, a le  n ie  zm ien ia  s i ę  p r o f i l  zęba , a tym samym o b c ią 

ż e n ie  dynam iczne k ó ł .  W przypadku zębów utwardzanych pow ierzch n iow o ,w po

czątkowym o k r e s ie  pracy k ó ł w ystępow ało w yraźne o b n iże n ie  ob c ią żeń  dyna

m icznych wskutek d o c ie ra n ia  zębów. Po tym o k r e s ie  o b c ią że n ia  te  p ra k ty c z 

n ie  pozos taw a ły  na sta łym  p oziom ie  n iższynKod w a r to ś c i p oczą tkow e j, ze 

w zględu  na n iezn aczn e  z u ż y c ie  zarysów  zębów. N ie w ie lk ie  zu ż y c ie  g łow y i  

s topy  zęba  w c z a s ie  d o c ie ra n ia  k ó ł s p e łn ia  podobną r o l ę ,  ja k  m od y fik ac ja  

za rysu , a w ięc  prowadzi do o b n iże n ia  w spó łczyn n ika  K^. Badania dośw iad

c za ln e  p o tw ie r d z i ły  w tym przypadku “r e z u lt a t y  o b l ic z e ń  te o re ty o zn y c h  p rze

prowadzonych w r o z d z ia le  9, z  k tó ry ch  w yn ika, że  zu ż y c ie  g łów  zębów n ie -  

p rz ek ra c za ją c e  2 prow adzi do zm n ie js ze n ia  e fek tó w  dynam ioznych w p rze

k ła d n i.

1 0 ,1 ,3 . V- p ł  y w m o d y f i k a c j i  z a r y s u  n a  w a r 
t o ś ć  o b c i ą ż e ń  d y n a m i c z n y c h  s a z ę -  

^, b i  e n i  a

Dadanie eksperym enta lne nad wpływem sposobu m o d y fik a c ji na w arto ść  s i ł  

dynam icznych w k o łach  zęb a tych  op isan o w pracach £ l .  U k , 8lJ .Badaniom eks

perymentalnym  poddana b y ła  para k ó ł zęb a tych  o module m = 3 nim o ra z  l i c z 

b ie  zębów z^/z^ = 35/36. Wskaźnik z a z ę b ie n ia  w y n o s ił 1 ,66 . Badania prowar- 

dzono p rzy  s t a ł e j  p ręd k ośc i ob ro to w e j n = 1500  obr/m in. W t r a k c ie  badań 

dokonano porównania o b c ią żeń  dynam icznych k ó ł z  m o d y fik a c ją  zarysu  Wyko

naną w różn y  sposob #£az k o ła  n iem odyfikow anego o bokach zębów s z l i f o w a 

nych. P o s zo ze gó ln e  sposoby m o d y fik a c ji r ó ż n i ły  s i ę  d łu g o ś c ią  odcinka n ie -

I"V1

\ I
r |\/V / \  —

\

N

ta&c
2291082m.obcuf SC10* »0 150ioe ; W

120. 240 360 480 ) czas pracythl

Rys. 10.4. a - Zależność współozynnika Kd 
od czasu pracy przekładni [L, 44], b - za

rys zęba po zużyciu
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modyfikowanego bm (rys. 8;1). Wyniki pomiarów tensometryeznych oraz przy
spieszeń drgań skrętnych, otrzymanyoh podczas tyoh badań przedstawiono w 
tablicy:

Lp. Sposób modyfikacji
Metoda drgań skręt.: 
ątosunek przyspieszeń 
drgań w kole z mody
fikacją zarysu i nie- 
modyfikowanym /

Metoda tensometryczna: 
stosunek naprężeń dyna
micznych u podstawy 
zęba w kolo z modyfika
cją zarysu i niemodyfi- 
kowanym

' 1 Koło niemodyfiko— 
wane 0 szlifowa
nych zębaoh 1 1

2 V  pb 0,91 0 ,9 6

3 b = 0,9TT1 Pb 0,82 0,75
4 b = 0 , 6  m Pb 0,79 0,58
5 b = 0.4 m Pb ’ 0,77 0,47
6 b = 0,34m Pb 0,64 -
7 b = 0 ,2  m Pb

0 ,8 0 0,64

Przedstawione wyniki pomiarów umożliwiają jedynie porównanie jakościo
we rozpatrywanych sposobów modyfikacji, ze względu na różny- sposób zdefi
niowania współozynnika w obu metodach pomiarowych, jak również z uwa
gi na zakłócenia pochodząoe od stanowiska pomiarowego wpływające na wyni
ki metody drgań skrętnych. Jak widać, obie metody pomiarów wykazywały, że 
najbardziej efektywna jest modyfikaoja A (poz. 6 ) lub bliska jej modyfika
cja (poz. 5). Tak więc badania doświadczalne potwierdziły w sposób jako
ściowy wyniki obliczeń teoretyoznyoh, z których wynikała ^naozna efektyw
ność modyfikacji A (po tzw. długiej ewolwencie), przy założenii; dokładne
go wykonania kółs '

Efektywność modyfikacji zarysu zęba zależy nie tylko od jej sposobu, 
ale również od obciążenia przekładni. Wyniki badań eksperymentalnych prze
prowadzonych dla kół o modyfikowanym zarysie zębów, dokładnie wykonanych,, 
przedstawiono na rys. 1 0 . 5  [l. 60J .
Obiektem badań była para kół o zębach prostych o module m = 3 mm i- prze
łożeniu u = 1. Koła pracowały przy oboiążeniu nominalnym wynoszącym Q d^
= 600 N/mm, odpowiednim dla przyjętej głębokości modyfikacji zarysu zęba 
oraz przy obciążeniu Q dw  ̂ - 300 N/mm, a więc wynoszącym 5^& obciążenia 
nominalnego. Jak wykazały badania (rys. 10.5 ), przy oboiążeniu wynoszącym 
50$ wartości nominalnej, a więc, w przypadku gdy głębokość modyfikacji jest 
większa od ugięcia statycznego zazębienia, wartości współczynnika Kd w 
całym zakresie prędkośoi są znacznie wyższe od odpowiednich wartości tego 
współozynnika przy obciążeniu nominalnym. Przy zbyt małym oboiążeniu mo— 

V
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1-zazębienie jednoparowe 1-zazębienie jednoparowe
2-zazębienie dwuparowe 2-zazębienie dwuparowe

Rys. 10 .5 . Wpływ o b c ią ż e n ia  na w a r to ś c i w spółczyn n ika  K . w fu n k c j i  pręd
k o ś c i ruchu d la  k ó ł  o modyfikowanym z a r y s ie  zębów QL. 60]

d y f ik a c ja  zarysu  d a je  podobne e fe k ty  dynam iczne, ja k  okresowa odchyłka 

zarysu  zęb a . Również w tym przypadku badania d ośw iad cza ln e  p o tw ie r d z i ły  w 

p e łn i w yn ik i o b lic z e ń  te o re ty c z n y c h .

10 .2 . Ocena d ok ład n ośc i wyników praoy

Na dok ładność wyników uzyskanych w pracy w p ływ ają  n astęp u ją ce  o zyn n ik i:

-  s to p ie ń  u p ros zc zen ia  p r z y ję te g o  modelu dynam icznego, co w ią że  s i ę  bezpo

ś red n io  z  k ry te r iu m  popraw ności m odelowania,

-  b łęd y  oszacow an ia  parametrów m odelu, ta k ic h  ja k : w spółozyn n ik  tłu m ien ia , 

sztyw ność z a z ę b ie n ia ,

-  b łęd y  o b lio z e ń  numerycznych w yn ik a jących  z  p r z y j ę t e j  metody rozw iązyw a

n ia  równania różn iozkow ego  ruchu.

Zgodn ie z  i s t o t ą  m odelowania, poprawnie p r z y ję t y  model pow in ien  p rzed 

s ta w ia ć  w w y id ea lizow a n y , uproszczony sposób badaną r z e c z y w is to ś ć ,  a ta k 

że  pow in ien  d o s ta te c z n ie  w ie r n ie  od tw arzać badany o b ie k t  r z e c z y w is ty  pod 

wybranym kątem w id zen ia , a je d n o c ze ś n ie  być m o ż liw ie  p ro s ty  i  ła tw y  w ba

daniu [L .  10]  . Porównując w yn ik i badań modelowych o ra z  r .e zu lta ty  badań do

św iadcza ln ych  przedstaw ion ych  w r o z d z ia le  10.1 można s tw ie r d z ić ,  ż e  są 

z b ie ż n e ,  a w ięc  p r z y ję t y  m odel, mimo zastosowanyoh u p ro s zc ze ń ,s p e łn ia  kry

teriu m  d o s ta te c z n e j w ie rn o ś o i,  a tym samym k ry te r iu m  poprawnośoi m odelo- 

w an ia.

Param etry modelu oszacowano w n astępu ją cy  sposób. Bezwymiarowy w spó ł

c zynn ik  t łu m ie n ia  y) p r z y ję t o  na podstaw ie  wyników prac dośw iadcza ln ych  i
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teoretycznych innych autorów, przy czym wartość tego współczynnika dobra
no tak, aby w stanach rezonansowych odpowiednie wartości współczynnika 
wyznaczone teoretycznie w oparciu o model oraz na drodze doświadczalnej 
były zgodne. W niektórych rozwiązaniach konstrukcyjnych przekładni warto
ści tego współczynnika odbiegają od przyjętej do obliczeń. M tym przypad
ku celowe jest (Z świadczalne ustalenie tego parametru.

Drugi parametr modelu, tj. sztywność zazębienia, przyjęto na podstawie 
w yn ik ó w  prac teoretycznych i doświadczalnych omówionych w rozdziale 5.Cha
rakterystyka sprężysta zazębienia zależy od sposobu rozwiązania konstruk
cyjnego kół, a także od ich cech geometrycznych. Uwzględniając to, w pra
cy przeprowadzono obliozenia dla dwóch przypadków sztywności, z których 
jeden jest przypadkiem skrajnym, najbardziej niekorzystnym z punktu widze
nia dynamiki przekładni. Jest to przypadek stałej sztywności pojedynczej 
pary zębów na odcinku przyporu. Z uwagi na to, w rzeczywistej przekładni 
wart o śo i współczynnika Kd mogą w określonych przypadkach być mniejsze od 
odpowiednioh wartości tego współczynnika wyznaczonych przy założeniu sta
łej sztywności zazębienia. CeloT^c jest prowadzenie w dalszych pracach ba
dań zmierzających do wyznaczenia charakterystyki sprężystej zazębienia dla 
kół zębatych o różnych ceohach geometrycznych. Wyniki tych prac mogłyby 
być wykorzystane w badaniach modelowych.

10.2.1. O s z a c o w a n i e  w a r t o ś c i  b ł ę d u  n u m e -  
r y o z n e j  m e t o d y  r o z w i ą z y w a n i a  r ó w 
n a n i a  r ó ż n i c z k o w e g o  r u c h u

Większość przedstawionych w pracy wyników uzyskano rozwiązując równa
nie różniczkowe ruchu względnego kół za pomocą numerycznej metody Eulera. 
Tylko w niektórych przypadkach posłużono się metodą Rungego-ICutty, przy 
jednoczesnym zastosowaniu maszyny cyfrowej.

Oszacowanie wartości błędu przeprowadzono wyłącznie dla metody Eulera, 
przyjmując, że ta druga metoda obliczeń daje większą dokładność, przy za
łożeniu tej samej wartości elementarnego kroku h.

Dla oszacowania wartości błędu metody Eulera zastosowano następujący 
sposób postępowania. Rozwiązano tą metodą równanie opisujące drgania wymu
szone przy tłumieniu wiskotycznym. W szczególnym przypadku równanie to 
przyjmuje postać

y + 0,2 y + to2 y = sin(<i t + <j). (10.1 )

Współczynnik uwielokrotnienia amplitudy Wyznacza się w tym przypadku 
zgodnie ze wzorem [l . 55j

1
............   f  ( 1 0 . 2 )

^  -

Dla p =  0,1; = (0 = 1, otrzymuje się wartość ^,= 5.



Obliczenia przeprowadzono za pomocą programowalnego kalkulatora dla róż
nych wartości elementarnego kroku

• h = jjSJ-, (10.3)
шах

nmax ” liczba przedziałów przypadająca na jeden okres drgań.
•Tak wynika z obliczeń, wartość błędu salo je w przybliżeniu z kwadratem ele
mentarnego kroku h, co stwierdzono również w rozdziale 2.3. Krok obliczeń
h jest odwrotnie proporcjonalny do liozby przedziałów n . Czas obli-шах
cizeń numerycznych jest z kolei proporcjonalny do liozby пшах* '|,Уп *̂са stąd 
że dla uzyskania dużej dokładnośoi obliczeń należy zastosować mały krok 
obliczeń h, który odpowiada dużej liczbie nmaxf 00 z kolei prowadzi do 
wydłużenia czasu obliczeń.

Uwzględniając powyższej zdecydowano się na przyjęcie пшах = 20 dla 
prędkości ruchu w zakresie od 0,5 do 1,7 W  /co0, co odpowiada krokftwi h od 
0,628 do 0,185, natomiast przy mniejszych, prędkościach stosowano пи-,х =
= 40. Wartość błędu obliczeń zmieniała się w rozpatrywanym przypadku od 
0,3 do 5,6%. . *

Wyniki obliczeń pozwoliły również na określenie liozby okresów drgań, 
po których amplituda wychylenia układu praktycznie się ustala. Zauważono, 
4e następuje to po około 10 okresach; w tym czasie zanikają przejściowe 
składniki drgań. Prawidłowość tę wykorzystano w  trakcie rozwiązywania rów
nania ruohu względnego kół.

10.3. №<agl końcowe

Przeprowadzona analiza porównawoza wykazała, że wyniki rozwiązań rów
nań różniczkowych, przedstawione w pracy, są dostatecznie zgodne z rezul
tatami badań eksperymentalnych. Biorąc pod uwagę, że równania te były od
pracowane w oparciu o model matematyczno-fizyczny przekładni,można stwier
dzić, że modol ten nadaje się do analizy i interpretaoji zjawisk mających 
wpływ na współczynnik sił dynamicznych. Otrzymane, przy wykorzystaniu te
go modelu, wyniki obliczeń numeryoznych mogą być przydatne w obliozeniach 
wytrzymałościowych zazębienia, prowadzonych w procesie projektowania prze
kładni walcowych i stożkowych, a w szozególności do optymalnogo wyboru ich 
cech.
/ Dla celów teoretycznych, w miarę potrzeby, model może być rozbudowany 

przez uwzględnienie wpływów dalszyoh czynników, natomiast dla celów prak
tycznych można ograniczyć się do jego uproszczonej postaoi.

г ^
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11. PERSPEKTYW WYKORZYSTANIA NUMERYCZNEJ METODY 
WYZNACZANIA OBCIĄŻEŃ DYNAMICZNYCH W OBLICZENIACH WYTRZYMAŁOŚCIOWYCH

ZAZĘBIENIA

11.1. Wykorzystanie wyników praoy w obliozanlaoh lnżynierskioh

W praoy dokonano analizy wpływu istotnych oeoh konstrukcyjnych i teoh- 
nologioznyoh na wartość i rozkład oboiążeń dynamioznyoh wzdłuż odcinka przy- 
poru. Wyniki obliczeń numerycznych związanych z tą analizą przedstawiono 
głównie w postaci wykresów. W prooesle projektowania wykresy te mogą byó 
wykorzystane do wyboru optymalnych wielkości założonych, względnie mogą 
służyć do porównania różnych wariantów założeń z punktu widzenia właaoo- 
ści dynamioznyoh projektowanych przekładni.

Dla wstępnej oceny obciążeń dynamioznyoh zazębienia o założonyoh para
metrach niezbędne Jest określenie następujących danych wejściowych:

m
- prędkości ruchu kół zębatyoh w stosunku do prędkości krytycznej,
- charakteru 1 wartośoi odohyłek teohnologioznyoh oraz programowanych 

zmian zarysu zębów wywołanyoh modyfikaoją.
W programie obliczeń numeryoznyoh występuje względna wartość odohyłek wy
konania odniesionych do ugięcia statycznego jednej pary zębów, stąd zacho
dzi potrzeba odpowiedniego przeliczenia tyoh odchyłek. Wyznaozenie tyoh 
danych wiąże się z kolei z koniecznością oszacowania prędkośoi krytycznej 
vo, b q lub częstości drgań własnyoh przekładni U>0 oraz ugięcia statyoz- 
nego zazębienia Ys -̂

Zgodnie z JjL. krytyozna prędkość obwodową jednostopniowej przekła
dni walcowej może być obliozona na podstawie wzoru

2 '2 oz cos cęw

*  9m

gdzie:
oz - sztywność zazębienia,
z^ - liozba zębów zębnika,
0ęv - kąt przy poru na średnicy tooznej,
fm - gęstość materi&łu,
u — przełożenie kół zębatyoh, 

v) = T,/b - stosunek długośoi wału do szerokości zębnika.

( 1 1 . i )



V praktycznych obliozeniaoh można posłużyć się przybliżonym wzorem [L.42]:
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e 800 
vo * z2 K SJ (11‘2) '1 I u

Ugięoie statyczne w strefie przyporu jednoparowego oblicza się natomiast 
ze wzoru:

P Q d , n w1
st ” b O - O COS 0pw *

gdzie:

-y*- - wskaźnik obciążenia kół, JN/mni2]

(11.3)

P
Q = i

o - sztywność jednej pary zębów, 
dy j — średnica toczna zębnika, pum]
Pn - nominalna wartość siły międzyzębnej,
Pst - nominalna wartość siły obwodowej.

W praktycznyoh obliozeniaoh można wykorzystać przybliżony wzór

Yst = ° ’06 Q dw1 0 m] (11A)

11.2. Wykorzystanie numeryozne.1 metody wyznaozania obciążeń dynamicznych 
w obliozeniaoh wytrzymałościowych zazębienia

Większość dotyohozas stosowanyoh metod obliozeń wytrzymałościowych za
zębienia opiera się na przyjęoiu tej samej wartośoi obciążeń dynamicznych 
i niezmiennej na odcinku przyporu, zarówno w obliozeniaoh wytrzymałości 
na złamanie zębów, jak i na naoiski. Obliczenia wytrzymałośoi na złamanie 
zębów przeprowadza się na ogół dla innej fazy zazębienia, niż obliozenia 
na naoiski. Przykładowo, badania teoretyozne i eksperymentalne wykazują 
[L. 49, 58], że w przypadku dokładnego wykonania, największe naprężenia u 
podstawy zęba występują w zewnętrznym punkcie jednoparowego zazębienia,tj.
w punkcie , przedstawionym na rys. 5.10. Do obliozeń na naoiski wybie-i ę.ra się zwykle biegun zazębienia C - dla koła oraz dla zębnika - wewnętrz- 
ny punkt Jednoparowego zazębienia (rys. 5.10), gdzie z powodu małego
promienia krzywizn naprężenia kontaktowe są znaczne. Obliozenia na zatar
cie przeprowadza się w przypadku zazębienia niemodyfikowanego zwykle dla 
wierzchołków zębów, gdzie występują najbardziej niekorzystne warunki pra
cy wskutok dużyoh poślizgów.

Biorąo pod uwagę, że oboiążenie dynamiczne na odcinku przyporu nie jest 
wielkością stałą, oelowe jest indywidualne rozpatrywanie zmian tego oboią- 
żenia i na tej podstawie obliozanie współozynnika oboiążeń dynamloznyoh 
dla celów praktyoznych. Jak wynika z obliozeń numerycznych, przedstawio
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nych w rozdziale 5, w przekładni pracującej w zakresie podkrytycznym na 
jedno zazębienie przypada kilka zmian obciążenia. Drgania kół mają złożo
ny charakter, przy ozym wskutek ich ruchu obrotowego zmienia się miejsce 
działania maksymalnej wartośoi siły. Występowanie tego zjawiska wskazuje 
na celowość wyznaczania w tym przypadku punktów krytycznych na odcinku 
przyporu, w których należy sprawdzać poszczególne warunki wytrzymałościo
we.

W związku z tym można zaproponować nowy sposób obliczeń wytrzymałościo
wych zazębienia, który uwzględnia indywidualne wartośoi współozynnika ob
ciążeń dynamicznych. Sposób ten opiera się na wyznaczeniu ohwilowych zmian 
naprężeń w przekroju podstawy zęba i zmian nacisków na jego powierzchni 
oraz określeniu maksymalnych wartośoi naprężeń względnie naoisków w kryty
cznych punktach odcinka przyporu. Rozpatrywany sposób obliczeń wytrzyma
łościowych może być stosowany dla róAnyoh kombinacji odchyłek technolo
gicznych zazębienia. tJla ilustracji problemu, dalsze rozważania przepro
wadzono na przykładzie kół zębatyoh wykonanych bezbłędnie lub z odohyłka- 
mi okresowymi. r

11.2.1. O b l i c z a n i e  w y t r z y m a ł o ś c i  n a  z ł a f f t
m a n i e  z ę b a  _

Większość wzorów stosowanyoh do obliozeń naprężeń zginających w prze
kroju podstawy zęba zębnika lub koła,-oznaczonych indeksem (i) lub (2 ), 
[L. 1h , k2, 82, 85] , można przedstawić w następująoy sposób:

ÓF1,2 = 5Tb YF1,2 TS1,2 Y6 l , 2 Y|5, (H.S)

gdzie:
' Fp - oboiążenie obliczeniowe,
m - moduł,
b - szerokość kół,
Y — współozynnik działania karbu, /S1,2

j - współozynnik zależny od wskaźnika przyporu, uwzględniająoy po
łożenie siły międzyzębnej w chwili wystąpienia maksymalnyoh na
prężeń w przekroju podstawy zęba,

- współozynnik kąta linii zęba; dla zębów prostyoh przyjmuje war
tość równą 1,

- współozynnik kształtu, wyliczany dla przypadku działania siły' r 1 t d
międzyzębnej na wierzohołek zęba} wartość tego współozynnika 
zależy od metody obliozeń, liozby zębów i współozynnika przesu- 
nięoia zarysu.
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Występująoe w© wzorze (11.5) oboiążonie obliozeniowe P_ może być wyzna-r
o zono z zależności

PF = Pst KF Kd' (l1-6)
' ? | •

gdzie:
Pgę - nominalna wartość siły obwodowej,
Kp - współczynnik uwzględniający wpływy na naprężenia w przekroju pod

stawy zęba: przeciążeń zewnętrznych, nierównomiernośoi rozkładu 
obciążenia wzdłuż odcinka przyporu oraz nierównomiernośoi wzdłuż 
linii zęba,

- współczynnik oboiążeń dynamicznych.
Uwzględniając zmiany obciążeń dynamicznych jednej pary zębów psd/pst mdłu* 
odcinka przyporu wzór (11.5) dla kół o zębach prostyoh może być przekształ- 
eony do postaci

P P
( i  _  k  ^ v  V  f  11  7 )°F1/2 ” F m b Pflt 1,2 Fd1,2 IS1f2f

t

« dzie:
YFdl 2 ~ ohwil°we wartości współczynnika kształtu zależne od miejsca 

przyłożenia siły międzyzębnej na wysokości zębów obu kół, a 
tym samym od położenia punktu' współpraoy zębów na odcinku przy
poru.

Do obliczeń wytrzymałościowych należy przyjąć maksymalną wartość naprężeń 
w przekroju podstawy zęba, występującą w tych punktaoh odcinka przyporu, 
w któryoh wyrażenia [Ps<j/pst*YFd] 1 2 *^a z9bn *̂£a względnie koła osiągają 
wartości ekstremalne. Wobec tego współozynniki obciążeń dynamicznyoh obli- 
ozane ze względu na złamanie zębów Kdz1 równe liozbowo stosunkom na
prężeń dynamioznych do statyoznyoh,można wyznaozyć z następującej zależ
ności: p

ó mai(p^ •
k _ ^ Ll2_ =  jat — (11>8)Fd' 1, 2
dz1,2 6s + f 2 Ysti,«: F1,2

Występująoe w powyższym wzorze chwilowe wartości współczynnika kształtu
Y _ ., niezależnie od metody obliczeń, są funkcją następujących zmiennychrd

0
Ypd = f(z, x, oęM , ś L,i>y '), (11-9)

ądzie:
z - liczba zębów koła,
x - współczynnik przesunięoia zarysu,

qp - kąt przyporu na średnioy tocznej.

i
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m — moduł,
ey ’ ty “ ol3Ewilowe wartości ramienia i kąta działania siły mlędzyzębne j, 

wyznaczone zgodnie z rysunkiem 11.1,
Według normy DIN 3990 [l , 1 <♦] współ
czynnik kształtu oblicza się za po- 
aiooą wzoru

Fd
6 —i cos ‘ilł, m ry

(S.) °o a  0(v
El

(1 1 .1 0 )

w którym,oprócz poprzednio poda- 
nyoh oznaczeń, s/®i cznaoza względ
ną grubość -zęba w przekroju obli.-» 
ozeniowym, zależną od liozby zębów 
i współczynnika przesunięcia zary
su [L. 23] . Wprowadzając do obli
czeń naprężeń ohwilowij wartość 

współczynnika YFd» uwzględnia się rzeczywiste położenie siły tniędzyzęb- 
nej w chwili wystąpienia maksymalnych naprężeń w przekroju podstawy zęba. 
Przy takim sposobie obliozeń nie ma potrzeby wprowadzania współozynnika 
Ŷ  , który w tradyoyjnyoh metodach obliozeń spełnia w przybliżeniu podobną
rolę. Można w ten sposób wykluczyć jedną z dyskusyjnyoh wielkośoi, 
różnie była przyjmowana w obliczeniach.

która

11.2.2. O b l i c z e n i a  w y t r z y m a ł o ś o i  
w e j  z a z ę b i e n i a

s t y k o-

Obliozenia wytrzymałości stykowej zazębienia opierają się zwykle na wy- 
znaozeniu naprężeń stykowych według Hertza, zgodnie ze wzorem £l . 42]

■inHH = r T ę T  M(1 _ ^ 2)’ ( 11. 11)

gdzie:
nH

P =
Pl ?Z 
Pi +?2

2 E1E2 
E1+E2

- obliczeniowa wartość siły międzyzębnej,
« »

- zredukowany promień krzywizny ewolwent zmienny na odcin
ku- przyporu,

- zredukowany współczynnik sprężystości wzdłużnej,

- liozba Poissona, 
b - szerokość kół.
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Zgodnie z [L. k 2] stan naprężeń na powierzohni współpraoująoyoh zębów oh»- 
rakteryzuje średni nacisk obliozany wg Stribeoka k, który jest związany 
z naprężeniami następującą należnością

k = 5^  = f (1 - (1 1 .1 2 )

Występujące we wzoraoh (l1.1l) i (11. 12 ) obliozeniowe obciążenie P dlaUH
kół o zębach prostych można wyznaczyć z następującej zależności

P
PnH = %  Kd' f « ^ 3 )

w którym, oprócz uprzednio podanych oznaozeń, Kjj oznaoza współczynnik u- 
względniający wpływy na naprężenia stykowe: przeciążeń zewnętrznych, nie- 

i.równomi,ernośoi rozkładu obciążeń wzdłuż odcinka przy poru oraz nierównomier- 
nośoi rozkładu wzdłuż linii zęba. Uwzględniająo zmiany obciążeń dynamicz
nych jednej pary zębów ps<j/pst wzdłuż odcinka przy poru, wzór C 11.12) dla 
zębnika może być przekształcony do postaci

* H P.t Psd ^  Kri Psdl
k 1 = — s-^-S-bp- ^  ^  ““  [ 2 0 - P ^ }

gdzie:
dw1 „ - średnica toozna zębnika,

PstQ = jj—g—  - wskaźnik oboiążenia kół.

Do oblłozeń wytrzymałościowych zębnika należy przyjąć maksymalną wartość 
naoisku k^, występującą w tym punkcie odoinka przyporuf gdzie wyrażenia 
[dwi/2P . Psd/Patj osiągają wartość maksymalną.
Koło należy w tym przypadku potraktować oddzielnie.Ze względu na częstość 
występowania uzskodzeń powierzohni zębów koła w pobliżu średnioy tocznej, 
naprężenia stykowe wyznaoza się w biegunie zazębienia C, gdzie promień 
krzywizny ewolwent Jest zwykle duży. Na wytrzymałość stykową powierzohni 
zębów koła w tym punkcie wpływa nie tylko nominalny nacisk ale również ta
kie ozynniki, jak: oddziaływanie oleju zawartego między powierzchniami zę
bów, zmiana kierunku poślizgu i inne.
Z tego względu, średni naoisk dla koła wyznaoza się w biegunie zazębienia 
C zgodnie ze wzorem

k° = = y° 9« (5S)o' (11*15)
gdzie:

po - zredukowany promień krzywizny ewolwent obliozony w biegunie za
zębienia C,y0 — współczynnik zależny od kąta przypora <3fw jX. 42J ,

u — przełożenie pary kół,
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Qu s Q — i— - - zredukowany wskaźnik obciążenia,
P ) - współczynnik obciążeń dynamicznych wyznaczony w bezpo-
st ^ średnim sąsiedztwie bieguna zazębienia C.

11.2.3. O b l i c z e n i a  z a z ę b i e n i a  n a  z a t a r c i e
& Większość znanych dotyohozas metod obliczeń na zatarcie można interpre» 
tować w następujący sposób

Q <  (11.16)
djt

gdzie:
Q - wskaźnik oboiążenia kół,
v - prędkość obwodowa kół, ' ,

dw  ̂ - średnica toozna zębnika,
^  - wykładniki zależne od metody obliozeń. /

Wykorzystując stosowaną w ppaktyoe metodę obliozeń na zatarcie [L.42], po 
uwzględnieniu zmian obciążenia dynamicznego jednej pary zębów Psd/pst 
wzdłuż-odcinka przyporu, powyższa nierówność może być przedstawiona w po
staci

o <: -------   =--, (11.17)
( J 12/3 M sd (v.dw1) M ¥ -

« .  igdzie:
C - stała zależna między innymi od; własności materiałów kół, gatunku 

oleju, jego lepkości, ohropowatośoi powierzchni zębów oraz czynni
ków ruchowych, takich jak: przeciążenie zewnętrzne i nier&wnomier- 
ność rozkładu obciążenia wzdłuż linii zęba,

M - współczynnik uwzględniający geometryozne parametry zazębienia, tj, 
przełożenie kół u oraz położenie rozpatrywanego punktu na odcinku 
przy poru [L. 42].

Jak wynika z tej nierówności dozwolone obciążenie ze względu na zatarcie 
zmienia się na odcinku przyporu w zależnośoi od wartości wyrażenia M. Psd'/
/P . Obliczenia zazębienia na zatarcie należy przeprowadzać w miejsou,

i >gdzie wyrażenie to osiąga największą wartość.

11.2.4. U w a g i  k o ń c o w e
Zaletą zaproponowanego w pracy spssobu obliozeń wytrzymałościowych za

zębienia Jest większa dokładność oszaoowania maksymalnych naprężeń oraz 
związanych z tym współczynników pewności w porównaniu z tradyoyjnymi me—



- 92 -

todaml obliczeń, w których przyjmowano stalą wartość obciążenia dynamicz
nego na odcinku przyporu, .

Sposób ten może być stosowany zarówno w przypadku kól zębatych wykona
nych dokładnie względnie z odohyłkami okresowymi, jak i w przypadku kół 
obarozonyoh losowymi odohyłkami wykonania. Gdy koła wykazują odohyłki okre
sowe, to przy założeniu ustalonych warunków pracy przekładni, rozkłady ob
ciążeń dynamicznyoh wzdłuż odoinka przyporu są identyozne dla kolejnyoh za
zębień. Po ioh rozpatrzeniu można określić położenie punktów krytyoznyoh 
na odoiuku przyporu i odpowiednio do tego wyznaczyć współozynniki obcią
żeń dynamicznych. Przykład takiego postępowania zilustrowano na rys, 11.2, 
na którym rozpatrywana jest para kół zębatyoh o liozble zębów: z^ = 14,
z2 = 1 5 i wskaźniku przyporu £of = 1,^5, wykazująca okresowe odchyłki za
zębienia o wartości f = - 1. Przekładnia ta pracuje przy prędkośoi ruohu 
(0/Wo = 0,53.

Kolejne wykresy na tym rysunku przedstawiają zmiany wzdłuż odoinka przy
poru następująoyoh wielkośoi wyznaczonyoh analitycznie:
- stosunku chwilowego współozynnika kształtu Yp^ do wartości tego współ

czynnika określonego dla wierzohołka eęba TF zębnika (1) i koła (2),
- stosunek promienia tooznego zębnika d ^ /2 do zredukowanego promienia krzy
wizny ewolwent p ,

- współozynnika H,
- obciążeń dynamicznych jednej pary zębów Ps<j/Pst*
Rozpatrująo zmiany tych wielkośoi wzdłuż odoinka przyporu oraz analizując 
wzory (11.8), (11.14), (1 1 .1 5 ) i (ll.l?) można wyznaozyć indywidualne war- 
tośoi współczynników obciążeń dynamioznyoh, a mianowicie:
- w punkcie X, w którym rozpatruje się wytrzymałość na zginanie zębów ko

ła, na naoiski zębów zębnika oraz na zatarcie,

Kdz2 = (! ^ > I  7“  = 1’38 . 0.96 S ’.32,

Kdp1 = ̂ 38,
Kdt = 1,38,

^ w punkcie II, w którym wystarozy rozpatrzyć wyłącznie wytrzymałość na 
naoiski zębów koła,

Kdp2 = 1’68’
- w punkcie III, w którym rozpatruje się tylko wytrzymałość .na zginanie zę

bów zębnika,

Kdz, = (r f > I H  I . «  . 0,7 < 0,83.

Jak wynika z obliczeń, różnioe pomiędzy poszczególnymi wartościami współ
ozynnika obciążeń dynamioznyoh są istotne i wskazują na potrzebę indywi
dualnego ioh traktowania, jak to jest proponowane w praoy.
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I -  KdH=Kdi = 1,38 ; ^1=1.38-03631.32
II — Kdpa —1,68
HI- Kd l ,=l-I3-0.7S0.83 .

Rys. 11.2. Sohemat wyznaozania zróżnicowanych wartości współczynnika Kd w 
obliozeniach na złamanie, naciski i zatarcie
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Gdy odchyłki zazębienia mają charakter losowy, to obrazy zmian oboią- 
żeń dynamicznych wzdłuż odcinka przyporu wykazują znaczne różnice dla ko
lejnych par zębów, tym niemniej powtarzają się po okresie, jaki upływa mię
dzy kolejnymi przypadkami współpraoy tej samej pary zębów. 0 wytrzymało
ści zazębienia decyduje wtedy wytrzymałość tej pary współpracujących zę
bów, której towarzyszą największe obciążenia dynamiozne. Rozpatrując zmia
ny obciążeń dynamicznych podczas przyporu określonej pary zębów, można po
dobnie, jak to było w przypadku odchyłek okresowyoh, obliczyć indywidual
ne wartości współczynnika . Wartośoi te mogą posłużyć do wyznaozenia 
współczynników pewności w zakresie trwałej wytrzymałości zmęozeniowej.Pro
wadzenie obliozeń dla zakresu trwałej wytrzymałośoi zmęczeniowej jest uza
sadnione w przypadku przekładni przepysłowych praoująoyoh oiągle, w któ
rych liczba oykli zmian obciążenia zębów kół zwykle wielokrotnie przekra- 
oza graniozne łiozby oykli przy zginaniu, jak i przy obliczeniach na na
prężenia stykowe.
Celowe jest prowadzenie dalszyoh badań zmierzająoyoh do:
- ustalenia położenia punktów krytycznych na odcinku przyporu dla różnyoh 

kombinaoji odchyłek wykonania zazębienia,
- uściślenie obliozeń współczynnika w ujęoiu statystycznym przy u-
względnieniu hipotezy akumulaoji uszkodzeń, zastosowanej do wyznaczania 
trwałości kół zębatych,

- opracowania praktyoznyoh wzorów przydatnych w obliozeniach inżynierskich.

■ # ,1

1 1 ,3 , Perspektyw y w y k o rzys ta n ia  num erycznej metody w yznaczan ia  ob o ią żeń  

dynam ioznyoh do a n a l iz y  wpływu k o rek o .ii z a z ę b ie n ia  

na w ła sn o śo i dynam iozne p rz ek ła d n i

W łasn ośc i dynam iozne p rz ek ła d n i w dużym s top n iu  z a le ż ą  od ch a ra k te ry 

s t y k i  s p r ę ż y s t e j  z a z ę b ie n ia ,  a w s z o z e g ó ln o ś o i od p r z e c ię t n e j  je g o  sztyw 

ności! o ra z  od stosunku maksymalnej w a r to ś o i s z ty w n o śc i podozas p rzyporu  

dwuparowego do m in im a ln e j w c z a s ie  w spółp raoy  je d n e j pary  zębów. Wykaza

no t o  w r o z d z ia le  5 . C h a rak te rys tyka  s p rę ż y s ta  j e s t  z  k o l e i  u za le żn io n a  od 

oeoh geom etrycznych  z a z ę b ie n ia ,  w tym od l i o z b y  zębów k ó ł ,  w spółozynników  

p rz e s u n ię c ia  zarysu  o ra z  w pewnym s top n iu  od w skaźn ika o b o ią ż e n ia  Q, ze  

w zg lędu  na n ie l in io w y  ch a ra k te r  z a le ż n o ś c i  o d k s z ta ło eń  p ow ie rzch n i w sp ó ł

p ra cu ją cych  zębów od o b o ią ż e n ia . P rzyk ładow e zmiany s z tyw n o śc i d la  za z ę 

b ie n ia  o różn yoh  w spółozyn n ikaoh  p r z e s u n ię c ia  za rysu  o ra z  odpow iadaJąoeim  

z a le ż n o ś c i  w spó łczyn n ika  Kd od p rę d k o ś o i,  wyznaozone t e o r e t y o z n ie  za  po- 

mooą maszyny a n a lo g o w e j, p rzed s taw ion o  na r y s .  11.3 (L .  57] . Jak widać r ó ż -  

n io e  pom iędzy p oszczegó ln ym i wykresam i sz tyw n o śc i są zn aozn e, zarówno pod 

względem  p r z e o ię tn e j  w a r to ś o i .  Jak i  stosunku w a r to ś o i maksymalnej do mi

n im a ln e j. Z te g o  powodu e fe k t y  dynam iozne, wyznaozone d la  rozpatryw anyoh  

przypadków zmiany s z ty w n o ś c i, w ykazu ją  rów n ież  znaozne r ó ż n ic e .
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Rys.11.3. Charakterystyki sprężyste zazębienia oraz odpowiadające im za
leżności współczynnika od prędkośoi dla kół o różnych współczynnikach

p rz e s u n ię o ia  za rysu  [Ł . 57]

Przedstawiona w praoy numeryczna metoda obliozeń dynamioznyoh przekład
ni umożliwia wprowadzenie do programu dowolnych zmian sztywności. Istnie
je więo możliwość porównania pod względem dynamicznym kół o różnych war
tościach współczynników przesunięoia zarysu. Pozwala to na przeprowadze
nie optymalizacji współozynników przesunięoia zarysu z punktu widzenia 
także własności dynamicznych przekładni.Zakres optymalizacji może być roz
szerzony, jeżeli oprócz porównania maksymalnych wartości obciążfiń dynami- 
oznyoh uzyskanych dla różnych rozwiązań rozpatrzy się indywidualnie zmia
ny tyoh obciążeń wzdłuż odcinka przyporu, biorąo pod uwagę wytrzymałość 
zazębienia. W tym przypadku odpowiednia analiza może być przeprowadzona w 
oparoiu o przedstawiony w poprzednim rozdziale sposób obliozeń wytrzymało
ściowych zazębienia. V analizie tej oelowe jest uwzględnienie wpływu do
boru ceoh geometrycznych nie tylko na wartość i rozkład oboiążeń dynamicz
nych, ale również na współczynniki obliczeniowe, od których zależą bezpo
średnio maksymalne naprężenia lub współczynniki pewnośoi. Wpływ korekcji 
zazębienia na wartość tyoh współozynników omówiono w praoaoh [L, 4t,|ł2j.

Możliwość przeprowadzenia omawianej analizy dynamioznej i wytrzymało
ściowej wiąże się bezpośrednio z problemem wyznaczania sztywnośoi zazębie
nia. Problem ten był podejmowany w pracach licznych autorów L̂. 15,50,57, 
62,63, 6 1] . Większość metod obliozeniowyoh w tym przypadku opiera się na 
modelach belkowyoh aproksymuJąoyoh ząb, rozwiązywanych wg zasad wytrzyma
łości materiałów. W obliozeniaoh zwykle zakłada się belkę o kształoie pa
rabolicznym, przy czym parabola przechodzi przez wybrane punkty zarysu zę
ba. Głębokość utwierdzenia modelu belkowego w wieńou koła jest różnie przyj
mowana przez poszczególnych autorów. Celowe jest przeprowadzenie w przy

obr/min 

Prędkość obrotowa n
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s z ły c h  pracach  a n a l iz y  wpływu k o r e k c j i  z a z ę b ie n ia  na sztyw ność z a z ęb ia n ia  

i  w ła sn o śo i dynam iczne p r z e k ła d n i,  p rzy  zastosow an iu  Jednego z e  znanyoh 

sposobów a n a lity c z n e g o  w yznaczan ia  s ztyw n o śo i o ra z  p rz ed s ta w io n e j w pracy 

n u aoryczn e j metody w yzn aczan ia  ob o ią żeń  dynan ioznyoh . P row adzen ie  tej ana

l i z y  J es t m ożliw e  p rz y  w yk orzys ta n iu  ETO.

V 1 •

\



12. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy dokonano a n a l iz y  wpływu n a jb a r d z ie j  is to tn y c h  oeoh z a z ę b ie n ia  

na z ja w isk a  dynam iczne w p rz ek ła d n i o zębach  p ro s ty ch . A n a liz ę  t ę  p rzep ro 

wadzono w op a rc iu  o w y n ik i ro zw ią za ń  rów nania  o p is u ją c e g o  w zg lędn y  ruch la

r y  k ó ł zęb a ty ch . W o b l ic z e n ia c h  o p a r to  s i ę  na dyskretnym  modelu dynam ioz- 

nym p rz ek ła d n i opracowanym wg k o n o e p o ji L . M U llo ra . P rzyd a tn ość  te g o  mo

d e lu  do op isu  z ja w isk  dynam ioznyoh w k o ła ch  zęb a ty ch  z o s t a ła  po tw ierd zon a  

w l io z n y o h  pracach zarówno te o re ty o zn y o h , ja k  i  ek sp e rym en ta ln ych .P rzy ję 

ty  sposób ro zp a tryw a n ia  z ja w is k  dynam icznych u m o ż liw ia ł w yzn aczen ie  r o z 

k ładu obo ią ż e ń  dynam ioznyoh na p o w ie rzch n i zębów (w zd łu ż  odo inka przy poru) 
p rzy  jednoczesnym  u w zg lęd n ien iu  losow ych  i  okresowych odch y łek  z a z ę b ie n ia  

o d ow o ln e j c h a ra k te ry s ty c e  s p r ę ż y s t e j .

W pracy podano bezwymiarową p os ta ć  rów nania w zg lędn ego  ruohu pary k ó ł 

zęb a ty ch , z  k tó re g o  w yn ika b e zp oś red n io  rów nan ie o k r e ś la ją c e  w spó łczyn n ik  

o b c ią żeń  dynam ioznyoh. P rzed s taw ion o  ta k że  a lg o ry tm  numerycznego ro zw ią 

zyw an ia rów nania  ruchu za  pomooą program owalnych k a lk u la to ró w  względem  ma

szyn  oy frow yoh . P r z y ję o ie  bezw ym iarow ej p o s ta c i równania p o z w o li ło  na zna

czne u o g ó ln ie n ie  uzyskanych wyników . P rzyk ładow o , w sp ó łczyn n ik  ob o ią żeń  

dynam ioznyoh p rzy  u s ta lo n yoh  p o zo s ta ły c h  cechach  kon stru k cy jn ych  z a z ę b ie 

n ia  u za le żn io n y  j e s t  od w zg lę d n e j p ręd k ośo i ruohu k ó ł o d n ie s io n e j do pręd

k o ś c i k r y ty o z n e j o ra z  od oh arak teru  i  w zg lę d n e j w a r to ś o i odch y łek  wykona

n ia  w stosunku do u g ię o ia  s ta ty o z n e g o  je d n e j pary zębów.

W p racy  p o d ję to  próbę usystem atyzow an ia  problemów w yznaczan ia  stanu dy

nam icznego p rz ek ła d n i o zębach  p rp s ty ch . Uzyskane w praoy w y n ik i o b lic z e ń  

numeryoznyoh s tan ow ią  podstawę do s form u łow an ia  n astęp u jąoyoh  wniosków do- 

tyozą oyoh  ooeny wpływu różn ych  oech kon stru k cy jn ych  i  te c h n o lo g ic zn y c h  za 

z ę b ie n ia  na z ja w isk a  dynam iczne w p rz e k ła d n i:

1. Ze w zg lędu  na n ie l in io w y  c h a ra k te r  rów nania ruohu k ó ł,w y n ik a ją c y  g łów 

n ie  z  ob ecn o śc i lu zów  w z a z ę b ie n iu , w z a k r e s ie  p ręd k o śo i k r y ty c z n e j ob

serw u je  s i ę  z ja w isk o  "p rze sk o k u ", ch a ra k te ry s ty c zn e  d la  drgań n i e l i 

n iow ych . P rzy  m ałych w a r to śo ia o h  w spó łozyn n ika  t łu m ie n ia  (n p j-p= 0 ,0 5 ) ,  

z ja w isk o  t o  w ys tęp u je  rów n ież  w z a k r e s ie  podkrytycznym ,w  s t r r fa c h  l o -  

ka lnyoh  rezonansów param etrycznych . Ze w zrostem  w spółozyn n ika  t łu m ie 

n ia ,  o p ró c z  o o zy w is te g o  zm n ie js ze n ia  w a r to ś o i w spó łczyn n ika  ob o ią żeń d y 

nam ioznyoh, n a s tęp u je  o g ra n io z e n ie  zak resu  p rę d k o ś o i, w którym  w ys tę 

pu je  z ja w isk o  "p rze sk o k u ". P rzy  dużych w a r to śc ia c h  w spó łozyn n ika  t łu 

m ien ia , z ja w isk o  t o  n ie  w ys tęp u ją  (n p . tp - 0 ,1 6 7 ).
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2. Ograniczanie luzu międzyzębnogo prowadzi do zmniejszenia zakresu pręd
kości, w którym występuje zjawisko "przeskoku*' w obszarze głównego re
zonansu, a* do zupełnego wyeliminowania tego zjawiska dla zazębienia 
bezluzowego. W zakresie podkrytycznym ograniczanie luzu nie wywołuje 
istotnych zmian wartości obciążeń dynamioznyoh.

3. W przekładniach ogólnego przeznaczenia wartośoi luzów międzyzębnych naj
częściej znacznie przekraczają wartości sumy ugięć statycznych i odchy
łek zazębienia. Z tego względu podczas pracy na ogół nie dochodzi do 
styku przeciwnych boków zębów, normalnie niepracujących. Biorąc to pod 
uwagę, w modelu matematycznym przekładni można założyć luz o wartośoi 
nieskończenie dużej, co wpływa na uproszczenie programów obliczenio
wych.

4. Własności dynamiczne przekładni, jak również wytrzymałość zazębienia, 
zależą w dużym stopniu od jego charakterystyki sprężystej, a w szcze
gólności od stosunku maksymalnej sztywności podczas przyporu dwuparowo- 
go do minimalnej jej wartośoi w strefie zazębienia jednoparowego,Z pun
ktu widzenia stanu dynamicznego przekładni szczególnie niekorzystny 
jest przypadek koła wykonanego w postaci wieńca zębatego. Wtedy sztyw
ność jednej pary zębów prawie nie zmienia się wzdłuż odcinka przyporu, 
a stosunek maksymalnej sztywnośoi całkowitej do minimalnej wynosi oko
ło 2. W tym przypadku występują znaozne oboiążenia dynamiczne na począt
ku odcinka przyporu, co niekorzystnie wpływa na wytrzymałość na złama
nie zębów koła i zatarcie. t

5. W przekładni wykonanej bezbłędnie, pracującej w zakresie prędkośoi kry
tycznej, zmiana wartośoi wskaźnika zazębienia 6ą w granioaoh od 1,2 do 
1,8 nie wpływa w sposób istotny na wartość współozynnika obciążeń dy
namioznyoh. W przypadku gdy wskaźnik przekładni wykonanej dokładnie 
wynosi od 1,4 do 1,5, nie obserwuje się wyraźnego przyrostu współozyn
nika oboiążeń dynamioznyoh w zakresie lokalnego rezonansu,w którym czę
stość zazębienia jest dwukrotnie mniejsza od częstości drgań własnych 
pary kół zębatyoh. Zjawisko to może być wykorzystane w praktyoe przy 
doborze zakresów prędkośoi przekładni.

6. Z punktu widzenia stanu dynamicznego przekładni, bardziej korzystne są 
odchyłki okresowe o znaku dodatnim od odohyłek o znaku ujemnym, co po
twierdzają także rezultaty badań analitycznych opisanych w (jL. 42] . Ż 
tego względu zaleca się wykonywać w praktyoe produkcyjnej podziałki kół 
napędzająoych nieco większe od podziałek kół napędzanyoh. Na podstawie 
wyników obliczeń uzyskanyoh w niniejszej praoy można jednak stwierdzić, 
że różnice pomiędzy odpowiednimi wartościami współozynnika wyzna
czonymi dla okresowych odohyłek o tej samej wartości bezwzględnej,leoz 
o różnym znaku są duże, w przypadku gdy sztywność jednej pary zębów nie 
zmienia się wzdłuż odcinka przyporu (gdy koło wykonane jest w postaci 
wieńca zębatego), natomiast w przypadku zmiennej sztywnośoi zębów (ko
ła pełne) są znacznie mniejsze.
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7. Z punktu widzenia obniżenia efektów dynamicznych modyfikacja 
po tzw. "długiej ewołwencie" jest bardziej korzystna od modyfi
kacji po tzw. "krótkiej ewołwencie", w przypadku przekładni o zębaoh sil
nie obciążonych, wykonanych dokładnie (3 łub k klasa dokładności wg PN) 
pracujących przy obciążeniu nominalnym lub przy niedociążeniu. Jest to 
zgodne z wynikami dotychczasowych prac teoretyoznyoh i eksperymental
nych [L. hO, lt*łj , a tym samym świadczy o poprawności przyjętej metody 
obliozeń. Efektywność modyfikacji zarysu zęba, przy założeniu dokład
nego wykonania kół, zależy nie tylko od sposobu jej wykonania,ale rów
nież od obciążenia przekładni. Przy obciążeniu znacznie mniejs<ęym od 
nominalnego (np. wynoszącym 5 0% wartości nominalnej), w przekładni wy
konanej dokładnie o zębaoh modyfikowanych, w zakresie prędkości podkry— 
tycznej występują większe wartości współozynnika oboiążeń dynamicznych 
niż w przekładni o zębaoh niemodyfikowanyoh. Modyfikacja wywołuje w tym 
przypadku efekty dynamioizne podobne do tych, jakie występują w kołach 
zębatyoh obarczonych okresowymi odchyłkami zazębienia. Efektywność mo
dyfikacji zarysu Zęba zmniejsza się znacznie ze wzrostem losowych od
chyłek zazębienia. W przekładniach o zębach słabo obciążonych, tj. wy
konanych ze stali ulepszonych,ugięcia statyczne są mniejsze niż w prze
kładniach o zębach silnie obciążonych, a stąd wpływ odohyłek jest więk
szy. W tym przypadku modyfikaoja zarysu zęba nie prowadzi do istotnego 
obniżenia wartośoi współozynnika oboiążeń dynasnioznyoh, ale powoduje ko
rzystne zmiany rozkładu oboiążeń dynamicznych wzdłuż odcinka przyporu, 
co wpływa na zwiększenie wytrzymałości na złamanie i zatarcie zębów.

8. Niewielkie zużyoie głów zębów, nie przekraczające 3 ugię4 statycznych, 
spełnia podobną rolę, jak modyfikacja żarysu zęba, a więc prowadzi do 
zmniejszenia wartośoi współczynnika oboiążeń dynamicznych w stosunku do 
przekładni o niezużytyoh zębaoh. Zjawisko to występuje również w rze
czywistej przekładni, gdzie wskutek zużyoia głów zębów w procesie do
cierania się współpracująoyoh powierzohni obserwuje się wyraźne zmniej
szenie obciążeń.dynamicznych.
Przedstawiona w praoy metoda numerycznego wyznaczania oboiążeń dynami

cznych może być wykorzystana w obliozeniaoh inżynierskich, przy zastosowa
niu programowalnych kalkulatorów względnie maszyn o yfrowyoh„ Wyniki obli
czeń uzyskane w praoy mogą być wykorzystane w procesie projektowania 
przekładni do wyboru podstawowych oeoh konstrukcyjnych i technologicznych 
zazębienia, względnie mogą służyć do porównania różnych wariantów założeń 
projektowych z punktu widzenia własności dynamioznyoh przekładni.

W praoy zaproponowano nowy sposób obliczeń wytrzymałościowych zazębie
nia, oparty na numerycznej metodzie wyznaczania oboiążeń dynamicznych.Spo
sób ten polega na określeniu zróżnioowanyoh wartośoi współozynnika oboią
żeń dynamicznych w obliozeniaoh wytrzymałości zazębienia na złamanie, na
ciski i zatarcia. Zaletą tego sposobu obliozeń jest większa dokładność o- 
szaoowania maksymalnyoh naprężeń oraz związanyoh z tym współozynników pew
ności w porównaniu z tradycyjnymi metodami obliczeń, w których przyjmowało
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się zwykle jedną wartość współozynnika obciążeń dynamicznych we wszystkioh 
przypadkach obliczeń.

PERSPEKTYWY DALSZYCH BADAŃ
1

Uzyskane wyniki wskazują na oelowość kontynuowania prac nad doskonale
niem i wdrażaniem do praktyki przedstawionej metody wyznaczania obciążeń 
dynamicznych. t *
Prace te powinny obejmować następujące główne grupy problemów:
- prowadzenie badań analityoznyoh bardziej złożonych modeli dynamicznych 

przekładni zębatych otrzymanyoh przez rozbudowę podstawowego modelu L. 
Mullera; celowe jest uwzględnienie większej liczby stopni swobody i in
nych postaci drgań przekładni; ze względu n a ‘skomplikowaną postać opisu 
matematyoznego tych modeli, ioh ogólna analiza jest mało realna, nawet 
przy wykorzystaniu ETO, możliwe Jest natomiast porównanie kilku wybra
nych rozwiązań,

- prowadzenie badań doświadczalnych zmierzającyoh do poznania meohanizmu 
rozpraszania energii w różnych miejsoaoh przekładni, ustalenia modelu 
tłumienia dreań i identyfikacji jego parametrów,

- prowadzenie badań analitycznych i doświadozalnyoh mającyoh na celu okre
ślenie wpływu ceoh konstrukoyjnyoh kół zębatyoh, a w szczególności wpły
wu korekcji zębów na charakterystykę sprężystą zazębienia i własności 
dynamiczne przekładni,

- opracowania praktycznych metod wyznaczania wytrzymałości zazębienia,przy- 
datnyoh w obliczeniach inżynierskich, opartyoh o numeryczną metod? okre
ślania obciążeń dynamicznyoh i uwzględniających zróżnioowane wartości 
współczynnika oboiążeń dynamicznych.

/
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WPŁYW PARAMETRÓW TECHNOLOGICZNYCH I KONSTHUKCYJNYCII 
NA DYNAMIKĘ PRZEKŁADNI Ot ZĘBACH PROSTYCH

/

S t r e s z o z e n i e

W pracy przeprowadzono analizę wpływu istotnych cech zazębienia na zja
wiska dynamiczne w przekładni o zębach prostych. Analizy tej dokonano w 
oparciu o wyniki rozwiązań równania opisującego względny ruch pary kół zę
batych. Równanie rozwiązywano metodami numeryoznymi, przy wykorzystaniu 
programowalnego kalkulatora oraz maszyny cyfrowej Odra 1204. W szczególno
ści przeanalizowano wpływ następujących czynników:
- współczynnika tłumienia drgań,
- luzu między rębnego,
- charakterystyki sprężystej zazębienia,
- wskaźnika zazębienia,
- odchyłek kinematycznych zazębienia okresowych oraz losowych,
- modyfikacji zarysu zęba,
- odchyłek zarysu zęba wywołanyoh wskutek jego zużycia.
Teoretyczne wyniki praoy zostały zweryfikowane przez porównanie z rezul
tatami badań eksperymentalnyoh różnych autorów.

Zaproponowano nowy sposób obliozeń wytrzymałościowych zazębienia,opar
ty na numerycznej metodzie wyznaczania oboiążeń dynamicznych.. Sposób ten 
polega na określenia zróżnicowanych wartości współczynnika oboiążeń dyna- 
mioznych w obliczeniach wytrzymałościowych zazębienia na złamanie, naci
ski i zatarcie.

Przedstawiona w praoy metoda numerycznego wyznaczania oboiążeń dynami
cznych może byó wykorzystana w obliozeniaph inżynierskioh, przy zastosowa
niu programowalnych kalkulatorów względnie maszyn oyfrowych, natomiast u- 
zyskane wyniki obliozeń mogą być przydatne w procesie projektowania prze
kładni.
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. ВЛИЯНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ И КОНСТРУКЦИОННЫХ ПАРАМЕТРОВ 
НА ДИНАМИКУ ПРЯМОЗУБНОЙ ПЕРЕДАЧИ

.. V . * . ■ -  ,  "  ’

Р е з ю м- е
/

В работе представлен анализ влияния существенных свойртв зубчатого за
цепления на динамические явления в прямозубной'ПередачеЭтот анализ произ
веден, исходя, из результатов решений уравнения, описывающего относительное 
движение пары зубчатых колес. Уравнение решали численными методами, исполь
зуя счетную программированную машину, а также вычислительную машицуОцра 1204. 
Проанализировано, в особенности, влияние следующих факторов;
-  степени успокоения колебаний, ^
-  зазора в зубьях,
-  упругой характвристики зубчатого зацепления,
-  показателя зубчатого зацепления,
-  кинематических, периодических, а также случайных отклонений зубчатого за

цепления,
-  модификации профиДя зуба,
-  отклонений профиля зуба в результате его износа.

Теоретические результаты работы проведены путем сопоставления с резуль
татами экспериментальных исследований разных авторов.

Предложен новый способ расчетов на прочдость зубчатого зацепления, бази
рующий на численном методе определения динамических нагрузках. Этот способ 
заключается в определении дифференцированных значений коэффициента динами
ческих нагрузок в расчетах на прочность зубчатого зацепления на«излом, на
жимы и заедание. V

Представлен в работе численный метод определения динамических нагрузок 
может быть использован в инженерских расчетах с применением счетных програм
мированных машин или вычислительных машин, зато полученные результаты рас
четов могут быть пригодны в процессе проектирования передач.



THE EFFECT OF TECHNOLOGICAL AND DESIGN PARAMETERS ON THE DYNAMICS 
OF A STRAIGHT GEAR TRANSMISSION

i
N

A b s t r a o t
•

Hie report analyses the effect of significant mesh features on the dy
namics ih the straight gear. The analysis is based on the solution of the 
equation that describes a relative motion of a toothed wheel pair.The equa
tion has been solved numerically with the application of programmed cal
culator and the ODRA - 120** computer. The effeot of the following faotors 
has been analysed:
- vibration daraping coefficient,
- intergear olearance,
- elasticity performance of the mesh,
- kinematic periodio/random deviations of the mesh,
- tooth profile modification,
- gear profile deviations due to its wear,
- gear faotor.
Theoretioal results of the-studies have been verified by comparing them 
with the results of experiments obtained by different authors. A new me
thod for computing mesh strength has been suggested. It is based on nume- 

^^•ioal method of determining dynamic loads. The sense of the method lies 
in determining the differentiated values of the dynamio loads coefficient 
in oomputing the mesh resistance to fraotur«, stress and Seizing.

The numeric method of determining dynamio loads presented in the paper 
oan be used in engineering computations with the application of the pro
grammed calculators or computers. Whereas the result obtained can be use
ful in designing the transmission.

a
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