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1. WST|P

1.1. Metody obliczania pé6l elektrycznych

Konieczno$¢ przesytania coraz te wiekszej ilosci energii elektrycznej
przy wzrastajacych wymaganiach ekonomicznych prowadzi do podniesienia mo-
cy i1 napie¢ znamionowych wysokonapieciowych urzedzen elektroenergetycz-
nych. Ponadto rozwdj licznych urzedzen elektrofizycznych prowadzi takze
do wzrostu ich napie¢ roboczych i mocy jednostkowych. Powoduje to podnis-
sienia wymagahn odnosnie do niezawodno$ci i innych techniczno-ekonomicz-
nych parametréw tych urzedzen. Dla spsinienla tych wymagan niezbedna Jest
znajomos¢ wytrzymatosci elektrycznej izolacji urzedzen wysokiego napiecia
w roznych warunkach pracy. Dla materiatow elektrotechnicznych stosowanych
do konatrukcji wysokonapieciowych izolacji dostatecznie dobrze znana se
dopuszczalne natezenia pola elektrycznego, odpowiadajece réznym postaciom
oddziaktywan napieciowych. Okreslenie Jednak warunkéw pracy lzolacji wyma-
ga, miedzy innymi, znajomos$ci rozkkadu natezenia pola elektrycznego, a w
szczegb6lnosci lokalizacji wartosci maksymalnych tych natezehn pola otrzy-
manych na drodze odpowiednich obliczen. Wprowadzenie maszyn cyfrowych do
praktyki inzynierskiej spowodowato szybki rozwéj przyblizonych metod obli-
czania po6l elektrycznych z doatateczne doktadnos$ci«. Pozwalaje one, przy
zadanych wytrzymatosciach dielektrycznych, okresli¢ niezbedna charaktery-
styki izolacji elektrycznej.

Obliczanie po6l elektrycznych jest réwniez uzyteczne przy rozwlezywanlu
probleméw ochrony odgromowej, przy wymlerowaniu ddugich 1izolacyjnych od-
atepéw powietrznych, przy projektowaniu takich elektrofizycznych urzedzen
mikroakop elektronowy itp.
rozwiezanych na bazie
uktad dielektrykow

Jak: przyspieszacz elektrondw,

Wiele zadan techniki wysokich napie¢ moze by¢
rozwiezan pola elektrycznego w $rodowisku stanowiacym
izotropowych i jednorodnych.

Sposréd tych zadan nalezy przede wszyatkim wymieni¢ optymalizacje kon-
strukcji urzedzeh wysokiego napiecia z izolacje gazowe (np. rozdzielnie
zamkniete z izolacje SFg) ze wzgledu na dopuszczalna natezanie pola dane
eksperymentalnie, nie powodujec tym samym powstania wykadowan niezupek-
nych w normalnych warunkach pracy urzedzania. Problem ten pojawia sie row-
niez przy projektowaniu napowietrznych linii przesytkowych, np. przy wy-
borne parametréw przewodéw wiezkowych [5].

Obliczanie pola elektrycznego pozwala réwniez na optymalizacje kon-
strukcji izolacyjnego zawleazenia przewodéw napowietrznych linii ultrawy-
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+ancuchu zniakaztakcenie
Dletego tez
rzecz biorac

sokich napiec. liczbie izolatorow w
pola miedzy przewodami roboczyai linii a stupem Jest
rozktad potencjatu wzdduz H*ancuchéw izolatoréw praktycznie
wystarczy obliczaé¢ przyjmujac model pozbewlony #*ancuchéw izolatoréw, a po-
siadajacy przewody robocze linii uaytuowane w poblizu stupa. PodejsScie ta-

potencjatu wzdtuz

Przy duzej
mate.

kie mozna réwniez zastosowa¢ do poszukiwania rozktadu
tancucha izolatoréw z tworzyw syntetycznych.

Projektowania izolatoréw przepuatowych zwijanych z pojemno$ciowym ste-
rowaniem pola elektrycznego wymaga réwniez obliczen rozktadu tego pola.

Okreslenie napie¢ przeskoku dla réznych odatepéw izolacyjnych spotyka-
nych w urzedzeniach elektrycznych wymaga uwzglednienie oddziatywan napie-
ciowych poszczeg6lnych faz i moze by¢é wyzneczone tylko za pomocag analizy
pola elektrycznego (63].

Wybér gabarytéw izolacji wewnetrznej urzedzen wysokiego napiecia wyko-
nanej z Materiatéw statych i ptynnych wymega badania objetosciowych roz-
ktadéw pola elektrycznego wewngatrz tych izolacji [62]. Obliczanie objeto-
Sciowych rozktadéw natezenia pola elektrycznego stosuje sie roéwniez przy
doborze izolacji olejowej z przegrodami (np. w transformatorach).

Wazng role odgrywa obliczenie pdl elektrycznych przy okresleniu napieé
poczatkowych w przestrzeni niedzyelektrodowej z dielektrykiem gazowym (np.
[951). W przypadku stosowania dielektryke w poetaci mieszaniny gazéw do
obliczenia napie¢ poczatkowych nie mozna stosowac [95].
lecz nalezy Je uzupe#ni¢ wyrazeniem wymagajacym znajomosci rozkdadu pola
Ksztattowanie rozktadu po6l elektrycznych osiaga sie
ktérym zadaje sie po-
ekranéw

znanych formu#t
elektrycznego w gazie.
miedzy innymi przez stosowanie apecjalnych ekranéw,
tencjat posredni. Odpowiedni dobdér potencjatoéw tych
og6+ wzrost wytrzymatosci dielektrycznej odatepéw izolacyjnych, co pozwa-
la zmniejszy¢ gabaryty urzadzen elektrycznych [63].

powoduje na

Wptyw przewodéw ekranujacych znajdujacych sie bezposrednio pod linig
przeeytowg oraz wptyw ekranéw bocznych na rozktad pola elektrycznego przy
powierzchni ziemi badano miedzy innymi w pracy [I8].

Znajomos¢ rozktadu pola Jest roéwniez istotna przy wyborze kondeneeto-
réow bocznikujacych przerwe wysokonapieciowych wytacznikéw, kiedy znajduja
~ig one w stanie wydaczonym.

Obliczanie p6l elektrycznych moze by¢ takze wykorzystane przy rozwig-
zywaniu zaden ochrony odgromowej [116]. Zagadnienie rozwoju wytadowan =z
samolotu wpadajgcego w chmure burzowg rozpatrzono w pracy [23], natomiast
w pracy [63] poruazono zagadnienie orientacji pioruna przy wyktadowaniach
w wysokie obiekty. Obliczenie pola przeprowadzone
pracach posiadaja jeden og6lny espekt, a mianowicie
przy danym natezeniu polu chmury burzowej, albo zaktada sie znany rozktad
+adunkéw w kanale wytadowania wstepnego. W takim przypadku moéwi sie, ze
obliczenia pola prowadzi aie przy danym polu zewnetrznym.

w podanych przyk#adowo

oblicze sie je albo
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Projektowanie 1 konstrukcja napowietrznych linii przesytowych oraz na-
powietrznych stacji bardzo wysokich napie¢ wymagaja uwzglednienia ich bio-
logicznego oddziatywania na personel obstugi, a takze na osoby, ktére mo-
ga okresowo znajdowa¢ sie w poblizu linii przesytowych. Zadania zabezpie-
czenia Srodowiska przed szkodliwymi dziataniami silnych p6l elektrycznych
znajduje szerokie zainteresowanie zaréwno za granica. Jak i w  kraju.
W kraju zadanie to Jest okreslone w ustawie z 31 stycznia 1980r. o ochro-

nie i ksztattowaniu Srodowiska (oz. Ustaw nr 3 1980) oraz w szczeg6towym

rozporzadzeniu wykonawczym do tej ustawy z dnia 5 listopada 1980 r. (oz.
Ustaw nr 25 1980).

Wyniki obliczen rozktadu pola elektrycznego pod [liniami przesytowymi
mozna znalez¢ w licznych pracach (np. [39, 40, 84, 20, 16]). Z krajowych
publikacji dotyczacych tej problematyki nalezy wymienié¢ prace ROW-

niez autor niniejszej pracy opracowat algorytm []I8] pozwalajacy na obli-
czanie rozktadu pola elektrycznego pod liniami przesytowymi z uwzglednie-
niem Jego polaryzacji eliptycznej. Ponadto w monografii [18] rozwigzat kil-
ka oryginalnych zadan syntezy rozktadu pola elektrycznego pod liniami prze-
sytowymi w pewnym zbiorze dopuszczalnych konfiguracji prowadzenia przewo-
doéw linii.

Zestaw podanych przyktadéw zadan techniki wysokich napie¢, dla rozwig-
elektrycznych,
rzyc, ze obliczenie pola w
Srodowisku obszarami Jednorodnymi pozwala rozwigza¢ szeroki krag =zadan
technicznych. Nalezy réwniez zauwazy¢, ze rozwigzanie p6l odgrywa w poda-
nych przyktadach roézng role. W jednych stanowi ostatni etap. Oest tak np.
przy wyborze i optymalizacji konstrukcji wysokonapieciowych ze wzgledu na
dopuezczalne natezenia pola. Dla innych ooliczanie pola stanowi etap po-
Sredni, Jak np. obliczanie napie¢ poczatkowych ze wzgledu na warunek wy-

zania ktorych niezbedne sg obliczenia pél mozna rozsze-

niemniej jednak z podanych przyk#adéw wynika,

tadowan samoistnych w gazie.

W podanych przyk#adach obliczeniowych pola elektrycznego istotng role
ktéry z jednej strony

rozpatrywanego ukdadu

odgrywa wybo6r odpowiedniego modelu obliczeniowego,

powinien dostatecznie doktadnie opisywaé¢ geometrie

przewodnikéw i dielektrykéw, z drugiej zas w jego konstrukcji niezbedne

sg odpowiednie uproszczenia, bez ktérych niemozliwe sg obliczenia. Z po-

danych przyktadowo zadahn dotyczacych obliczen pél elektrycznych mozna wy-

rézni¢ nastepujace grupy modeli obliczeniowych:

- przewodniki objetoSciowe,

- przewodniki lub ich uk#ady, stanowiace cienkie cylindryczne przewody,

- przewodniki w postaci cienkich nieza.nknietych powierzchni przewodzacych,

- uktady przewodnikéw i eielaktrykéw Jednorodnych, izotropowych o réznych
przenikalnosclach elektrycznych.

Ogélnie rzecz biorac, mogg wystgpi¢ zadania, ktérych modele obliczeniowe

stanowig rézne kombinacje wczesniej wymienionych modeli.
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Do rozwigzywania elektrycznego musze by¢ podane warunki
brzegowe. W zadaniach techniki wysokich napie¢ najczesciej zadane se po-
tencjaty przewodnikéw. W niektérych zadaniach warunki brzegowe sprowadza-
ja sie do tego, ze znane se catkowite #adunki poszczeg6lnych przewodnikéw,
Oezeli obliczenie pola elektrycznego prowadzi sie w obecnosci dielektry-
kéw, to uwzglednia sie warunek brzegowy na ich powierzchniach w postaci
ciegtosci potencjatu elektrycznego i sktadowej normalnej wektora indukcji
elektrycznej. Tak wiec, obliczanie pdl elektrycznych w zadaniach techniki
wysokich napieé¢ prowadzi sie przy danych potencjatach przewodnikéw lub ich
catkowitych +*adunkach w polu zewnetrznym lub bez niego =z wuwzglednieniem
ciegtosci potencjatu oraz sktadowej normalnej wektora indukcji elektrycz-
nej na powierzchniach rozdziatu dielektrykéw. Podane warunki brzegowe mo-
ge byé stosowane w réznych kombinacjach.

Wprowadzenie maszyn cyfrowych do praktyki inzynierskiej spowodowato
szybki rozwéj przyblizonych metod rozv.iezywania roéznych techniki
wysokich napie¢. W ostatnich latach rozwijano réwnolegle cztery metody ob-
liczania po6l elektrycznych, sprowadzajece sie do obliczania duzych uk#a-
déw réwnan algebraicznych, a mianowicie:

zadan pola

zadan

- metoda elementéw skoriczonych MES,
- metoda symulacji +4adunkéw MSt,

- metoda réwnan catkowych MRC,

- metoda elementéw brzegowych MEB.

Metoda elementéw skoriczonych MES pozwolita na rozwiezanie wielu zagad-
nien technicznych (np. [104, 138]). Zastosowanie metody elementéw skonA-
czonych do rozwiezywania réwnania Laplace"a w obszarze z warunkami brze-

gowymi Dirichleta sprowadza sie do minimalizacji funkcjonatu:

Ve[« T x cws2 (1.1)

Najczesciej metoda ta Jest stosowana w zagadnieniach ptaskich lub osiowo-
symetrycznych (np, [9])- W takim przypadku badany dzieli sie na
tréjkety, co pozwala sprowadzi¢ problem minimalizacji funkcjonatu (1.1)
do takiego doboru wartosci potencjatow /i w poszczegélnych weztach siat-
ki rozpatrywanego obszaru v, aby

obszar

G - 1.2, N (1.2)

3 - 0

Uktad réwnan (1.2) po uwzglednieniu warunkéw brzegowych sprowadza sig do

algebraicznego uktadu réwnan:

n an v bi* (1.3)
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ktoérego rozwiezaniem se przyblizone potencjaty w poszczegélnych punktach
trangulacji obszaru. Ze wzgledu na duzy wymiar ukdadu réwnan (1.3) do Je-
go rozwiezania mozna stosowa¢ metody iteracyjne (np. [9])- W celu skréce-
nia czasu obliczenA i zmniejszenia zajmowania pamigci maszyny cyfrowej wy-
korzystuje sie réowniez fakt, ze macierz wspétczynnikéw [a”] Jest macie-
rze wstegowe lub rzadke [36]. Metoda elementéw skonczonych stosowana Jest
najczesciej do badania pola elektrycznego w obszarach ograniczonych (np.
[105, 138], natomiast w przypadku obszaréw nieograniczonych moze by¢ sto-
sowana z innymi metodami [88, I11].

Idea metody symulacji #adunkéw MSt [26, 60, 110, H 2J polega na tym,
ze warunek ekwipotencjalnosci powierzchni przewodnikéw zapisuje sie w po-
staci algebraicznego uktadu roéwnan:

Hei jgi ©V a4

ktéry Jest réwnowazny istnieniu wewnetrz powierzchni przewodnika N  ta-
dunkéw elektrycznych qit generujecych w N punktach powierzchni poten-
cjaty Vj. Po rozwiezaniu uktadu réwnan (1.4) ze wzgledu na +#adunki gt
mozna obliczy¢ potencjat i natezenie pola w dowolnym punkcie na zewnetrz
przewodnikéw. W zalezno$ci od symetrii catego zegadnienia lub poszczego6l-
ekwipotencjalnos¢ po-
+adunkoéw
Istotnym za-

nych Jego elementéw stosuje sie #adunki symulujece
wierzchni przewodnikéw w postaci +4adunkéw punktowych,
nych na odcinku prostej lub na okregu [60, 112, 126, 129].
gadnieniem przy rozwiezywaniu pola MSt Jest wybdér liczby i postaci +tadun-
kéw generujecych pole, a takze ich potozenie, co ma wptyw na doktadnosc¢
obliczeA. Obecnie MSt Jest szczegblnie przydatna przy rozwiezywaniu pro-
bleméw tréojwymiarowego pola elektrycznego bez symetrii (np. [8, 15, 39,
110, 112]). Oest ona czesto efektywniejsza niz metode siatek czy MES przy
rozwiezywaniu zagadnien pola elektrycznego w obszarach nieograniczonych.
w ostatnich latach rozwineta sie rowniez metoda kombinowana obliczen
pél elektrostatycznych, bedeca poteczenlem MES i MSL, a tym samym posia-
dajeca zalety obydwu metod [88, Ill]. W przypadku rozpatrywania ukdtadu
przewodnikéw i elektrykéw pedny opis problemu sprowadza sie do ukdadu row-
nan algebraicznych na tadunki symulujece ekwipotencjalnos$é powierzchni
przewodzecych, uktadu réwnan na potencjaty w weztach siatki obszaru die-
lektryka elementy skonczone oraz ukt#adu réwnan na granicy obszaréw ES 1
St. Rozwiezanie tak z4ozonego uk#adu réwnan algebraicznych Jeet kiopotli-
we ze wzgledu na zke uwarunkowanie Jego macierzy, dlatego tez do Jego roz-
wiezania proponuje sie metody iteracyjne [36, 76, 88, Illj. Metoda kombi-
nowana w podanej postaci jest szczegélnie przydatna do analizy pél elek-
trycznych z #4adunkami przestrzennymi lub z elementem”™ pé4 przewodzacymi.

roztozo-
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Scharakteryzowane wyzej metody lub Ich kombinacje pozwolity miedzy in-
nymi na rozwiezanie takich probleméw. Jak pole linii przesytowych (np. [8,
18, 42, 84]), pole linii przeaytowej w poblizu stupa [107] , pole przepus-
tu izolatorowego [lo, 88] czy pole ekomplikowenej gtowicy kabla [12].

0o obliczania pél elektromagnetycznych, szczeg6lnie w obszarach nieo-
graniczonych, korzystnie Jest atosowa¢ metode roéwnan catkowych MRC (np.
[67, 104, 138]. Réwnania catkowe 1 i Il rodzaju mozna rozwlezywaé¢ metoda-
mi przyblizonymi analizy funkcjonalnej [li, 37, 86, 130J. W takim Jednak
przypadku nalezatoby okresli¢ uktad funkcji ortogonalnych. Poniewaz pro-
ces poszukiwania takich funkcji Jest problemem eamym w sobie, metody ta-
kie trace uniwersalno$s¢. W zagadnieniach elektrostatyki metoda réwnan ca#-
kowych MRC polega na zastosowaniu potencjatu objetosciowego, potencjatu
warstwy pojedynczej i Jego pochodnej lub potencjatu warstwy podwéjnej 1
sprowadzeniu zagadnien Dirlchleta, Neumanna lub Ich kombinacji dla réwnan
Laplace’e i Polssona, do uktadu roéwnan catkowych 1 1 1l rodzaju (np. [60,
91, 92, 125, 136]. Metoda réwnan catkowych pozwala ponadto rozwigzaé za-
dania, w ktorych zadane se catkowite #edunki na przewodnikach [?9, 80],
Jak roéwniez w przypadku, gdy powierzchnie przewodzece
niezemkniete warstwy [43, 125]. Roéwnania catkowe 1 rodzaju, ogélnie rzecz
biorec, naleze do réwnan zle uwarunkowanych i do ich rozwiezanla opraco-

wano specjalne metody regularyzacji (np. [32, 52, 71, 119, 122j). W pracy
[3] zastosowano np. algorytm lteracyjny Krianiewe [71] do obliczenia pola
dwéch ptaskich ekslpotencjalnych tasm. Nalezy Jednak podkreslié¢, ze z pun-
ktu widzenia obliczen numerycznych problem poszukiwania optymalnych algo-
rytméw regularyzacjl dla przyblizonego rozwiezywenla roéwnan operatorowych

I rodzaju [53] Jest bardzo trudny 1 ponadto Jest mozliwy tylko na EMC z
dostetecznie duze pojemnoscle pamieci.

stanowie cienkie

0 wiele prostszym procesem regularyzacjl réwnan catkowych I rodzaju wy-
stepujecych w elektrotechnice Jeet sprowadzenie ich do réwnan catkowych 11
rodzaju (np. [6, 45, 79, 124].

Dedne z efektywnych metod numerycznych rozwigzywania brzegowych roéwnan
catkowych 1 i 1l rodzaju Jest metode elementéw brzegowych MEB [29]. Meto-
da ta Jest przede wszystkim korzystna ze wzgledu na to, ze wynikajace z
niej oprogramowania nie wymagaja duzych maszyn cyfrowych. MEB stosuje sig
do rozwigzania zagadnien teorii sprezystos$ci, przewodnictwa cieplnego (np-
[24]), jek roéwniez do obliczania niestacjonarnych p6l elektromagnetycz-
nych (np. [68])-

w Instytucie Elektrotechniki w Warszawie opracowano algorytm metody e-
lementéw brzegowych dla obliczania dwuwymiarowych, niestacjonarnych pol
elektromegnetycznych [69] , ktérego programy obliczeniowe majg w obecnej
posteci charakter studyjny.

Réwniez do przyblizonego rozwiazywania roéwnan catkowych wyetepujacych
w elektrostatyce o operatorach typu potencjat warstwa pojedynczej lub po-
dwéjnej najlepsze rezultaty osigga sie stosujac metodg elementéw brzego-
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wych [29, 56, 61, 115]. Zgodnie z te metode dokonuje sie podziatu brzegu
na elementy (odcinki badz krzywe) wyzszego rzedu dle zagadnien dwuwymia-
rowych oraz liniowe lub wyzszego rzedu formy tréjkatne, bedz prostoketne
dla zagadnien tréjwymiarowych przyjmujgac na kazdym z nich znana aproksy-
macje rozwiezanla oraz zadane wartos$ci brzegowe. Najlepsze rezultaty
osiega sie stosujac do aproksymacji rozwiezanie funkcja sklejane [36]. Ze
wzgledu bowiem na stabg osobliwo$¢ Jader operacji catkowych typu poten-
cjaty warstwy pojedynczej lub podwéjnej do ich dyskretyzacji stosowanie
formut kwadratury [76] daje duze btedy obliczeniowe [61, 115]. Zestosowa-
nie funkcji sklejanych zerowego stopnie do algebraizacji roéwnan catkowych
I rodzaju pozwolito na rozwiezanie pola elektrycznego dle ukdadow ptas-

kich i osiowo-symetrycznych (np. [3, 56, 61, 115]).

1.2. Zakres i cel pracy

GHownym celem pracy jest konstrukcja algorytméw do obliczania po6l elek-
trycznych dla dowolnych uktadéw przestrzennych i ptaskich przewodnikoéow i
dielektrykéw doskonatych z zastosowaniem metody roéwnan catkowych i ele-
mentéw brzegowych, prowedzeca do wielkich ukdadéw rownan liniowych dys-
kretyzujecych odpowiednie uktady réwnan catkowych 1 lub Il rodzgju,w kté-
rych wszystkie wspotczynniki wystepujace przy zmiennych wezdowych sg wy-
razalne przez kombinecje funkcji standardowych lub zbiezne szeregu funk-
cyjne ze wzgledu na wep6drzedne punktéw triangulecji powierzchni lub kon-
turéw przewodnikéw i dielektrykéw. Ponadto postawiono sobie za cel opra-
cowanie algorytméw do obliczania pél elektrycznych na bazie réwnan catko-
wo-brzegowych 1 i Il rodzaju z zastosowaniem metody kolejnych przyblizen
w zalgebraizowanej posteci, w ktérych elementy macierzy dyskretyzujecych
odpowiednie operatory catkowe se réwniez wyrazalne przez kombinacje funk-
cji standardowych lub zbiezne szeregu funkcyjne ze wzgledu na wspétrzedne
punktéw triangulacji powierzchni, lub konturéw przewodnikéw i dielektry-
kow.

W tak skonstruowanych algorytmach eliminuje sie wielotysieczne odwota-
nia do procedury catkowania numerycznego niezbedne do wyznaczenia wspé+-
czynnikow uktadéw réwnan algebraicznych dyskretyzujecych odpowiednie ukda-
dy roéwnan catkowo-brzegowych I lub 1l rodzaju i rozwigzuje sie globalnie
problem numeryczny zwigzany ze stabe osobliwo$cig Jader operatoréw catko-
wych, osiggajac roéownoczesnie duzg doktadnos¢ w generacji wspétczynnikow
uktadu roéwnan algebraicznych, co Jest szczeg6lnie istotne przy rozwiezy-
waniu ukdadoéw roéwnan catkowo-brzegowych 1 rodzaju.

Majac na uwadze zastosowania przede wszystkim w technice wysokich na-
pie¢, konstrukcja algorytméw obliczeniowych pole elektrycznego przeprowa-
dzona bedzie dla nastepujacych modeli obliczeniowych: przewodniki objeto-
Sciowe, przewodniki lub ich uktady stanowigce cienkie cylindryczne prze-
wody, przewodniki w postaci cienkich niezamkmetych powierzchni przewo-
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dzecych oraz uktady przewodnikéw i dielektrykéw Jednorodnych izotropo-
wych o réznych przenlkelnosciech elektrycznych. Konetrukcja algorytméw ob-
liczeniowych pola elektrycznego dla podanych modeli dokonana bedzie przy
danych potencjatach przewodnikéw lub ich catkowitych +*adunkach w polu ze-
wnetrznym, lub bez niego z uwzglednieniem ciggtosci potencjatu oraz skia-
dowej normalnej wektora indukcji elektrycznej na granicy rozdziatu die-
lektrykéw. Tak okreslone warunki brzegowe moge wystepie w réznych kombi-
nacjach.

Punktem wyjs$cia w konstrukcji tych algorytméw obliczeniowych pola elek-
trycznego dla okreslonych modeli bede uk#ady réwnan catkowo-brzegowych 1
i Il rodzaju wynikajece z teorii potencjatéw warstwy pojedynczej i podwdj-
nej [49, 50, 73, 91, 92, 124, 13¢J podane w rozdziale drugim pracy.

Majec na uwadze realizacje g#ownego celu pracy, w vrozdziale trzecim
wykazane bedzie, ze operatory catkowe typu potencjat warstwy pojedynczej
i jego pochodne oraz potencjat warstwy podwéjnej mozna aproksymowac¢ kom-
binacjami funkcji standardowych lub za pomocg zbieznych szeregéw funkcyj-
nych tzw. funkcje ksztattu ze wzgledu na wspétrzedne punktu X, niezalez-
nie od Jego potozenia. Tak rozwigzane zagadnienia aproksymacji rozpatry-
wanych operatoréw catkowych pozwole na dyskretyzacje w rozdziale czwartym
wszystkich réwnan catkowych sformutowanych w pracy, a tym samym na reali-
zacje jej gtownego celu. Ponadto otrzymanie gotowych wyrazen aproksymuje-
cych potencjat elektryczny dla dowolnych potozen punktu X pozwala na ba-
danie rozktadéw natezenia pola elektrycznego bez wielotysiecznych odwotan
do procedury catkowania numerycznego (rozdziat 5).

Na zakonczenie pracy podane bede przyktady obliczania pola elektrycz-
nego dla dwuwymiarowego modelu linii przesytowej 400 kV i 750 kV.

2. SPROWADZENIE ZEWNETRZNEGO PROBLEMU DIRICHLETA DLA ROWNANIA LAPLACE"A
DO UKLADOW ROWNAN CALKOWO-BRZEGOWYCH

W obliczeniach p6l elektrycznych dla réznych zadan techniki wysokich
napie¢ szczegblnie istotna Jest konstrukcja odpowiedniego modelu oblicze-
niowego, ktory powinien dostatecznie doktadnie opisywa¢ geometrie rozpa-
trywanego uktadu przewodnikéw. Z drugiej zas strony przy konstrukcji roz-
nych modeli obliczeniowych niezbedne se pewne uproszczenia, bez ktérych
niemozliwe se obliczenia.

Modele obliczeniowe stosowane w technice wysokich napie¢ stanowie prze-
wodniki réznych form. W niniejszej pracy rozpatrywane bede przewodniki w
nastepujacych grupach:

- przewodniki objetosSciowe,
- przewodniki lub ich uktady, stanowlece cienkie cylindryczne przewody,
- przewodniki w postaci cienkich niezamknietych powierzchni przewodzacych.

0g6lnie rzecz biorec, mogag wystapi¢ zadania, ktérych modele obliczeniowe
stanowia rézne kombinacje wymienionych modeli.

Przy rozwigzywaniu pola elektrycznego musza by¢ podane warunki granicz-
ne. W zadaniach techniki wysokich napie¢ obliczenia po6l elektrycznych pro-
wadzi sie przy zadanych potencjatach przewodéw lub ich catkowitych #adun-
kach z uwzglednieniem pola zewnetrznego, lub bez niego. Podane warunki gra-
niczne moga wystepowaé¢ w roéznych kombinacjach.

Obecnie duzo uwagi zwraca sie na rozwigzywanie pdl elektrycznych quasi-
statycznych metode réwnan catkowych. Szerokie zastosowanie tej metody po-
dyktowane Jest wieloma zaletami, z ktérych g4éwna polega na mozliwosci ob-
liczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet nalezy réw-
niez zaliczy¢ mozliwos¢ konstruowania najbardziej prostych i og6lnych pro-
graméw, pozwalajacych obliczy¢ pole elektryczne przy dowolnych ksztaktach
powierzchni granicznych rozdziatu osrodkéw, jak réwniez mozliwosé otrzy-
mania rozwigzan zagadnien polowych w przejrzystej zwartej formie, tj. w
postaci potencjatow ~73, 91, 92].

2.1. Uk#ady roéwnan catkowo-brzegowych pierwszego rodzaju

Do obliczenia p6l elektrycznych generowanych przez natadowane przewod-
niki bardzo czesto wykorzystuje sie roéwnenia catkowe pierwszego rodzaju
[66, 617 , co zapewne podyktowane Jest bezposrednim stosowaniem potencja-
+6w warstwy pojedynczej H+adunkoéw.



Majac na uwadze zastosowania w technice wysokich napie¢, zaktada sie,
ze modele obliczeniowe stanowia przewodniki réznych form, tj. przewodniki
objetosciowe, przewodniki lub ich uktady stanowiace cienkio cylindryczna
przewody, przewodniki w postaci cienkich niezamknietych powierzchni. Niech
w przestrzeni Euklidesa R3 majacej cechy prézni zadane sa powierzchnie
tych przewodnikéw Sk (k = 1,2,...,Np) bedace klasy C~. Poszukuje sie
funkcji v(x) spekniajacej w obszarze zewnetrznym wzgledem przewodnikoéw
réwnania Laplace®a:

AV(X) =0 2.1
z warunkiem brzegowym
v(x) « Vk = const dla X e Sk k =1,2,...,N) 2.2

oraz zmierzajacej do zera, gdy punkt X oddala sie do nieskonczonosci
[73J. Potencjaty Vk poszczegbélnych przewodéw, ogdélnie rzecz bioragc, na-
leza do zbioru liczb zespolonych, co zapewnia uwzglednienie pé6l sinusoi-
dalnie zmiennych. Rozwiagzania poszukuje sie w postaci potencjatu warstwy
pojedynczej [73]:

0 k=1 sk 0S

gdzie :
S * S& ugs u... UuUs p,

<) =0k (k =1,2,... ,Np),

kyl = "J-yJ)2 + (x2-y2)2 + (x3-y3)3~,

dSy - miara powierzchni S ze wzgledu na wspétrzedne punktu Y.

W rozpatrywanym przypadku nalezy tak okresli¢ funkcje gestosci +#adunkéw
6k(Y) na powierzchniach S » S1u S2u ... U S p, aby potencjat v(x)
spedniat warunki brzegowe (2.2), a na to potrzeba, by spekniony byt naste-
pujacy ukdad réwnan catkowych pierwszego rodzaju:
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Znajomos¢ rozktadu gestosci powierzchniowej #adunkéw, ktore by zapewniaty
statos¢ potencjatéw na powierzchniach Sk, pozwala zgodnie ze wzorem (2.3)
otrzyma¢ rozwigzanie réwnania (2.1) z warunkami brzegowymi (2.2).
Przyjmujac dla operacji catkowej typu potencjatu warstwy pojedynczej oz-
naczenie :

« < ok>
k-1 S S

mozna ukdad réwnan catkowych (2.3) przedetetgi¢ w postaci:
T6- W, (2.6)

gdzie W . 2C{vV1 dla X e S1 a - 1,2,...,Np).
Zewnetrzny problem Dirichleta dla tréjwymiarowego roéwnania Laplace’a zo-
stat wiec sprowadzony do rozwigzania réwnania pierwszego rodzaju (2.6).

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego mozna stosowaé w przypadku roz-
patrywanie uktadéw przewodéw prowadzonych réwnolegle wzgledem sisbie oraz
przy zatozeniu, ze odlegtosci miedzy przewodami sg dostatecznie mede w po-
réwnaniu z ich dtugoscig. W ostatnich latach model ten byt czesto stoso-
wany przy analizie i syntezie pole elektrycznego linii przesytowych w war-
stwie przy powierzchni ziemi. Miedzy innymi postugiweno sie nim w pracach
[8, 18. 41, 64, 84].

Z praktycznego punktu widzenia zewnetrzny problem Dirichlete dle dwu-
wymierowego roéwnania Laplace"e ma berdzo duze zastosowanie. Poszukiwanie
rozwigzania tego problemu bedzie prowedzone w postaci potencjatu logaryt-
micznego warstwy pojedynczej.

Niech na ptaszczyznie R2 dany Jest uktad D. (i = 1,2,...,N) roz-
+acznych obszaréw ograniczonych JednospéJdnych, ktérych brzegi-€I ta krzy-
wymi zamknietymi klasy C”~. Poezukuje sie rozwiagzenie v(x) zewnetrznego
zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego roéwnania Laplacea:

N
4v(x) -0 dle X eR2 - U D% @.7)
i«l
z warunkami brzegowymi
v(x) - VvVl dla Xe‘¢l (i = 1,2 N) (2.8)

znikajgcego w nieskonczonosci w poetaci potencjatu logarytmicznego war-
ttwy pojedynczej:
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v(x) = S*EQEI{%Gk(Y)InEi?]dIY nssic i6(NIN[i7orldlY  (2-9)

gdzie:

1 2 NB
'e-t ut u ...ut p,

IXY] - [(x1-yl1l)2 + <x2<y2)2]?*"

dly - «lara konturu % za wzgladu na wspédrzedna punktu VY.

Azeby Jednak potencjat okreslony wzorea (2.9) znikat w nieskonczonosci,
potrzeba 1 wyatarcza, aby

f b
<*(9)dlIx - 0
't

k-1t

(2.10)

Majac na uwadze zeetoaowanle dwuwymiarowego aodelu pola elektrycznego do
badania pola linii tréjfezowych, zekteda ale dalej, ze rozlaczne ebezery
D1 znajduja sie w potptaszczyznie x2 » 0 (rys. 2.1).

Rys. 2.1. Odbicie zwlsrciadlana obszsréw 0 w osi x"
Fig. 2.1. Mirror laege of the D1 rsglons In ths axis x.

Warunki brzegowe (2.8) pozoataja bez zaien, natoalast dla x2»0 przyj-
auja aig potencjat v(x1,x2) roéwny zeru

V(x1#0) - O. (2.11)

Rozwlgzenle tak postawionego zegadnienia Dirlchlata dla dwuwyaiarowego réw-
nania Laplace®e aozna otrzyaa¢ stosujac aatodg obrazoéw elektrycznych wzgla-

- 21 -

dem prostej Xg = O [117J. Polega ona na uwzglednieniu warunku brzegowego
(2.11) przez wprowadzenie uktadu , Obszaréw (i = 1,2,...,N) bedacych
odbiciem zwierciadlanym obszaréow Oi (@ = 1,2,...,N) wzgledem osi Xj,
na ktérych funkcje <5i(Y) wynosza:

6 = -6i(Y); Y =Y(yi,y2); Y =VY,(yl,-y2) (2.12)

W takim przypadku rozwigzanie zewnetrznego zagadnienia Dirichlete dla dwu-
wymiarowego roéwnania Laplace’a w pétptaszczyznie x~ "0 z dodatkowym wa-

runkiem brzegowym (2.11) dot#aczonym do warunkéw brzegowych (2.8) mozna
poszukiwa¢ w postaci :
V(X) = J A~ 1" 7wWJ div
-
N.
i V—-> A k/ A(vi-x1)2 + (v2+x2” ,
=28eXzZ J M. *y2)In T7~ 2 ¢ - diy <2-13>
k=1 ~k \(y1l-x1) + (y2-x2)

do nieskonczonos$ci,
nalezy tak

tatwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy punkt X zmierza
to funkcja Vv(x) zmierza do zera. W rozpatrywanym przypadku
okresli¢ funkcje 6(Y) na brzegu “t«tlU t2u ...u «Np, aby potencjat
v(x) spedniat warunki brzegowe (2.8) i (2.11). a na to potrzeba,by spet-

niony byt nastepujacy uktad roéwnan catkowych pierwszego rodzaju:

V(y1l-x1)2 ¢ (y2+x2)2*

k1 y¥ V(Yi-X1)2 + (y2-x2)2

= 26V25  X(Xy.x.)e t2 @-1,2 ND (2.14)

zapewniajacych sta-
(2.13), na

Znajomo$s¢ rozktadu gestosci powierzchniowej Htadunkow

+os¢ potencjatéw na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem

rozwigzanie roéwnania (2.7) z warunkami brzegowymi (2.8).
Przyjmujac dla operacji catkowej typu potencjatu logarytmicznego ozna-

czenie :

FWJI dIY * f om o i)6k(Y)I" -JWT diy* (2.15)

«=1 £

AL6 ml

mozna uktad rownan catkowych (2.14) przedstawié w zwartej postaci opere-

torowej :
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M5 = W, (2.16)

gdzie w = 2eQVil dla Ketl

Problem zewner Tny Oirichleta dla dwuwymiarowego réwnanie Laplace"e Jest
réwnowazny rozwigzaniu réwnania (2.16) z operacja liniowe okreslony wzo-
rem (2.15).

Jak tatwo zauwazyé, operatory T i TL (wzory (2.5) i (2.15)) se ope-
ratorami liniowymi i do badania réwnan (2.6) i (2.16) mozna zastosowaé te-
orie Banacha z analizy funkcjonalnej [4]. W zagadnieniach elektroststyki
dziedzine i przsciwdziedzlne operatoréw ti T L a; przestrzenie funkcji
rzeczywistych wspoédrzednych punktu X, np. przestrzen funkcji ciagtych C,
catkowalnych i catkowalnych z kwadratem L2 odpowiednio na powierz-
chni S i konturze . Jezeli Jednak rozpatrywaé¢ pole elektryczne quasi-
statyczne sinusoidalnie zmienne, wéwczas nalezatoby dziedzine i przeciw-
dziedzine operatoréw T i TL rozpatrywa¢ w przestrzeniach zespolanych
funkcji punktu na powierzchni S i konturze , hp. w przestrzeni funk-
cji catkowalnych z modutem lub z kwadratem modudu €2> Dek wiadomo,
z analizy funkcjonalnej rozpatrywane przestrzenie C, Lj, W sa przestrze-
niami Banacha [4J.

Jedra operatoréw catkowych (2.5) i1 (2.15) maje stabg osobliwos¢ w przy-
padku, gdy punkty X i Y pokrywaj? sie. Jezeli Jednak operatory f i TT
sg okreslone w przestrzeni funkcji 6 catkowalnych z modutem (6 «Lj), to
Jak wiadomo z teorii potencjetu [73J, operatory te przyjmuje wartosci =z
przestrzeni funkcji ciggtych C* odpowiednio na powierzchniach S i kon-
turach £ .

Mozna wykaza¢ [70], ze operacje T i V L se ograniczone z C* w C*. a
Jako takie se clegte:

] II"H dts) ~C*(S) ™~ HC*(S) *

LIvient cxe)~1m U c*(e) — c*(e) 1|6Hc*(e)' (2-18>

gdzie normy operacji (wzory (2.5) i (2.15)) wyrazaje sie wzorsmi:

" M u(sy— ~cr(sy T I

(2.19)

Mozna réwniez wykaza¢ [70], ze operacje TC i 'f, sa ograniczone z w
. Teoria réwnan operatorowych (2.6) i1 (2.16) Jak roéwniez metody ich przy-
blizonego rozwiezenia podane se najog6lniej w przestrzeniach L*. Dlatego
tez nalezy zbadaé¢ zachowanie sie operacji * i "0 wzietych Jako operacje
z w IB[. W tym przypadku pomocne w oszacowaniu norm operacji "Vi TL
staje sie twisrdzenle Risza o interpolacji [70]. Stwierdza ono, ze jezeli
liniowe operacje V i V L se réwnoczesnie operacjemi ograniczonymi z C*
w C* oraz z L* w L*, co ma miejsce w rozpetrywanym przypadku, to se
réwniez operacjami ograniczonymi z 1ijg w L*.

Operacja ~ zdefiniowana wzorem (2.5) jako potencjet warstwy pojedyn-

czej rozpostartej na powierzchniach Sk (k «1.2..... N ) ma take whas-
nos¢ [73], ze Jezeli Jest on roéwny zeru w kazdym punkcietych powierzch-
ni, to funkcja 6 (y) «6k(Y) dla Y e Sk (k- 1,2,...,N), znika w kaz-

dym punkcie tych powierzchni, a wiec
"6 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy 6 =0. (2.21)

Jak wiadomo [4], warunek (2.21) Jest warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym na to, aby operacja liniowa TT by#a iniekcje.

Z warunku (2.21) odwracalnosci operatora Y wynika Jednoznaczno$¢ roz-
wlezania réwnania (2.6). Istotnie, gdyby zatozy¢, ze istnieje drugie roz-
wigzanie 67, to zachodzi:

~(6- 61) -0 (2.22)

i na mocy warunku (2.21) prawie wszedzie 6 =

Analogiczne wkasnosci posiada operacja WL zdefiniowana wzorem (2.15).
W teorii réwnan catkowych pierwszego rodzaju wykazuje sie.ze dowolnie ma-
+e odchylenie wzgledem normy wyrazu wolnego W w réwnaniu (2.6) mo-
ze prowadzi¢ do skornczonego btedu w rozwiezeniu @ réwnania (2.6). Ozns-
cza to utrate stabilnos$ci rozwigzania 6 przy matym odchyleniu prawej stro-
ny réwnania (2.6) (por. [1223). W zwiezku z utratg stabilnoSci rozwigza-
nia uktad roéwnan catkowych (2.4) nalezy do zle uwarunkowanych.

Oznacza to, ze operator catkowy T typu potencjatu warstwy pojedynczej
jest operatorem ograniczonym z L* w L*, posiada operator odwrotny"Vi
ktéry nie Jest ograniczony, co Jest roéwnowazne niestabilno$ci rozwigzania
réwnania (2 .6).
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Jezeli jednak wiadomo, ze zachodzi Jednoznaczno$¢ rozwigzania (2.6) i
ze ono istnieje w okreslonym zbiorze funkcji, to zagadnienie Je9t sformu-
+owane poprawnie w sensie Tichonowa [119], Stabilno$¢ rozwigzania ukta-
du réwnan catkowych 1 rodzaju moze by¢ osiaggnieta metode regularyzacji
£120]. Cyfrowy algorytm wyboru parametru w metodzie regularyzacji mozna
znalez¢ w pracach [52, 71] , natomiast konstrukcje asymptotycznych opty-
malnych algorytméw rozwigzania roéwnan X rodzaju podano w pracy [53].
w [87] pokazano, ze stosowanie tej metody do réwnan =z doktadnie zadang
prawg strong zapewnia przy zmniejszaniu elementéw podziatu powierzchni do-
wolnie maty bdad rozwigzania. Nalezy Jednak podkresli¢, ze realizacja tej
metody Jest mozliwa na EMC z dostatecznie duza objetoscig pamieci.

Stabilne rozwigzanie ukdtadu réwnan (2.6) mozna by otrzymaé wprowadza-
jac aproksymacje nieznanej funkcji gestos$ci #sdunkéw <Bk(x) nie na ele-
mentach powierzchni S?, lecz na catych powierzchniach S

Przy odpowiednim wyborze takich funkcji stanowigcych baze ortonormalng
w 1|(s) zadanie nie bedzie zle uwarunkowane. Przyktad konstrukcji ta-
kiego uktadu ortonormalnego funkcji mozna znalez¢ w pracy [74]m Do apro-
ksymacji funkcji 6 k(Y) mozna wzigé¢ ukdad ortonormalny funkcji wiasnych
Jadra ukdtadu rownan (2.6) [86]. Nalezy jednak zauwazy¢, ze sam proces kon-
strukcji aproksymujacych funkcji Jest nieformalny i przedstawia problem
sam w sobie, dlatego tez taka metoda rozwigzywania traci uniwersalnosc¢.

Zastosowanie roéwnan catkowych 1 rodzaju do rozwigzywania zewnetrznego
zagadnienia Dirichleta pokazano w pracy [61] . Problem stabilno$Sci rozwiag-
zan roéwnan catkowych 1 rodzaju dla zadan elektrostatyki omowiono w [35J.
W pracy tej zastosowano metode samoregularyzacji [43], unikajac w ten spo-
s6b wprowadzenia operatoréw regularyzujecych. Do rozwigzania ukdadu roéw-
nan catkowych 1 rodzaju (2.4) mozna roéwniez zastosowa¢ metode prostej al-
gebraizacji. Rozwigzanie otrzymanego w ten sposéb algebraicznego uk#adu
réwnan nie zawsze prowadzi do duzych bdedéw [63]. Dla usuniecia ztego u-
warurtkowania algebraicznego uktadu réwnan nalezy zapewni¢ dostatecznie du-
zg doktadnos¢ obliczen Jego wspédczynnikéw. Im wieksza jest bowiem ilosc¢
réwnan w rozpatrywanym uktadzie (tj. zmiennych wezdowych), tym wiekszy
staje sie wspotczynnik Jego warunkowan. W celu wiec zwiekszenia doktadno-
§ci rozwigzania nie mozna sie ograniczy¢ przy obliczaniu wspotczynnikéw
ukdadu réwnan do stosowania metod kwadratury, lecz nalezy zastosowac¢ do
aproksymacji nieznanej funkcji gestosci-tadunkéw funkcje sklejane mozli-
wie duzego stopnia [36]. Z drugiej jednak strony im wiekszy Jest stopien
funkcji sklejanych, tym wiekszy jest czas obliczehn wspétczynnikéw réwnan.

Stabilne rozwigzanie uktadu roéownan (2.6) mozna réwniez otrzymaé przy-
stosowujac do Jego rozwigzania metode kolejnych przyblizen [47]. W zasto-
sowaniach obliczeniowych proces kolejnych przyblizen nalezy zalgebraizo-
wac¢, co osigga sie poprzez dyskretyzacJe operatora wystepujgcego w ukta-
dzie réwnan (2.4).
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2.2. Uktady rownan catkowo-brzegowych drugiego rodzaju

Proces sprowadzenia ukdadu roéwnan catkowych pierwszego rodzaju (2.4)
do uk#adu réwnan catkowych Il rodzaju nazywa sie w literaturze przedmiotu
procesem regularyzacji. Stosuje sie go woéwczas, kiedy wystepujag trudnosci
numeryczne zwigzane ze zdym uwarunkowaniem uktadu réwnan catkowych I ro-
dzaju.

W przypadku gdy powierzchnie przewodnikéw S sa zamkniete, mozna to
wykonaé¢ wykorzystujgc wiasnosci graniczne pochodnej normalnej do tych po-
wierzchni (np. [73, 136]). Jezeli natomiast powierzchnie przewodzace nie
sg powierzchniami zamknietymi, to problem rozwigzania ukdadu (2.4) mozna
réwniez rozwigza¢ sprowadzajac go do uktadu réwnan catkowych Il rodzaju.
Dla przypadku pojedynczej powierzchni przewodzacej dokonano w pracy [125]
procesu regularyzacji przyblizonej, polegajgcej na sprowadzeniu odpowied-
niego roéwnania | rodzaju do réwnania Il rodzaju o ciagtym i dowolnie réz-
niczkowalnym jadrze. Tego typu proces reguleryzfcji Jest analogiczny z
procesem samoregularyzacJi, przedstawionym w pracy [43]. Okazuje sie roéw-
niez mozliwe w przypadku pojedynczej powierzchni przewodzacej sprowedzic
doktadnie réwnanie 1 rodzaju do réwnania Il rodzaju, tj. zastosowaé do-
k#adng regularyzacje [45].

W niniejszej pracy pokazane bedzie, ze regularyzacja przyblizona 1 do-
k#adna moze by¢ réwniez z powodzeniem stosowana do uktadu réwnan 1 rodza-
ju (2.4) odpowiadajacego problemowi Dirichleta dla réwnania Laplece’a dla
uktadu Np2 nlezamknietych powierzchni przewodzacych. Powierzchnie prze-
wodnikéw posiadajg czasami krawedzie lub punkty ostrzowe na Sk,w otocze-
niu ktérych gestosci tadunkéw wzrastajag nieograniczenle [54]. Moze t* uje-
mnie wptynaé na doktadnos¢ cyfrowych metod rozwigzywania réwnan (2.6) i
(2.16), gdyz, Jak wiadomo, dok#adno$¢ ta Jest tym wieksza, imwieksza Jest
‘gtadkos¢”™ poszukiwanego rozwigzania doktadnego. Azeby trudnosci tych uni-
kng¢, nalezy do rozwigzania pola zastosowa¢ potencjat warstwy podwéjnej
[73]- W pierwszej jednak kolejnosci rozpatrywane bedzie zastosowanie po-
tencjatu warstwy pojedynczej w procesie regularyzacji.

2.2.1. Zastosowanie potencjatu warstwy pojedynczej

Niech spednione sa zatozenia poczynione w pkt. 2.1 oraz niech ponadto
powierzchnie dartych przewodnikéw S ag powierzchniami zemknietymi klasy
C1. Sformutowany w punkcie 2.1 problem Dirichleta dis tréjwymiarowego row-
nania Laplace"a sprowadza sie do ukdadu roéwnan catkowych 1 rodzaju (2.4)
z niewiadomymi funkcjami gestosci tadunkéw 6Kk (X).

Z teorii potencjatu wiadomo [73] , ze werunek statosci potencjatu na po-
wierzchniach zamknietych Sk Jest réwnowazny zerowaniu sie sktadowej nor-
malnej wektora natezenia pola elektrycznego wzietej od strony wewnetrznej
powierzchni.
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Eky (X) = Tim (2.23)
X- xssK
x"eDk
gdzie pochodna w kierunku wektora normalnego ‘r;W zorientowanego do wne-
trza obszaru Dk jest wzieta w Brzypadku grani?:(znym, gdy punkt X- - sk
od strony wewnetrznej obszaru D
Zgodnie z teorig granicznych wartosci pochodnej potencjatu warstwy po-
jedynczej (2.3) [136] w kierunku wektora normalnego nw do powierzchni Sk
skierowanego do wnetrza obszaru Ok w zaleznosci od tego czy punkt X-— Sk
od strony wewnetrznej czy zewnetrznej otrzymuje sie nastepujace granice:

Npl

H o noa A A 73 _ A
yim o p2fe 6I(X) +» 2Z A k(Y W dsv {2-24
/tD*

N

tim 6. dvO> Gy 4B 6k(Y)N  (TXVT)dSY- (2.25)
X—KeS1 dnX- k»i«k dnx
Xle R3-D1

Uwzgledniajac warunek (2.23) w granicy (2.24), otrzymuje sie nastepujacy
uktad jednorodnych réwnan catkowych Il rodzaju 2z niewiadomymi Ffunkcjami
gestosci +adunkoéw:

Vv

1(X) - 6K(¥Y)IITT(-x7-)ds¥y - °. (X Sl) (1 =1.2 Npl)

k=1 %,k dnX
(2.26)
Sposéb rozwigzywania Jednorodnego uktadu réwnan catkowych (2.26), zwanych
réwnaniami Robina [125], zalezy od postawionego zadania [73]. W rozpatry-
wanym przypadku zadane sg potencjaty Vk na poszczeg6lnych przewodnikach
o powierzchniach Sk, wiec nieznane funkcje gestosci #adunkéw <K (Xx) réw-
noczes$nie spetniaja uktady (2.4) 1 (2.26). Roéwnania te mozna przeksztat-
ci¢ w niejednorodny ukdad réwnan catkowych Il rodzaju [79]. W tym celu
kazde z roéwnan (2.26) dodajemy stronami do odpowiedniego réwnania uktadu

(2.4) wyrazonego przez wymiarowy wspétczynnik «"(«”>-0). Otrzymuje sie

wéwczas:

1) < 21 Z Lifik{y) 73 (Ix7r) " Ix7T dsY ®m sel«lvl (XcS1)
k.i "k L X
@ » 1.2 Npl), (2.27)
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gdzie
cos(xY,n”)

(2.28)
dn Ixv]2

Przyjmujac dla operacji catkowej wystepujacej w uktadzie réwnan (2.27) na-
stepujace oznaczenie:

of,
we=w 1 tf 6ekY) ds-
-1 £k
XL gsy (2.29 *
oe(x) = dla X e sl
uktad (2.27) mozna zapisa¢ w postaci:
g -fc-WC > w,
gdzie :
6(x) = <}1(x)
dla XcS ; % 3 1. (2.30.

w(x) = 26

Postawiony wiec zewnetrzny problem Dirichleta dla uktadu przewodnikéw ob-
jetosciowych zostat sprowadzony do réwnania Fredholma Il rodzaju (2.30).
gdzie operatorW wyraza sie wzorem (2.29). tatwo zauwazy¢, ze operator””
Jest operatorem liniowym posiadajacym stabg osobliwos¢ w przypadku, gdy
punkty X i Y pokrywaja sie. Mozna wykaza¢ [70] , ze operator ten jest
ograniczony z L*(s) w L~(s), a parametr a =1 w réwnaniu (2.30) nie
Jest liczbag charakterystycznag operacji (2.29). Na mocy wiec pierwszego
twierdzenia Fredholma [136] réwnanie (2.30), tzn. uktad réwnan (2.27) po-
siada Jednoznaczne rozwigzanie przy dowolnej, nie tylko statej jak w (2.30°,
prawej stronie.

Dob6r parametréw > 0 Jest obojetny z punktu widzania istnienia roz-
wigzania, Jednak nie Jest on obojetny na rozkiad Uliczb charakterystycz-
nych operacji (2.29), co ma istotne znaczenie na zbiezno$¢ metody

kolejnych przyblizen przy rozwigzywaniu uktadu (2.27) [86]-

Oezeli rozpatrywany Jest ukdad przewodnikéw, z ktdérych N". posiada po-
wlerzchnle zamkniete S k= 1,2, Npl) . natoaiast Np2 Jest niezamk-
nletych Sp (d * 1,2 Np2), to wczesniej podany proces regulacji nie
moze by¢é zastosowany do tych ostatnich. W odniesieriu bowiem do powierz-
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chni niezamknigetych nie mozna stosowac
przejscia granicznego (2.24). Nie oznacza
to jednak, ze tego rodzaju proces regula-
ryzacji, polegajacy na sprowadzeniu ukta-
du réwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) do
uktadu roéwnan catkowych Il rodzaju. Jest
niemozliwy. Tego typu proces regularyza-
cji przyblizonej dla Jednego réwnania cat-
kowego 1 rodzaju odpowiadajacego pojedyn-
Rys. 2.2. zamkniete 1 nie- czej niezamknietej powierzchni przewodzg-

zamknieta powierzchnie prze- cej zastosowano w pracy [125j.
wodzace

Fig. 2.2. Closed and open
conducting surfaces

W niniejszej pracy pokazane bedzie, ze
mozna go zastosowa¢ w przypadku wystepo-
wania ukdadu Np2 powierzchni przewodza-
powierzchni zamknietych (rys. 2.2). Podob-
Dirichleta dla
réwnania Laplacera poszukuje sie w postaci potencjatu warstwy pojedyn-
czej :

cych niezamknietych oraz N I
nie jak w punkcie 2 1 rozwigzanie problemu zewnetrznego

\"
_ 1 T 60(Y) 1 X 6k(Y
VOO T gt £ 3wt Y o+ 49TE 2 1 f ~w ) dsy_ (2.31)
k.i 8k 0 k=1 «k
Dla okreslenia gestosci @a =12, N p2> mozna stosowaé tylko

jeden warunek brzegowy, a mianowicie stato$¢ potencjatu na przewodzacych
powierzchniach niezamknietych S1

v(x) 1 =1,2, 2.32
xes. ( Np2). ( )

z ktérego wynika nastepujacy ukdad roéwnan catkowych Fredholma 1 rodzaju:

2072 . 3 VT dsy  2m2. i F oy 9V oo * s
=l 7k k-1 *k
o]
a - 1,2, eV (2.33)
Z kazda powierzchnig niezamknieta SO o konturze (rys. 2.2) zwigza-

ne sg dwie powierzchnie 561 i i861 majace z S wspolny kontur L1.
Niech normalna do powierzchni S* w punkcie X przecina powierzchnie
S*1 i S”1 w punkcie X+ i X~ powierzchnie S*% i st wybrane sg
tak, ze dla kazdego punktu X e S1 zachodzi réwnoscé XX4 XX" » h1l(x).
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Zgodnie z whkesnosciag pola elektrycznego przy przejsciu przez powierzchnie
natadowang S1 =zachodzi:

60

(x) -E _(x) - (X e S*). (2.34)
- nv

dnv driw

Pochodne potencjatu v(x) w kierunku wektora normalnego do powierz-
chni S* od strony powierzchni S*1 i S"1 mozna przyblizy¢ nastepuja-

Co:

Uwzgledniajac wzory przyblizone (2.35) w réwnaniu (2.34), otrzymuje sie:

(X)) r i
-2 - £ -Ji— 2V(X) - v(x") - v(x+) ; (X e S1 (2.36)
eo h (x) L j

Poniewaz na powierzchni S1 zachodzi warunek (2.32), a potencjaty V(X )
i V(X+) wyrazajag sie wzorem (2.31), uktad réwnan (2.36) sprowadza sie

do nastepujacego uktadu réwnan catkowych Fredholme Il rodzaju:
iw A ., N o 4 g *
|dSY - 2£0V*. (2.37)
¢ xvh

Doktadnos¢ przyblizenia uktadu roéwnan catkowych 1 rodzaju (2.33) uktadem
réwnan catkowych Il rodzaju (2.37) zalezy od dok¥tadnosci przyblizenia
(2.35) pochodnycH normalnych potencjatu, ktére zalezg od Jego zachowania
sie na odcinku X+X*. Poniewaz na brzegu L1 powierzchni S* gestosci
+adunkéw 6 1(x) wzrastajg nieograniczenie, dlatego dla podwyzszenia do-
k¥adnosci rozwigzania uktadu (2,37) nalezy zmniejsza¢ parametr regulary-
zacji hi() przy zblizeniu sie punktu X do brzegu L” powierzchni Si.

Zapewnia sie to takim wyborem powierzchni S*1 1 sO0*- azeby na swym
brzegu pokrywaty sie z brzegiem powierzchni SQ.
W wyprowadzonym uktadzie réwnan catkowych Il rodzaju (2.37) w przeei»

wlenstwie do ukdadu (2.33) Jadra



nie posiadaja osobliwosci i sg dowolng ilo$¢ razy roézniczkowalne.

Ukdad roéwnan catkowych (2.37) oproécz niewiadomych funkcji gestosci
67(x) okreslonych na niezamknietych powierzchniach przewodzacych S1 za-
wiera réwniez niewiadome funkcje gestosci okreslone na zamknietych po-
wierzchniach przewodzacych Sk (k =1,2,...,Npl). Na przewodzgcych po-
wierzchniach zamknietych Sk potencjat V(x) okreslony wzorem (2.31)
spednia roéwnoczesnie dwa warunki, a mianowicie:

ve)l Xesl * vI (@ =172 V 5 (.2.39)

oraz (2.23). Postepujac wiec analogicznie Jak na poczatku tego punktu, o-
trzymuje sie nastepujacy uktad réwnan Fredholma 11 rodzaju:

6o(x) - w ?((Zl!g/k6k(Y)L’\X(w r'w ]stv"

' W" /I kéo(Y)j ~ (IXTT) - -jxVrjdSY = 2Covl (x £ sl)

° @a=1,2 Npl). (2.40)
gdzie > 0 dowolna stata dodatnia.
Uktady réwnan catkowych 11 rodzaju (2.37) i (2.40) stanowia razem ukdad
Npl + Np2 = Np réwnah o takiej samej ilosci niewiadomych funkcji gestos-
ci 6*(x) (@ -1,2...... Np2), 6kXx) « = 1,2 Npl). 0 ile proce9
przejscia z ukdadu réwnan catkowych I rodzaju (2.4) do ukdadu réwnan cat-
kowych Il rodzaju (2.40) Jest doktadny, o tyle konstrukcja uk#adu réwnan

(2.37) Jest przyblizona. Dlatego tez, og6lnie rzecz biorac, przejscie od
uktadu réwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) do ukdadu réwnan catkowych Il ro-
dzaju (2.37) i (2.40) stanowi regularyzacje przyblizong.

Mozliwe Jest dokonanie doktadnego przeksztatcenia uktadu réwnan catko-
wych 1 rodzaju (2.4) w przypadku wystepowania Np2 niezamknietych powierz-
chni przewodzagcych Ss* (1 =1,2,...,Np2) w uk#ad roéwnan catkowych 11 ro-
dzaju.

W przypadku wystepowania pojedynczej powierzchni przewodzacej przej-
Scie to dokonano w pracy [15J . W niniejszej pracy podane bedzie uogélnie-
nie tej metody na ukdad Np2 niezamknietych powierzchni przewodzgcych Sp.

Niech powierzchnie a »1,2,...,Np2) stanowig dopetnienie nata-
dowanych powierzchni przewodzgcych S* tak, azeby razem stanowity gtadka
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Rys. 2.3. Zaakniete i niezamkniete powierzchnie przewodzace wraz z dopet-
nieniem

Fig. 2.3. Closed and open conductlng surfaces together with the complement

zamknieta powierzchnie S1 stanowiaca brzeg obszaru (11 <1-  _.... \
(rys. 2.3). Oprb6cz tego rozpatrywany ukdad zawiera przewodniki objetos-
ciowe DX o powierzchni zamknietej Sk /(k » 1,2,...,Np|5.

Stosujac wzory Greena [73] wewngatrz i na zewngtrz obszaréw lil oraz do-
konujac pewnego przejscia granicznego polegajacego na nieograniczonym zbli-
zaniu powierzchni sj do powierzchni S1, po serii przeksztatcen uktad
réownan catkowych 1 rodzaju (2.4) odpowiadajacy N. =zamknietym powierzch-
niom przewodzacym sk Np2 otwartym powierzchniom przewodzacym Sé moz-
na doktadnie przeksztatci¢ w nastepujacy ukdad roéwnan catkowych Il rodza-

ju:

BI(x) * sFE " BIt(Y) mw r]dsy -

- i54r]«r m-v 1-
k=1 ek L J
0

xes1) (@=1.2..... Np1) (2.41)



Mozna zauwazy¢, ze Jadro 1 prawa strona doktadnie regularyzujgcego ukdadu
réwnan (2.42) sa bardziej ztozone niz w przyblizeniu regularyzujgcym ukta-
du (2.37). Poza tym prawa strona uktadu (2.42) ma osobliwos¢ na brzegu
powierzchni S*. W przypadku szczegélnym, kiedy zadana Jest tylko Jedna
niezamknlata powierzchnia przewodzgca, to uktad réwnan catkowych (2.42)
przechodzi w Jedno réwnanie catkowe Il rodzaju o konstrukcji Jadra iden-
tycznej Jak w pracy [125]. Podobnie Jak uk#ad réwnan catkowych 1 rodzaju
(2.4) odpowiadajacy problemowi Dirlchleta dla tréjwymiarowego réwnania La-
place”a, roéwniez uktad roéwnan (2.14) odpowiadajacy problemowi Dlrichleta
dla dwuwymiarowego réwnenia Laplace®a da sie sprowadzi¢ do ukdadu réwnan
catkowych Il rodzaju. Zaktadajac, ze kontury *6 k przewodnikéw sg krzywy-
mi zamknietymi klasy C* (rys. 2.1) zgodnie z teorig granicznych wartos$-
ci pochodnej potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej [73] uktad
réwnan (2.14) przeksztatca sie w nastepujacy uktad réwnan 11 rodzaju:

6XX ‘f  FIkMW[~“ In 77 “ailn W |Jdiy - 2€0c IV

(1 -1.2 Np) (x« tl). (2.43)

gdzie c«1 > 0
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Przyjmujac dla operacji catkowej wystepujacej w réwnaniach (2.43) ozna-

czenie

1" T»T - W k

K, 1 «/k Lanx J
xX(X) -«1 dla Ke ™1 (2.45)
uktad (2.43) mozna zapisaé¢ w postaci symbolicznej:
6 - awLs » w, (2.46)

gdzie:
6 () » 01 dla X e "tX,

W(x) - 2f£ocelvl dla x e fcl,

1.

Postawiony w punkcie 2.1 zewnetrzny problem Dirlchleta dla dwuwymiarowego
réwnania Laplace’a zostat wiec sprowadzony do réwnania Fredholma Il ro-
dzaju (2.46), gdzie operator okreslony Jest wzorem (2745).
tatwo zauwazyé, ze operator catkowy (2.45) Jest operatorem liniowym po-
siadajacym stabg osobliwos¢ w przypadku, gdy punkty X i Y pokrywaja sie.
Mozna wykazac¢, ze operator "WL Jest operatorem ograniczonym z Lg w Lg.
Dowodzi sie réwniez, zs wszystkie liczby charakterystyczne 97N  operacji
(2.45) sa rzeczywiste oraz 5" f 1. Poniewaz % « 1 nie Jest liczbhg
charakterystyczng operacji V. wiec na mocy | twierdzenia Fredholma roéw-
nanie (2.46), a wiec ukdad réwnan (2.43), posiada Jednoznaczne rozwigza-
nie przy dowolnej (nie tylko statal Jak w (2.43)) prawej stronie.
Nalezy jednak podkresli¢, ze donorl parametrow > 0 nie Jast oboje-
tny na rozktad liczb charakterystycznych operacji co ma Istotne

znaczenie na zbiezno$¢ metody kolejnych przyblizen uktadu réwnan (2.43)

[70].

2.2.2. Zastosowani« potencjatu warstwy podwdjnej

Powierzchnie przewodnikéw posiadaja czasami krawedzie lub punkty os-
trzowe na Sk, w otoczeniu ktérych gestosci +adunkédw wzrastajg nieogranl-
czenle [54]. Moze to ujemnie wptynaé¢ ne doktednos$é¢ cyfrowych metod roz-
wigzywania roéwnan (2.4) i (2.27) [62].

Azeby trudnosci tych uniknagé¢, nalezy do rozwigzanie pola zastosowaé po-
tencjat warstwy podwéjnej [73].

Ostabiajac nieco zatozenia poczyniona w punkcie 2.1 odno$nie do po-

wierzchni S , zaktada sie, ze sktadajg sie one ze skonczonej sumy po-
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wierzchni wypukdych klasy C1 (ewentualnie czesSci ptaszczyzn, ktérych
brzegi sa Htukami klasy C*). W teorii potencjatu wykazuje sie [/3], ze po-
tencjat warstwy podwéjnej rozpostartej na powierzchni zamknietej Sk zde-
finiowany wzorem:

sk u"y K
(2.47)
Jest w kezdym punkcie XQ € Sk, w ktoérym funkcje z J/(X) Jeet funkcje cie-
gte, funkcje ciegte punktu X. Ponadto graniczne wartosci potencjatu war-
stwy podwéjnej Wk(x) i Wk(x) przy zmierzeniu punktu X do Sk odpo-
wiednio z wnetrza i z zewnetrz nie pokrywaje sie 1 wyrazaje sie nastepu-
jaco [73] :

Wk() . lim Wkoo -~ ~ (XK k(x) & Bff -] Tk(Y)!'11~pd dSy.

X— XeS ° °'s 11

X"c Ok <2-48>
Wk(x) - lin wkXD) . - SMTiITkX) + _JL /7 tk()C°*(YX~ny) ds

X"- XsSk o> Nesk IXY1 Y

x ‘e R56fik (2.49)
gdzie:

[ 2or - Jezeli w puntcie X istnieje ptaezczyzna styczna do po-

wierzchni S j
ot (0 "
¢5 - w przypadku og6lnym ket brykowy powierzchni S w punk-

cle PJ e SK.

Ze wzorow (2.48) 1 (2.49) wynika, ze potencjet warstwy podwéjnej przy
przejsSciu przez warstwe podw6jng doznaje skoku, w zastosowaniach tego po-
tencjatu nalezy rdwniez wzie¢ pod uwege fakt wynikajacy =z prawa Gaussa,
ze strualen wektora natezenia takiego pola przez dowolng powierzchnie zaa-
knlete Jest réwny zeru. Oest wiec rzecza oczywista, 2zs za pomoce tylko
potencjatu warstwy podwéjnej nie mozna dokonac konstrukcji rozwigzania
probleau zewnetrznego Dirlchleta dla tréjwyalarowego réwnania Laplace*a.

Ola unikniecia sprzecznosci z twlerdzeniea Gaussa aozna potencjat war-
stwy podwdjnej ﬁg‘z.upe}nié ﬁotencja{emfikcyjnego +adunku puertowego b u-
mieszczonego w punkcie Y, tj. wewnatrz powierzchni zaaknigtej S (np-
[73, 130]).W Swietlepowyzszegorozumowania prototyp rozwigzaniazew-
netrznego problemu Dirlchleta dla tréjwymiarowego réwnania Laplace"a sfor-
mudowany w pkt. 2.1 przyjmie postac:
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Pi; p . cos(¥YX,nv) . qk

Gestosci f k(Y) nalezy dobrac¢tak, azeby graniczne wartosci potencjatu
(2.51) 1z zewnetrznej strony kazdej powierzchni S1 przewodnika pokrywaty
sie z potencjatem V1 tego przewodnika, co odpowiada warunkowi brzegowe-
mu (2.2). Wéwczas zgodnie z teorie o Jednoznacznosci rozwiazania zewnetrz-
nego problemu Dirlchleta pole otrzymane przez wprowadzenie warstwy podwdj-
nej 1 flkcyjn>ch zZrédet bedziepoza przewodnikiem Ok pokrywato sie z rze-

czywistym polem, natomiast wewnatrz obszaréw Dk bedzie rézne od pola ze-
rowego, a tym samym traci sens  fizyczny. Stosujac przejscie graniczne
(2.49) dla potencjatu (2.51) od strony zewnetrznej powierzchni S1, otrzy-

muje sie nastepujecy uktad roéwnan catkowych 1l rodzaju ze wzgledu na ges-
tosci  -Tk(Y) :
N.
x o, . P op cos(yx,ny)
- W -sr51 M- - *= ds*
k-1 %k
(2.52)

gdzie 0C*(x) okreslone Jest wzorem (2.50). ~
Jezeli powierzchnie S1 sa klasy C1, to dla X e S1.
Bezposrednie rozwigzanie uktadu réwnan (2.52) Jest niemozliwe,gdyz ta-
dunki g~ i potencjaty V* przewodnikéw nie sa nigdy dane réwnoczes$nie,
a ponadto uktad réwnan (2.52) ma niejednoznaczne rozwigzanie, gdyz odpo-
wiadajacy mu ukdtad roéwnan jednorodnych posiada nlszerowe rozwigzanie (por.
[136]) Ti1(Y) m m const , gdzie state t1l sg dowolne). Do rozwigzania
uktadu (2.52) bedzie zastosowany sposéb podany w pracy [125] . W przypadku
zadanych potencjatéw V1 na powierzchniach S1 nieznane +adunki catko-
wite g~ poszczeg6lnych przewodnikéw wyraza sie wzorem [79J :

ql “ al (f*1(Y)dsy" (2.53)
\Y
gdzie:
a® - wspotczynnik uwzgledniajgcy wymiary obydwu stron réwnania (2.53).

Mozna np. przyjaé¢ *

8k " k'

gdzie: L
dk - diametr obszaru D.
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Podstawiajac wzér (2.53) do uktadu roéwnan (2.52), otrzymuje sie:

cos(YX,n",) ak
dSy « 2etvl (2.54)
IXvl® IXY |

XFS1) (@ .1,2..... Npl).
Jezeli powierzchnie S sa klasy C , to na mocy roéwnosci (2.50) uktad
réwnan (2.54) przyjmie posta¢ (por. [79]):

pl ©& cos(YX,rTy) ak
fex -~ 7 f zk dSy - 2tqV 2.55
© k=1 *[K 2 XY| IXYK] y d ¢ )

Z powyzszego réwnania wynika, ze stosowanie potencjatu warstwy podwdj-
nej pozwala réwniez na sprowadzenie zewnetrznego problemu Dirlchleta dla
tréojwymiarowego réwnania Laplace®a do problemu rozwigzania uk#adu réwnan
catkowych Fredholma 1l rodzaju. Operacja catkowa wystepujaca w uktadzie
réwnan (2.55) jest operacja liniowa posiadajgca staba osobliwos¢. Mozna
wykaza¢ [70] , ze Jest ona réwniez operacja ograniczong z L*(s) w [1](s)
(S » SXU S2U ... USN).

Problem Istnienia i Jednoznacznos$ci rozwigzan pojedynczego réwnania ty-
pu (2.55) (Npi " podano w pracy [136j. Dowéd ten *atwo uogélni¢ na
uktad roéwnan (2.55) (Npi

Do rozwiagzania zewnetrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego row-
nania Laplace"a mozna réwniez zastosowaé¢ potencjat logarytmiczny warstwy
podw6jnej. Oest to szczeg6lnie wskazane. Jezeli kontury przewodow po-
siadajg punkty ostrzowe. W takim przypadku dokdadnos$¢ cyfrowych metod roz-
wigzania uktadu réwnan catkowych (2.14) i (2.43) Jest tym wieksza, im wie-
ksz8 Jest '"gtadkos¢* poszukiwanego rozwigzania doktadnego. Trudnosci te
nie pojawia sie, jezeli do rozwiazania pola w przypadku dwuwymiarowym za-
stosowa¢ potencjat logarytmiczny warstwy podwéjnej [91, 92, 136].

W zastosowaniach potencjatu logarytmicznego warstwy podwéjnej nalezy
wzigé pod uwage fakt wynikajacy z twierdzenia Gaussa, ze strumiehn wektore
natezenia takiego pola przez dowolny kontur zamkniety Jest réwny zeru.
Oest wiec rzeczg oczywistg, ze za pomocg tylko potencjatu warstwy podwdj-
nej nie mozna dokona¢ konstrukcji rozwigzania problemu Dlrichleta dla dwu-
wymiarowego roéwnania Laplace’a. W celu unikniecia sprzecznosci z twier-
dzeniem Gaussa mozna potencjat logarytmiczny warstwy podwéjnej uzupednié
potencjatem logarytmicznym fikcyjnego #adunku punktowego gk umieszczone-
go wewnatrz konturéw tk (np. [73, 136j).

Wracajac do zewnetrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego réwna-

nia Laplace‘a sformutowanago w punkcie 2.1 z warunkami brzegowymi (2.8) i
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(2.11), dla pé%p}aszciyzny x _>0, (rys. 2.1) ostabia sla zatozenie od-
nos$nie do konturdéw "t , przyjmujac, ze sktadajg sie one ze skonczonej su-
my dukéw wypukdych klasy C1 ewentualnie odcinkéw.

W zwigzku z tym prototyp rozwigzania przyjmuje sie w postaci:

NP n cos (YX,ny)  cos(Y"X,ny)
v(x) * - OE;JI\SEk(Y)—INTI v+
XY
+ 25fp-i Iqkln XY (2-56)

tatwo zauwazyé¢, ze jezeli punkt X lezy na o«l Xj, tj. x2 - 0, to po-
tencjat (2.56) zeruje sie, a wiec speknia warunek (2.11). Gestosci TKk(Y)
nalezy dobra¢ tak, azeby graniczne wartosci potencjatu (2.56) z zewnetrz-
nej strony kazdego konturu przewodnika pokrywaty sie z potencjatem
V1 przewodnika, co odpowiada warunkowi (2.8). Wtedy zgodnie z teorig Je-
dnoznacznos$ci rozwigzania zewnetrznego problemu DIrichlete pole otrzymane
przez wprowadzenie fikcyjnych Zrédet bedzie poza przewodnikiem D~ pokry-
wato sie z rzeczywistym polem, natomiast wewngtrz obszaréw Ok bedzie roz-
ne od pola zerowego, a tym samym traci sens Tfizyczny.

Biorgc graniczne wartosci potencjatu (2.56) od strony zewnetrznej oraz

zaktadajac, ze *adunek fFikcyjny

qk (YHdl, (2.57)

otrzymuje sie nastepujacy uktad roéwnan catkowych 11 rodzaju:

P cos(YX,n"J  cos(Y" X,nyb)

A T 100 s IxYkK' di
u . - .
im N
k»1 Jk &nTAT
2%, V1l (@ =1,2 ND) (Xe tl), (2.58)
gdzie :
e. - wsp6tczynnik uwzgledniajacy wymiary obydwu stron roéwno$-
ci (2.57) , np. a dk - diametr obszaru Dk,
ST - Jezeli w punkcie X istnieje styczne do * ,
110 Ef - w przypadku ogo6lnym, gdzie ﬂ% - kat konturu bk w punk-
cle Pk c Bk (2.59)
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Oezell kontury tl1 sg klasy C1, to ukdad réwnan (2.58) przyjmie postac:

cos(YX.n™,) cos(Y£E,nYJ

tl(X) -b y"‘|V *k(Y) TXYZ K /" 2fiovl”
k-1jk

(2.60)

Zastosowanie potencjatu logarytmicznego warstwy podwéjnej pozwolito row-
niez na sprowadzenie zewnetrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego
réownania Laplace"a do problemu rozwigzania ukdadu réwnan catkowych Fred-
holma Il rodzaju. Przyjmujgc dla operacji catkowej w ukkadzie roéwnan
(2.60) naetepujace oznaczenie:

coe(YX,ny)  cos(Y" X,nY) XY~
: - 1 d. i
v . L ‘EM v i M o) @

ukdad roéwnert (2.60) mozna przepisa¢ w postaci symbolicznej:

% - -w, (2.62)

gdzie :
f(x) » ML) dla X e

W(X) » 2fiovl  dla X € ‘“el,
9.-1.

tatwo zauwazy¢, ze operator cetkowy (2.61) Jest operatorem liniowym po-
siadajacym stabg osobliwo$s¢. Mozna wykazaé, ze Jest on réwniez operatorem
ograniczonym z L*0e) w LgOe) [70]. Istnienie i Jednoznaczno$¢ rozwig-
zan réwnania catkowego (2.60) dla pojedynczego przewodu N 1 wykazano
w pracy (np- [136]). Dowéd ten datwo uog6lni¢ na ukdad Préwnan (2.60)
(Np >1).

2.3. Uktady rownan catkowo-brzegowych pierwszego 1 drugiego rodzaju

Przenlkelnos¢ elektryczna Srodowiska, w ktorym wystepuje pole elek-
tryczne, moze zmienia¢ sie dowolnie. Z praktycznego punktu widzenia naj-
czesciej wystepuje przypadek, kiedy Jest ona obszarami stata. Model taki
nie uwzglednia tylko zagadnien w os$rodkach nieliniowych i anizotropowych.

Niech w przestrzeni Euklidesa R3 typu prézniowego zadane sg doskona-
e dielektryki, tj. o przenlkalnosci £ i konduktywnosci ff* 0 ograni-
czone powierzchnig r 1 (1 = 1,2,...,N.) oraz przewodzace ciata Dk o po-
wierzchni S° (k » 1.2,....Np) posiadajace potencjaty V. W rozpatrywa-
nym przypadku dopuszcza sie roéwniez istnienia niezamknigtych powierzchni
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przewodzacych Sk_ Powierzchnie Ski r moga byc dowolnie usytuowane
wzgledem siebie. Zaktada sie ponadto, ze w rozpatrywanym obszarze zrédiem
pola sg tylko 4adunki zgromadzone na powierzchniach przewodzacych Sk.
Potencjat elektryczny v(x) w cakej przestrzeni spetnia réwnanie La-
place "a z warunkami ciggtosci na powierzchni p 1 dielektrykéw [117]

Lim vG®) » Llim v(Xx)
X- xerl X'— X€r1l
X*"«R3-FI1 ~icC1l

lim « v Tim v @ -1.2 N, (2.64)
Xt XE€T 1 X" -~xerl
Xle R3-n 1 X"efil
a ponadto spednia warunki brzegowe:
V(X) >Vk dla X cSk (k-1,2 Np) - (2.65)

przy czym, Jezeli punkt X oddala sie do nisskonczonosci, to potencjat
v(xX) zmierza do zera.

Jak wiadomo, w réwnowadze elektrostatycznej ewentualnie quasi-statycz-
nej uktadu natadowanych przewodnikéw doskonatych, *adunki swobodne kon-
centrujg sla tylko na ich powierzchniach 1 do Ich opisu mozna postugiwacé
sie funkcja gestosci +*adunkéw 6k(Y). W przypadku rozpatrywania dielek-
trykéw doskonatych, tj. posiadajacych zerowe gestosci #+adunkéw swobodnych
oraz proporcjonalno$¢ wektora polaryzacji 1 natezenia pola, mozna uwzgle-
dni¢ ich wptyw na pole poprzez pewne rozktady fikcyjnych #adunkéw [117].
Poniewaz dla doskonatych dielektrykéw wektor polaryzacji spednia réwnanie
div P - 0, wiec w takim przypadku wptyw tych dielektrykéw ne pole moze
by¢ uwzgledniony poprzez fikcyjne #adunki o gestosciach powierzchniowych
X*(x) okreslonych na powierzchniach T 1 dielektrykéw [97, 117]. Uwzgle-
dnienie tadunkéw fikcyjnych o geatoscl Sta) pozwala usungé ciata A1l
przy réwnoczesnym spednieniu warunkéw (2.63) 1 (2.64), co znacznie upra-
szcza problem, gdyz w catej przestrzeni Srodowisko ma jednakowe whasnos-
ci. Zgodnie z zasada superpozycji, rozwigzanie mleezanego zagadnienia brze-
gowego dla réwnania Laplacea poszukuje sie w postaci:

Zgodnie z teorig o ograniczonych wartosciach pochodnej normalnej potencjetu
warstwy pojedynczej [136] (wzory 42.24) i (2.251) otrzymuje sie:
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EL x#ri * ~ A dSy' oti(Y) ¢+ dsy’
x"e fil @ .67)
li- , 5?2 377,/ T*~n dSY "xl<x> ¢ 2?2 / ml(y) ,><y|2X av {2°68)
Xt x«rl xpl rli XY|
XIER3- 41

Uwzgledniajac przejscia graniczne (2.67) i (2.68) z warunku (2.64) oraz

(2.65) otrzymuje sie (por. np. [125] ) nastepujacy uktad réwnan catkowych:

cos(xY,nt)
falalCO 11 1 -r m4  tf~"> rs_
ko le -pk IXY] k-1J IXY =4
-k (2.69)
Xer X) @a-1.2 Nd)
e - e
O-cA.j-cli ™ - ma*”"; £1>Fi0 (2.70)
55m \] dsy * 5T N TIXVTA dsY * 2£oyl x e sh)
k-1 sk k-1pk
@ -1.2 Np) (2.71)
Pierwszy ukdad (2.69) stanowig roéwnania catkowe 1l rodzaju, natomiast u-

k¥ad (2.71) Jest ukkadem roéwnan catkowych 1 rodzaju.
Odnos$nie do operacji catkowej wyetepujacej po lewej stronie ukdadu (2.69)

- J28% k) ErY X) dsy* (2-72)

gdzie:
H -HL dla x«rl

zachodzi twierdzenie [125] , z ktérego wynika, ze wszystkie jej liczby cha-
rakterystyczne sg rzsczywlste 1 nie lezg w przedziale (-1, 1). Ponadto
& - -1 nie Jest liczbg charakterystyczng, natomiast & « 1 Jest liczba
charakterystyczng.

Poniewaz przy > £Q parametr O < % w1l (wzory (2.70)), na mocy wiec
pierwszego twierdzenia Fredholma ukdad réwnan (2.69) posiada Jednoznaczna
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rozwigzania przy dowolnych prawych stronach, tj. dla dowolnych funkcji

6k(X). Rozwigzujac wiec ukdad réwnan catkowych (2.69) zs wzgledu ns gesto-
Sci tadunkéw fFikcyjnych £*(y) 1 podstawiajac Je do ukdadu (2.71) otrzy-

muje sie uktad réwnan catkowych I rodzaju za wzgledu ns gestosci #+adunku

60k(x), przy rozwigzywaniu ktoérego moga juz wystgpi¢ znane trudnosci. Tru-
dnosci tych mozna unikngé. Jezeli odnosnie do ukdadu roéwnan 1 rodzaju
(2.71) zastosowa¢ metody regularyzacjl podana w pkt. 2.2.1.



3. APROKSYMACJA POTENCJALU WARSTWY POJEDYNCZEJ 1 PODWOJINEJ

Konstrukcja uktadéw roéwnan catkowych, sformutowanych w rozdziale 2 Ja-
ko réwnowazne problemy Dirlchleta dla réwnania Laplace®s, bazuje na ope-
retorech catkowych typu: potencjat warstwy pojedynczej 1 jego pochodne,
potencjat warstwy podwéjnej , w przypadku gdy rozwigzywane sg zagadnienia
trojwymiarowa (réwnania (2.4), (2.27), (2.69), (2.71), (2.55))oraz poten-
cjat logarytmiczny warstwy pojedynczsj 1 Jego pochodns, potencjat loga-
rytmlczny warstwy podwéjnej, gdy rozwigzywane sa zsgadnlenla dwuwymiarowe
(réwnania (2.14), (2.43), (2.60)). Przyblizone rozwigzania tych uktadow
réwnan catkowych wymagajg okreslenia operacji przyblizonych do operacji po-
danych wyzej tak, azeby normy tych operacji w 12 roznity sie mozliwie
mato.

Konstrukcja operatoréw bliskich wymaga stosowania odpowiednich funkcji
aproksymujgcych gestosci warstwy pojedynczej <k(Y) i gestosci warstwy
podwéjnej rK(Y) zadanych na powierzchniach Sk. Przykdad konstrukcji ta
kiego uktadu dla powierzchni zamknietej podano w pracy [74]. W zastosowa-
niu do rozpatrywanego ukdadu przewodnikéw objetosciowych o powierzchni Slrg
wewnatrz kazdego z nich umieszcza sie gtadka zamknietg powierzchnie S?
nie majaca z S punktoéwwspdlnych. Niech (m«1,2,...) - punkty na
Sk wszedzie gesto ja pokrywajace, natomiast

o>*(Y) - - r- dla Y e Sk 3.1
1vi
k -1,2..... Np
mozna wykazaé¢ [74], zeukdad TFunkcjidm*(y)} jest linio-
| ym -1,2,...
wo niezalezny i zupedny w przestrzeni 1](s) (S « S1”~S2u ... uS P).

Uk#ad funkcji co (Y)® mozna zamieni¢ na ukdad ortonormalny /"Ylym «
stosujac proces ortogonallzacji Schmidta [136]:

, kn
S'1A T iiojkAN “ o
i AI5(s )
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J(y) me y fEi(vvI(MdS* j (V)

G-
wi{) mLZy”wi (Y)s5(Y)dsY/j(Y) L*(sk)
dla i1 >1
gdzie
dla i | 3
5 k(Y)~k (Y)dsy 3.3
dla i-J
Na mocy wzoréw (3.2) otrzymuje sie:
1
y1 Efuo (€X)
J-i

gdzie wspoédczynniki Fjt oblicza sie ze wzoru rekurencyjnego (3.2). Or-
tonormalny ukdad funkcji |~k()| jJest oczywiscie liniowo niezalezny 1
zupedny w L* (S). Jezeli wiec S ¢) (= 1,2,.... Np) jest dowolng funk-

cje z L*(s), to norma J<K() - "FfA(M11F*(S) przyjmuje najmniejszg

wartos¢, jezeli wspodczynniki f sa wspdéczynnikami  Fouriera funkcji
6k(Y) wzgledem uktadu ortonormalnego C70] = Przyblizajac wiec
funkcje gestosci tadunkéw 6k(Y) pierwszymi n wyrazami szarsgu Fourle-

n

6nw) *1ZfAi(Y) (3-5'

otrzymuje sie najlepsze przyblizenie wzgledem normy w L*(s).

Aproksymacje funkcji gestosci warstwy pojedynczej <k(Y) mozna roéwniez
prowadzi¢ wzgledem ukd#adu ortonormalnego {?j (Y)J funkcji wkasnych [136]
Jadra operacji catkowej (2.5), bedacych rozwigzaniem nastepujacego ukdadu
réwnan catkowych Jednorodnych:

k » i N F ?i(Y>

2§00 - 25r 2.2 1 "WT 9. o G-6)
-1 «
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gdzie:
- liczby charakterystyczne operacji (2.5),
tj. w postaci:

n

6nC) * 1ZFi7i(Y) 3-7>
1=1

Nalezy zauwazy¢, ze sam proces wyboru funkcji najlepiej aproksymujacych
np. lub | 7i7YN J88t problemem samym w sobie i ze wzgledu na
Jego ztozonos$¢ tego typu aproksymacja (3.5) lub (3.7) traci uniwersalnosc.

Do aproksymacji potencjatoéw warstwy pojedynczej i podwdéjnej zastosowa-
ne bede aproksymacje odpowiednich gestosci warstwy pojedynczej i podwdj-
nej funkcje sklejane.

Stosowanie w konstrukcji algorytméw obliczeniowych funkcji sklejanych
Jest ostatnio czesto stosowane. W pracach [60, 63] zastosowano Je do apro-
ksymacji potencjatu generowanego przez natadowany przewodnik osiowo-syme-
tryczny. W niniejszym rozdziale pracy postawiono sobie za cel opracowania
og6lnych algorytméw aprok8ymacjl potencjatéw warstwy pojedynczej 1 podwdj-
nej zadanych na dowolnych powierzchniach oraz potencjatéw logarytmicznych
warstwy pojedynczej i podw6éjnej zadanych na dowolnych konturach.

3.1. Aproksymacja potencjatu warstwy pojedynczej

W pierwszej kolejnosci poszukiwany bedzie operator bliski dla operato-
ra (2.5) typu potencjat warstwy pojedynczej, ktérego konstrukcja polega
na podziale kazdej powierzchni Sk na elementy powierzchni |skj i na wy-
borze na kazdym z nich odpowiedniej funkcji aproksymujaceJ funkcje gesto-
Sci dadunkéw. Wykonujac nastepnie catkowania po kazdym elemencie SA i su-

mujac otrzymane wyniki, otrzymuje sie operacje przyblizong w postaci:
Np N1
miz i] AF(x>01> <3-8)
i-i i-i
gdzie:
6'k - gestosci +tadunkéw w punktach podziatu p&wierzchni S,

AN(X) - funkcja ksztattu zalezne od podziatu powierzchni S1 na elemen-
ty 1 od stopnia funkcji aproksymujacych na tym elemencie.

Jezeli powierzchnie S1 sg zadane w postaci perametrycznej i wynik cat-
kowania po elementach da sie przedstawi¢ w postaci kombinacji funkcji
standardowych, to tzw. funkcje ksztaltu aJ(x) dadzg sie przedstawi¢ w
postaci gotowych wzordéw. Otrzymanie gotowych wzordéw dla funkcji ksztattu
A*(x) Jest tym trudniejsze, im wiekszy Jest stopien funkcji aproksymuja-
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cych gesto$¢ +*adunku na poszczegdélnych elementach powierzchni. W takim
przypadku nalezatoby stosowaé¢ catkowanie numeryczne. Jezeli jednak punkt
X lezy ne elemencie, po ktérym przeprowadza sie catkowanie, to ze wzgla-
du na staba osobliwos¢ Jadra operacji (2.5) jest ono utrudnione. Poniewaz
funkcje A1(x) dla X e S1 posiadaja duze znaczenie ze wzgladu na do-
k#adnos¢ przyblizenia operetora , nalezy Je wlac wyznaczy¢ mozliwie naj-
doktadniej metodemi analitycznymi. Funkcje ksztattu A*(x) dla powierzch-
ni oslowo-symetrycznych mozna znalez¢é w pracach [60, 63]. Jezeli powierz-
chnle Sl nie sa zsdane perametrycznle, lecz w postaci cigagu punktéow Y
GGe-1n1.2....,Nk) (-1,2 Np), to w konstrukcji operacji bliskiej
dla operacji (2.5) nalezy dokona¢ réwniez aprokeymacji powierzchni.

3.1.1. Potencjet warstwy pojedynczej zedeny na dowolnych powierzchnlech

Punktem wyjscia dla aprokeymacji potencjetu warstwy pojedynczej Jest
okreslenie dla zadanych punktéw yJ e S1 (i = 1,2 Ni) (1«1,2 N
poszczeg6lnych powierzchni S przewodéw, Tfunkcji eproksymujacych ich
ksztatt. Najprostsza aproksymacja powierzchni S Jest dana w postaci
uktadu tréjkatéw 'et}k stanowiacych sieé triangu!acyjna u?worzona przez
punkty Y~ e S , zwane punktem! triangulacyjnymi (rys. 3.1a).

Fig. 3.la. Trengulatlon of the eurface S

W ten sposbéb-zbiér punktéw (ylt y2, y3) powierzchni S1 zostat przy-
blizony zbiorem punktéw:

o U Aok <3-*>
lijkjc N1
gdzie:
N - zbidér wszystkich tréjkatéw trlangulscji powierzchni S punktami
*

NGk g (ylty2ry3)] yl *yli o+ (Yl ¢ ylkA + (ylk m AL*7 *



y2i + Y2J y2i~ + My2kty2in?s  y3 " y3i + 7y3J-y3i~ + ~y3KUy3in?S

ANl o<7 1 -XJ G.10)

Rys. 3.1Ib. Tréjkat t dowolnie uaytuoweny w przestrzeni tréjwymiarowej
Fig. 3.1b. Trengle freely situated in the three-dimensional spece

Przyjmujac oznaczenie z rye. 3.1b

YY ° A M +A2\2IN2 +
YiYd * (yik-yii~rl + <y2k-y2i)k2 + (y3k-y3i>*3 G-11)
P MET Il + (yr-Xg)N ¢ (vA-x3)1.3
oraz uwzgledmiajac opis parametryczny (3.10), funkcje -ryyy wystepujaca w
jadrze operaqjii (2.5) mozna dla dowolnego punktu X oraz dla Ye %

wyrazie nastepujaco:

1
IXY |

Yetijk YFfy~r)2 ¢ (y2-x2)2 ¢ (y3-x3)2

(3.12)
\(ij),\ o (Iy1)~ & XYL

Przyjmujac parametryczny opis (3.10) kazdego tréjkata jego miare
powierzchni wyraza sie wzorem:

ds - * iYivi) x (Yo (3.13)

a7 -

Funkcje gestosci 4adunkéw 61(¢) (d = 1,2 Np), na ktore dziata ope-
rator T (2.5), mozna aproksymowa¢ na kazdym z tréjkatéw danej trian-
gulacji funkcjemi sklejonymi dowolnego stopnia. Oszeli funkcja gestosci
+adunkéw Jest eprokeymowana na kazdym z tréjkatéw wartoscig stala

6 1M x *6ijk * const, (3.14)
Ye< ik

to zgodnie ze wzoremi (3.10), (3.12) i (3.13) operetor (2.5) typu poten-
cjatu warstwy pojedynczej mozna przyblizy¢ naatepujaco:

A m Vo1 E JFijKOoB i jk* (.15
171 {ijky- JF
gdzie
IHm )y X gyl £ f (3-16)

Fijk(x) 00 |GIyD M+ (yIyly +xyl |

W przypadku gdy punkt X€ % to catka (3.16) jest cetka niewkasciwg,
lecz zbiezng i niezaleznie od potozenia punktu X w przestrzeni R de
sie wyrazi¢ za pomocg kombinacji funkcji standardowych. Dokkadniejsze przy-
blizenie operetora ¥’ otrzymuje sie, Jezeli funkcja gestosci *adunkéw6 "(Y)
bedzie aprokaymowana funkcjami eklejenymi pierwszego stopnia dwdéch zmien-
nych O0L.-?) interpolujacymi dene wertosci 6j w punktach triangulacji
Y1 powierzchni S1 [36]

«i* ¢ («i-6"* Ye<edjk- 0<,<i-X
1
6z dAy)
'ﬂ( Os Y 4* .
ijk
(3.17)

gdzie 6j < 61(yJ) - gestos¢ #+edunku w punkcie triangulacji Y1 powierz-
chni S, zwana zmienng weztowa.

Podstewiejgc wyrezenie (3.10), (3.12) 1 (3.17) do wzoru (2.5) otrzynu-
je sie nastepujace przyblizenie operatore typu potencjatu waretwy poje-
dynczej s



- 48 -

*T6 (3.18)

gdzie
vijk<sx> - AU ()60 + 8}ik(x>6i + ciij(x "k (3-19)
x5, <>l » i o« <*>if / os-ty N (3.20)
0 0 KYMYjA + (Yiv? * XY
[
gn.(x) -aliV>« *Mil / /-7T!- ~ L G.21)
0 0 JCAYIE + (YRYFQ? + XY
(3.22)

Ji/") malaiyy) . (YIviel /. /
0 0 |OIYI)E ¢ (dyI)? + XY

Mozna zauwazy¢, ze catka (3.20) nie ulegnie zmianie. Jezeli parametry X
i iJ zamienimy miejscami, a to oznacza, ze

Atjk<X> - Akkj(X>*

W dalszej kolejnosci wykazana bedzie, ze struktura catek (3.20) (3.21) i
(3.22) Jest identyczne, a roznig sie one tylko permutacja wskaznikoéw.

W tym celu nalezy wzig¢ pod uwage nowe wspotrzedne parametryczne tréjkata
~Mijk > ktérych poczatek Jest zlokalizowany tya razem w punkcie yJ
(rys. 3.1b).

(y1-y2°y3)s yl 7 yik + (YU-Yik>!" + (ylj-ylkty"J
V2 * y2k + (y2i“y2k”™ 1+ Ny2jUy2kn?; (3,23)

y3 m y3k * <y3i“y3ktf"+ {y3j-y3kV; o«y«is O0«?"«l-""
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Przyjmujac tym razem opis parametryczny (3.23), otrzymuje sie:

(3.24)
N Nexigk [y ¢ Gy DN xyE]
dsy * X (YKYM  ATdV (3.25)
6 k+(0i"6kp +(6J"6k Vs YeEijKi 0”5~ 1: 0« ?<1. I'
(3.26)

4ijk®)

ijk
Przy tych samych zmiennych wezdtowych 6j, 61, 6* oraz takiej samej in-
terpolacji liniowej Tfunkcji gestosci #*adunkéw wzory (3.17) i (3.26), fun-
kcja (3.19) w nowym uktadzie wspodrzednych parametrycznych bedzie
miata identyczng postaé, przy czym tym razem te same TFTunkcje ksztattu

AiIJK(X)* Bj Lk~ > CkiJd» miaty inne wyrazenia:

"fik(x) = d f X f - (3.27)
0 0 QYYD+ (YIY1)y+XY1l
! (3.28)
gjik(x> - arI™"K) x [/ - 1?07 i 3.28
Jik( ) (VM 0 o [IyDNV(yly1)]+xyl]
1-v 1
(3.29)

CKijJ *2*I(viNe * (AWM (1 T owe T Lignalii

Poréwnujac wzory (3.27) 1 (3.21) oraz uwzgledniajac z geometrii trdjkata
w przestrzeni R3, ze

(YNe  x (YKYM (YiYk} x (va\i'\" (3.30)
otrzymuje sie
Bane®  ~ijr (3.31)

Wykonujac analogiczne operacje w przypadku, gdy parametryczny ukfad wspd+-
rzednych (™.y) tréjkata t Jjj, ma zlokalizowany poczatek w punkcie yJ,
nozna wykazaé¢, ze
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Ckid ™) * AKijAX) (3.32)

Uwzgledniajac tozsamosci (3.31) i (3.32) we wzorze (3.19), otrzymuje sie:

VijKO) * ATJK(X)6i ¢ ATKi(x>4} & AiijX)<si (3-33>

Biorec wiec wzor (3.33) i podstawiajgc go do wzoru (3.18), mozne stwier-
dzi¢, ze w celu okres$lenia operacji przyblizonej do operacji potencjatu
warstwy pojedynczej wystarczy w sposéb og6lny okresli¢ funkcje Aijk(x)>
wykonujac podwéjne catkowanie we wzorze (3.27) lub (3.20), natomiast fun-
kcje ~jki”™ 1 Aki_j(x) otrzymuje sie przez odpowiednia permentacje wskaz-
nikow dotyczacych danego tréjkata w Ffunkcji AJjl<(x)- Jeze-
li nastepnie zmieni¢ we wzorze (3.18) kolejnos¢ sumowenla, po numeracji
tréojkatow |i,J,k] e 1 na sumowanie po numeracji punktéow Y1 (i = 1,

2 Nj) triangulacji powierzchni a »1,2,...,N ), to otrzymuje
sie:
Np N1
<5»Y2 XZAi(x)6i" @3.34)
1 1-1 1*1
gdzie :
Nex> - 57Z AT JK) <3-35)
|1JkjJ£ jel

JJ - zbidér trojkatéow ji.J.ktl majgcych wspélny wierzchotek yJ. Wyzna-
czenie funkcji AJjj,(x5 wspoétrzednych punktu X(x1,x2<x3) dowolnie usy-
tuowanego w przestrzeni tréjwymiarowej R3 przy dowolnym potozeniu tréj-
kata “fijji, mozna dokona¢ wykonujac podwdéjne catkowanie we wzorze (3.20)
lub (3.27). tatwiej tego dokona¢ we wzorze (3.37).

W tym celu nalezy w pierwszej kolejnosci zbada¢ zachowanie sie mianow-
nika funkcji podcatkowej w cedce (3.27)

Ka;>? o <**}>5 « xvil - ih M iy * 2(YiVI>, [<vK )5 * ">]"
xyJ|2 (3-36)

Poniewaz w catce (3.27) najpierw catkuje sie zs wzgledu na zmienng ~ , W
zwigzku z tym nalezy zbada¢ zachowanie sie tréjmianu kwadratowego pod
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pierwiastkiem (3.36) ze wzgledu na ta zmienng. Po przeksztakceniach wek-
torowych [77] wyr6znik tego tréjmianu wynosit

Ze wzoru (3.37) wynika, ze Jezeli punkt X j ~"ijk

*jk * [x(X1.x2.x3):  XVL1 -« (yJdyJ) &~ <YkYj>j (3.38)

gdzie

X ,fi - dowolna liczby rzaezywiste,

tj. nia lezy w ptaszczyznie potozenia trdéjkata to dla dowolnego

J *[0,1]. AT JK($.X) <0

Wykonujac w tym przypadku w caktca (3.27) catkowania za wzgladu na zmienng
t, otrzymuje sie [46]:

Aljk<X) ma(YKVi* YiYi*  *Yj> - 3 (Y*y}. Y*Y*. XV1). (3.39)

gdzie

¢ (YIyd). (XyE) o[ yJydll (y*Y*)$ ¢ Xykild~ (3.40)

Catka (3.40) mozna natomiast sprowadzi¢ do catki elementarnej, stosujac
catkowanie przez ezgscl oraz tzw. podstawianie Eulera [46]

Y li(vkM™ ¢ 1- 1- lyk5ilMYi IS (3.41)
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Otrzymuje sie wéwczas:

neky” > O

4w
Yw 1

(3.40a)

gdzie

. (X J?2). u, e (y> ) f ('2"V ajiv il “V *
(3.42)

*1 m IYKY}IIXYk

(3.43)

2m M3 {KMI+I1Xdh
b2 - [(yly})® (viyld) & Iydydl [YjYjj] lyIvi

H 1 [(YiYi)oXYK) T [ (YKYj)o(vkvi ) ¢ Iy I 1TYL55 (3-44)

k W |x\m2wkvl\<ww>~<ww w}um‘[i].

2 YKYI T I(YKYi> -
» | (YK} (Yavi> ¢ IMYJIIY i
Si o 2IMKY HTYWIT [(YKY})o K] + 21YKY} Z [k >° (3.45)

e ® | 2R I 2[YM 11 YK} - (YKYi)o (YKY})] +

* 2 i R[GKM5- (XN] [(YKM)° (Xvi )
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MY

1* I[<KB)* K>] (3.46)
MY V¢

Oak *atwo zauwazy¢, catke (3.42) nozna obliczy¢ rozwijajac Tfunkcje pod-
catkowa na utankl proste. Azeby to Jednak uczyni¢, nalezy zbada¢ znak wy-
roznlka tréjymlanu kwadratowego a2t + Sjt + aD wystepujacego w mianow-
niku wyrazenia podcatkowego. Po zmudnych przeksztatceniach wektorowych
mozna wykazaé, ze

<ijk(x) 82-4a2a0 S A IYMI MY i, [(ViVH) * (xvi] (3.47)

Ze wzoru (3.47) wynika wiec, ze Jezeli punkt X nie lezy w phaszczyznie
~ijk o ('zér (3.38)), potozenia trojkata "cJjjj. 8 ty* samym trdéjka wekto-

row yJyl, YAYJ, XyJ nie lezy w jednej plaszczyznie, to wyréznik
Wéwczas rozwiniecie funkcji pod catkg (3-.42) na ukamki proste aa postac:

(t -d ) (b,t eb,t+b )

(clt+c0)3thot +alt+Mo8 ™ clt+co  (clt+do) (clt+c0)7 *
2 . (3.48)
a2t tajt+a
gdzie state & - «*(yJyJ, yJyJ, XY*) , 067 =« 7 (yJyd, yJyd, XY*) s3 roz-

wigzaniem nastepujacego ukdadu réwnan:
~cla2rad “ b2

(cjBj + 3c2coa2)<*l ¢ (c3a2)«2 » bA

(°180 * 3clcoal * 3cicoa2”al + ~clal * 3clcoa2™*2 + (cia2™(3 +

¢ (c3)%6 - bo - 2b2do
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(3cle0BO + coal)Xl + (3clco8o + 3clco*l + coa2)R +

¢ (c2«0 + ¢ coa2)°@ + {clal * coa2)# * (=z&S *

¢ (3cieo)m + (3clcod m b2do = 2bodo

@Bclco*o * 3clcoal + coa2”¢l * (* 0 * 3cl®°ocal * 3clcoa2n*2 *

¢ (c™aj ¢ 2clcoa2)e3 ¢ (cla2)0et ¢ (3c2co)«6 ¢ (c3) ™ - -2bl1dQ

(Co80)«l + 3clco80 + c*al”2 + (2clco8o + ©°281)S +

+ (cl*o + coal)®t + (@1l”~5 + (co)dbh * (3clco)e’ m bld

(coao)e2 + {coao)3 * (co80 K + (ao)ts + (co**7 m bodo (3-49)
Jak wynika ze wzoréw (3.47) i (3.45), tr6ojmlan kwadratowy a2t2 ¢ Bjt + aQ
jest wszedzie dodatni, gdy xj 3rJjk (wzéor (3.38)). Roéwniez wielomian
stopnia pierwszego c~t ¢ cQ w przedziale cetkowania catki (3.42) jest
dodatni. Uwzgledniajac rozwiniecie (3.48), catka (3.42) przyjmuje postac:

1*i T*i ~~1i M * w
(Y y ,yM, Xyd) - MY = Ol ocicel-th) + o2 (e2-tj) +
1 K3 k1 K fex IIAIS

G "atks o atro cd@  Aflcivar - ooy

2a2t2 ¢ ax
. gg“ In 182t2 * *1*2 * wmoi arctg
2 |-2tj ¢ altl ¢ ao| V4aQa2 - a2 Aaoa2 * “1
*D)*
arctg 2*2*1 + al (3.50)
™Mala2

gdzla tj, t2 okreslone ag wzorami (3.43),

*2" *1" ao okreslone se wzorami (3.45),

Ci’ Co okreslone wzorami (3.46),
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natomiaat oCl .cR & se rozwiezaniem liniowego uktadu algebraicznego
(3.49). Mozna zauwazy¢, ze Jezeli punkt X lezy na podprostej

£ ki " OX(X1*2X3): XYL - -/(yJyJ), 1 (3.51)
YKY I\

to nie mozna stosowa¢ podstawienie Eulera (3.41) do rozwigzania cakki
(3.40). Catke te mozna rozwigzac¢ bezposrednio, catkujac przez czesci.
Zachodzi;

AyH - *--N'14 -y N dfc inffr_rl oK WA\
22IVjl 0 lvil

1KY i) * tYkY bl ,
- 0fv}. 059 g5 e - yK 1IyM 1 - (vFYﬁ.)o(v’iKYl‘

21T IJ7Y)
12
i K 1 ke X X, xy:
-7-5 In * o2 - - In(- - D
IYKYil ['YM 1 Yt IYM | KMl
(3.52)
Jezeli punkt X lezy na ptaszczyznie - £ki - z wytaczong pot-

prosta C¢tj~ oraz tréjkatem “cjjlt. to mozna stosowaé wzér (3.50), wykonu-
jac w nim naatepujace przejscie graniczne zwigzane z zerowaniem sie wy-
réznika aJjt(x) = 0 (wzér (3.47)).

**7 7 «i6 a.

lim i arctg 28272 * al arctg 2V 1 +al
21
(4a, ,-af)-0 082 - 8 082 * al V48082 - 81
©7 - of 357) . (3.53)
A | T~ 2~
Uwzgledniajgc ponadto
. b4d— 12 41-sm b a:f1. (1.54)
la2*1 ¢ 81*1 ¢ ao| |a2t4 ¢ 2#]
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wzor (3.50) przyjmie postac:

H vM 13
Cl v col *4¢ 1 y -
2 2 1 o 1ay- C1CIt2+C0  elvV©o
*5 1 L ¥6 gy P2r2_+ 2%
2cl 2 L. . 8i
(cl V co)2 162*1 + 2%
“2*1 + 2 *2t2 + 5
gdzie tl1, t2. a
Xe ~ijk " ki " ~ijk* natO*ia,t *1t0Cyg.... ,0f sg rozwigzaniem liniowego

ukdadu réwnan (3.49) o wspotczynnikach wzietych réwniez w punktach
xe *ijk -4+ “"~pjk*

Pozostat Jeezcza do przedyskutowania przypadek, gdy punkt X lezy w
tréojkacie ‘Teijk. wowczas catka (3.40) Jest catka niewkasciwg z  funkcji
nieograniczonej. Z og6lnej teorii potencjatu wynika, ze catka ta jest
zbiezna [73], istnieje tylko problem jej obliczenia, w dalszych rozwaza-
niach potrzebne beda wartosci tych catek w punktach vyJ, yJ, Yjl|, . w
punktach wierzchotkowych tréjkata

Jezeli punkt X - yJ. wéwczas catka (3.40) przyjmie postac:

W 0

- GIID» (YY) d$ (3.56)

Catke niewkasciwa (3.56) +atwo obliczyé, stosujac catkowanie przez czesci:
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- P oD *] @-57)

Jezeli punkt X = yJ, wowczas catka (3.40) na postac:

W oy}, yIyd. XyJ) kKilm 1| e

i ** | YKY] 0

GkY). (®]-S (3.58)

Catke niewkasciwg (3.58) mozna roéwniez obliczy¢ stosujac catkowanie przez
czesci :

i
Stydy}. ¥t - Xy HiL (WM [* K1 L«!
XY 2t K
. (3.59)

Jezeli natomiast punkt X =yJ, wowczas catka (3.40) przyjmie postac:

Do obliczenia cakki niewkasciwej (3.60) mozna réwniez zastosowaé catkowa
nie przez czesci. Otrzymuje sie wowczas:
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gdzie catka 3, wzdeta w punkele « - i wyraza sie wzorea (3.42) i do
jej obliczenia nozna stosowaé¢ rozwiniecie wyrazenia pod znakiea catki na
utankl proste (3.48). Mozna Jednak zauwazyé¢, ze state *6 1 «7 wystepu-
jace w rozwinieciu (3.48) se w przypadku X » Y% réwne zeru.

Istotnie, biorac pod uwage, ze

(a,t*

al* + ao) yHIIyMI & {yM>°
YFi>] ¢ - w122 (3.62)
(t2 - dQ)2 i- (t - IYIYJI2)2(t ¢ 1ydyJi2)2 (3.63)
X«Y

wyrazenie pod znakiea catki (3.42) aozna uprosci¢ do postaci:

(t2 - dQ)2(b2t2 & btt * b0)  (t ¢ YjY1]2)2(b2t2 ¢ b t « bB)

(it T it
(3.64)
gdzie
IYEL  bi w2 I[(MYD)* (YiV)]
(3.65)
K vi  2(YKY) I*}1 tol]
oebt +«7

Oznacza to, ze w rozwinieciu (3.48) nie wystepuje czdon
‘v ao* co
Jest rownoznaczne z zerowaniem sie statych ot i oc. Pozostate state

»ees A5 aozna obliczy¢ z ukdadu réwnan (3.49), podetawlejec we wzorech
na Jego wspodczynniki (3.43) za X » Y.. Rozwigzujac ukkad réwnan (3.49)
dla X = Yf, otrzymuje sie ponadto «6J»<<7 » 0.

Catka (3.40) Jako funkcja wspoétrzednych punktu X(x1,x2 ,x3) zostata
zbadana dla dowolnego potozenia zewnetrznego tego punktu w odniesieniu do
tréjkata Jak réwniez w wierzchotkach tego tréjkata. Wzory wyprowa-
dzone do obliczenia catki (3.40) (EyJd. yJyJd, XyJ) Jako funkcji wspot-
rzednych pgnfctu_ x(x1,x2 ,x3) nozna réwniez stosowa¢ do obliczenia cakki
3(Ykyj, yJya, xyJd), zaieniajac w nich wektor XyJ na XY* oraz yEy* na

YJY1* w ten 8P°e6b zgodnie ze wzorea (3.60) otrzyauje sie og6lne wzory na
funkcje (3.27) Aij|t(x) wspotrzednych punktu X, ktére na aocy wzoréw
(3.34) 1 (3.35) pozwolg przyblizy¢ operacja < typu potencjatu warstwy po-
jedynczej Jako funkcje liniowag zaiennych weztowych 6j gestosci +adunkéw
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w punktach triangulacji yJ powierzchni S1 (1 » 1,2
NX) - -

Np) (@ - 1.2,

3.1.2. Potencjat warstwy pojedynczej zadanej ne powierzchniach w postaci
cienkich cylindrycznych walcow

Spoabdb aproksymacji operatora typu potencjat warstwy pojedynczej poda-
ny w punkcie 3.1.1 mozna zastosowa¢ w zaaadzie die dowolnych powierzchni
klasy C . Jedyne ograniczenie wynikajgaca z mozliwosci obliczeniowych EMC
podyktowane jest dopuszczalng liczbg punktéw triangulacji powierzchni, a
tym saaya liczbg zmiennych weztowych.

Jezeli powierzchnie zadane sg w postaci ddugich i cienkich cylindrycz-
nych walcéw, to aproksymacja potencjatu warstwy pojedynczej z zastosowa-
nie* trojkatow triangulacji powierzchni (wzory (3.9) i (3.10)) prowadzi-
+aby do bardzo duzej ilosci zmiennych wezdowych. W takim przypadku nale-
zatoby zastosowaé bardziej oszczedne metody aproksymacji operacji (2.5).

Niech zadane powierzchnie S* (1 = 1,2,...,NW) stsnowig powierzchnie
przewodéw walcowych ? promieniu r, dowolnie usytuowanych wzgledem sie-
bie w przestrzeni R , Najbardziej naturalng aproksymacje takich powierz-
chni nozna przeprowadzi¢ za pomocg powierzchni bocznych walcéw € o dtu-
gosci |YiYi+1l] i promieniu Tj przy rj/ly[yJd+d «1 (rys. 3.2).

Jezeli zadane sa funkcjs zwisu poszczegélnych przewodéw, to ddugosci
poszczeg6lnych elementéw walcowych nalezy dobra¢ w zaleznosci od krzywiz-
ny przewodéw oraz wzajemnego ich usytuowania. Opisu powierzchni bocznych
elementow walcowych mozna dokona¢ wprowadzajac dla kazdego z nich parame-
tryczny opis. W tya celu nalezy wprowadzi¢ dla kazdego elementu« J lokal-
ny prostokatny ukdad wspédrzednych Xj, x2, x3 o poczatku w punkcie yJ,
tak aby 0§ x3 pokrywata sie z osig elenentu walcowego %J, natomiast o$

byta np. réwnolegta do ptaszczyzny Xj O x2 (rys. 3.2).

Wprowadzajac nastepnie w uktadzie Xj, x2, walcowy uktad wspotrze-
dnych 0 ,tp, to dowolny punkt Y(yl,y2,y3) lezacy na powierzchni ej
elenentu walcowego mozna zeplsa¢ nastepujaco:

Y(yl.y2.y3): Yj m Yi(i+(yi(i+i-yi,i)$ +rlcosflicotf>*risinftJeo»”sin(pj
y2 “ y2 i+(Y2,1*1-V2,1 B *r18InTficO8¥*r1c08Ji1C08"Nisin?,:

*3 * Y3,1H(Y3,i+1-V3.1¥ -rlI8in™ 8in®

(3.66)
gdzie /A tzw. katy Eulera [64], tj- - kat zawarty miedzy osig Xj
8 xls ~ k,t zawarty miedzy osig x3 a x3, przy czyn trzeci kat Eu-
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Rys. 3.2. Podziat przewodéw na elenenty walcowe
Fig. 3.2. Partltlon of tha conductors on the cylindrical elenents

lera Jest réwny zeru, co odpowiada potozeniu osi
nolegtej do ptaszczyzny xt O x2.

w ptaszczyznie roéw-

Przy zadanych wspé4rzednych punktéw Y* 1 (rys. 3.2) cos 1 sin
katéw Eulera nozna wyrazi¢ nastepujaco [64]:

cosflj y2 1+1 - y2.1i
U.», - 7~li)2 * <y2.i+l - y2,i)2
(3.67)
Slnflj yi.i+| ) y/i.l
VLN o+ Y2 141 - yé,l)z
1
coshi — Y3.1+1 = §3-i-
1
(3.68)
sir/Di YA+ a2 el - Y3 2

M+11
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Przyjnujac oznaczenie wektoréw z rys. 3.2 (por. wzory (3.11)) oraz uwzgle-
dniajac parametryczny opis (3.66), funkcje wystepujaca w Jadrze ope-
racji (2.5) nozna dla dowolnego punktu X oraz dla Ys < j wyrazi¢ na-
stepujaco:

Mh' ! ! (3.69)
- . 1+ kjOj,x I X
*ex1  VBVE *MOYIYIL 2 ¢ 1F V kj03 .x)acsj-"()J
gdzie:
2|'] [(xyJd) X(nyJ+l)1 (3-70)
2 2]
ALl ﬁXyi"(yM*l)I i
tf>J(X) - arctg [(xy*) * H rYivi*i® * kal (3-71)

*
i T g+ ishe ks

Mozna wykaza¢, ze Jezeli punkt X~ J, to O <k™(®,X) <.1 dla dowolne-
go 3 e [o,1], Jezeli natomiast punkt Xt 'ej, to istnlsje taki paranetr
n x e [0,1], dla ktérego kJ(J ,X) - 1 1 og6lnie

2rf
;1 dla e [o,lI] (3.72)

xetj Ixyd ¢* (yJyJd™)12 ¢ r\

Jezeli Kkj(8 ,X) ¢ 1, to Jadro (3.69) mozna przedstawi¢ w postaci Jedno-
stajnie zbieznego szeregu ze wzgledu na znlenng tp :

2n

xeti KR 6MYIH)l2 e

E L gan-Tj~j~(n-j» 7X’]ZIlcoSZJ(t)—"J(x)) -
J-1 "-J

(3.73)
J»0 n»J
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Ze wzgledu na rozwiniecie (3.73) Jedra operacji (2.5) funkcje gestosci

+adunkéw na poszczegdlnych elementach walcowych t J wygodnie Jest apro-
ksymowa¢ pierwszymi N wyrazami szeregu trygonometrycznego:
61(Y> . m601.1.0* 4i.1*1.0-<K1.1.0>X *
Yetd
+Y2 [60.i,m+ (Bh.Fl.. - 61.i.m¥]c°9"sP
+XTL62.i.m ¥ (62.i+01,m * *2 i .Jt\ atnmV B.74)

Uwzgledniajec parametryczny opis (3.66) elementu walcowego,miara powierz-
chni walca przyjmie postac:

(3.75)

Podstawiajec wzory (3.70), (3.-73), (3.74) i (3.75) do wzoru (2.5) ne ope-
racje Yyl typu potencjatu warstwy pojedynczej oraz wykonujec w pierwszsj
kolejnosci catkowanie ze wzgledu na zmienne (p typu:

fcosJIN(X); m-J
cosj |g?-~(x)J cosmpdip

T 0 i m/J
1]
8inJ(pJ(X); m .J
I cosj jp-yJ(X)jBin«ipd™p -
0 ; m7/J,

otrzymuje sie:

NP N1 2 N

Fllal kK180 ' '

(3.76)

gdzie :

n.i
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*k,1,.(X) dI8 1,1

as B.77)
ot 1. W ak,i,s(x) dla i=2"3" '
dis k -2 i (s -0
\ N (4n-DI I/2n *.1 ) -
,1,2] " 2-u ZAnTAT§" n-J  k,2n,i,2]
A-J 2"n(2nj
G-0,1,2....D (k= 1.2 (3.783)
n-J
G -01.2....D (3.78b)
n-J
@-0.1.i ) (k- 12 @75
k> “n*) 11 ,2n+IN,,1 /XX
k,i+l ,23+1 2.1 24n+2@n+DI n*"3  k,2n+1.1*1,23+11X"
(3. 79b)
Ai,n,1,S(X> m Fi.1l(x)co.S"(X);
(3.80)
A2,n.i.S(X> 7 "1~ .1n."U)
2n(r2)n*11(Xy1), (Y&~ )l " \ n 81)
' !1iC{-£T"7* J TAT- —— 2 11
i *

0 [Ixyl+1l* (yl+ly1)] +r2]" ?
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Bi.n.i+1,8(Xx> m < i+1(X)c088t>J(X).
(3.82)
B2.n,i+tl,s(X) * G~ i+1(x)sin.~(x)
2n (rn+1 | XYJOXCYJYJ+L) ™
(rDON+1XYPIXYIYJ+DI f UL .83

Gn.i*1(X) T

°1 Hi]nR
(3.81) i (3.83) maje
nie sie tylko wskaznikami; wystarczy bowiem w catce (3.81) zamienié¢ punkt
vy~ z punktem azeby otrzyma¢ catke (3.83). Wystarczy wiec ograni-
czy¢ sie do badania jednej z nich,np. (3.83). Przede wszyetkim nalezy za-

tatwo zauwazy¢, za cakki identyczne struktury,a réz-

uwazy¢, Ze mozna je przedstawi¢ w postaci sumy dwoch catek:
1 2n (rOHNH XY D) «(YJYJED))] YM * i +240>*<Yi Mi*l> v
dn,i+1" . ;2 Odn- r~ ds5-
| % Vie ¥ 2
Yy, vivi+i) f~rrz= - -A3 2= — (3.84)
° [Ixyi *S(yM #)l +ri]n+
z ktorych pierwsze +tatwo obliczy¢ stosujec podstawienie:
2
Z = Ixvi (MVYi+i>l e 1 (3-85)

natomiast druge z nich mozna sprowadzi¢ do catki z wielomianu poprzez tzw.

podstawienia Abela

(3.86)

+$ (YiYi+D)I12 ¢ rl
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Otrzymuje sie:
a_ . 2n (rx)n+l I{xy D «(ydy I+1)| 1
@i+1" e Zn-T

I'YM Hi (R12 r2) ==
<ydJ2 TR
XY = <YM+ 1>
2p+1 2p+1
r(Xy™) o (Y~YN1) QY i%j) « <YH+15>
K1 YINi+il2 ¢« A\
.1 2"(rl) - 1] (XYR) . (Y4Yj+1)| i
Fn, 1(Xx) ———-—-———- rfrT " * Lo SANT
ML <xyL 12 ¢ rf)n = *
i + XYH) = (M, 1) "D

(frjl12 ¢ r2)n - 1 [rfiYM +il2+ No > x(YtYu if]n p-o

-y i*”f”‘Zp‘z AXYi+i> « IYi+in 20

U 7i.ii2e -i' ) U<«ii2e'l

n » 0, cakki (3.83) 1 (3.81) wynosze:

Wp *4-\IY. o1l +
J

W przypadku gdy

GO, i+ 1<X>
'YM
. 2 2
16y -G+ i I T
MY Ui IxyL i)-(YiYi*i)*viviril fkYi*il2+ri

|2n-2p-2

/<o), <ryt, t\

}

2p+l

(3.87)

(3.88)

(3.89)



Funkcje ksztedttu cj ~ *(x) (38.77) wspotrzednych punktu x(x1,x2,xJ) od-
powiadajece eleaentoa walcowy« “ej (3.77) zostaty wyznaczone przy zato-
zeniu, ze punkt X j fcj nie lezy na powierzchni tego eleaentu. W takim
przypadku funkcje te stanowie koabinacje zbieznych szeregéw (3.78) (3.79),
..-,(3.83) ze wzgledu na wspétrzedne punktu X. Zbiezno$¢ tych szeregoéw
wyniks z jednostajnej zbieznosci szeregu (3.73) dla K®.,X) <1, co ha
miejsce wéwczas, gdy X j ‘ej. Wykazane bedzie, ze Jezeli punkt X lezy na
powierzchni eleaentu welcowego ej, to szsregi funkcyjne (3.78) 1 (3.79)
se zbiezne. W ty« celu wybrano przyktadowo punkt ,xj lezecy w $Srodku po-

wierzchni bocznej eleaentu ej, dla ktorego [xJYJ+i]2 * rl+J [YIYJ+ll 2« a
w ktéory« funkcje (3.87) 1 (3.88) przyjauje wartosc:

- f- r n>1i
p-o , | n
r IMEil
(3.91)
1¢38 * i
No - Go,i*i(xJ) - £ ini , , 1-0 (3.92)
/18- 1 .02-1
I~LII
Suae (3.91) aozna oszecowaé nastepujeco:
n-1
fi,_(*1)<r. [ RIS S W _Ig_zn-g)u
n,i 1 p*0 P ;2p7T mTT TiSn_i) 111 n > > (3-93)

Na aocy wzoréw (3.80) zachodzi:

Blorec przyktadowo szereg (3.78a) oraz nieréwnosci (3.93) i (3.94), wyka-
zuje sie Jego nastepujece oszacowanie:

11 Xy <r Y @4n-1) "1(nfr)(4n-2) _ n (4n-2) 11
Isk,1,23 ii" 24n2n) 1 (4n-1) 11 1- 124n(n-J) '(ntj )
(3.95)
Na «ocy kryteriua Raabego [46] nozna wykaza¢, ze szereg
i -1 4n-2) 1!
(_ ) ) (3.96)
24" (n-§)-(n*§)".
jest zbiezny, gdyz
1EKn+1) > 3
n(r -1
NP 16n + 8n G
Ze zbieznosci szeregu (3.96) wynika zbiezno$¢ szsrsgu (3.78a). Podobnie

nozna wykaza¢ zbiezno$¢ pozostatych szeregéw (3.78) 1 (3.79) w przypadku,
gdy punkt X lezy na powierzchni elenentu walcowego ej. Ogoélnie, mozna
wiec okresli¢ funkcje ksztattu cE£ t g(X) (3.77) za ponoce kombinacji
zbieznych szeregéw (3.78) i (3.79), ktére pozwalaje, zgodnie ze wzoren
(3.76), przyblizy¢ operacje (2.5) typu potencjatu warstwy pojedynczej za-
danej na dowolny« uktadzie przewodow Jeko funkcje llniowe N zalennych har-

monicznych 6} , _ (k =1,2) (s m0,1,... ,N) zedanych w przekrojach po-
przecznych dzielecych przewody na eleaenty welcowe 1 a>1,2,...,N)
a 1.2 Nx).

3.2. Aproksyaac.la pochodnej potencjatu warstwy pojedynczej zadanej na do-
wolnych powlerzchnlech

Operacje catkowe wystepujece w ukdedech réwnan catkowych Il rodzaju
(2.27) lub (2.37) 1 (2.-40) sktadaje sie z operacji typu potencjatu war-
stwy pojedynczej i Jego pochodnych w kierunku noraalnya. Z punktu widze-
nia obliczeA nuaerycznych rzecze ietotne jest dokona¢ 1ich aproksymacji .
Aproksymacje potencjatu warstwy pojsdynczsj rozpatrywano w punkcie 3.1.
W niniejszy« punkcie rozpetrywana bedzie aproksyaacja pochodnej potencja-
+u warstwy pojadynczsj :
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0o aproksymacji dowolnych powisrzchni S1 zastosowana bedzie metoda =z
pkt. 3.1.1. tj. trlangulacja tréojkatami “ej’,. §\3.10) utworzonymi  przez
punkty triangulacyjne e S . Do aprokeynacji funkcji gestosci 4adunkow
przyjeto funkcja state na kazdy* z tréjketéw 'efﬂ’l,c_i (3.14). Przyjaujec da-
lej oznaczenie z rys. 3.1b dla kazdego tréjketa e ~ k triangulacji oraz
uwzgledniajac wzory (3.11) .... ,(3.14) jak roéwniez

cos Gvy.me . BEL 0ROV s (3.98)

1 (ydyd) ¢ (YiYK) ¢ XyJ

operacje *VO (3.97) nozna przyblizy¢ naatepujeco:

Npl
V. GSV".POG _ yg ®J¢f‘ij§ijk' (3.99)
1.1 lijkl eN
gdzla
1 7/ M) » (YM HINLAYM) =2 (YM*XYJI»rv:
G‘IJ'I.Q((X) - SR »(1 l%z—.ll. [...1)1 ( LjLJ +J *d$d? (3.100)
gdzie

N1 - zbiér tréjketéw triangulacji powierzchni S1.
Jezeli punkt X e BJjlk. to catka niewkasciwa (3.100) jeat =zbiezna [73] i
niezalezni* od potozenia punktu X da siewyrazi¢ =za poaocefunkcji stan-
dardowych. Niech na poczetek punkt X nielezy na tréjkacie tj.-

[$ (yIyd) +7 (Y4YJ) + XYj] =r% i O. (3.101)

Wyrazenie pod znaklea catki (3.100) nozna wéwczas przeksztatci¢ nastepu-

Jaco«

fe(YtY}) e2<YiYk> o XYil- nx

H(ylyl> +V(ylyl) « x 3

(Y*Y *).ifr 2 1Y1 YkI V 2(yly|[)-((ydy™)~ ¢ xyl)

21901 5 OY A M *2(2~) . ((YIYDS*XY*)V ¢ [xyl *I(yIyr) |2

Umzciedniajec w catce (3.100) przeksztakcenie (3.102) oraz catkujec naj-
pierw ze wzgledu na zniane ~ w przedziale od 0 do 1-7, stosujec dla dru-
giego wyrazenia wzoru (3.102) podatawlenie Abela [46]!

2017 ¢ 2(ydy®) °(S(YIY)) « XYJ)

[ViYil 222 & 2(ydyd) o YY) & )7 A (YIN]2] 12

( -103)

natomiast od pierwszego wyrazenia wzoru (3.102) podstawienie [46]

U - [YFtly o 20ydyd) = (S(YIVI) + ¢ Ixyd +J (Y*Y*)2J1/2 ( -104)

otrzymuje sie:

< (Vi , @f *GI3 *V *
Gl . 1YY Yiy Rl
&l &)) (4424 )) 23T( i /

o (B2 + B’\oB))VaZ: + AjS o n0

H o HIt > H>B 105

o (*2%2 * Bl$ + BONDRF + °I! + °0

gdzie
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B2 - 1(vJIyd) X (vIyII2

Go - [(xyd) « n"]° [(xyd) X (yJyd)J

gi m[Oxvi>* C[(Y2M>*(yNe ] o [(*">*(Mt>H (Yi}>1<\]

62 LQYiYi) * X1 * [CYivi) “ {YiYk}]

H o "[<*S> " % ]« Ne  * <]

(3.106)

hi m <M «v K (YES* V> e * (MY )]° [V * -v]

H2 - [(yIdyI) X rx] . [(yIyI) « (yIy™]

Catki wystepujace we wzorze (3.105) mozna przeksztatci¢ na sume dwéch ca-

tek :

f @ *a-GB Q@ A

+

0 BF +31t*Borp2f *AIS®0 ™ Ok f +AIS+AD

' \ (GL-A B1>S + GO -BT Bo
+r N J - - -

g °<S2*fe e&i* *£ *

Pierwsza z catek wystepujeca poprawej stronie wzoru (3.107)
elenentarne, natomiast druga znich popodstewisniu [46]:

gdzie »)] sa rozwigzaniami réwnania kwadratowego:
,B1 Al ? .S A A.B 8,A-
®2 < *2 * 2 "R2* *XOE 7 "o

(3.i07)

Jest catke

(3.108)

(3.109)
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Sprowadza sie do sumy dwéch catek

i PG - °4 * (c° ~ °A0°) di

d - N\ N
B2VaT ,2 fi  + fo (G TEVI
2 2 ri + B2

BI ? dt
2 Jix (2 ¢ J°) V«i*2 ¢ 49

1r GP G2 1 n <*ltdt (3_110)
"y o - 28’
PT* fv to-- 0
A ¢57M1 oif
A, A , A A
ANT + LN+ AN+ =2

Pierwszy catke wystepujaca we wzorze (3.110) mozna sprowadzi¢ do cakki
elementarnej przez podstawianis Abela [*6] :

natomiast w drugiej wystsrcza w tym celu dokona¢ podstawienia:

v RYee2 *6 .

Wykazano wiec, ze catki wystepujece we wzorze (3.105) sprowadzaj« sie do
catek elementarnych. Po wykonaniu obliczen otrzymuje sie:
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1 (M) *(ydyD 2A2 & Aj + 2/a2(@2 + Aj + Ao

ik o7 6GZ 1 In

U B2

Al + 27A2A0
v
7 1 2D2 + 0j + 2\D2 (D2+D#00)
——"—= 1In * 1 1
N

2 20

(G.” biG2 " 1>G0B2+B0G2 1 <*J(*j-|)2'|7’y|-ij)a
JB’\ijt]A]-/A) Wj-1) VoBlaf -A- [« (*J-D 2+40(1-"j )2]

ViVoclAl-/H-

(91b2-b1g2)"1+gob2-bog2/ 1*~1+
¢ - — m «num mlarctg-—-® — ¢
KivVeaV IV ~i(V 14t 6
+ ereta \_/f'_i_(_\fj_'_'_)_z_f_""i(_'_:LiJEZ) L L (HIB2-BIH2 ~ 2 +(HoB2-BoH2>
17 f) V5~ 82jx|+Bj~j+B0O 3, o vt
- = == = natoalast wspétczynniki A1, Ii , P.,lG. 1 H. a - 0,1,2} Jako funkcjei\
wsp6drzednych punktu X i wspédrzednych triangulacji Yj powierzchni S
JG@-1)~ "y /'y VALO2(M2-D 2~ 2(i-H2)7] . v *9 ) oraz wektora n” noraalnego do powierzchni Sk (X « Sk) wyrazaje sie
- wzoraai (3.106).

1(A2" BN /AN [R2W 2 _1)2 A (N ) 2J]],2Vora2-/~m+Va2 @<t/ R2fi2) Pozostat do rozpatrzsnia przypadek, gdy punkt X zaierza do punktu X
lezecego na powierzchni tréjketa 'eijjg. Wéwczas wykonujec skoaplikowane
obliczenie przejécia granicznego we wzorze (3.111), otrzyauje sie:

(H1B2-B1H2~ 2 ¢ (HOB2-BeH2)~ ~ %(-i2-1)Z * P2 @2-1V

B2 V*2AD e 9 lia GijkQ) “ _1- (3.113)
~"o”Nijk
|0%-"§ 4 AQAD Przejscie graniczne (3.113) wynika z ogdélnej whasnosci zechowenls sie po-
+ arctg ’ - - - - - -
£P\282 - 2 chodnej potencjatu warstwy pojedynczej (2.24). Istotnie, biorec pod uwage
przyblizenie (3.99) pochodnej noraalnej potencjatu warstwy pojedynczej
: (3.97), otrzyauje ele:
gdzie :
il/7z B, 2 A, A.B B,A _ V
18 ;\g N PR lin V6 -xi. GE3K(x)siTK ¢ A eInPXO* anp#
T3 -
P xoiak o VS jk ot .G embEER
8-1 #]ijk
&-1 {amj #1ijkD @10
% Bo WRo o\ i ANAS
"1 * Bj A5 -gq -pe - I%' “ "5 2 b ,Irz r Z drugiej strony stosujec w og6lnya przejsciu granicznya (2.25) eproksy-

b2 =~ aacje funkcji gestosci +4adunkéw 1 powierzchni ich rozktedu, wprowadzone
na poczetku tego punktu 3.2 oraz uwzgledniajec fakt, ze w dowolnie natym
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otoczeniu Sx e Mijk punktu Xos ®ijk [lHcznilt funkcji podcatkowej

(3.100) jest roéwny zeru, tj. :
"W

A(xdyd) *,(~1) ¢57§]. rx -0 dis X« ($0 -F.$0 o 1>

"NEER -1+ D

(parametry %0 “~0 odpowiadaj? punktowi XQ). otrzyauje sie:

lim ., 2«0 7~
Ao~k

s - 0ijk +12 522
s=1{mnp}elf8
(s-1; [Imnpjflijkj)

C PV CP <3-115>

Poréwnujac wiec wzory (3.114) 1 (3.115), otrzyauje sie granice (3.113).
W ten spos6b okreslono funkcje g¢}.,i,(x) (3.111) wspé4rzednych punktu X
1 ich zachowanie sie¢ przy zmierzanfu punktu X -t powierzchni El" k (wzor
(3.113)), ktdére na mocy wzoru (3.99) pozwalaje przyblizy¢é pochodne nor-
malng potencjatu warstwy pojedynczej jako funkcje linlowe statych 4sdun-
kow trojkatéow triangulacji “cjjk powierzchni S*. Wczes$niej poda-
na aproksymacja pochodnej potencjatu warstwy pojedynczej jest mozliwie
najprostsza, wymaga jednak duzej liczby elementéw Wprowadzenie a-
proksymacji liniowej (wzér (3.17)), gdzie wezdy leze w narozach tréjkatéw
eijk ("zo6r (3.10)), jest korzystniejsze ze wzgledu na doktadnos$¢ obli-
czen, stwarza Jednak dodatkowe problemy zwigzane z aproksymacja pochodnej
normalnej, ktéra w narozach elementéw jest nieokreslona.

3.3. Aproksymacja potencjatu warstwy podwéjnej zadanej na dowolnych po-
wierzchniach

Operacje cetkowe wystepujace w ukdadach roéwnan catkowych Il rodzaju
(3.55) sktadaja sie z operacji typu potencjatu warstwy podwéjnej. Majac
na uwadze przyblizone metody rozwigzywania tego ukdadu, nalezy dokona¢ a-
proksymacji potencjatu warstwy podwéjnej:

1 I' /\ co*(YX»ny~
- £ J Q> — inr
1-1 el XY

Oo aproksymacji dowolnych powierzchni S1 zastosowana bedzie aetoda opi-
sana w pkt. 3.1.1, tj. trlengulacja tréjkatami tjjk (3.10) utworzonymi
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przez punkty triangulacji yJ e S1. Oo aproksymacji funkcji gestosci przy-
jeto funkcje state na kazdym z trojkatow ~ Jj»

*X() . - consti Yetd."; (1-1,2 Npl). (3.117)

Przyjaujac oznaczenia z rys. 3.1b dla kazdego tréjkata “cjji, triangulacji
oraz biorac pod uwage wzory (3.117), (3.11), (3.12) i (3.13) jak roéwniez

uwzgledniajec, ze

vy * (YivD) . dl.  Yt-e* (3.H8)

Yo e - oo 3

cos(yx,n") - Lo L (%IJX‘D_]___LS (Xwg lej
Yo Nedrdyrr bnife6aby by 2CybyEy+ R4l J

(3.119)

operacje *U. (3.116) aozna przyblizy¢ nastepujaco:

NP1
WUF-u 4 -Y2 12 . Lijk™lizijk* (3.120)
0 1-1 {ijkjejT

gdzie

nve m(yy)’ifo o) FV o o

nl - zbidér tréjkatéw triangulacji powierzchni zeaknletej S*.
Jezeli punkt X nie lezy w plaszczyznie wyznaczonej przez tréjkat tJjk,

to
[(yIyI) » (yIyI] « (xyJ) 1 0. (3.122)
Jezeli ponadto w szczeg6lnosci X e "ej,{, to catka(3.12") nie aa osobli-

wosci. Catkujac najpierw w wyrazeniu (3.121), zewzgledu na zaienng sto-
sujac podstawienie Abela [46] (3.103), otrzyauje sie:
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LiJk(x) may[(YiVY}> * <Yft>}(xvi> | — -—mv (Gis + go>" o
.0 <B2$ * BI$ + BONA2™ + Al* + AO

kii+ »;>«<$
.) (» »;>« (3.123)

0 (s212 + BIS ¢ boj* 2 4 DIS ¢ °0

gdzie
Ag, Aj, Ao, B2, Bj, Bq, 02, Dj, Dg wyrszeje sie wuoraal (3.106), nato-
alast

Gi " _(YiYK) * (YJY3>* GG m —(YIYK) * (xyJ)
(3.124)

HL > "(YKYD) * (YKYj); HO * -<YKYi> = (xYB)

Oo obliczania catek (3.123) aozna zastosowaé¢ sposéb podany przy oblicza-
nlu catek (3.105), co foraalnie rzecz biorec sprowadza sie do zastepisnla

we wzorze (3.111) wyrazenia (yJyJd) « (yJyf) wyrazeniem (3.122) oraz pod-
stawieniea H2 « 0, G2 « O przy roéwnoczesnej zamianie wspédczynnikéw Gj,
Gc i Hj, HO wspdétczynnikami Gj, i Hj, wyrazonyai wzorami
(3.124). Pozostate wspoétczynniki Aj, Bx, 0 (1 » 0,1,2) pozostaje bez
zaian, tj, wyrazaje sie wzoraal (3.106). W ten sposéb nozna obliczy¢ fun-
kcje *iJk(X”  (3.121) wspodrzednych punktu X odpowiadajece tréjketowl
~ijk triengulacji powierzchni S1 przy speknieniu zatozenia (3.122).

Oezeli punkt X nie lezy w ptaszczyznie potozenia tréjketa lecz
poza nia, to ze wzgledu na iloczyn nieszany wystepujecy przed catke @.121)
funkcja Lijk(X™ Pr2yJ"uJ* warto$é¢ zerowe.

Pozostat do rozpatrzenia przypadek, gdy punkt X znierza do wnetrza
trojketa od strony zewnetrznej powierzchni S1. Wykonujec skonpli-
kowane przejscie graniczne, we wzorza (3.121) otrzymuje sie:

i LIk(Xo™ ™ (3.125)
X-*o«"cijk
X*R3 - 01

Przejscia graniczne (3.125) wynika z og6lnej wkasnosci granicznej potan-
cjatu warstwy podwéjnej (3.116). Istotnie, blorec pod uwage przejscie gra-
niczne (2.49) w przyblizeniu (3.120) potencjatu warstwy podwéjnej (3.116),
otrzyauje ele:

\%

“ox V rmecul *Lb t- ., Lipr¢<"1%r <3-126)

XeR3 - D1 (s-DA(Inprj f {iJk})

Z przejscia granicznego (3.126) wyntke (3.125). W ten sposéb okreslono
funkcje |_Nk(X) (3.121) wspédrzednych punktu X i ich zschowenle sie
przy zalerzanlu punktu X do powierzchni 'e"jk, Kktére zgodnie ze wzoren
(3.120) pozweleje przyblizyé potencjet weretwy podwdjnej Jeko funkcje li-
niowe statych gestosci sjjk poszczegélnych tréjketéw triengulacji

1
powierzchni S » _BIS b
1»
Doktadniejsze przyblizenie operetore (3.116) typu potencjetu warstwy

podwéjnsj otrzynuje sie, jezeli funkcja gestosci wsrstwy podwéjnej X (¥)
bedzie aprokeyaowana funkcjaai sklejenyai pierwszego stopnia dwoch zaien-
nych (£,7) (3.23), ktérych poczetek dla tréjketa Jest np. zlokelizoweny
w punkcie Y* (rys. 3.1b). Interpolujec dene wartosci w  punktach
triangulacji yJ powierzchni S1 otrzyauje ele (por. wzér (3.26)):

re) ke **1 “ $k>$ & kj Y<VEijks

0 * W *ijk! (3.127)

gdzie
<J - 11(yd) - g#etos¢ warstwy podwéjnej w punkcie triengulacji yJ po-
wierzchni si.
Dozeli poczatek lokalnego uktadu wspétrzednych Jest zlokalizowany w

punkcie Y~ (rys. 3.1b), to:

Iwi . et Y. (3.126)

al. y .,Jd ..»,
Y I<*¥)> <«)]

LoM) *OMYL < (xy) X
COﬁ(YX. r) - e 1=N e === e — 1 Y <<E|jk (3*130)

[(YKY}) * (YKYM £7 < YKY}> * XYKI

Uwzgledniajac wzory (3.127), (3.128), (3.129), (3.130) oraz (3.13), ope-
racje (3.116) aozna przyblizyé naetepujeco:
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i y7
wr iy, 4= > 1 00, (3.131)
% L l%_l Inljklejflﬂl)kf, ]
gdzie:
UTJK(x> = RIJKOX® i ¢ sU  (xH j + Tijk(x*k (3-132>

RiTK(X) m 52F(YKYI)x (YKYiJ® ~ k5 F f - - - -y
iJk 571 kJ k1J K £ D LjQiYi) +2 (Wiv) * ~ 1

(3.133)
=an'«> e Sy[(*t»})*<'W)]- <"i> [ f i, ;fi,'1j i o r? (1-°34)

0 0 IAYKY)+7 (YKY3)+XYK I

W x> *df[(YNe

viyi>} f - 3
0

1
0 ISCYKY i )+V (YKY 1) +XYKI
Przeprowadzajac podobne rozumowanie Jak w pkt. 3.1.lodnosnie do funkcji

ATIKNXA* BL1IK(X™* Cklj (X~ ” wProwadzaJl$c kolejnopoczatek ukdadu wspod-
rzednych [g.,iJ) w punktach y£, yJ, yJ, mozna wykazaé, zes

SIIk() * RIIk()J TkII(X) * RkIJI() (3.136)
Uwzglednlajec réwnosci (3.227) we wzorze (3.132), otrzymuje sie:
Uijk) * RIJkKQOti + RITk(X)tI + RkiJ(x)tk- (3.137)

Uwzglednlajec z kolei wyrazenie (3.137) we wzorze (3.131), mozna stwier-
dzi¢, ze w celu przyblizenia operacji typu potencjatu warstwy podwéjnej
wystarczy w spos6b ogélny okresli¢ funkcja Rij|<(x) wykonujec podwéjna
catkowanie we wzorze (3.133), natomiast funkcje Rjn,(x), rfij() otrzy-
muje sie przez odpowiednie parautacje wskaznikéw 1.J.k dotyczecych tréj-

keta " funkcji Ri<|<(X)" Zmienlajec nastepnie we wzorze (3.131)
sumuwsnia po tréjketach Jkj eJfFl (@ - 1,2,... ,Npi) na sumowania po
punktach triangulacji powierzchni Y* (I » 1,2,...,Nj)) {d = 1,2,___,Npl)

otrzymuje sie:
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Npl N1
i o (3.138)
u* sup* «E _E _Ri(x)ii'
1 -1 i-i
gdzie
i .. (3.139)
RiQ) ™ , RiJkQ®)
[ijkje Jfj

Jfj - zbior trojketow (iJK] msjecych wspélny wierzchotek yJ. Wyznacze-
nie funkcji Rijtj(x) wspoétrzednych dowolnego punktu X w przestrzeni R
przy dowolnym usytuowenlu tréjkets mozna dokona¢ wykonujec podwdj-
ne catkowanie we wzorze (3.132). Catkujec najpierw ze wzgledu na zmienne
ij w przedziale [o, 1-5] uwzgledniejec podstawienie Abela

t, 2IMMIJ A 2YM > j (YRY> + XKL

(3.140)
IN(ydyd) +v (Y~yd) o
otrzymuje sie:
GAR+GiS+G66)d5
RijkGoy « 2b XYM QU > (yM) 1 —mmmmmmmo e LI
L ‘i U« (=;82-«;i.=:)V 5xH
IS (3.141)
0 (8°FT ¢ o « b;)Yo"$2 ¢ 0»* ¢ g
gdzie
2 -
ad * I N A" m 2(nyD '—(ny)l a" - |th|2
D8m | «j p: o-|*2(nyJ)I(>Q/J); df - jAji2
(3.142)

oo m 1(vkvjr > (A1 25 81« oppviviyx{vkent * [ (KYE) *

2
B2 « 1075, « OIydiy
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G'" -0y G <« (Yyd)-QiDi G" - (YYD " (Yyd)

(3.142)

H* - 0; Hi - GIyd) = (XYJ)s H' - GEy™) = GIvd)

Oo obliczenia catek (3.141) Mozna zastosowa¢ sposéb podany przy obllczs-
nlu catek (3.105), co foraalnie rzecz blorec sprowadza sie do zastgpienia

ws wzorze (3.111) wyrazenia |(yJyJd)x (y*Y*) | wyrazenie» (xy£) < [(yJyJ)*

* (yyJ)J orez zsaiane wystepujacych taa wspotczynnikéw (3.106) odpowls-
dniai wspétczynnikaai (3.142).

Jezeli punkt lezy na zewnetrz tréjketa * ptaszczyznie J«go
potozenia (x e TGN (wzory (3.10) 1 (3.38)), to ze wzgledu na
zerowanie sie iloczynu Blaszanego wystepujecego przed catkaai (3.141) za-
chodzi :

Rijk() "0 dla Xearijk-®"ijk (3.143)
w ten apoebéb otrzyauje sie og6lny wzor na funkftje «kJj|,(x) wspétrzednych
punktu X, ktdore na aocy wzordw (3.138) 1 (3.139) pozwalaje przyblizy¢ po-
tencjat warstwy podwéjnej Us” (3.116) w przypadku, gdy punkt X nie lezy
na powierzchniach S1 (I » 1’2""’NF4)' 1

Jezeli natoaiast punkt X zalerza do powierzchni S od strony zew-
netrznej , to zachowanie sie operatora przyblizonego *11* (3.138) aozna
okresli¢ blorec pod uwage ogdélne whasnosé graniczne (2.49) potencjatu war-
atwy podwéjnej. W dalszych zaatosowanlach potrzebna bedzie graniczna war-
to$€ operatora przyblizonego U j (3.136) w punktach trlangulacjl yJ po-

wiewzchni S1 (1 = 1,2,... .N j). Otrzyauje ale woéwczas:
ocl Pl k
u- uplr - (3-i449)
X—yJd k-1 J-1
Jfl
gdzie:

ket brytowy powierzchni "el » U "e%‘]k
Jijkje Jf1
w punkcie trlangulacjl powierzchni S*.
Oznacza to, ze graniczna warto$¢ funkcji (3.139) przy X--yJ wynosi:

ocl
Ha Rj(X) - - jA (3.145)
X— yl

yjcsl
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W szczsgélnya przypadku, gdy wszystkie tréojkety zbioru Jfj aajece wspol-
ny wezet yJ leze w jednej ptsszczyznis, to

lira rJ(x) - -1. (3.146)

X—xj

3.4. Aproksymacja potencjatu logarytmlcznsoo wsrstwy pojedynczej

Centralnym zagadnieniem w przyblizonym rozwiezywanlu uk¥adu réwnan cak-
kowych 1 rodzaju (2.14) Jest aprokayaacja potencjatu logarytmicznego
(2.15). W aproksymacji tej nalezy przede wszystkim dokona¢ podziatu kon-
turéw na alsmenty %J i dla kazdsgo z nich wybrs¢ odpowisdnie funk-
cje aproksymujece <jJ(xX). Wykonujec nastepnie catkowanie po kazdym z ele-
mentéow eej 1 sumujec uzyskane wyniki, otrzymujemy operacje przyblizone
operacji (2.15). Jezeli kontury ‘& se zadane w postaci parametrycznej i
wynik catkowania po 'ek da sie przedstawié¢ w postsci kombinacji funkcji
standardowych, to tzw. funkcje kszts¥tu mozna przedstawié¢ w postaci goto-
wych wzoréw. Otrzymanie gotowych wzoréw Jest tym trudniejsze, im wiekszy
Jest stopien funkcji sproksymujecych. W takich przypadkach nalezatoby sto-
sowa¢ catkowanie numeryczne. Jezeli jednak punkt XetJ, to catka po ele-
mencie « jj Jest caltke niewkasciwe 1 Jej numeryczne obliczenie Jest utru-
dnione. Poniewaz Jednak catki te decyduje o doktadnosci aproksymowanego
operatora T L, nalezy Je wyzneczy¢ mozliwie najdoktadniej metodami anali-

tycznymi . L
Jezeli kontury przewodéw " nie se zadane analitycznie, lecz w po-
staci ciegu punktéw yJ (1 - 1,2,.... N ko» 1,2, Np), to w kon-

strukcji opsracji bliskiej dla operacji (2.9) nalezy réwniez dokona¢ apro-
ksymacji konturéw.

Foraalnie rzecz blorec, catkowanie po eleaentach ‘'ej mozna dokonaé ja-
kakolwiek metode kwadratury [76]. Jednakze przy catkowaniu na duzych od-
cinkach metody te daje duze bledy. Se one uwarunkowane atabe osobliwoscig
Jedra operacji typu potencjatu logarytmicznego *¥L, ktora maleje dosta-
tecznle azybko przy oddalaniu aie od rozpatrywanego punktu.

Zwiekszenie dokdadnosci aproksymacji potencjatu (2.15) aoze by¢ osieg-
niete przez zastosowanie tzw. funkcji eklejenych do aproksymscji funkcji
gestosci #adunkéw 0j(x) na eleaentech podziatu konturéw ~  [36].

3.4.1. Potkncjat logarytaiczny warstwy pojedynczej zsdanej na dowolnych
konturach

Punktaa wyjscia dla dyskretyzacjl potencjatu logsrytaicznego jest okre-
Slenie dla zadanych punktéw Y~et* (A - 1,2,...,Nk) poszczeg6lnych kon-
turéw “ek przewodéw, fFunkcji aproksyaujecych ksztatt tych konturéw. Naj-
prostsza aproksymacja danego konturu % polega na zastepienlu go krzy-
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Rys. 3.3. Oznaczenie wektor6w wodzacych

Fig. 3.3. Designation of the vectors

we +amane sktadajece sie z odcinkéw teczecych sesiednie punkty Yk podzia-

+u konturu “ek. W ten spos6b zbiér punktéow (y?,y2) konturu “ek zostat
zastepiony zbiorem punktéw (rys. 3.3):
Nk
tk U A (3.147)
lal
gdzie:
Al M Qyi*ver vl 7 oyl o (ylL i+l Tyl LIS
y2 7 y2.0 + (y2.i*1 “yrin1 O A~ N T} <3-148>
k -1.2 ,Np)-
Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (3.148) interpolu-
jace wspoétrzedne yj yk ~ punktow yJ t%eJ (@G - 1,2,...,Nk) (k « 1,
2,...,Np) sa dane jednoznacznie [36].

W celu lepszego przyblizenia operatora "Vi (wzér (2.15)) nozna zasto-

sowa¢ do interpolacji konturoéw funkcje sklejane wyzszych stopni. Ola
U

funkcji sklejanych stopnia drugiego zbiér punktéw konturu ‘e zastepuje
sie zbiorem punktow:
Nk
*2 U *2,i" (3.149)
i-i
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gdzie:

2.0 CUiTY2AIVL T <* UL -yU | < io* x *1AA <yl

(3.150)

y2 “nN z2,1*1-y2.1*1-V2, I~ + z2,i”* + Y2.17 O0O<c " <
natoaiast wspotczynniki z¥ 1> z2 i spelniaje naetepujece uktady liniowe
dwuprzekeztedtnikowe réwnan:

*5.1*1 & *5.i m 2<v5.i+i - V5.i>

- 2(yk#1+41 - yk#1) (3.152)

22 "
. T . K
o takiej saaej ilosci niewiadomych. Oezell krzywa % Jest Kkrzywe zaak-
niete, to uktady réwnan (3.151) 1 (3.152) posladaje jednoznaczne rozwie-
zanla. Konstrukcja eleaentow (3.150) zapewnia ciegtos¢ pierwszych pochod-
nych Gyj/S™. «yj/0~ wzdduz krzywej «g ('z6r (3.149)) interpolujecej
zadane punkty ne konturze %ek i Jako taka Jest jednoznaczna.

Funkcje gestosci +adunkéw, na ktoéore dziakta operator *TL (2.15), aozna
réwniez aproksyaowa¢ wzdtuz Interpolowanych konturéw funkcjaal sklejanymi
dowolrtego stopnia. Pozwoli to na otrzyaanla operatora przyblizonego dla
operatora "W (3.15).

W przypadku interpolacji konturéw <€k w postaci (3.147) funkcje ges-
tosci tadunkéw bede aproksyaowane funkcje sklejene stopnia pierwszego in-
terpolujece dane wartosci w punktach podziatu konturu V". Po-
dobnie Jak we wzorze (3.148)w zapisie funkcji Interpolujecej zestosowany
bedzie paraaetr J , tj.

Ay “ | *1

* foiH N

0 dla

da (Vy)t?l,10<)1.

yigy2) f (3.153)

gdzie:
6% - Gk{ij) - gestos$¢ #adunku w punkcls podziatu YK konturu'ek,zwana
zaienne weztowe.
Uwzgledniajec podstawienie (3.148) na wsp6trzedne Y j~» wystepujece w
Jedrze operacji (2.15) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3.3,
otrzyauje sie:

P Y\ | 1 )
Innn -2 1In;-f “*€F——-rzr- V r 14+ rrrr?

IA1 et e 2[(XYK).(YjYk+1)j5 & [xYK]

dla Y«a**Nn

8 .154)
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gdzie:
I * 2, X2y (3.1552)
Y Wil - xiDKE - «y2i e *2pR (3.155b)
vkvk
1 I+l m <V5.i+i - Vi, ,1>*1 ¢ y2,i+l v2,i)@ (3.155¢)
ykykl . ;
i+l o <yU T -y ik T (y2,141 ¢ y2, 182 (3.155d)

Ola przyjetej interpolacji (3.147) konturéw " i aproksymacji funkcji
gestosci tadunkéw (3.153) oraz zgodnie ze wzore”™. (3.154) operacja ¥1 okre-
Slona wzorea (2.15) przyjaie poata¢ przyblizong:

P Nk
Ykvk
E i 1+1
k-1 i-i
I xyJD)-(yIy™ 1) XY
>:«] " N T T (3.156)
FTH Gyd)-(yIyI+1) Xy

Zaetepujec logaryta ilorazu w catce (3.156) ro6znice logarytnéw, nozna dy-
akueje tej catki Jako funkcji wspétrzednych punktu X ograniczy¢ do na-
stepujacej cakki:

Wi QO=kBYiYitn pb1 * (Gi+1"SipjIn " - 52— Fo—mmem ~ S —

(3.157)
Jezeli punkt Xj 'tJ to wyrazenie pod znekiea logarytau dla ~ e [o,l1]

Jest wieksze od zera 1 catke (3.157) nozna obliczy¢ stosujec catkowanie
przez czesci. Po zaudnych obliczeniach otrzyauje sie:

WiG) . a*()8j + bj+1¢)<sj+l  dl. (3.158)

85 -
gdzie:
) 20xv3) KN
* x>-1M fol In XY S vkvk 2
i+l
E | Iy YiVii 2 iiY%
( y T -)In 1
vkvk XY -
2 YiYi+l YiYi+l i+l
Gy 1 OIDE Ty ag) * OY L Ly 1Y« i) (3.159)
vkvk (xyd) = (xyJ+1)
i+l
ok 2(XYj+i)
i+ 00~ 1 vy I X¥Vin
R It (Cod>«yM[+Dli2  ixYi+ii
1 1YSYi+ilr i XYii
Ixyd) » (yIyJd+1)] [(xyD) - (yIyI+1) (") «yJd+)l (3.160)

A Yk 4 Gyd) = Gy IFL)

Jezeli punkt X lezy na elaaencle ~, to obliczenie catki (3.157) zna-
cznie sie upraszcza, nalezy Jednak zauwazy¢, ze staje sie ona catke nie-
wkasciwg, gdyz dla Je C0,1J wVr*tenie wystepujecs pod logarytaem przyj-
muje dla pewnego J warto$¢ zerowe. Zbieznos$¢ tej catki wynika z ogélnego
twierdzenia [73] dotyczecego potencjatu logarytalcznego.

W dalszych zastosowaniach potrzebne bede wartosci catki (3.157) dla punk-
tow i41- - lezecych ne koncach elenentu t 7 »- Zachodzi

——iivivisi [N ¢ (634 -« £ $ ] 0yBy++ilsd ot

Catka niewkasciwa (3.161) Jest zbiezna i wynosi«

wl(yID - -*(yJI)6J + (3.162)
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gdzie

ei(Yj) -jrlvsrt+1](- k "\"K. I\ + I> (3-163)

il «*il(-5s H*L | + 38
Ols X « yJ+j catka (3.157) przyjmuje poetac:
Wi (Y5*i) m-1 iMYi+i/ [6i + i+ - in[iM¥5*ti(in )~ (3-i65)

Cetka niewkasciwa (3.165) Jeet réwniez zbiezna i po Jej obliczeniu otrzy-
muje sie:

>5n 1) = e b (Yivi N+ (3-166)
gdzie

eM+i> s ilviYi+i(- ? iniYOYLii ¢ (3-167)

BB*i(Y5*i> *yIMM+il(- 2 inIM YN i+ 1> (3*168)

Oruga catka wyetepujece we wzorze (3.156)

1
W M “ALYiYIHID Ffréi+Gi*l_o6i M1 Inf=S= ?-5 F @ S 5«$
0 IYIYi+11V+2 [(xyJK yIy*+$)]$ +1rf\|

(3.169)

dla X lezecego w potptaszczyznle x27~ 0O nie na osobliwosci 1 wyraza
sie analogiczny* wzorem 1

wj(x) - aj(x)6j ¢ bj+10C)ch++.

gdzie funkcje aj(x), bj+1(x) wyrazaje sie wzorami (3.159), (3.160), w
ktérych nalezy zastepi¢ wektory (3.155a) 1 (3.155c) odpowiednimi wektora-
mi (3.155b) 1 (3.155d),. co formalnie rzecz blorec odpowiada zamianie
wskaznika k na k’.

Uwzglednialjec wynik catkowania (3.157) 1 (3.169), we wzorze (3.156) o-
trzymuje sie
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Np Nk

N 1pd ll-k|_1 %-1 [ai (x) mai(X)] 6i +

NP Nk
+ rNi+IAn b+l (x 6 i+l = 5Zcl(X%6i” (3.170)
L -1 k-1 i-1
gdzie
cJCo - ai() - A" + bi(x) - bj ). (3-171)

Jezeli kontury "k se krzywyai otwartymi, to w punktach koncowych odpo-

wiednio zachodzi:

gy - aj(x) ,

CNK+T (X~ * bNK+IAXA*

w ten spos6b otrzymano ogdélne wyrazenie (3.170) na operator przyblizony
dla operatora typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej (2.15).
Funkcje ksztattu cj(x) dla tego przyblizenia wyrazaje sie poprzez funk-
cje In, arctg o argumentach bedecych funkcje iloczynéw wektorowych “x"
oraz skalarnych "o" na odpowiednich wektorach (3.155). Ta ogélne procedu-
ra obliczania ~,6 sprowadza sie tylko do podania wspétrzednych punktéw
Yb‘: podziatu konturéw ‘e k » 1,2 N ) oraz odpowiadajecych imzmien-
nych weztowych 6'k bedecych gestoscie #*adunkéw w rozpatrywanych punk-
tach, azeby zgodnie ze wzorami (3.170), (3.171), (3.159) 1 (2.160) otrzy-
ma¢ potencjat logarytmiczny w dowolnym punkcie pé#ptaszczyzny x,, 3.0.

Jezeli kontury ‘e przewodéw se klasy C~, to do ich interpolacji moz-
na by zastosowa¢ funkcje sklejane stopnia drugiego (3.150). Jezeliby w ta-
kim przypadku zastosowaé¢ do aproksymacji funkcji gestosci +tadunkéw 6 ~(x)
roéwniez funkcje sklejane stopnia drugiego, to operator przyblizony (3.170)
posiadatby funkcje ksztattu cj(x) wyrazalne roéwniez za pomoce kombina-
cji funkcji elementarnych. Ze wzgledu na z#ozonos$¢ tych funkcji nie poda-
je sie ich w niniejszej pracy.

3.4.2. Potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych
okregach

Jezeli kontury przewodéw ee dane w ksztatcie okregéw, to dyskre-
tyzacje potencjatu logarytmicznego znacznie sie upraszcza 1 poza tym moz-
na zwiekszy¢ doktadnos¢ jego przyblizenia. Niech zadane se promienie rk
oraz ich Srodki o wspétrzednych (yj, y2) (k - 1,2,...,Np),wéwczas zbior
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Rys. 3.4. Odbicie zwierciadlane obszaréw w postaci cylindrycznych walcéw

punktéw nalezacych do +uku t’!‘ teczecego punkty Yli' Yli+1 zgodnie z oz-
naczeniami przyjetymi na rys. 3.4 wyraza sie wzorem:

1 " J(yi"v2~r: yl + rkcos™ti V2 - ¢ «"sin’j
vk < 9k < (3.172)

Nie Istnieje w tym przypadku problem Interpolacji konturéw. Podobnie Jek
w punkcie 3.4.1, funkcje gestosci +tadunkéw bedzie sie aproksymgwaé funk-
cje sklejang eto&nla pierwszego Interpolujece dane wartosci 6 w punk-

tach podziatu okregu %z, tj. w postaci:
k k
6J(y1l(y2) ’\I’\il_+l Iéllgl'*>l + 11+L_"-] P dis (yl.van € 7i
*1+1 ~vl V1*1 —<fi
dla (yl,y2) (3,173)

Uwzglednlajec podstawienie (3.172) na wspodrzedne y», y2 wystepujece w
Jedrze operecjl (2.15) orez zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3.3,
otrzymuje sie [46]:

I
In KiJ=x= "Somej Ini1-2 .
AXY*\ -II-XY TI Co8fck ¢ <k(x)] ¢

2

* oy D -11In ‘-zT’\rd‘&I‘-"k(X)]* (m ) (3.174)
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gdzie

IXYK] . V(xk - Y\)2 + (x2 - y2)2j

(3.175)
IXYk] - V(XJ - yj) + (x2 ¢ yk)

k k

. X,-Y, Jt- X2~y2 (3.176)
coe«*N) - -k-* >  ei""t(x> - - ]
IXYk] 1*Yk|

COMEK(x, - simjek (X) . (3.177)
IXY 1 IXy |

Mozna wykaza¢ [46], ze funkcje logarytmiczne wystepujece we wzorze (3.174)
se rozwljalne w nastepujecy szereg funkcyjny:

In |l - 27°kCOS"k & ($k)2| - -2 22 (3.178)
n*l

gdzie

t k(x) ¢ v=L~:

ftk(x) -p k -<xk(x).
Y Noal l() p (x)

00

Jezeli X j <k, to 0 < $k< 1, a wiec szereg £$ k)" Jent zbiezny,
wobec czego z jego zbieznosci wynika jednostajna zbiezno$¢ szeregu funk-
cyjnego (3.178) ze wzgledu na fik. Jezeli X e"ek, tj. xt . yj + rros” i

*2 " y2 + ri{finkkd Jk “ "tedy réwnanie (3.178) przyjmie postaé [46] s
In2 |1 - cos™k Im 21nI2sin ~ |
- -2 £ cosn(pk -~k)j ~"ksEfk <23t*<l|>k. (3.179)
n*1
1 1 k k

przy czym szereg (3.179) Jest zbiezny poza punktami @ -ip lip «ip *
* 2X. Zgodnie ze wzorami (3.174) 1 (3.178) s+abo osobliwe jedro operacji
(2.15) mozna dla Y c /" przedstawi¢ w postaci nastepujecego szeregu ze

wzgledu na zmlenne tk:
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x|

T s os(yc- *ked -

! h | co#n[ / & * k(x)] (3.180)

Jezeli we wzorze (2.15) na operacje typu potencjatu logarytmicznego pod-
stawi¢ rozwiniecie (3.160) Jego Jedra oraz dokona¢ aproksymacji funkcji
gestosci +adunkéw za pomoce funkcji sklejonych (3.173), otrzymuje sie:

Np Nk
N
= «
v »-iEfiI/JL Ixr | v’ (3.181)
i

gdzie

<1
w f jff "y mmE<**E *

9K (3.182)
mk(x) -V A~ |n vak'I*
- <T=eFi> .
cosnG”MJ - ock(x))J

(3.183)

> R T Lok

) Sinnfots, e 05K(x))d  «
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xj r n -

+a,n(x))-cosn G?H1<t'X))J

(3.184)

Podstawiajec wynik catkowania (3.182) do wzoru (3.181) oraz porzedkujec
tam sume po "i" ze wzgledu na zmienne weztowe 6 otrzymuje sie osta-
teczny wzdér na operecje przyblizong dla operacji €L w postaci:

V. " E B (04 {3-185)
gdzie

li.ik
. rk S*1 * A1, Ixvk1
*Tri [J— RTT™

coon((pi - ac (X)) - cosn(<x™1+1 - a (*))
& T T

COo«n(Ni+l - xk (X)) - cosn (y; - ak(X))
T F

*1*i

cosnfyij +osk(x)) - cosn(J)J+1 + oek(x))
Y B == L
'%E'i n5 I>&I Vi “Pi-i

cosn(MJ+1 +oCk*(X)) - cosntyj +a k(x))~| (3.186)

1 A Hi =220 J

tatwo zauwazy¢, ze tzw. funkcje ksztattu ci(x) sg dane przez jednostaj-
nie zbiezne szeregi funkcyjne (3.186) niezaleznie od potozenia punktu X.
W ten sposéb otrzymano og6lne procedure obliczania potencjatu logarytmicz-
nego T'Lpé zadanego na roztgaczonych okregach "ek, w ktérej wystarczy po-
daé¢ wspoétrzedne Y Srodkéw okregéw orez ich kety podziatu " wraz z od-
powiadajecyml im zmiennymi wezdtowymi &j, azeby zgodnie ze wzoremi (3.385)
i (3.186) otrzyma¢ potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym
punkcie potptaszczyzny x2 3s0.
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Rys. 3.5

z pra&tycznego punktu widzenia v(/?zny jest przypadek, gdy kontury zamk-
niete ~ sktadaja sie z Hukéw ‘e o promieniu r” i $Srodkach w punk-
cie YkI(yk*ykl) (@ . 1,2,...,Nk). Dzielagc kazdy z 4ukéw "l na Nkl ele-
mentéw punktami podziatu Yk*, otrzymuje sie (rys. 3.5):

1
"ejl m | (y1l(y2): y( yjl + rklcosipkl{ yx - ykl ¢ >kl8inpkl

V KIS <pkl <€ G KI .
KIS <kl <€ G KT Gw1.2,....NkI) . 187

Aproksymujec funkcje gestosci +tadunkéw funkcje sklejang stopnia pierwsze-
go (3.173) interpolujece dane wartosci 0671 w punktach Ykl Jdukéw gkl

o . 1 k 1-1 . .
oraz uwzgledniajec fakt, za 6'.A *6.I\4!{ ]1‘.’f+l w wyniku podobnych operacji

otrzymuje sie nastepujece postac przybi'iz_(’)nego operatora f L

NP Nk Nkl
6 mYZ UU
PP 11 i (3-188)
gdzie
) -kl )
mil(x) ¢ ) dla i . 1,2,
=k1 ()
(3.189)
aj~"x) + bk,1 4 +I(x dla i-1
{ ) k,1-1 o

przy czy« funkcje aJX(x), bJIL(X) wyrazaje sie wzorami (3.183) i (3.184),
w ktorych nalezy podstawi¢ za wspotrzedne punktéw Yk 1 Yk wspédrzedne

- 03 -
pu.-.téw YkI Ykkl*, za promien r. promien rkl oraz za kety podziatu
>  kety k -1.2 Np) (@ - 1,2 N (G - 1,2 NKI-NkI+1)-

Dok#adnos¢ przyblizenia operacji Tj mozna by zwiekszyé stosujac dla
funkcji gestosci #4adunkéw funkcje sklejane stopnia wyzszego niz Jeden.
Réwniez wéwczas mozna otrzyma¢ funkcje ksztattu cj(x) w postaci Jedno-
stajnie zbieznych szeregéw funkcyjnych, ktérych ze wzgledu ne bardziej
ztozone postac¢ nie podano w niniejszej pracy.

3.4.3. Aproksymacja potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej zada-
nej na okregach za pomoce bazy funkcji ortogonalnych

Aproksymacje operatora typu potencjatu logarytmicznego warstwy poje-
dynczej mozna réwniez przeprowadzi¢ biorgc pod uwage baze funkcji ortogo-
nalnych w LgCe), tj. w przestrzeni Jago okraslonosci. Jezeli kontury £k
¢ -1,2 N ) se okregami, to baze w Lg.('ek) Jest uktad zupeiny

osmk J". -~cos2pk, -=sIn2@k k - 1.2..... N 3.190
V5r P’ w r ( P) ( )

- _.—= C , =Uin
V2irtft VSTr
Uwzgledniajec rozwiniecie Jedra operacji (2.15) ze wzgledu na zmlenne cat-
kowania <pk zgodnie ze wzorem (3.180), otrzymuje sie:

wk (X | In -}$Vieoe/dipk = cosnock(xX) - (j ~) cosnotk (x)J

* (3.191)

kK N, 1) . vl ., ok kK ey 4
2.0y d in TxVT vetkafnny B * - Gy sinna™()
r

" 1
¢ ("pTTH) (3.192)

dvk - 2r. In iSTii. (3.193)

*C) =T | 1In 757J
|YcTk IXy 1

Dowolng funkcje 6k(Y) z L2(tk) mozna rozwingé na szereg Fourierawzgle-
dem uk#adu (3.190):

okMI| e 6k +y "6k ncosnpk + 6k nslnnpkj (3.194)
» *

| Y<"ek n-1L E

Podstawiajac rozwiniecie (3.194) z doktadnoscie do N-tego elementu do wzo-
ru (2.15) oraz uwzgledniajec wyniki catkowania (3.191), (3.192) i (3.193)

otrzymuje sie:
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P "p N r
ALp*  E-lo<xk E E Kn n "X L, - 3.195
k-1 kel n-1L eom.n ( )

gdzie:

N - jest stopniem aproksymacji funkcji gestosci +adunkoéw.
Wzér (3.195) stanowi ogdélne wyrazenie pozwalajece obliczy¢ potencjat lo-
garytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym punkcie X przy denych wspot-
rzednych punktéw Y Srodkéw okregéw £ i ich pronieniech r. oraz N
pierwszyclp( harmonicznych 6 6 , 6, rozwiniecie funkcji gestosci ta-
dunkéw 6 {Y) na szereg Fouriera.

3.5. Aproksymacja pochodnal potencjatu logarytmicznego warstwy pojedyn-
czej zadanej na okregach

Operacja catkowa wystepujece w ukdadzie roéwnan catkowych Il rodzaju
(2.43) sktada sie z operacji bedecej potencjatem logarytmicznym warstwy
pojedynczej 1 jej pochodnej w kierunku normalnym. Z punktu widzenia obli-
czeh numerycznych rzecze Istotne jeet dokone¢ jej aproksymacji. Aproksy-
macje potencjatu logarytmicznego werstwy pojedynczej zadanej na okregach
dokonano w punkcie 3.3. W niniejszym punkcie rozpatrywana bedzie aproksy-
macja pochodnej potencjetu logerytmicznego warstwy pojedynczej:

NP
~LoO * | Eg 7~ (In TWT)dIY* (3.196)
k-1 "k dnx

gdzie wyrezenie pod zneklem catki wyraza sie wzorem (2.44).

Stosujec analogiczne metody jak przy aproksymacji operatora (2.15)@zo-
ry (3.172), (3.173), (3.180) oraz uwzgledniajec pochodne -—ij (In w*y j) w
kierunku wektora dn*

n” - -kjCos<p- kgSlnip

zaczepionego w punkcie X, operacje (3.196) mozna przyblizy¢ nastepujeco:

NP Nk
AL0O "V Lpo6 *E X > i K(X.<p)6*. (3 197)
k-1 i-1
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gdzie
<<£‘%ipt T CTHeo9(el-ock (X)) - (-]-"-)cos(<ptoek (X)) +
e XY
00 f n+1l cos(npj+e>-(n+1o:k (X) )-cos(r™ 1+p-(n+Dctk (x))
------------------------ E--—--Tt =
*"n;l' n” [XYK fi"Pi*i

cosW i +1 +P - (n#D«k X)) - c°o(nyd * P -(n+D<xk (X))

?2i*1 <M1

N1 rk 0+1 COs(nj>J-iJ)+(n+l)ak (X) )-COs(nejJ j-~+tn+1 Yok (X))

n*l n IXy 1 ~N1-1 mVii

cos(n®k )+(n+Doek (x)) - c%s(nwk—"+(n+ I1>xk (x)) “-
ri B e = U mmmemmeeeees

,—€
[T A U=
PI»l -Vi

(3.198)

Podobnie Jak funkcje cj(x) dane wzorem (3.186) réwniez funkcje eJ(x,ej)
dane wzorem (3.198) se okreslone przez Jednostajnie zbiezny szereg nieza-
leznie czy punkt X lezy na konturach t czy na zewnetrz tych kontu-

row.

3.6. Aproksymacja potencjatu logarytmicznego warstwy podwéjnej zadanej na

dowolnych konturach

Operacja catkowa wystepujeca w uktadzie réwnan catkowych Il rodzaju
(2.60) sktada sie z operacji bedecej potencjatem logarytmicznym warstwy
" podwéjnej:
1~ /7 t k(Y)cos(YX.fT)
nm— - dv (3-199)

k-1"k

Z punktu widzenia obliczen numerycznych rzecze Istotne jest dokonac¢ jej

aproksymacji . r
Analogicznie jak w punkcie 3.4.1 aproksymacje konturéw “e przeprowadza

sie za pomoce krzywej +amanej (3.147) i (3.148) interpolujacej wspdtrzed-
ne (yk y2 t) punktow yJ « ek.
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Funkcja gestosci warstwy podwéjnej Tk(Y) aproksymowane
sklejene stopnia pierwszego interpolujece dane wartosci
podziatu yJs k.

bede  funkcje
w punktach

<+ diB e®i,i»

ra(y) (3.200)

Y i *1.1*
gdzie
N/, 2 L - -
nﬁ » t&cﬁk) - gestos¢ warstwy podwéjnej w punkcie podzietu

YK konturu tk zwana zmlenne wezdtowe.

Uwzgledniajec podstawienie (3.148) na wspédrzedne (y*, y2) wystepujece w
jedrze operacji catkowej (3.199) orez zgodnie z oznaczeniami

podanymi na
rys. 3.6 (pstrz wzory (3.155a,c)) otrzymuje sie:

cos(YX, nY) XY)) * (YjYk+1)]
IYVT " (3.201)
23(yJyJ+1).(xyJd) ¢ |xyJ

Ols przyjetej interpolecji (3.149) konturéw ®k i aproksymacji
warstwy podwéjnej (3.200) orez zgodnie ze wzorem (3.201)
stwy podwojnej (3;199) morna przyblizy¢é neetepujeco:

funkcji
potencjat war-
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(3.202)
vV = L EwX*
L K k»1 1-1
gdzie
W) - JXYK)<«(VKYi+1)] /
0 A(v5viti)-(xvi)*Ixvi
FI(X)<J ¢ gI+i(xKj+l dla  (XY*)«(Y*Yk+1) i o,
(3.203)
0 dla (xyJ)x(Jy"+1) . O.
gdzie
. YD) . (YjYj++ (xyJ>(xyJ+1)
[OVIOX(YIYKH L] sy OYKID-COVIED, T i
e - (M)« (YKYK+D)] by d 1L xyJ+11
IYivi+lf Ixy++il
(3.204)
» . A ; (XYK) - (XYjHD
OO*))>(Y_|Y|(+1) _|_*_t_S_J_ ( k) (YJYk+l) CCOS——————————————
I« , 7/ A"\ 1 (") «(YN1+1)) IXYATIXY5+il
(3.205)

Zmleniajec kolejnos¢ sumowania we wzorze (3.202) otrzymuje sie:

Np Nk Np Nk
(3.206)
m>w ce ¢ k (X)e X *i -1z iz iX<i
k-1 1*1L ) M()J k-1 i<l )

Wzér (3.206) przybliza potencjat logarytmiczny warstwy podwéjnej (3.199)
i mozne go zaatoaowac¢ do dyskretyzacJi ukdadu réwnan catkowych (2.58) Ilub
(2.60).



4. ROZWIAZYWANIE UKELADOW ROWNAN CALKOWO-BRZEGOWYCH PIERWSZEGO 1 DRUGIEGO
RODZAJU, ROWNOWAZNYCH ZAGADNIENIOM DIRICHLETA DLA ROWNANIA LAPLACE’A,
METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

>

Do rozwiezania ukdadu réwnan catkowych sformutowanych w rozdziata 2
nozna stosowa¢ przyblizona metody analizy funkcjonalnej, np. metode Ga-
lerkina [3], W rozpatrywanym przypadku stosowanie ich wymagatoby wprowa-
dzenia do aproksymacji nieznanych funkcji gestosci +adunkéw pewnego ukda-
du wspotrzednych, tj. liniowo niezaleznego 1 zupednego uktadu funkcji za-
danych na catej powierzchni przewodéw. Przykdad konstrukcji takiego ukda-
du wspétrzednych podano w rozdziale 3. Innym rozwlezaniem bytoby zastoso-
wanie Jako uktadu wspédrzednych ukdadu ortonormalnego funkcji wkasnych Je-
dra uktadu réwnan catkowych. Nalezy Jednak podkresli¢, ze sam proces kon-
strukcji numerycznej ukdadu wspédrzednych dla dowolnie =zadanych powierz-
chni przewodnikéw Jest problemem samym w sobie wymagajecym bardzo duzego
czasu obliczeniowego. Dlatego tez stosowanie takich metod traci uniwer-
salnos¢.

W niniejszym rozdziale rozpatrywane bede przyblizone metody rozwiezy-
wt.ila uktaddéw réwnan catkowych sformutowanych w rudziata 2, bazujece na
efektywnej metodzie elementéw brzegowych.

W konstrukcji algorytméw obliczeniowych bazujecych na tej metodzie cen-
tralne role odgrywa aproksymacja operatoréw catkowych nyetepujecych w tych
réownaniach, dokonana w rozdziale 3 z zastosowaniem elementéw brzegowych.

Teki proces aproksymacji tych operatoréw pozwala na zastosowanie do nu-
merycznego rozwiezenla ukdadéw réwnan catkowych metody prostej algebrei-
zacjl [62], Jak réwniez metody kolejnych przyblizen [47] w zalgebrelzowa-
nej postaci.

4_.1. Algebralzacla uktadu roéwnan catkowo-brzegowych

Zastosowanie metody elementéw brzegowych pozwala na dyskretyzacje ukka-
dow rownan catkowych sformutowanych w rozdziale 2. Stosujec mianowicie a-
proksymacje operatordow catkowych, wystepujecych w tych réwnaniach, doko-
nane w rozdziale 3 na bazie elementéw brzegowych orez zapisujec te uktady
rownan catkowych w tylu punktach, ile Jest zmiennych weztowych ustalonych
do aproksymacji tych operatoréw, otrzymuje sie algebraiczne uktady réwnan
bedece przyblizeniem ukdadu réwnan catkowych.

- Q9 -

4.1.1. Numeryczne rozwiezywanie ukdadu réwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) i
(2.14)

Wiadomo, ze ukdtady roéwnan catkowych 1 rodzaju naleze do zadan zle uwa-
runkowanych. Do rozwiezania tego typu réwnan opracowano specjalne metody
regularyzacji [32, 52, 71, 120]. W pracy [3] pokazano, Zze stosowanie tej
metody do réwnan catkowych 1 rodzaju z doktadnie zadane prawe strone za-
pewnia dowolnie maty bded rozwiezania.

Problem konstrukcji optymalnych algorytméw przyblizonego rozwiezania
réwnan operatorowych 1 rodzaju rozpatrywano w pracach np. [51, 53]. Przy-
k¥ady zastosowan metod regularyzacji réwnan zle uwarunkowanych mozna zna-
lez¢ w [1].

Powyzsze wskazania nie oznaczaje Jednak, ze do rozwiezania ukdadu réw-
nan catkowych I rodzaju (2.4) nie mozna zastosows¢ prostych metod alge-
bralzacji. Proste algebreizacje stosowano z powodzeniem w wielu zadaniach
elektrostatykl, np. [61, 63, 115].

W przypadku ogélnym niech dany Jest ukdad Npl przewodnikéw o dowol-
nych powierzchniach S1 (1 - 1,2 N j) i Np2 przewodéw w postaci
cienkich cylindrycznych walcéw o promieniach " oraz potencjatach V*
a»1,2 Npl, Npl + 1 Npl + Np2). Uwzgledniajec w ukkadzie roéw-
nan (2.4) przyblizenia odpowiednio (3.34) i (3.76) operatora typu poten-
cjatu warstwy pojedynczej zadanego na dowolnych powierzchniach przewodze-
cych oraz przewodach walcowych, a nastepnie zapisujec to réwnanie w tylu

punktach yJ, ile Jest niewiadomych zmiennych weztowych (I «1.2,. ly)
a-1~,...7) oraz tylu punktach Y* r (m « Npl+1 Np I+Np2» *
» 1,2..... 2N+1) (w1 , 2 , lle Jest zmiennych niewiadomych harmo-
nicznych gestosci #adunku 63 , . (3.74), otrzymuje sie nestepujecy ukdad

Npi Npi+Npg P’1°8
N o N_+(N+1) > N. réwnan algebraicznych c¢ takiej ssmej ilosci
° i"11 Apl+1
niewiadomych:
Npl N1 NpI*Np2 N1 2 N

+E EEE : E m Ve2v

1“1 1-1 1°Npl+1 1-1 p-1 s-0
k -1,2 Npl) Qg -1.2 N)
Npl+Np2 N1 V N
d E E<i,.”~.r<i,. *E E Ai(Y",r)oi * 2*ov"
I«Npj*l 1-1 p-1 8*0 1-1 1-1

(m - Hpl*1, ... .Npl+Np2) (t - 1,2 Na) (r «1,2..... 2N+1) “.1)
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gdzie funkcja ksztattu AL(X) oEaz cx .,»(X) se okreslone wzorami (G.3)
i (3,77). 0O ile wybdér punktéw najwygodniej przyje¢ w punktach trian-
gulacjl powierzchni Sk (k m 1,2 NpJ), o tyle wybdér punktow y" (.«"ej
Iszecych na powierzchniach alaaantéw walcowych <6* (3.66) jest w zasa-
dzie dowolny. Azeby w ps#nl wykorzysta¢ Mozliwosci obliczeniowa aaazyny
cyfrowej, wybor punktéw Yo aozna by zoptymalizowaé. Optyaalizacja ta
polegataby na tya, za kazda nastepne podnieaienle rzedu eproksyaacjl fun-
kcji gestosci #adunku (wzér (3.74)) z N do N«1 poclegstoby za sobe
wybor dodatkowych dwéch punktéw na kazdym aleaencia -~e*, w ktdrya odstep-
stwo Iswsj strony ukdadu réwnan (2.4) od doktadnie zadanych prawych atron
2tqV1 jaat aakeyaalne. n

Tego typu postepowanie zapewnia pakna aozllwosci wykorzystania aaszyny cy-
frowej , lecz nlewetpliwla wydduzy czas obliczan. Innya rozwlezanlea jest
wyboér wiekszej ilosci punktéw Y* niz zalannych haraonlcznych geetoscl
+adunkéw Obf4f8 co prowadzi do liniowego ukdadu roéwnern (3.207) nadokre-
Slonego, ktorego paaudorozwlezanla aozna np. znalez¢ metode bazposradnle
[76]- Niech Y]j jest aacierze kwadratéw« rzedu Ng ukdadu réwnan (4.1),
natoaiaat 6 - wektor przyblizonego rozwlezanla tego ukdadu réwnan. Wow-
czaa ukdad roéwnan algabrelcznych (4.1) jako wynik dyakratyzacjl réwnania
operatorowego (2.6) aozna zapiaa¢ w poatacl aaclarzowej:

e |V (4'2)

Bted rozwlezanla dyskrstnago ukdadu roéwnan catkowych (2.4) wynika z tego,
ze aaclerz Tt niedoktadnie przybliza operator T (2.5), co zwiezana jest
za atopnlaa przyjetej aproksymacji rozwlezanla uktadu (2.4). W pracy [36]
podano, ze przy doktadnie zadanej prawej stronig ukdadu rownan (4.2). ce

aa alajece w rozpatrywanym przypadku, bded rozwlezanla aoze by¢ ocanlony
wg noray w naetepujecy sposobi

m 1 1T*n* @3
gdzie

AN(TJ) - iTjl JI7j171 - wskaznik uwarunkowania maclsrzy Tj

- "o
wzgledea noray (np. JTj Il -... gi* |
1< 1<Ne J
1D%I o,
— s— “ bled obliczania elementéw macierzy T,.

" HIThH

Duzy wskaznik uwarunkowania aaclarzy "r* odnoei ale do Zla uwarunkowanych
uktadéw roéwnan catkowych 1 rodzaju, tj. takich, w ktérych mata odstepatwo
zadanych prawyeh.Stron prowadzi do znacznych wariacji rozwlezanla.
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Jezeli rosnie liczba NO niewiadomych uktadu (4.1), tj. zwieksaa sie
liczbe punktéw triangulacji dowolnych powierzchni przewodzecych S (1 »
ml,2,...,Npl) elementéw walcowych “ej przewodéw S* (1 m Npl+1 Npl
¢ Npg), jak rowniez zwieksza ilos¢ harmonicznych w aproksymacji gestosci
+adunkéw (3.74), to wskaznik uwarunkowania Ot(T.) bedzie wzrastat, nato-
miast bied obliczenia elementéw macierzy "Y~ bedzie malat.

Wynika z tego, ze dla ustalonego N, nalezy zapewni¢ dostatecznie du-

tag doktadnos¢ obliczenia elementéw macierzy T,. Azeby to osiegne¢, nie
mozna sige ograniczy¢ przy aproksymacji operatora catkowego do (2.5) zwyk-
+ych metod kwadratury [76]. Wystarczajeco doktadne przyblizenie operatora
T mozna osiegne¢ stosujec do aproksymacji funkcji gestosci +adunkéw tzw.
funkcje sklejane [36]- W pracy [&o] zastosowano Je w przypadku, gdy ope-
rator T by} zedany w przestrzeni funkcji okreslonych na powierzchniach o
symetrii obrotowej , co fatwo sprowadza sie do zagadnienia dwuwymiarowego.
W niniejszej pracy zastosowano funkcje sklejane okreslone dla dowolnych
powierzchni w przestrzeni R3, co pozwolito otrzyma¢ gotowe wzory (3.35)
1 (3.77) na obliczenie elementéw macierzy ¥j ukdadu réwnan (4.1). Usta-
lenie liczby zmiennych Ng dle danego stopnia funkcji sklejanych, przy
ktérych otrzymuje sie jeszcze stabilne rozwiezanie cyfrowe. Jest mozliwe
tylko w wyniku przeprowadzenia dla danego uktadu przewodnikéw eksperymen-
tu cyfrowego na EMC.

W zadaniach techniki wysokich napie¢ rzecze istotne Jest oceni¢ dokta-
dnos$¢ obliczen maksymalnych wartosci natezen na powierzchniach przewodni-
kéw lub w pewnych obszarach. W tym celu nalezatoby oceni¢ doktadnos¢ ob-
liczen w poszczeg6lnych punktach powierzchni, a nie tylko wzgledem normy
(4.3). Niech T O jest macierze powstate w wyniku algebraizacji uk#adu
réownan catkowych (2.4) z zastosowaniem aproksymacji zerowego stopnia fun-
kcjami statymi na poezczegélnych elementach powierzchni (3.14), natomiast
JT1 jest macierze uktadu (4.1) lub (4.2), tj. otrzymane w wyniku zastoso-
wania aproksymacji pierwszego stopnia (liniowej (3.17) i (3.74)). Oezeli
<% Jest rozwiezaniem algebraicznego uktadu réwnan

TOD m W, 4.4
to bted tego rozwlezanla mozna przedstawi¢ w postaci [63]:

él'_l —"bl’(w —$168)_ (4.5)

Wyrazenie (4.5) mozna zastosowa¢ nie tylko do oceny doktadnos$ci rozwleza-
nia, lecz mozna wykorzysta¢ do obliczenia nastepnego przyblizenia:

(4.6)



- 102 -

Proces uscis$lania rozwlezanla aozna by kontynuowa¢ stosujec coraz wyzsze
stopnia funkcji aproksymujecych do obliczenia elementdéw macierzy Y. Na-
lezy Jednak pamietaé, ze wybor coraz to bardziej ztozonych formut apro-
ksymujecych prowadzi do znacznego wzrostu operacji cyfrowych niezbednych
do obliczenia elementéw aaclerzy Y . Dlatego tez w niniajazej pracy ogra-
niczono sie do stosowania w aproksymacji funkcji sklejanych pierwszego
stopnia.

Analogicznie Jak w przypadku tréjwymiarowym (ukdad réwnan (2.4)) roéw-
niez w przypadku dwuwymiarowym dokonuje sie algabraizacji uk#adu réwnan
catkowych I rodzaju (2.14). W rozpatrywanym przypadku polega ona na przy-
blizeniu operatora typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej do-
konanego w punkcie 3.4 (wzory 3.170), (3.185), (3.188)), a nastepnie na
zapisaniu uk#adu réownan (2.14) w tylu punktach X - yJ, 1ile Jeat zmien-
nych weztowych. Najwygodniej Jeat wybra¢ te punkty Yk, ktore postuzyty do
przyblizenia operacji *®*L (2.15). w ten spos6b roéwnanie catkowe przybli-
zone Jest nastepujecym ukdadem réwnan liniowych)

E Cr Y6 2E£0V* @ » 1.2. .\/ @ 1.2, E DN CN))
k«l -1
Ogélnie rzecz blorec, algebraizacja ukdadu réwnan (2.14) moze prowadzic
do uktadu roéwnan algebraicznych zle uwarunkowanych, dla ktdérych nieduze
odchylenia elementéw macierzy CKfY'k) prowadzi do znacznych odchylen w
elementach macierzy odwrotnej [ci(Yj ) [36, 75]. Paradoksalno$¢ sytuacji
przy rozwiezywaniu ukdadu (4.7) polega na tym, ze im mniejsze elementy po-
dziatu % konturéw %, tym wiekszy moze by¢ bked rozwlezanla przy sto-
sowaniu niedoktadnych metod przyblizenia operatora "f. (2.15). Praktycz-
nie rzecz biorec, zmniejszanie elementéw nK konturoéw do pewnej wiel-
kosci prowadzi do polepszenia doktadnosci. Przy dalszym zmniejszaniu ele-
mentéw podziatu konturdw rozwlezanla zaczyna oscylowaé, tj. staja sie nie-
stabilne. Pakt ten uwidacznia sie w utracie dokdadnosci obliczen. Dla usu-
niecia ztego uwarunkowania ukdadu réwnan (4.7) nelazy przyje¢ dostatecz-
nie gruby podziat konturéw, tj. liczba réwnan N « & N)X nie moze by¢

zbyt duza, natomiast dostataczne doktadnos$¢ rozwlezanla nalezy zabezpie-
czy¢ przez duze dokdadnos¢ w obliczaniu wspoédczynnikéw cJ(y|) tego ukta-
du.

Za wzgledu na stabe osobliwo$¢ Jedra ukdadu réwnan catkowych (2.14) do
obliczania tych wspodczynnikéw nie mozna przy obliczaniu operacji przy-
blizonych dla operacji (2.15) stosowa¢ metod kwadratury [76]. Dlate-
go tez do ich obliczania nalszy stosowa¢ metode przyblizenia operacji Y|_

oparte na zastosowaniu funkcji sklejanych (wzory 3.180), (3.185), (3.188)).
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4.1.2. Numeryczne rozwiezywania uktadéw roéwnan catkowych 11 rodzaju (2.4)
i (2.1%)

Zastosowanie metod analizy funkcjonalnej do bezposSredniego rozwiezania
uktadu roéwnan catkowych 11 rodzaju,np. metoda Galerkina wymagataby w roz-
patrywanym przypadku wprowadzenia pewnego ukdadu wspétrzednych, tj. orto-
normalnego i zupednego uktadu funkcji zadanych na wszystkich powierzch-
niach przewodzecych. Ze wzgledu Jednak na dowolno$¢ rozpatrywanego uktadu
przewodnikéw konstrukcja takich funkcji Jest problemem numerycznym samym
w sobie i dlatego tego typu metody trace uniwersalnosc¢.

W punEcie 2.2.1 niniejszej pracy sformutowano uktad réwnan catkowych
Il rodzaju (2.27), ktéry jest roéwnowazny zewnetrznemu problemowi Dirichle-
ta dla tréjwymiarowego réwnania Laplace"a, przy zatozeniu ze powierzchnie
przewodnikéw se klasy C*. Do rozwiezania tego ukdtadu réwnan zastosowana
bedzie metoda elementéw brzegowych. Odnos$nie do rozpatrywanego uktadu réw-
nan (2.27) wymaga ona przyblizenia operatora catkowego (2.29) sktadajece-
go sie z dwoéch czdonbébw, z ktérych pierwszy stanowi potencjat warstwy po-
jedynczej przemnozony przez wsp6tczynnik oc”. natomiast drugi jest Jej
pochodne w kierunku normalnym. Stosujec wiec odpowiednio aproksymacje ope-
ratora typu potencjatu warstwy pojedynczej (3.15) oraz jego pochodne w
kierunku normalnym (3.99) w operatorze (2.29) otrzymuje sie:

\Y

12 LJGIjkO) _ * COFijke)] *ijk- <4-8>
1-1 Jijkj «JU

gdzie

AXX) =<m dla X 6 S™ (m=1,2 Npl),

natomiast funkcje FhHic(x)e Gi j wsPédrzednych punktu X okreslone se
odpowiednio wzorami (3.16) i (3.100). Majec przyblizenie operatora (2.29)
w postaci (4.8) do przyblizonego rozwiezania ukdadu réwnan catkowych 11
rodzaju (2.27) mozna zastosowa¢ metode kolokacji, polegajece na zapisaniu
ukdadu réwnan (2.29) z operatorem przyblizonym (4.8) w tylu punktach, ile

jest zmiennych niewiadomych statych gestosci we wszystkich
punktach Y%np‘é Ar%np nalezecych kolejno do poszczego_lnth tr%jketoyz

<e*np triangulacjl powierzchni S (s » 1,2,... ,Np1), |mnpf e ~ *
Otrzymuje sie wowczas nastepujecy algebraiczny uktad réwnan:

Kijkrpfcijk - 2foasv8 <* * i-=2 vV 5

Ini*-- {.on < JFN 4.,)
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gdzie

-*iFiJk(Y> dia Y + tijk
(4.10)

Gaek () - « ()Fijk(Y» dla Y ~"e i3k-

w ktérym Jest tyle niewiadomych statych gestosci na poszczegdélnych
trojketach trlangulacji  “effff powierzchni S, ile Jest rownan. Przy roz-
wigzywaniu ukdadu réwnan algebraicznych (4.9) nie wystepuje Juz trudnosci
zwlezane ze zdyn uwarunkowaniem. Jakie moge wystepie przy rozwiezywanlu
uktadu réwhan algebraicznych odpowiadajacych uktadowi réwnan catkowych 1
rodzaju (2.4).

Powierzchnie przewodnikéw poeiadaje czasemi krawedzie lub punkty os-
trzowe, w otoczeniu ktdérych gestosci +adunkéw wzrastaje nieograniczenie.
Moze to ujemnie wpiyne¢ na doktadnos¢ cyfrowych metod rozwiezywanla ukta-
du réwnan catkowych (2.4), (2.27) 1 (2.54). W takim przypadku do rozwie-
zania zewnetrznego problemu Oirichleta dla trojwymiarowego réwnania La-
place"s nalezy zastosowa¢ potencjat warstwy podwéjnej [73]. Réwnowazny te-
mu problemowi ukdad réwnan catkowych Il rodzaju (2.54) podano w punkcie
2.2.2 tej pracy. Operacja catkowa wystepujeca w uktadzie (2.54) skiada sie
z dwéch czdonéw, z ktérych pierwszy stanowi potencjat warstwy podwdjnej,
dla ktdérego mozna zastosowa¢ aproksymacje (3.138). Do aproksymacji dru-
giego cztonu mozna zastosowaé¢ funkcje sklejane pierwszego stopnia (3.127).
Otrzymuje sie woéwczas:

vV . a V Ni
d £ f ~ T >sv4dEf
1-1 A1 Ky| 1 1-1 i-1
gdzie
RAMX) = 22 A FKAX) (4.12)
{iJkJeJTI

Jfj - zbior trojketow Jiny} 0 "SP~Inym wezle Y*

<1 IGN).U Gy D! )
r14.00 > ] Oy -(ybyll) - vieond (4.13)
12x |xya]

Uwzgledniajec wiec przyblizenia (3.138) i (4.11) operacja catkowa wyste-
pujaca w uktadzie réwnan catkowych (2.54) przyjmie nastepujece postac:

Majec przyblizenia (4.14) operacji catkowej Wk do przyblizonego roz-
wlezanla uk#adu réwnan catkowych (2.54) mozna zastosowa¢ metode kolloka-
cji polegajece w rozpatrywanym przypadku na zapisaniu tego ukdadu réwnan
catkowych we wszystkich punktach yJ trlangulacji powierzchni s\ Uwzgle-
dnlajec ponadto przejscie graniczne (3.144), gdy punkt X zmierza do pun-
ktu trlangulacji Y~eS1, otrzymuje sie wéwczas nastepujecy algebraiczny
uktad roéwnan:

V Ns
- £ 1ZAP{Yik P " 26ovl (@ m1-2..... Npl} (i = 1= NI>*
5%1 p*1
(4.15)

gdzie
-ai$JI(YIDi -DA (-1

(4.16)

Rp(Yi} - al”™p(Yi)s P+

ot] - ket brytowy powierzchni 'el » ,U\  <hi,
1 JiJK I 1K
aproksymujecej powierzchnie S w punkcie trlangulacji yJ e S1.
w ktérym Jest tyle niewiadomych statych gestosci wezdowych Et w poszcze-
g6lnych punktach trlangulacji Y* powierzchni S~, ile Jest réwnan. Przy
rozwiezywanlu uk#adu réwnan algebraicznych (4.15) nie wystepuje trudnosci
zwiezane ze zdym uwarunkowaniem. Jakie moge wystepie przy rozwiezywanlu
réwnowaznego uktadu réwnan algebraicznych odpowiadajecych uk#adowi réwnan
catkowych 1 rodzaju (2.4).
Niemniej Jednak parametry a” nalezatoby dobra¢ tak, azeby wspétczynnik
uwarunkowania ukdadu roéwnan (4.15) byt mozliwie najmniejszy.
W punkcie 2.2.2 tej pracy dokonano konstrukcji uktadu réwnan catkowych
Il rodzaju (2.58) bedecego roéwnowaznym zewnetrznemu problemowi Oirichleta
dla dwuwymiarowego réwnania Laplacs"a, przy zatozeniu ze kontury € prze-
wodow sktadaje sie ze skonczonej sumy +ukéw wypukdych klasy C1 ewentual-
nie odcinkéw. Do przyblizonego rozwlezanla ukdadu roéwnan catkowych (2.58)
zastosowana bedzie rowniez metoda elementéw brzegowych.
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Zgodnie z te metode nalezy dokonaé¢ aproksymacji operatora catkowitego

(2.61) wystepujecego w uktadzie réwnan catkowych (2.58) z zastosowa-

niem elementéw brzegowych "3 j (3.148) oraz funkcji sklejanych stopnia
pierwszego (3.153). Pierwsze dwa cztony operatora *II* (2.61) aproksymo-
wano w ten sposéb w punkcie 3.6 (wzory (3.106)), natomiast trzeci sktad-
nik tego operatora na kazdym elemencie brzegowym A mozna zgodnie ze
wzorem (3.200) przyblizy¢ nastepujeco:

I~ k(Yakin & { div - ui(x* i ¢ W -1~ +i .17
Ui = vkl = In » (4.18)
Uwzgledniadec wzory (3.206) oraz (4.17) operator (2.61) mozna przy-

blizy¢ nastepujeco:

Np Nk
V (4.19)
k«l i-1
gdzie
hk(X) - fkX) - F*(X) - gkX) - gk - uk®X) - vkX). (4.20)

W przypadku gdy punkt X zmierza do konturu “ej od strony zewnetrznej,
to zgodnie z og6lne whasnosScie graniczna potencjatu warstwy podwédjnej o-
trzymuje sie nastepujece przejsScie graniczne dla operatora przyblizonego
(4.19).

NN,
lim A ——_J_ + £ E£3£(y})", (4.21)
k=1 1=1
X ¢ R2-0,
gdzie
r-fAI(Y3) -gk(Y)-uk (YJ)-vk(Y]) dla (@ =3 a (k - 1
3*(yd) - dla i jlj

hJ(Y~)

Oznacza to, ze granica wartosci funkcji fj(x) * g}(x) przy X-— Yj wy -
nosi:
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a TI 1 i VA
tim [fi <) ¥ 95001 TL-
X«yj€rel

X€R2-1

We wzorze (3.226) funkcje ksztattu Ffk(x) i g*(x) okreslone se wzorami

(3.204) i1 (3.205), natomiast funkcje Ffk(X) i g~(xX) wyrazaje sie tymi

samymi wzorami,przy czym wystepujeca tam wektory (3.155a) 1 (3.155c) na-

lezy zastepie wektorami (3.155b) i (8.155d), co formalnie rzecz biorec

odpowiada zamianie wskaznika k na K.

Biorec w uktadzie roéwnan (2.58) lub (2.60) przyblizenie (4.19) operatora

(2.61) , a nastepnie zapisujec ten uktad w tylu punktach X = yJ, ile Jest
zmiennych wezdtowych i stosujec przejsScie graniczne (4.21), otrzymuje sie
nastepujecy uktad roéwnan algebraicznych:

Np Nk
AN(YJKJ - £~ > k(Yj)tk = 2e0VH @ -=1.2 NP G =1,2 Nx)
k=1 i=1
~(YJ1) = <4722>

Kjzie 4 % jezeli w punkcie vt istnieje styczna do el,

- ket konturu el w punkcie yJ.

Rozwiezanie algebraicznego uktadu réwnan (4.22) nie nastrecza Juz takich
probleméw Jak odpowiedni ukdad (4.7). Ponadto minimalizacje wspotczynnika
uwarunkowan macierzy uktadéw (4.22), (2.168) mozna osiegnec¢ poprzez odpo-
wiedni dobdér wspétczynnikéw ak wystepujecych w operatorze (2.61), co
praktycznie ma wpdyw na zwiekszenie stabilnosci rozwiezania uktadu réwnan
(4.22). Rozwiezanie algebraicznego uktadu réwnan (4.22) ze wzgledu na
zmienne wezdowe zK pozwala zgodnie ze wzorem {2.56) oraz z Jego dyskre-
tyzacje (4.19) otrzymaé potencjat:

NP N.k
VOO = - £ hi(x)" (4.23)
0 k=l 1=1

bedecy przyblizonym rozwiezanie* zewnetrznego problemu Oirichleta dla dwu-

wymiarowego roéwnenia Laplace*a.
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4.2. Zastosowanie metody kolelnych przyblizen do rozwigzywania ukdadu row-
nan catkowych 1 rodzalu

Zastosowania metod bezposredniej algebraizacji uk#adéw réwnan catko-
wych w celu ich przyblizonego rozwigzania ograniczone se mozliwo$ciag roz-
wigzywania wielkich uktadéw réwnan algebraicznych otrzymanych w wyniku
dyskretyzacji ukdadow réwnan catkowych 1 rodzaju, np. (2.4) i (2.14) na
maszynie cyfrowej.

Jak wykazane bedzie dalej , mozliwosci cyfrowego rozwigzywania uktadu
réwnan catkowych X rodzaju (2.4) i (2.14) zwiekszaje sie (tj, mozna sto-
sowaé gestsze podziaty brzegéw obszaréw), jezeli przystosowaé¢ do Ich roz-
wiezywania koncepcje Fridmana [42] podane dla jednego réwnania 1 rodzaju
o niewiadomej funkcji zadanej na odcinku [ab] , nalezacej do przestrzeni

4 [8bl-

4.2.1. Rozwiezywanie uktadu réwnan catkowych 1| rodzaju (2.14) metode ko-
lejnych przyblizen - zagadnienie dwuwymiarowe

W pierwszej kolejnosci rozpatrywany bedzie uk¥ad réwnan catkowych I ro-
dzaju (2.14), ktéry jest réwnowazny zewnetrznemu problemowi Oirichleta dla
dwuwymiarowego réwnania Laplace’a.

Na wstepie nalezy zauwazy¢, ze Jedro uktadu réwnan catkowych 1 rodzaju
(2.14) Jest symetryczne i okreslone dodatnio. Do rozwiezania ukdadu roéw-
nan (2.14) mozna przystosowaé¢ koncepcje Fridmana [47] podang dla Jednego
réwnania o niewiadomej funkcji zadanej na odcinku Qab] , nalezacej do L2
[a, b]-

Odnos$nie do uktedu réwnan 1| rodzaju (2.14) mozna réwniez wykazaé, ze
Jezeli istnieje rozwiezanie tego uktadu, to cigg funkcji <5k(X) (k =

2,....Np) okreslony wzorem rekurencyjnym
Ok m6];_10) ¢*[»,/ -F1 1 ~ U (V)inj=% diy] <4-24>
i
X6 tk k -1,2 Np) -
gdzie:
0 k() £ L*(tek). (4 .25a)
0 < & < 2&J. (4.25b)
a Jest najmniejsza liczbe charakterystyczng operacji (2.15), Jest

zbiezny w przestrzeni Lgfa) do rozwiezania ukdadu réwnan (2.14). W tym
celu nalezy wzigé¢ pod uwage nastepujece posta¢ funkcji 6k(x):
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6k() -6KQ) + r,(x). (4.26)
Podstawlajec wzér (4.26) do réwnania (4.24) oraz uwzgledniajac réwnanie
(2.14) otrzymuje sie:

Np
k) -<_1() -0

- xyT1
f*i-i(x KXYj Y (4-27)
i

Niech 1 ~(X)| bedzie uktadem ortonormalnym funkcji wkasnych odpowiada-
Jecych wartosciom charakterystycznym # réwnania

dly - 0 (4.28)
*EH> y
1-1 «1

Mnozac réownanie (4.27) przez funkcje wkasne "~ i ~ 1 catkujac stronami po

konturach ® . UEk otrzymuje sie:

k-1
"o Np
. . . (4.29)
<M omxi~1 $Y2 TIEW 7 i OQQtn-i(Y)InTWT dly"
k-1 1-1"k 1
€ 'e
gdzie
N

VAN AV/AN I (4.30)

1" 0 0>

Poniewaz Jedro In-|~j- Jest symetryczne, a "*(x) spednia réwnanie (4.28)
wiec:

triV i 1-1v

R _ ; dly dIx -
FXLIA71 CQMew rd,x dlY *£24tn . 1) T E | i (WDINW T
* tel 5
Np f-1

B £ A mIO2IN)dIX (4-31)
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Podstawiajac wynik przeksztatcen (4.31), w réwnaniu (4.29) otrzymuje sie:

-
[
-1

¥ 1

9. \_n-i /. & .n o
*-dai @ -t? <i- (4.32)

Na mocy zupednosSci uktadu ortonormalnego funkcji wkasnych |7 ~(x)m odpo-
wiadajacych réwnaniu (4.28), tj. spedniajacych whasnosci

. .y dIx “ 1 (4.33)
hV > S £ 17i'X)|
mk (xX)yk (x)dIx - 0 dla i j J (4.3%)
k*1  k
funkcje 7°(x) (k =1,2 Np) mozna rozwing¢ na szereg Fouriera wzgle-
dem tego uktadu
00
re(X) *y &1 (x) k- 1,2 Np) (4.35)
Na mocy réwnosci Parsevala [4]
N
Htii2. -iz AKn(x)i2dix ' £ k i 2 @-3»
2 k»1 "k 1*1

Dla n » 0 zgodnie z definicjg (4.26) szereg

E KI12-E #1 60(x) -6k(x)|2dIx (4.37)
i-1 K1\

Jest zbiezny, gdyz z zatozenia istnieje catka po prawej stronie réwnosci

(4.37). Uwzgledniajac relacje (4.32), szereg (4.36) mozna zapisa¢ w pos-
taci:

E K I Kl
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2 2
Poniewaz szereg IIcf,'?l Jest zbiezny. a liczby (1 -~) <1 tworzg
i-111 *1
cigg monotoniczny i ograniczony (i- k, k+1,...),wiec na mocy Kkryte-
2

rium Abela [46] szereg " Ir"| Jest zbiezny.
i-
Zatem dla dowolnie matej dodatniej wartosci £>0 mozna dobrac¢ takie

k > k(£), niezaleznie od n, ze

2<1 “.39)

Ponadto dla tego samego ( >0 i ustalonego k  mozna dobra¢ takie

n> n(@), ze suma pierwszych k - Ilwyrazéw szeregu (4.38)spetnia osza-
cowanie :
k1 2n
>-£> K| (140
i-1 1

gdyz przy koricowym i - k - 1 zachodzi (1 - ir-)< 1.

i
w ten sposo6b zgodnie ze wzorem (4.36) dochodzimy do oszacowania

(R | -Né> LI]io?'_‘o()|'aA1 A (4.41)

’J|4<<) k-1 « k

z ktérego na mocy roéwnosci (4.26) wynika zbiezno$¢ metody kolejnych przy-
blizen okreslonych wzorem (4.24).

Dob6r parametru & spedniajacego nieréwnos¢ (4.25b) wymaga znajomosSci
najmniejszej liczby charakterystycznej uktadu Jednorodnego (4.28). Do
przyblizonego obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej mozna

zastosowa¢ metode Kelloge [86].
W rozpatrywanym przypadku polega ona na tym, ze dla dowolnych funkcji

wk(x) e L2Cek), gdzie X« tk (k =1.2,...,Np)
nieortogonalnych do funkcji wkasnej -ipMX) roéwnania jednorodnego (4.28)

buduje sie ciag funkcji:

o3k (x) AL QOIMW dIY! Xetk (k= 172 v o* (4.42)
1=1 «1
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gdzie

o*(x) -tol(®

i cieg liczb
IKril1
1®n B°
gdzie
con () x)jadl, (4.43)

Przy powyzszych zatozeniach najmniejsza liczbe charakterystyczng =z nad-
miarem otrzymuje sie w postaci [86])

1K - i
IFnl (4.44)

Majac na uwadze realizacje procesu obliczen kolejnych przyblizen (4.24)
na EMC, nalezy wystepujaca tam operacje catkowag dyakretyzowa¢ Jednym ze
sposobéw podanych w punkcie 3.4, a nastepnie rozpisaé¢ ten proces w punk-
tach podziatu Yk konturéow el (1 » 1,2....,Np).

Otrzymuje sie wéwczas

*1.J *6i_It) ¢*[2«0yl - £ E ci(Y})o»-i,i] (4%45)
L k-1 i-1 J
a » 1,2 Np) J -1,2 Nx) m-1.2,...).
gdzie
< j 7 6i(YK)-

Nietrudno zauwazyé, ze algorytm (4.45) stanowi proces kolejnych przybli-
zen dla rozwigzania uktadu réwnan algebraicznych (4.7). Nie mozna go Jed-
nak rozpatrywa¢ w oderwaniu od metody kolejnych przyblizen (4.24), gdyz
rozpatrywanie Jego zbieznosci ma sens tylko wtedy, kiedy zbiezne sg kolej-

ne przyblizenia (4.24), co. Jak pokazano, uzaleznione Jest od doboru pa-
rametru 9, .
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V przypadku gdy zachodzi konieczno$¢ rozwigzywania bardzo duzych ukta-
déw algebraicznych (4.7), trudnos$ci rozwigzania tego uktadu zwigzane z Je-
go zdym uwarunkowaniem mozna przezwyciezy¢ stosujgc metode kolejnych przy-
blizen w postaci (4.45). Przyktad zastosowania tej metody podano w kornco-
wym rozdziale pracy.

4.2.2. Rozwigzywanie uk#adu réwnan catkowych I rodzaju (2.4) metodg ko-
lejnych przyblizen - zagadnienie tréjwymiarowe

Analogiczne rozumowanie Jak w przypadku ukdadu réwnan (2.14) (patrz pkt
4.2.1) mozna przeprowadzi¢ odnosnie do uktadu roéwnan catkowych (2.4), be-
dacego rownowaznym zewnetrznemu problemowi Dirichleta dla tréjwymiarowego
réwnania Laplace”a.

N pierwszej kolejnosci nalezy zauwazy¢, ze jadro operacji catkowej
(2.5) wystepujacej w uktadzie roéwnan (2.4) jest jadrem symetrycznym. Po-
nadto jadro to jest okreslone dodatnio, poniewaz jego forma kwadratowa [86J

2f,. y~* fy(x)6*1(x)dsx

. 1.1sl
:1 S1Ssk (4.46)

dv  SX
1=1 k

odpowiada $redniej wartosci energii za okres [117], a jako taka jest rze-
czywista 1 dodatnia. Do rozwigzania uktadu réwnan catkowych 1 rodzaju
(2.4) mozna zastosowaé¢ jak w pkt 4.2.1 koncepcje Fridmana podang w pracy
[47] dla Jednego réwnania X rodzaju. ,

Mozna mianowicie wykazaé¢, ze ciag funkcji mj6,,(x)]| k = 1,2, Np) (n

* 1>2,...) okreslony wzorem rekurencyjnym :
<SS, () =<An_iG) +tA oovk - $ 2 I ~w r udS, X € sk (k =1,2 NP
1.1 S1 (4.47)
gdzie
6k(x) e L*(Sk), 0< A « 28&J, (4.48)
a Jest najmniejsza liczbg charakterystyczng operacji Y (2.5), Jjest

. N k
zbiezny w przestrzeni L*(S) (S * J S ) do rozwigzania uk#adu réwnan

k«l
catkowych 1 rodzaju (2.4). Dowdéd zbieznosSci tego ciagu funkcji mozna prze-

prowadzi¢ w analogiczny sposéb jak w pkt. 4.2.1, zamieniajgc tam operator
WLl 2z Jadrem logarytmicznym w operator (2.5) z Jadrem typu yyF" ktérego
dziedzing jest przestrzen funkcji L»(s) okreslonych na powierzchniach
przewodnikéw S =s7.,us P. Dobér parametru spedniajacego nieréwnosé
(4.48) wymaga znajomosci najmniejszej liczby charakterystycznej 5% ukta-
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du Jednorodnego (3.6) odpowiadajacego ukdadowi (2.4). Do przyblizonego
obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej ~ z nadmiarem mozha
zastosowa¢ metode Kelloga [86]- Niech dany Jest ukd#ad Np przewodnikéw o
dowolnych powierzchniach S1 (I « 1.2,...,Np) i potencjatach v*.  Oak
wiadomo, rozwigzanie zewnetrznego problemu DIrlchleta dla réwnania Lapla-
ce’a w takim przypadku wprowadza sie do rozwigzania ukdadu roéwnan catko-
wych 1 rodzaju (2.4). Do rozwigzania ukdtadu (2.4) mozna wykorzysta¢ meto-
de kolejnych przyblizehA (4.47), przystosowujgc Jg do realizacji na EMC.

W tym celu nalezy wystepujaca tan operacje catkowg (2.5) aproksymowac
metoda podang w pkt. 3.1.1, a nastepnie rozpisa¢ ten proces w punktach Y’j
@« 1,2, .Nj) triangulacjl powierzchni S {1 - 1,2,...,N ).

Otrzymuje sie wéwczas nastepujacy algorytm:

Np Nk
6J.j m<n-1.j +» [2€0yl - £ E Ai<>n-1,i1 1 <we*>
k-1 1-1
a-1.2 Np) g -1,2 Nx) (- 1,2.... @o).
gdzie
6n,J

ktéry stanowi proces kolejnych przyblizen dla rozwigzania uktadu réwnan
algebraicznych:

y L. * 260vl 0 - 4»2..... NX) (@ -1.2..... N ) (4.50)

Uktad réwnan (3.255) stanowi szczeg6lny przypadek ukdadu (4.1), w ktérym
odrzucono te réwnania 1 cztony odpowiadajgce przewodom walcowym, a pozo-
stawiono te, ktoére odpowiadaja aproksymacji operatora (2.5) z zastosowa-
niem triangulacjl dowolnych powierzchni przewodzacych. Algorytmu (4.49)
nie mozna Jednak rozpatrywa¢ w oderwaniu od metody kolejnych przyblizen
(4.47), gdyz rozpatrywanie Jego zbieznosci ma tylko sens wtedy, kiedy
zbiezne sa kolejne przyblizenie (4.47), co. Jak pokazano, uzaleznione Jest
od doboru parametru &. Wymaga to zgodnie z nieréwnoscig (4-48) okresSle-
nia najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.5).

Do przyblizonego obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej ope-
racji (2.5) zastosowana bedzie metode Kelloga [86] - w tym celu dla dowol-
nych funkcji w k() « L*(sk) (k - 1,2 Np) (x ¢ Sk) nleortogonalnych
do funkcji whasnej y k() roéwnania Jednorodnego (3.6) buduje oie ciag
funkcji:

- 115 -
X C S
NP o1 (Y (4.51)
1P R gy kx12 v
F<>0 am " -1.2....

gdzie

uk®® =wkQ@)

i cigg liczb

IKi-ill

gdzie

(4.52)
dsv

kel sk

Przy powyzszych zatozeniach najmniejsza liczbe charakterystyczna 2z nad-

miarem otrzymuje sie w postaci [86] :

(4.53)
»n-111

Majac na uwadze realizacje procesu obliczen na EMC, nalezy konstruk-
cje funkcji (4.51) oraz ich normy (4.52) zalgebraizowa¢. W tym celu nale-
zy dla funkcji wj(x) wprowadzi¢ analogiczng aproksymacje Jak w pkt.
3.1.1 (wzér (3.17)) oraz identyczng triangulacje powierzchni S1. Otrzy-

muje sie wéwczas:

0 X 4 eijk"

gdzie

“n.i “wntli

. ) ) } } (wzér (3.10)).
1 - trojkat triangulacjl powierzchni

Wykorzystujac aproksymacje operatora Y (2.5) przeprowadzong Ww punkcie
3.1.1 (wzér (3.34)) w procesie konstrukcji (4.51) funkcji a\j(x) oraz roz-
pisujac ten wzér (4.51) w poszczeg6lnych punktach triangulacjl Yj po-
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wierzchni S1 (@ * 1,2 ND) (g =1,2, N.), otrzymuje sie nastepu-
Jaca algebraiczng posta¢ procesu konstrukcji ciagu funkcji
m 1.2 )

Np Nk

M* -<j -IZ E ANi.i

Uwzgledniajac przy obliczaniu normy (4.52) aproksymacje funkcji <j>J(X) da-
ng wzorem (4.54) dla triangulacjl powierzchni S1 (1 » 1,2 Np) tréj-
katami (wzér (3.10)) oraz uwzgledniajgc wz6r (3.13), otrzymuje sie
nastepujace przyblizenie normy (4.52):

-12 Vv (mxXz VvV

(4.55)

p
siE Tz
1=1 (igk) e JF
2 , 1 2
[hn.il *H@n<jil ¥ Fka,k I

+ll<l.i +6Vij +<T<Iizjv2I <A|56>

gdzie
Jjyl - zbiér tréjkatow trisngulacji powierzchni S1.

Wzory (4.55), (4,56) i (4.53) pozwalajag wiec w sposéb przyblizony okres$-
li¢ najmniejsza liczbe charakterystyczng operacji "V (2.5) z zastosowa-
niem techniki numerycznej. Nalezy zauwazy¢, ze w konstrukcji (4.55) ciagu
funkcji J(Yj)J niezbednego do obliczania 9, stosuje sie te samg
macierz aJ(yJ), ktéra wystepuje w procesie iteracyjnym (4.49), co nie-
watpliwie skraca czas obliczen.

4.3. Zastosowanie metody kolejnych przyblizen do rozwigzywania uktadu row-
nan catkowych Il rodzaju (2.27) i (2.43)

Zastosowanie metod regularyzacji podanych w punkcie 2.2.1 pozwala na
sprowadzenie uktadoéw roéwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) (zagadnienie tréj-
wymiarowe) i (2.14) (zagadnienie dwuwymiarowe) do odpowiednich uktadéw
réwnan catkowych Il rodzaju (2.27) i (2.43).

Réwniez stosowanie potencjatu warstwy podwédjnej pozwala przedstawic
zewnetrzny problem Oirichleta dla tréj- i dwuwymiarowego réwnania Lapla-
ce’s w postaci réwnowaznych ukdadéw réwnan catkowych 11 rodzaju odpowied-
nio w postaci (2.54) 1 (2.58). 0o przyblizonego rozwigzania uktadu roéwnan
catkowych 11 rodzaju nozna zastosowa¢ klasyczng metode kolejnych przybli-
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zen [86]. Metoda ta bedzie wykorzystena do rozwigzania wczes$niej wymie-
nionych réwnan zalgebraizowanej postaci. W dyskretyzacjl algorytméw kolej-
nych przyblizen zastosowane beda elementy brzegowe i funkcje sklejane.

W pierwszej kolejnosci rozpatrywany bedzie ukted réwnan catkowych Il
rodzaju (2.27), ktoéry jest roéwnowazny zewnetrznemu problemowi Oirichleta
dla tréjwymiarowego réwnania Laplace’a.

Zgodnie z metoda kolejnych przyblizen [136] tworzy sie ciag przyblizen
{«d(X)]} @ -1.2..... Npl) (n = 1.2....) ne podstawie wzoru rekurencyj-
nego, ktoéry dle uktadu (2.27) przyjmuje postac:

V r 1
61 (X) mary . gN~(-fwr) - tsyt dsY + 2fovl"1* (4-57)
k«l«k L * J
gdzie
1, (x e S1) @ -1,2 Npl).

Dla A =1 cigg przyblizen (4.57) Jest zbiezny, jezeli najmniejsza licz-
ba charakterystyczna Jest wieksza co do modutu od jednosci [124]

171 > 1 (4.58)

Istnienie Jednoznacznego rozwigzania uktadu (2.27) nie zalezy od statych
wspotczynnikéw > 0. Z punktu widzenia Jednak metody kolejnych przy-

blizen nalezy Je dobra¢ tak, aby zachodzita nierdéwnos$¢ (4.58). Wspétza-
leznos¢ miedzy najmniejsza liczbg charakterystyczng operacji (2.29) a
wspotczynnikami oc® a =1,2,... ,N ) mozna znalez¢ stosujac przybli-
zong metoda Kelloga [86]. s

W rozpatrywanym przypadku buduje sie ciag funkcji Cm 1.2
....Npl) (X eS1) i ] -

(x c S1). (4.59)
*j<*> e 14
k-1 ck

- iwr]Jsv

gdzie
IPp(X) dowolna funkcja nalezaca do L~tsl) i ciag liczb
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"-n-11
1o 1
gdzie
1
Vi, p 5
Nl W [<(X)] dsv (4.60)

L k-1 V.k

Najmniejszg liczb« charakterystyczny operacji (2.29) nozna wéwczas osza-
cowa¢ w postaci:

n U™n-1H
*n I (4.61)

Majac na uwadze realizacje procesu kolejnych przyblizen oraz obliczanie
najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.29) na EMC, nalezy od-
powiednie iterecje (4.47) i (4.59) dyskretyzowaé stosujac aproksymacje ope-
racji (2.29) dana wzorami (4.8), (4.9) i (4.10). Wzor rekurencyjny (4.57)
przyjmie wéwczae postac¢ zalgebreizowang:

pl

on(npr) “£ ANijkAnprAn-17Nijk™ * 2koV#oCs 578 “ F.2....,Npl)
1

jpj« 8; M-1.2...®, (4.62)
gdzie
K*jL{) okreslone Jest wzorem (4.10)

An(npr) = &nNYmpr/h* Ynpr * ~mpr (""zér 3.10)

- stata gestos¢ #adunku dla tréjkata e*pf. triar.gulacji powierzchni S8.
Analogiczna dyskretyzacja wzoru rekurencyjnego (4.59) oraz (4.60) daje:

aCn(mpr) -2 YZ Y Z AljkAmpran-1djk) (4.63)

N

(4.64)
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gdzie 9fo(mpr) “ dowolne state przyporzgadkowane poszczegélnym tréjkatom
~Ampr triangulacjl powierzchni S1.

Nalezy zauwazyé¢, ze algorytm (4.62) stanowi proces kolejnych przybli-
zen dla rozwigzywania ukdadu roéwnan algebraicznych (4.9). Nie mozna go
Jednak rozpatrywa¢ w oderweniu od metody kolejnych przyblizen (4.57), adyz
rozpatrywanie Jego zbieznosci ma sens tylko wtedy, gdy zbiezne sg kolejne-
przyblizenia (4.57), co, Jak wiadomo [86], uzaleznione Jest od wartosci
najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.29) (nieréwnosci (4.581).
Obliczenie najmniejszej liczby charakterystycznej operacji mozna wykonaé
stosujac wzory (4.61), (4.63) i (4.64).

Stosowanie potencjatu warstwy podw6éjnej pozwala réwniez na sprowadze-
nie zewnetrznego problemu Dirichleta dla tréjwymiarowego réwnania tapig-
ce "a do uktadu réwnan catkowych XX rodzaju (2.43). W takim przypadku moz-
na roéwniez do rozwigzania uktadu réwnan (2.43) zastosowaé metode kolej-
nych przyblizehn w postaci dyskretnej, analogicznie jak dla uktadu (2.27).

4_.4. Algebralzac.la uktadéw roéwnan catkowych brzegowych I 1 Il rodzaju
(2.69) 1 (2.70)

&/ punkcie 2.3 pracy pokazano, ze rozwigzanie réwnania Laplace’a w ukta-
dzie przewodnikéw 1 dielektrykéw doskonatych z warunkami brzegowymi (2.63*
(2264) 1 (2.65) mozna sprowadzi¢ do rozwigzania réwnowaznego ukdadu roéw-
nan catkowych 1 i Il rodzaju (2.69) i (2.70) ze wzgledu na gestosci +a-
dunkéw swobodnych d1(x) wystepujacych na powierzchniach przewodnikéw o-
raz gestosci +tadunkéw fikcyjnych «*(x) wystepujacych na powierzchniach
dielektrykow.

Réwniez w tym przypadku ze wzgledu na_dowolno$¢ rozpatrywanych powierz-
chni przewodnikéw S i dielektrykéw T do i~h aproksymacji zastosowa-
na bedzie metoda triangulacjl powierzchni za pomoca tréjkatow (wzor
(3.10)). Funkcje gestosci #adunkéw swobodnych® 61(x) oraz fikcyjnych (x)
aproksymowane bede funkcjami sklejanymi zerowego stopnia, tj. statymi na
poszczeg6lnych tréjkatach “elJJk triangulacjl. Operacje catkowe wystepuja-
ce w uktadzie roéwnan catkowych (2.69) i (2.70) stenowie kombinacje poten-
cjatu warstwy pojedynczej i ich pochodnych. 0o ich dyskretyzacji mozna
wiec zastosowaé wzory (3.15) 1 (3.99) wyprowadzone przy zatozeniu statych
wartos¢* gestosci +adunkéw swobodnych na trojkatach ~jk trian9u~
lacjl powierzchni przewodzacych S1 oraz statych wartosciacn gestosci ta-

dunkéw fikcyjnych na tréjkatach triangulacjl powierzchni die-

lektrykow F 1. n
Stosujec nastepnie netode kollokacji polegajac? w rozpatrywanym przy-
padku na zapisaniu uktadu réwnan catkowych 11 rodzaju (2.69) we wszyst-

kich punktach wewnetrznych Y8npt %8 tréjkatow triangulacjl powierz-
chni dielektrykéw r® (s - 1,2,..P.nJ) oraz na zapiseniu uktadu réwnan
catkowych I rodzaju we wszystkich punktech wewnetrznych X*npe "e8" tréj-
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ketéw trlangulacji powierzchni przewodnikéw S* otrzymuje sie nastepuja-

cy ukdad réwnan algebraicznychs

*mnp m * Y2 X "sGiJk™Ymnp),Cidk
1-1 {ijkje Jf

(s "1)a ([nnpjejel

Np
B | A a AGijk(Y:np) “ijk * 0
1-1 {i;
(s - 1,2,,. Ny (YﬁnpSt%np-) (4.65)
J
Np
[. € iRk mprEk +
1-1 {ijkje

1Fijk<XmnpXijk ®m 2*ovS (4.66)

gdzie funkcje 1 Fijk”~ wyrszaje sie wzorami (3.111) i (3.16)

Jf1 - zbidértrojkatow trlangulacji J-  powierzchni dielektryka T1,

Jjfp - zbioértréjkatow trlangulacji  |mnpj powierzchni przewodnikéw S1,
w ktéorym Jest tyle niewiadomych gestosci powierzchniowych 4adunkéw swobo-
dnych 6* k 1 fikcyjnych H® Jest réwnan.

Jezeli rozpatrywany ukdad réwnan algebraicznych (4.65) 1 (4.66) Jest
zbyt duzy, to Jsgo rozwigzywania numeryczne moze utrecl¢ stabilnos$¢ zwle-
zane ze zdym uwarunkowaniem ukdadu réwnan catkowych 1 rodzaju (2.71).

Dla unikniecia tych trudnosci mozna zastosowac mstody regularyzacji
omawiane w punkcie 2.2. W przypadku np. gdy rozpatrywane powierzchnie prze-
wodnikéw S1 se powierzchniami zamknietymi, zamiast réwnan algebraicz-
nych (4.66) mozna zalgebraizowa¢ roéwnowazny ukdad réwnan catkowych:
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gdzie

> 0.

Proces ten przsprowsdzony analogicznie Jek w pkt. 4.1.2 daje:

mC, L

jz
1-1 {1jk}e JUj

(s -1.2 "y AXmnp * Amnpt (4.68)

gdzie zgodnie ze wzorem (4.10)

( -*iFijk®) dla xe ®U
AKX (4-69)

Gijk() -«<~A>Fijk(x> dla x i 7ijk
5) -ox dla  X**cjjki  jijkj e Jfj

Przy rozwigzywaniu ukdadu réwnan algebraicznych (4.65) i (4.68) nie wy-
stepie Juz takie trudnosci jak przy rozwigzywaniu réwnowaznego ukdadu
(4.65) i1 (4.66). Ponadto parametry reguleryzecji < mozna dobraé¢ tak,
azeby wspétczynnik uwarunkowania macierzy uk¥adu réwnan (4.65) 1 (4.68)
by+ mozliwie najmniejszy.

W przypadku zastosowsnla metody reguleryzacJ¥, polegajecej na dotecze-
nlu do uktedu réwnan catkowych Il rodzaju (2.69) zamiast uk¥adu réwnan
catkowych 1 rodzaju (2.71) réwnowaznego ukdtedu réwnan catkowych 11 rodza-
ju (@4.60), mozna Je réwniez rozwiezaé¢ stosujec metode kolejnych przybli-
zen w zalgebraizowanej postaci, analogicznie Jak w pkt. 4.3.



5. C3LICZANIE ROZKLADU WEKTORA NATEZENIA POLA ELEKTRYCZNEGO

W poprzednich rozdziatach pracy dokonano rozwigzania problemu Dirichle-
ta ala dwu- i tréjwymiarowego réwnania Laplace®a jako roéwnowaznego uk¥adu
réwnan catkowych 1 i Il rodzaju, ktérych konstrukcja oparta Jest na po-
tencjale tak warstwy pojedynczej. Jak i podwdéjnej. Niezaleznie jednak od
sposobu przyblizonego rozwigzania potencjatu Vv(x) natezenie pola elek-
trycznego w obszarze zewnetrznym przewodnikéw wyraza sie wzorem:

E(x) = -grad v(x).

5.1. Pole elektryczne guasl-statyczne sinusoidalnie zmienne w ujeciu tréj-
wymiarowym

Stosowanie potencjatu warstwy pojedynczej pozwolito sprowadzié¢ zew-
netrzny problem Dirichleta dla tréjwymiarowego roéwnania Laplace®a do ukta-
du roéwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) lub 1l rodzaju (2.27), (2.37), (2.40)
i (2.41), (2.42). W zaleznosci od tego czy do dyskretyzacjl wystepujacych
w tych rownaniach operatoréw zastosujemy aproksymacje funkcji gestosci
+adunkow stat« na powierzchni poszczeg6lnych trojkatéw triangula-
cji powierzchni przewodzgcych S czy liniowg ze wzgledu na zmienne wez-
+owe otrzymuje sie rozwigzanie dyskretne tych réwnan catkowych w po-
staci f6JjkJ lub |61) " ktére P°zwale otrzyma¢ przyblizone rozwigza-
nie potencjatu v(x) w dowolnym punkcie na zewnagtrz przewodnikéw odpowie-
dnio w postaci:

V(x) “2TTY2 YZ
1-1  [ijkj eJf

1R (Y .2)
NP N1

VOO “iflz 6ir ¢-3)
1-1 i-1

gdzie funkcje ksztattu FIjk " 1 A*(x) okreslone sa odpowiednio wzo-
rami (3.16) i (3.35).
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W analogiczny spos6b mozna okresli¢ potencjat w przypadku rozpatrywania
mieszanego zagadnienia brzegowego (uktady przewodnikéw i dielektrykow)
dla réwnania Laplace’a (pkt. 2.3 i 4.4).

Stosowanie potencjatu warstwy podwéjnej pozwala roéwniez sprowadzi¢ ze-
wnetrzny problem Dirichleta do ukdadu réwnan catkowych 1l rodzaju (2.55),
ktérego przyblizone rozwigzanie ze wzgledu na zmienne wezdowe gestosci war-
stwy podwdjnej pozwala otrzymac¢ przyblizone rozwigzanie na potencjat
v(X) w postaci:

i ™

Ve iz k O - airt(Ol
0 1=1 i-1L J

6.4
gdzie funkcje ksztattu R*(x) i RA(X) wyrazaja sie odpowiednio wzorami
(3.139) i (4.12).

Oezeli potencjaty poszczeg6lnych przewodnikéw sa zadane w postaci ze-
spolonej, co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o
tych samych pulsacjach, lecz réznych fazach, to réwniez gestosci weztowe
6* lub 6j bedace rozwigzaniem ukdadu réwnan np. (2.27) lub (2.55) sa
zespolone, a zgodnie ze wzorami (5.3) i (5.4) oraz (5.1) sktadowe ExI(X) ,
Ex2 (X ) EX3(X) sg rowniez zespolone :

EQ) =Mx 1 (O ¥ K2Ex2(x> + K3Ex3(x)" -5
gdzie

EX1(X) - -8V/OXi .

Dak pokazat autor w pracy [I18] w takim przypadku, ogélnie rzecz biorac,
dziedzinie czasowej wektor natezenia pola elektrycznego

E(X) = TIExI(X.t) ¢ k2Ex2(x,t) ¢ Kk3Ex3(x,t) (5.6)

jest spolaryzowany eliptycznie, tj. zakresla w ciggu okresu T elipse
(rys. 5.1). Wartosci skuteczne sktadowych tego wektora w kierunku poétosi
duzej i matej tej elipsy wynosza odpowiednio:

EaOO0 max JIHEX-©)] = r]ExI(X)]2cos2@X]l - §e?A) ¢
tf(0.t] k |

1/2
IEX2(X)|2COS2(¥3(2 - 5Pa) * IE*3(x>1° I<fxs - 7 Pa*
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Rys. 5.1. Elipsa pola wirujacego Jako krzywa przestrzenna
Fig. 5.1. Ellipse of the rotational field as the three - dimenslonel curve

Eg(x) - kjJ ExI(x)| cosjyxj*Cx) - | +
» k2 Ex2(x)100St x2(x) - #VA<X3] + «3|EX3(X)JCO9[X3(XN - * <M X7] ©

Eb() = (in NE(x.t) = [IExXI(X)] 2sIn™ \Vt) *

t«(o, r:& V2 .7

o [Ex20012¢in2frx2 - y VA) o |Ex3(x>|2sin2("x3 - ?Pa]l2

EbQ) * *HEXICOISInK I () * 2«<>AQ0] +

¥ R2 Ex2(x) |SIN[<Px2() - [V?A()] ¢ K2 IEX3(G)I8In[A3 ()" 17AX)] -
gdzie

e)A(x) = arg[E21(x) + Ex2<X) + Ex3<X)]
(k.81

E))éi(X) 7 - lIJri a - 1-233)

W przypadku granicznym, gdy punkt X zmierza do powierzchni S1 przewod-
nika, otrzymuje sie:

lim E(x) - Ea(xd) , (CR>))]
X-x+e$
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przy czym

Eb(xJ) - O. (5.10)

Jezeli do wzoru (5.1) podstawié¢ przyblizone wartosci potencjatow v(x)
dane np. wzorami (5.3) lub (5.4) i dokona¢ przejscia granicznego zmierza-
jac z punktem X do powierzchni S1 przewodnike, otrzymuje sie woéwczes
sktadowg normalng wektora natezenie pola elektrycznego. Jezeli prototypem
rozwigzania zewnetrznego problemu Dirichlete Jest potencjat warstwy poje-
dynczej (2.3), to wspomniane przejscie graniczne Jest réwnowazne znajomo-
Sci gestosci powierzchniowej +adunkéw otrzymanej z rozwigzania ukdadu ro-
wnan algebraicznych (np. (4.1). Jezeli natomiast prototypem rozwigzania
zewnetrznego problemu Dirichleta Jeet potencjat waretwy podwéjnej (2.51),
to nie mozna bezposrednio rozwigza¢ rozktadu natezenia pola elektrycznego
na powierzchniach przewodéw. Z rozwigzania uktadu réwnan algebraicznych
(4.15) otrzymuje sie bowiem gestosci warstwy podwéjnej V 1, ktére zgodnie
ze wzorem (2.53) pozwola bezposrednio okresli¢ tylko #edunkl catkowite
na poszczegdlnych przewodnikach. Chcac okresli¢ natezenie pola na powierz-
chniach przewodnikéw, nalezatoby w tym przypadku we wzorze

Np N1
E(x) - -gradv(x) - - - £ £grad rJ(x) - alRi(x) tJ (5.11)
0 1-1 i-1 L

dokona¢ przejscia granicznego przy punkcie X zmierzajacym do powierzch-
ni S1.

Podany algorytm w postaci wzorow (5.7) 1 (56.8) Jest ogélny i moze byc
dotgczony do dowolnego sposobu rozwigzania zewnetrznego problemu Diri-
chleta dla tréjwymiarowego réwnania Laplace"a z sinusoidalnie zmiennymi
warunkami brzegowymi o matej pulsacjl.

Pozwala wiec on na badanie rozkiadow pél elektrycznych quasi-statycznych
spolaryzowanych eliptycznie, ktérych badanie Jest niezbedne w technice
wysokich napiec.

5.2. Pole elektryczne guasl-statyczne sinusoidalnie zmienne w ujeciu dwu-
wymiarowym

Stosowanie potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej pozwolito na
sprowadzenie zewnetrznego problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego roéwnania
Laplace"a do ukdadu réwnan catkowych 1 lub 1l rodzaju (2.14) 1 (2.43),
ktérych rozwigzania ze wzgledu na zmienne weztowe gestosci +adunkéw 6*
pozwala otrzymac¢ przyblizone rozwigzanie na potencjat v(x) w dowolnym
punkcie na zewnatrz przewodnikow
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NP Nk
VOO 20 1Z £ Ci(X) 6i (5.12)
° k«l i-1

gdzie funkcje ksztattu c*(x) okreslone sg wzoreni (3.171) lub (3.186).
Stosowanie potencjatu logarytmicznego warstwy podwéjnej pozwala réwniez
sprowadzi¢ zewnetrzny proébie« Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania La-
place®a do uktadu roéwnan catkowych Il rodzaju (2.58) lub (2.60), ktoérych
rozwigzanie ze wzgledu na zmienne wezdowe gestosci podwéjne tJ pozwala
otrzyma¢ przyblizone rozwigzanie na potencjat Vv(x) okreslony wzorami
(4.19), gdzie funkcje ksztattu hj(x) okreslone sg wzorami (4.10).

Jezeli potencjaty poszczegélnych przewodnikéw sg zadane w postaci ze-
spolonej , co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o
tych samych pulsacjach, lecz ro6znych fazach poczatkowych, to réwniez ges-
tosci weztowe 6* bedace rozwigzaniem ukdadu réwnan (2.14) lub (2.43) sg
zespolone, a zgodnie ze wzorem (5.1) sk#adowe Exl Ex2 wektora E(X) sa
réwniez zespolone.

E(X) - KIExI(X) + K2Ex2(x) (5.13)

Jak pokazat autor w pracy [is] w takim przypadku, ogélnie rzecz biorac, w
dziedzinie czasowej wektor E(x,t) =k~"™_t) + k2Ex2(x,t) zakresla w
ciggu okresu T elipse. Sktadowe wektora natezenia pola elektrycznego w
kierunku potosi duzej i matej tej elipsy wynosza odpowiednio:

Ea(x) yf "*(0(T] EXHI* EI)I + E2(XA (5.14)

Eb<x) MO.T] IECE)] = EIQX)" "E2(X)1 " (5-15)
gdzie

Ej(x) Dlex1(x) + JEx2()I - |EiC)] e~ 1\ (5-16)

e2(x> *INCx) ¢ JEj2(x)]1 - le20)] e" 2 \ (5.17)

natOKiast kat oe(x) podtozenia potosi duzej elipsy wzgledem osi Xj (rys.
5.2) wynosi:

AR - ToeX) +a2@y (5.18)
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Rys. 5.2. Dwuwymiarowe pola elektryczne spolaryzowane eliptycznie
Fig. 5.2. Two - dimeneional electric field polarized eliptically

Jezeli podstawi¢ wzér (5.12) do wzoru (5.1) i dokona¢ przejscia granicz-
nego zmierzajac z punktem X do powierzchni dowolnego przewodnika 't , t
otrzymuje sie sktadowg normalng wektora natezenia pola w danym punkcie
Jego konturu.

Jezeli prototypem rozwigzania zewngtrznego problemu Dirichleta Jest oo-
tencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej (2.13), to przejscie graniczne
jest réwnowazne znajomos$ci gestosci powierzchniowej +adunkéw 67
otrzymanej z rozwigzania uktfadu réwnan (4.7). Stosowanie do rozwigzania
zewnetrznego problemu Dirichleta potencjatu warstwy podwéjnej nie pozwala
na bezposrednie rozwigzanie rozktadu natezenia pola na powierzchniach
przewodnikéw.

W wyniku rozwigzania ukdtadu roéwnan (4.22) otrzymuje sie gestosci war-
stwy podwéjnej % J, ktore zgodnie ze wzorem (2.57) pozwolg bezposSrednio
okresli¢ tylko #adunki catkowite gk na poszczeg6lnych przewodach. W tym
przypadku w celu okresSlenia natezenia pola na powierzchniach przewodéw na-
lezy we wzorze

Np Nk
E(x) = -grad v(x) nC £trrad (O (5-19)
k=1 i=Il
dokona¢ przejscia granicznego w przypadku, gdy punkt zmierza do kon-

turéow e~
Znajomos¢ gestosci tadunkoéw oraz warstwy podwéjnej tlf(_ ><;rtacvch
rozwigzaniem uk#sdéw rownan i-1.7) lub (4.22) o,z wektore /r fU"kC)1
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ksztattu grad c£(x), grad h”"(x) pozwala zgodnie ze wzorami fell) i fe.12)
lub (5.19) okres$li¢ rozktady wektora natezenia pola elektrycznego w ob-

szarach zewnetrznych.

Ze wzgledu na ztozonos$¢ tych funkcji wektorowych nie podano
niejszej pracy.

ich w ni-

6. PRZYKLADY ZASTOSOWAN ROWNAN CALKOWYCH DO OBLICZEN POL ELEKTRYCZNYCH W
TECHNICE WYSOKICH NAPIFC

Opracowane w rozdziale 4 algorytmy do przyblizonego rozwigzywania ukta-
déw réwnan catkowych w powigzaniu z podanym w rozdziale 5 sposobem bada-
nia rozktadéw natezenia pola elektrycznego spolaryzowanego eliptycznie
stanowi uniwersalne narzedzie numeryczne pozwalajgce na badanie po6l elek-
trycznych quasi-statycznych sinusoidalnie zmiennych dla przyjetych we wste-
pie modeli obliczeniowych odpowiadajgcych réznym zadaniom techniki wyso-
kich napie¢. Wspd6lng i oryginalng cechg opracowanych algorytméw Jest to,
ze elementy macierzy otrzymanych w wyniku dyskretyzacji operatoréw catko-
wych wystepujacych w uktadach réwnan catkowych sa wyrazalne w postaci wzo-
réow bedgacych kombinacjami funkcji standardowych lub zbieznych szeregoéw
funkcjonalnych zaleznych od wspé4rzednych punktéw wezdowych powierzchni
lub konturéw. Uniknieto w ten sposob wielotysiecznych odwotan do procedu-
ry catkowan numerycznych, rozwigzano globalnie problem numeryczny zwigza-
ny ze stabg osobliwosciag Jader operatordéw calkowych oraz osiggnieto duza
doktadno$¢ w generacji elementéw macierzy, co Jest szczegbélnie istotne
przy rozwigzywaniu ukdadéw réwnan catkowych 1 rodzaju (2.4) i (2.14).

6.1. Zastosowanie metody elementéw brzegowych do rozwigzania uktadu roéw-
nan catkowo-brzegowych 1 rodzaju linii przesytowej

W oparciu o algorytm skonstruowany w pkt. 4.1.1 (wzory (4.7), (3.186),
(5-14) i (5-15)) opracowano program obliczeniowy do badania pola elek-
trycznego dla dwuwymiarowego modelu linii przesytowych o dowolnych konfi-

guracjach, ktérego schemat blokowy przedstawiono na rys. 6.1.

6.1.1. Obliczenia testujace

Opracowany program przetestowano na przyktadzie obliczeniowym dla da-
nych z rys. 6.1, tj. dla linii jednoprzewodowej. Do obliczen przyjeto pro-
mien rQ » 87,18 mm, netomiast Jego odlegtos¢ wzgledem pHaszczyzny prze-
wodzacej x2 m 0 przyjeto h « 9 m.

Potencjat przewodu ustalono

400 kv
V? -
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Czytat dane:
- parametry geometryczne uktadu linii przesytowej (yli.y5)> rk*
(k - 1.2. Np)

- potsncjaty zespolone poszczegd6lnych przewodéw vk (k « 1,2 ,...,Np)
- Nfc - liczba elementéw po'dzlatu konturéw “ek poszczegdélnych przewo-
dow

/ k
- wspotrzedne weztébw podziatu konturéw przewodoéw Y!((ylf i>Y2 j.)
- wspotrzedne punktéw (x”~,x2), w ktérych obliczy sie natezenie pola

Generacja elementéw macierzy (wzér (3.186)) uktadu réwnan al-

gebraicznych (4.7) dyskretyzujgcego”~réwnanie catkowe (2.14)

Rozwigzywanie uktadu réwnan algebraicznych (4.7)

Okres$lenie sktadowej normalnej natezenia pola elektrycznego na po-

wierzchni przewodow n

Okreé$lenie skitadowych natezenia pola elektrycznego Ea(*) 1 Eb ~
(wzory (5.14) i (5.15)) oraz kata aC(x) (wzér (5.18), potozenie pot-
osi, duzej elipsy pola wirujgcego w wybranych punktach (xIt x2) lezag-

cych na zewnatrz przewodoéw

Rys. 6.1. Schenat blokowy programu obliczeniowego pola elektrycznego |i
nil przesylowej aetoda elementéw brzegowych

Fig. 6.1. Flowchart for program computing electric field of the transais
sion line by the method of boundary eleaente

Ry3. 6.2. Linia jednoprzewodowa

Fig. 6.2. Transalssion llne with one conductor
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Olg linii jednoprzewodowej o przewodzie walcowym rozktad wektora nate-
zenia pola elektrycznego ne powierzchni przewodu mozna wyznaczy¢ anell-

tycznle [117}:

Ola tych samych danych dokonano obliczenn rozktadu wektora natezenia pola

elektrycznego na powierzchni przewodu w oparciu o program przedstewlony
na schemacie blokowym (rys. 6.1) 1 danych z rys. 6.2. W obliczeniach za-
tozono podziat konturu na N ¢ 16 Jednakowych elementéw. Wepobtczynnlkl

meclerzy cJ(yJ) (wzér (3.186) dla k » 1 » 1) wystepujace w uktedzie
rownen algebraicznych (4.7), dyskretyzujgce réwnenie catkowe (2.14) sta-
nowigce zbiezne ezeregi, obliczono z doktadnos$cig 10-5. Otrzymany w ten
spos6b rozktad natezenia pola na powierzchni przewodu linii Jednoprzewo-

dowej poréwnano z rozktadem otrzymanym w oparciu o wzdér (6.1) (tabela i).

Tabele |

Poréwnanie rozktaddéw natezenia pole na powierzchni linii jednoprzewodowej
(rys. 6.2) otrzymanych na drodze enalltycznej 1 numerycznej metodg ele-
mentéw brzegowych

E_ 105 E' 105

n n
rad V/m M/m
0,7854 4,9359 4,8485
1,5708 4,9220 4,8377
2,3562 4,9359 4,8485
3,1416 4,9697 4,8751
3,9270 5,0040 4,9025
4.7124 5,0183 4,9141
5.4978 5,0040 4.9025
6,2832 4,9697 4,8751

En - natezenie pola obliczone na podstawie wzoru (6.1),

- natezenie pola obliczone zgodnie z programem z rys. 6.1 dla N « 16

jednekowych eleaentéw podziatu konturu.

Z poréwnania rozktadéw natezenia pola elektrycznego dokonanego w tabe-
li | wynika, ze aaksyaalny btgd obliczen nuaerycznych En wzgledea obli-

czeh En dokonanych w oparciu o wzér analityczny wynosi:
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max 22Tl 100% = 2.1%

W celu okreslenia tendencji zmian tego btedu dokonano dla rozpatrywanego
przyktadu, obliczen wspéitczynnika uwarunkowania macierzy uktadu réw-
nan (4.7) (wzér (4.3) w zaleznos$ci od ilosci N jednakowych elementéw po-

dziatu konturu przewodu (tabela I1I).

Tabela 11
Zalezno$¢ wspobitczynnika 30 wuwarunkowania macierzy réwnan (4.7) wzgledem
ilosci N Jednakowych elementéw podziatu konturu przewodu dla linii Jed-
noprzewodowej o danych z rys. 6.2
N 8 16 32

K 128 518 1680

Z obliczen tych wynike, ze im wiecej przyjmie sie elementéw podziatu kon-
turu przewodu, to zgodnie ze wzorem (4.3) zachowanie niezmiennego btedu
obliczen wymaga zwigekszenia doktadnos$ci obliczen elementéw macierzy ukta-

du réwnan (4.7) w oparciu o szeregi funkcyjne (3.186).

6.1.2. Obliczanie pola dla modelu linii 400 kv 1 750 kV metode elementéw

brzegowych

Program obliczeniowy opracowany w pkt. 6.1.1 (rys. 6.1) zastosowano do

obliczenia rozktadu natezenia pola elektrycznego na powierzchni przewodéw

*0ow

Rys. 6.3. Konfiguracja linii przesytowal 400 kV
Fig. 6.3. Configuration of the 400 kV transalssion line

- 133 -

linii 400 kV o danych geometrycznych podanych na rys. 6.3. W obliczeniech

przewody robocze 1,2...... 6 i przewody odgromowe 7, 8 przyjeto Jako walco-

we o promieniu r~ = ... » r6 *“ mm> r7 “ r8 = mm.
Potencjaty przewodéw wzgledem ptaszczyzny ziemi przyjeto Jako sinusoi-

dalnie zmienne o wartosciach zespolonych:

[ 90 180 270 360
Rys. 6.4. Rozktad natezania pola na powierzchni przewodéw linii 400 kV o
danych z rys. 4.1

Fig. 6.4. Olstribution of tha alectrlc field strength on tha conductora
surfacas of tha 400 kV line. Data froa 4.1 figura

Rozktad natezanie pols elektrycznego En na powierzchni przewodéw obli-
czono zgodnie z algorytmem (4.7) i (3.186), gdzie przyjeto Nj = ... » Ng »
* 16, przy czy« wybér zmiennych weztowych 6* (k » 1,2,...,8) (1 « 1,
2,...,16) jeet réwnomierny ne kazdy« okregu. Poniewazne powierzchni prze-
wodéw En » %/E , wiec rozwiezeEie uktadu réwnan (4.7) ze wzgledu na znien-
ne weztowe gestoséci tadunkéw 67 jest réwnowezne z obliczenie« sktedo-
wych normalnych wektore natezenie pola w tych sanych punktach wezto-
wych. Rozktad ten dla poszczegdlnych przewodéw podano ne rys. 6.4. Maksy-
malne wartosci netezenia pola wystepuje na przewodach 3 14 fazy srodkoj
wej i wynosze 16,4 lOC V/m, co odpowlade maksymalnej amplitudzie 23,2 10
V/ta. Analogiczne obliczenia wykonano dla modelu linii 750 kv (rys. 6.5),
przedstawiajec Je na rys. 6.6.

Znajomos$¢ rozktadu tadunkéw na powierzchniach przewodéw pozwala zgodnie

ze wzorami (3.185), (5.14), (5.15~ obliczy¢ rozktad potencjatu i wektora



Rys.

Fig.

6.6.

6.6.
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Rys. 6.5. Konfiguracja linii 750 kv
Fig. 6.5. Configuration of the 400 kV lina

Rozk¥ad natezania pola na powierzchni przewodéw linii 750 kV o

danych z rys.

Distribution of the slectric field strength on the

surfaces of the 750 kv line.

Oeta from 4.3 figure

conductors

Rye. 6.7. Rozktad natezenia pola pod liniami 400 i 750 kv na wysokosci
1,8 « nad ziemie

Fig. 6.7. Distribution ofthe electric field etrength under 400 and 750
kV lines on the 1,8 m level

natezenia pola w dowolnym punkcie wokét linii. Jak wiadomo, pole elektrycz-
ne wokét linii Je9t polem spolaryzowanym eliptycznie (np. [I8, 41]). Bio-
rec wiec pod uwage wzory (5.14) i (5.15) na skiadowe Eg i pola e-
lektrycznego odpowiednio w kierunku poétosi duzej i matej pola wirujecego

obliczono Jego rozktady na wysokos$ci 1,8 m nad ziemie (rys. 6.7). Rozkla-
dy te pokrywaje sie z rozktadami obliczonymi w oparciu o algorytm podany
w pracy [I8] . Zbiezno$¢ tych obliczen wynika z faktu, ze dla punktéw X
dostatecznie odlegtych odprzewodéw wystarczaaproksymowac gestosci ta-
dunkéw 6 k(Y) funkcje state 6 k(Y) = const na kazdym konturze ‘el prze-
wodu, co przy rozwinieciu (3.180) Jedra operacji (2.15) daje:

\% BWE //<*> ‘"« X ml , A
k=i <eK k=i IXy 1

Taka aproksymacja operatora typu potencjatlu logarytmicznego warstwy poje-
dynczej byta podstawe konstrukcji algorytmu obliczenia pola w punktach le-
zecych dostatecznie daleko od przewodéw linii (np. [I8, 42, 64, 84]).
Oprecowany w tej pracy algorytm stanowi uogélnienie tamtych algoryt-
méw, pozwalajec réwnoczeénie oblicza¢ pola w warstwie przy powierzchni

ziemi,Jak réwniez na powierzchni przewodéw linii.
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6.2. Zastosowanie metody kolejnych przyblizen do rozwigzania uktadu roéw-

nan catkowych | rodzaju linii przesytowej

W przypadku kiedy algebraiczny uktad réwnan (4.7) dyskretyzujecy uktad
rébwnan catkowo-brzegowych | rodzaju (2.14) dla dwuwymiarowego modelu Ii-

nii przesytowej Jest zbyt duzy i wystepuje trudnos$ci z jego
rozwiezania

bezposrednim
rozwigzaniem (np. metode eliminacji Gaussa), do Jego mozna

zastosowac¢ metode kolejnych przyblizen w postaci (4.45) dyskretyzujecej

kolejne przyblizenia (4.24).

Stosowanie metody kolejnych przyblizenn, zgodnie z opracowanym algoryt-
mem (4.45), wymaga znajomos$ci najmniejszej liczby charaktsrystycznej ope-
ratora catkowego typu potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej
na okregach (2.15). Do obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej

zastosowano wzOr iteracyjny (4.44). Majec na uwadze realizacje proce-
su obliczen na EMC, nalezy cieg funkcji (4.44) oraz ich normy (4.43) zal-
gebraizowaé¢. W tym celu nalezy dla funkcji c«k(x) okreslonej ciegiem (4.42)
wprowadzi¢ analogiczne aproksymacje na kazdym slemencie 't podziatu okre-

gu Ik, jak w pkt. 3.4.2 (wzér (3.173))

F i PKer Ok i VK e WK

K/ N
m - ~ =, vV e n’
Pi*l ~P1 i+ (
gdzie
Wm.i S
Wykorzystujagc aproksymacje operatora f L (2.15) przeprowadzone w pKkt.
3.4.2 (wzér (3.185)) w procesie konstrukcji ciggu funkcji U>k(x) (wzér
(4.44)) oraz rozpisujec go w poszczegdlnych punktach podziatu okregu
k, otrzymuje sie nastepujece posta¢ algebraiczne konstrukcji clegu
tok (Yk)J (m=1,2,3....):
Np Nk
®i.] £ dM&-ii @*i2 v (ei2 v
k=1 i-1 (6.4)

Uwzgledniajac przy obliczaniu normy (4.43) aproksymacje funkcji ok(X) da-
ne wzorem (6.3) dla poszczeg6lnych elementéw okregu ek, otrzymuje sie

nastepujece przyblizenie normy (4.43):

Rys.

Fig-

6.8.

6.8.
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(start)

Schemat blokowy programu obliczeniowego pola elektrycznego |i-
nii przesytowej metode kolejnych przyblizen

Flowchart for program computing electric field of the transais-

sion lina by the aethod of subsequent approxImatlons
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E_ - J — W.o 1240 -2 0 01+
=l 1=l n +i
(*Ki - < i HA)A i+ —*s.t)e
1
z
YR B+l —«m, i1((«t1>2 +20+17N & N> 25] (6.5)

gdzie

# ok < ' . led k
aj' 4l - gestos¢ weziowa sprzezona wzgledem W i

Wzory (6.4) (6.5) 1 (4.44) pozwalajg wiec w sposéb przyblizony okresli¢
najmniejsze liczbe charakterystyczny operatora ~ (2.15) z zastosowa-
niem techniki numerycznej. Nalezy zauwazyé, ze w konstrukcji (6.4) ciagu
lo>k (Yk)J niezbednego do obliczenia stosuje sige te sarneg macierz
[ck(Yj)Jd, ktéra wystepuje w procesie iterecyjnym (4.45), co niewatpliwie
skraca czas obliczen.

Uwzgledniajac algorytm kolejnych przyblizen (4.45) oraz wyzej okres$lo-
ny sposéb poszukiwania najmniejszej liczby charakterystycznej niezbednej
do wyboru parametru reguleryzujecego (nierébwnos$¢ (4.25b)), opracowano pro-
gram obliczen, ktérego schemat blokowy podano na rys. 6.9.

6.2.1. Obliczenia testujgce

Opracowany program obliczeniowy (rys. 6.8) przetestowano na tym samym
przyktadzie obliczeniowym co w pkt. 6.1.2, tj. dla linii Jednoprzewodowej
o danych z rys. 6.2. Pozwolito to réwniez dokona¢ poréwnania obliczen roz-
ktadu natezenia pola na powierzchni przewodu obliczonego zgodnie ze wzo-
rem (6.1) oraz obliczonego zgodnie z programem obliczeniowym, ktérego
schemat blokowy przedstawiono na rys. 6.8. W obliczeniach przyjeto po-
dziat okrggu na 16 Jednakowych elementéw. Obliczenia przeprowadzono na
(dla k =1 = 1)
wystepujacej w algorytmie obliczeniowym (4.45) dyskretyzujacym kolejne

maszynie cyfrowej R1AD 32. Wspodiczynniki macierzy

przyblizenia (4.24) Jako zbiezne szeregi funkcyjne (wzér (3.186)) obli-
czono z doktadnos$ciag do oémiu znaczacych cyfr. Czas tych obliczeh na ma-
szynie cyfrowej RIAD 32 wynosit 12 s. Zgodnie ze wzorami (6.4), (6.5) i
(4.44) obliczono dla rozpatrywanego przyktadu najmniejsza liczbe charak-
terystyczng, otrzymujagc po pieciu iteracjach

*1 1,076023,
(s)

przy czym roéznica miedzy czwartg i pigtg iteracjg w odniesieniu do pigtej
iteracji wynosita:
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N /\j
(5). = 1,17 . 10"7.
(5)
Przyjmujac w algorytmie (4.45) parametr regularyzaciji &= 0,95 ~ | doko-
nano obliczen rozktadu wektora natgezenia pola elektrycznego ( E) (Pp- ns
52) n

powierzchni przewodu.
Obliczenia przerwano po 52 iteracjach, przy czym dla ostatnich dwoéch ite-

racji

Czas obliczen 52 iteracji na maszynie cyfrowej RIAD 32 wynosit 12 s. .Vy-
niki obliczen E (¢?) zestawione z obliczeniami En(y*) dokonanymi w oper-

(52)
ciu o wzér (6.1) podano w tabeli I11.

Tabela 111

Poréwnanie rozktadéw natezenia pola na powierzchni przewodu o danych =z
rys. 6.2 obliczonych zgodnie ze wzorem (6.1) EACN?)  oraz w ooarciu o al-

gorytm kolejnych przyblizen (rys. 6.9) En(g;)

(52)
Enty) x 105 En(c? « 105
(52)

\ \Y

rad m m
0,7854 4,93592 4,93578
1,5708 4,92205 4,92185
2,3562 4 .93592 4,93578
3,1416 4,96973 4,96974
3,9370 5,00400 5.00414
4.7124 5,01833 5,01851
5,4978 5,00400 5,00414
6,2832 4,96973 4,96974

Z porédwnania rozktadéw natezenie pola w tabeli Il wynika, 2ze maksymalny

btad obliczeA numerycznych w odniesieniu do obliczen dokonanych w oparciu

o wz6r (6.1) wynosi:
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6.2.2. Obliczanie natezenia pola na powierzchni przewodéw linii Jedno-

przewodowej o dwoéch przewodach w wigzce

Opracowany program obliczeniowy zastosowano do badania rozktadu nate-
zenia pola elektrycznego na powierzchni przewodéw linii jednoprzewodowej
o danych geometrycznych podanych na rys. 6.9.

Rys. 6.9. Linia Jednoprzewodowa o dwéch przewodach w wigzce

Fig. 6.9. Trenaaiealon line with two conductora in the bundle

400 kv

v?
Kontury przewodéw (okregi) podzielono na 16 Jednakowych elementéw. Naj-

Potencjat przewodu wzgledem ziemi (x_ = 0) przyjeto V

mniejsza liczba charakterystyczna dla rozpatrywanego uktadu otrzymana po
pieciu iteracjach wynosi:

xq 2,926368,
(5)

przy czym

1+L = 1f484 . 10"9.
*1
(5)

Przyjmujac w algorytmie (4.45) parametr regularyzaciji &= 0,95&It doko-
nano obliczen rozktadu wektora natezenia pola na powierzchni przewodow.

Obliczenia przerwano po 127 iteracjach, przy czym dla ostatnich dwéch i-
teracji

En( > - En(V»
max i 127), (t26 -
V )r r A(r ) « 8,9 10

(127)
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Czas obliczeh 127 Iteracji na maszynie cyfrowej RIAD 32 wynosit 119 s.
Ze wzgledu na symetrig uktadu z rys. 6.10 obliczenia podano tylko dla

przewodu 1 (tabela IV).
Tabela 1V

Rozktad natezenia pola elektrycznego na powierzchni przewodu linii jedno-
przewodowej o dwéch przewodach w wigzce i danych z rys. 6.9

rad 0,7854 1,5708 2,3562 3,1416 3,9370 4,7124 5,4978 0

En \r:] 12,7280 13,5115 14,2414 14,5505 14,3088 13,6068 12,7954 14.4044

105

6.2.3. Obliczanie pola dla modelu linii 400 kv i 750 kV metode kolejnych

przyblizen

Opracowany program obliczen (rys. 6.8), zgodnie z algorytmem (4.45),
zastosowano do obliczen rozktadu natezenia pola elektrycznego na powierz-
chni przewodéw modelu linii 400 kV i 750 kv o danych geometrycznych poda-
nych na rys. 6.3 i 6.5. Modele linii przesylowych oraz warunki brzegowe
przyjeto tak jak w pkt. 6.1.2, co stwarza mozliwo$¢ poréwnania metody pro-
stej algebraizacjl, tj. bezposSredniego rozwigzania algebraicznego uktadu
rébwnan (4.7) dyskretyzujagcego uktad réwnan catkowych | rodzaju (2.14) z
metoda kolejnych przyblizen w zalgebraizowanej postaci (4.45).

W obliczeniach przyjeto podziat kazdego konturu okrggu przewodéw mode-
lu linii 400 kV na 32 jednakowe elementy. Elementy macierzy [cj (Vj)Jd (k,I="
=1,2,...,8) dla linii 400 kv wystepujacej w algorytmie (4.45) jako zbiez-
ne szeregi funkcyjne (wzér (3.186)) obliczono do o$miu znaczacych cyfr.
Czas generacji elementéw macierzy na maszynie cyfrowej RIAD 32 wynosit
631 s. Zgodnie ze wzorami (6.4), (6.5), (4.44) obliczono dis modelu linii
400 kV najmniejszg liczbe charakterystyczng, otrzymujac po 27 iteracjach

S . 2,352114,
(27)

przy czym réznica miedzy 27 a 26 iteracjg wynosita:

26 27 2.8 10-5
27
Czas obliczen najmniejszej liczby charakterystycznej z biedem 2,8 . 10 5
wynosit 206 s.
Przyjmujgc w algorytmie (4.45) parametr regularyzacji K= 0,95 , do-
konano obliczen rozktadu wektora natezenia pola elektrycznego ns
powierzchni przewodéw modelu linii 400 kV. Obliczenia przerwano po 151

iteracjach, przy czym dla ostatnich dwéch iteracji
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EA(X) m EA(X)
axg 'A151"hIO<)150> = 2<42 - 10'5.
(151)

Czas obliczeA 151 Iteracji na maszynie cyfrowej RIAD 32 wynosit 1100 s.
Wyniki obliczen E“(Xx) na powierzchni przewodéw linii 400 kV r6znie sie
nie wiecej niz 2,8% od odpowiednich obliczen dokonanych metode prostej al-
gebraizacji MPA, tj. bezpos$redniego rozwigzania uktadu réwnan (4.7). Po-
rébwnania tych wynikéw dla przewodu 3 linii 400 kV (rya. 6.3), na ktérym

wystepuje maksymalne natezenie, dokonano w tabeli V.

Tabela V

Poréwnanie rozktadéw natezenia pola elektrycznego linii 400 kV (przewéd 3
rys. 6.3) na powierzchni przewodéw obliczonych dla jej modelu metode pro-
stej algebraizacji MPA i metode kolejnych przyblizen MKP

% MPA MKP
rad En x 105 En x 105
Vim V/m
0,39270 14,5389 14,4980
0,7854 14,7996 14,7957
1,1781 15,1658 15,2258
1,5708 15,5751 15,7087
1,9653 15,9184 16,1667
2,3562 16,1928 16,5375
2,7489 16,3646 16,7780
3,1416 16,4029 16,8637
3,5343 16,3713 16,7863
3,9270 16,2051 16,5529
4,3197 15,9345 16,1868
4,7124 15,5925 15,7304
5,1051 15,1819 15,2459
5,4978 14,8119 14,8110
5,8905 14,5456 14,5063
6,2832 14,4217 14,3939
Analogiczne obliczenia dokonano dla modelu linii 750 kV, podejec Je w ta-

beli VI.
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Tabela VI

Poréwnanie rozktadéw natezenia pola elektrycznego linii 750 kV na powierz-
chni przewodu (przewéd 7 rys. 6.5) obliczonych dla Jej modelu metode pro-
stej algebraizacji MPA i metode kolejnych przyblizen MKP

MPA MKP
En « 195

rad Vim Vim
0,7854 13,66 13,3195
1,5708 14 ,3428 14,1199
2,3562 15,9330 16,0382
3,1416 17,4267 17,9121
3,9269 18,1150 18,6747
4,7124 17,4984 17,9219
5,4978 15,9450 16,0520
6,2832 14,3550 14,1296

Z obliczen zestawionych w tabelach V i VI wynika, ze warto$ci maksymalne

natezen pola elektrycznego obliczone metode kolejnych przyblizen (4.45)
wynosze dla linii 400 kv 16,86 . 105 V/m, natomiast dla linii 750 kV,
18,67 . 105 V/m. Analogiczne wertoéci obliczone metode prostej algebrai-
zacji, tj. bezposredniego rozwiezania uktadu robwnan algebraicznych (4.7)
metode eliminacji Gaussa, se zanizone odpowiednio o 0,46 . 105 V/m i
0,56 . 105 V/m. Réznice te wynikaje dla danego podziatu brzegu przewodéw
(okregéw) na elementy z duzego wspoétczynnika uwarunkowan macierzy.

Oak wiadomo bowiem, im wiekszy podziat powierzchni przewodéw na ele-
menty, tym wiekszy wspoétczynnik uwarunkowania macierzy uktadu réwnan, a
tym samym wigekszy bted obliczen.

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze btedu tego unika sie stosujec me-
tode kolejnych przyblizen.

Opracowany algorytm pozwala na obliczenie rozktadéw natgezenia pola e-
lektrycznego w zalezno$ci od zmian konfigurecji linii, co umozliwia roz-
wiezywanie wielu zagadnien syntezy pola. Przyktadowo zastosowano go do ob-
liczenia wartosci maksymalnych natezenia pola na powierzchni przewodéw ro-

boczych oraz na wysokos$ci 1,8 m nad ziemig dle linii 400 kV i 750 kv (da-
ne z rys. 6.3 i 6.5) w zaleznos$ci od zmian odlegto$sci miedzy przewodami w
wiezce. W obliczeniach stosowano tyle iteracji,dop6éki maksymalna réznica
miedzy rozktadem natezenia pole na powierzchni przewodéw dwéch ostatnich
iteracji odniesiona do ostatniej warto$ci nie osiegnie 10 Wyniki obli-
czen przedstawiono w tabeli VII. Z obliczen tych wynika, ze przy zachowa-

niu statych odlegtos$ci miedzy osiami przewodéw roboczych odgromowych oraz
wzgledem ziemi istnieje minimum maksymalnych wartosci natezenie pola elek-
trycznego na powierzchni przewodéw roboczych poszczegdélnych faz w zalez-

nosci od odlegtosci miedzy przewodami w wiezce (rys. 6.10).
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Rys. 6.10. Rozktad maksymalnych wartosci natezenia pola
powierzchni przewodéw linii 400 i 750 kv

elektrycznego na

Fit. 6.10. Distribution of the maximum values of the electric field str-
ength on the conductors surfaces of the 400 and 750 kV lines as the func-
tion of the d distance between conductors in the bundle

Tabela VII
Maksymalne wartosci natezenia pola na powierzchni przewodéw i na wysoko$-
ci 1,8 m nad ziemie dla linii 400 kV i 750 kV
d max E x 105 max EIl x 107
X € S Xj |[x2 = 1,8
P
\Y \Y
m m
400 kv
1 2 T B
0,1 17,32 6,96
0,2 16,72 7,41
0,3 16,72 7,70
0.4 16,86 7,92
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1 2
0,5- 17,04
0,6 17,23
0.7 17,42
0,8 17,60
750 kv
20,79
0,2 18,90
, 18,59
0,4 18,67
, 18,89
, 19,17
0.7 19,47
0,8 19,79

cd. tabeli VII
S

8,10

8,25

8,38

8,50

8,46
9,33
9,93
10,41
10,78
11,16
11,47
11,76



7. UWAGI 1 WNIOSKI

Praca dotyczy analizy pél elektrycznych za pomoca ukitadéw réwnan cat-

kowo-brzegowych | i Il rodzaju, sformutowanych w oparciu o teorie poten-
cjatu warstwy pojedynczej i podwdjnej, numeryczng metode elementéw brze-
gowych.

Majac na uwadze konstrukcje algorytméw obliczeniowych uktadéw réwnan
catkowo-brzegowych | i |l rodzaju, sformutowanych w rozdziale 2 pracy,
zgodnie z metodg elementéw brzegowych dokonano w rozdziale 3 aproksymaciji
potencjatéw warstwy pojedynczej i podwédjnej. Udowodniono szereg twierdzen
pomocniczych.

Lemat 1

Jezeli powierzchnia okreslono$ci warstwy pojedynczej Jest aproksymowa-
na uktadem trojkatéw (3.9) generowanych przez punkty weztowe powierzchni,
a gestosci warstwy pojedynczej na kazdym z tych tréjkatéow (3.10) sg apro-
ksymowane funkcjami sklejanymi pierwszego stopnia dwéch zmiennych (3.17)
interpolujgcymi dane wartos$ci weztowe 6% w punkitach Y1l triangulacji po-
wierzchni S , to potencjat warstwy pojedynczej w dowolnym punkcie X da
sie aproksymowaé¢ wzorem (3.34), gdzie tzw. funkcje ksztattu A*(x) wspot-
rzednych punktu X wyrazajg sie za pomocg kombinacji (3.35) funkcji stan-
dardowych (3.39).

W przypadku gdy modele obliczeniowe stanowig przewodniki w postaci cien-
kich cylindrycznych walcéw, odpowiadajgcy im potencjat warstwy pojedyn-
czej okreslony na ich powierzchniach réwniez mozna aproksymowaé funkcjami

standardowymi wspoétrzednych punktu X. Wykazano nastepujacy lemat 2.

Lemat 2

Jezeli powierzchnie okreslonos$ci warstwy pojedynczej. Jako cienkie cy-
lindryczne walce, sg podzielone na elementy welcowe (3.66),a gesto$¢ war-
stwy pojedynczej na kazdym z tych elementéw Jest aproksymowana N wyrazami
szeregu trygonometrycznego, przy czym kszda amplituda tegto'szeregu jest z
kolei aproksymowana funkcjami sklejanymi Jednej zmiennej wzdtuz osi tego
elementu walcowego, to potencjatl warstwy pojedynczej w dowolnym punkcie X
da sie aproksymowac¢ wzorem (3.76), gdzie tzw. funkcje ksztattu cE ~
(wyrazenie (3.77)) sa wyrazalne przez zbiezne szeregi funkcyjne (3.78)
wspoétrzednych punktu X.
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Do aproksymacji potencjatu warstwy podwdjnej zastosowano identyczne po-
dejscie Jak przy aproksymacji potencjatu warstwy pojedynczej. Wykazano bo-

wiem nastepujgacy lemat 3.

Lemat 3

Jezeli powierzchnia okres$lono$ci warstwy podwéjnej jest aproksymowana
uktadem trojkatow (3.9) generowanych przez punkty wezitowe powierzchni, a
gestosci warstwy podwédjnej na kazdym z tych tréjkatéw (3.10) sq aproksy-
mowane funkcjami sklejanymi pierwszego stopnia dwéch zmiennych (3.127) in-
terpolujgcymi dane wartosci weztowe w punktach Y1 triangulacji po-
wierzchni Sl, to potencjat warstwy podwdjnej w dowolnym punkcie X da sie
aproksymowaé wzorem (3.138), gdzie tzw. funkcje ksztattu R*(x) wspotrze-
dnych punktu X wyrazajg sie¢ za pomocg kombinacji (3.139) funkcji stan-
dardowych (3.111).

W konstrukcji jadra operatora catkowego (2.29) uktadu rownan catkowo-
brzegowych 11 rodzaju (2.27) wystepuje pochodna potencjatu warstwy poje-
dynczej w kierunku normalnym do powierzchni granicznej. Majac na uwadze

jej aproksymacje, wykazano nastepujacy lemat 4.

Lemat 4

Jezeli powierzchnia okreslonos$ci warstwy pojedynczej Jest aproksymowa-
na uktadem tréjkatéw (3.9) generowanych przez punkty weztowe powierzchni,
a gestos$ci warstwy pojedynczej na kazdym z tych tréjkatéw (3.10) sg apro-
ksymowane funkcjami sklejanymi zerowego stopnia (state na powierzchni
tréojkata), to pochodna potencjatu warstwy pojedynczej w dowolnym Kkierunku
i punkcie X aproksymuje sie wzorem (3.99), gdzie tzw. funkcje ksztattu
g} h . (X) wspo6trzednych punktu X sg wyrazalne za pomoca funkcji sten-
dardowych (3.111).

Do aproksymacji pochodnej potencjatu warstwy pojedynczej mozna by za-
stosowac¢ funkcje sklejane stopnia pierwszego, co zwiekszytoby doktadnos¢
aproksymaciji, stwarza to Jednak dodatkowe problemy zwigzane =z aproksyma-
cja pochodnej normalnej, ktéra w narozach na styku elementéw tréjkatnych
nie lezgcych w Jednej ptaszczyznie jest nieokres$lona.

Majagc na uwadze zastosowanie dwuwymiarowych modeli obliczeniowych pole
elektrycznego dokonano réwniez aproksymacji potencjatu logarytmicznego
warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych konturach (wzér (3.170)) i na
konturach w postaci okreggéw (wzér (3.186)) oraz pochodnej potencjatu lo-
garytmicznego warstwy pojedynczej (wzér (3.197)) i potencjatu logarytmicz-
nego warstwy podwodjnej (wzér (3.206)), zadanych na dowolnych konturach.

Wszystkie twierdzenia pomocnicze dotyczace aproksymacji potencjatéw u-
dowodnione w rozdziale 3 pozwolity na dyskretyzacje wszystkich uktadéow
rébwnan catkowo-brzegowych sformutowanych w rozdziale 2, sprowadzajac Je
odpowiednio do uktadéw réwnan algebraicznych (4.1), (4.7), (4.9), (4.15),
(4.22), (4.70) i (4.71). Wykazano w ten spos6b nastepujaca teze 1.



- 148 -

Teza 1

Elementy macierzy otrzymanych w wyniku dyskretyzacji wszystkich ukta-
doéw roéwnan catkowo-brzegowych | i Il rodzaju, sformutowanych w rozdziale
2 dla po6l elektrycznych se wyrazalne poprzez kombinacje funkcji standar-
dowych lub zbiezne szeregi funkcyjne, zalezne od wspéirzednych punktéw we-
ztowych triangulacji powierzchni lub konturéw.

BezposSrednie rozwigzanie numeryczne wielkich uktadéw réwnan algebra-
icznych moze by¢ utrudnione, szczego6lnie jezeli stanowie one wynik dy-
skretyzacji uktadéw réwnan catkowych | rodzaju. W celu unikniecia tych
probleméw wykorzystano w pracy koncepcje kolejnych przyblizen Fridmana [45]
podany przez- niego dla Jednego réwnania catkowego | rodzaju. Uogdlniajec

Jy, wykazano nastepujecy lemat 5.

Lemat 5

Ciegi funkcji okreslone wzorami rekurencyjnyml (4.24) lub (4.47) se
zbiezne odpowiednio do rozwlezanie uktadu réwnan catkowych | rodzaju (2.14)
lub (2.4).

Wykorzystujec twierdzenia pomocnicze dotyczece aproksymacji potencja-
téw, udowodnione w rozdziale 3, dokonano dyskretyzacji kolejnych przybli-
zen (4.24) i (4.47) w postaci (4.45) i (4.49). Analogiczny algorytm opra-
cowano (réwn. (4.62)) bazujec na metodzie kolejnych przyblizen w zastoso-
waniu do uktadu réwnan catkowych |l rodzaju (2.27).

We wszystkich opracowanych w pracy algorytmach do cyfrowego rozwieza-
nia uktadéw roéwnan catkowo-brzegowych dla pél elektrycznych, zgodnie z
wykazany tezy, uniknieto wielotysigcznych odwotan do procedury catkowania
numerycznego na poszczego6lnych elementach brzegowych, co niewytpliwie
skraca czas obliczen. Ponadto rozwiyzano globalnie problem numeryczny zwie-
zany ze staby osobliwos$ciy Jyder operatoréw catkowych, jak rébwniez osiy-
gnieto duzy doktadno$¢ w generacji elementéw macierzy, co Jest szczeg6l-
nie istotne przy rozwlyzywaniu uktadéw réwnan catkowych | rodzaju. Przy-
blizone rozwlyzanla uktadéw réwnan catkowo-brzegowych stanowly gestosci
warstwy pojedynczej, ktére sy réwnowazne rozktadom natezenia pola elek-
trycznego na powierzchniach przewodéw lub gesto$ci warstwy podwdéjnej nie
posiadajyce takiej interpretacji.

Obliczone rozktady gestosci warstwy pojedynczej i podwdjnej pozwalajy
zgodnie z otrzymanymi aproksymacjami (wzory (3.34) (3.138) (3.185) 1 (3.399)
okres$li¢ rozktady potencjatu elektrycznego w dowolnym punkcie rozpatrywa-
nego modelu obliczeniowego. W obliczeniach tych réwniez wuniknigeto wielo-
tysiecznych odwotan do procedury catkowania numerycznego na poszczeg6l-
nych elementach brzegowych, zastepujyc je obliczeniami funkcji ksztattu,
np. (3.35) lub (3.171), w zaleznos$ci od dowolnie wybranych punktéw, w kto6-
rych badany Jest potencjat elektryczny.

W rozdziale 5 pracy dokonano powiyzsnla wczeé$niej opracowanych przez

autora [18] algorytmoéw do badania dwu- i tréjwymiarowych rozktadéw wekto-
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ra natezenia pola elektrycznego spolaryzowanego eliptycznie, co odpowiada
przypadkom zadanych potencjatéw przewodnikéw sinusoidalnie zmiennych o tej
samej pulsacjl, lecz réznych fazach z algorytmami badania rozktadéw po-
tencjatéw wyprowadzonych w tej pracy. Otrzymano w ten spos6éb uniwersalne
narzedzie numeryczne pozwalajyce na badanie rozktadéw pola elektrycznego
dla przyjetej klasy modeli obliczeniowych, wystepujycych przede wszystkim
w technice wysokich napieg¢.

Na zakonczenie pracy podano przyktady zastosowarn metody elementéw brze-
gowych i metody kolejnych przyblizen do rozwiyzenie uktadu réwnan catko-
wych | rodzaju dla dowolnego dwuwymiarowego modelu linii przesytowej. Po-
rownujec obydwie metody na przyktadzie obliczehA testujycych oraz w zasto-
sowaniu do badania rozktadu natezenia pola elektrycznego na powierzchni
przewodéw roboczych i pod linly przesytowy 400 kV i 750 kV, mozna stwier-
dzi¢, ze wigeksze dokltadnosé obliczen otrzymuje sie stosujec metode kolej-
nych przyblizen w zalgebraizowanej postaci, co jest szczeg6lnie istotne
przy wzrastajecej ilosci elementéw brzegowych stosowanych do dyskretyza-

cji uktadéw réwnan catkowych.
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ANALIZA NUMERYCZNA ROWNAN CALKOWO-BRZEGOWYCH
POL ELEKTRYCZNYCH PEWNEJ KLASY MODELI OBLICZENIOWYCH

Streszczenie

Praca dotyczy zastosowan uktadéow
il
statycznych.

rodzaju do obliczen dwu- i tréojwymiarowych poél

Konstrukcja tych réwnan catkowych bazuje na teorii

tow warstwy pojedynczej i podwdjnej.

W pierwszej kolejnosci dokonano aproksymacji

potencjatu warstwy pojedynczej i podwdjnej,

gowych. Wykazano,

funkcji standardowych Ilub za pomocy zbieznych

wzgledu na wspdétrzedne punktu X, niezaleznie od Jego potozenia.

wigzane zagadnienie aproksymacji

kretyzacje wszystkich réwnan catkowo-brzegowych sformutowanych we

pie pracy prowadzi do wielkich uktadéw réwnan liniowych.

wano algorytmy do
gowych | i Il rodzaju z zastosowaniem metody kolejnych przyblizen
gebraizowanej postaci,

wiednie operatory catkowe sa réwniez wyrazalne przez kombinacje

standardowych lub zbiezne szeregi

ktow triangulacji powierzchni lub konturéw przewodnikéw 1
Otrzymanie gotowych wyrazen aproksymujacych potencjat elektryczny
rozktadéw natezenia

wolnym punkcie X wumozliwia badanie

nego bez wielotysiecznych odwotan do procedury catkowania
co niewatpliwie skraca czas obliczen.
Na zakonfczenie pracy podano przyktady zastosowania

rytméw do analizy i syntezy pol

robwnan catkowo-brzegowych Fredholma |
elektrycznych quasi-

potencja-

operatoréw catkowych typu
stosujac metode elementéw brze-
ze te operatory catkowe mozna aproksymowaé¢ kombinacjami
szeregobw funkcyjnych ze
Tak

operatoréw catkowych pozwalajace na dys-

roz-

wste-

Ponadto opraco-

rozwigzywania sformutowanych w pracy réwnan catkowo-brze-

w zal-

w ktérych elementy macierzy dyskretyzujgcych odpo-

funkcji

*

funkcyjne ze wzgledu na wspéirzedne pun-
dielektrykow.

do-

pola elektrycz-

numerycznego,

opracowanych algo-

elektrycznych w technice wysokich napie¢.



YN CNeHHbIA aHaNn3 MHTEerpo-KpaeBblX ypaBHeHWU 3M1eKTpunuyeckux nonei

HEKOTOPOIO KJ/TIACCA BbIMNC/IUTE/IbHBIX mopenei

Pe3swme

Pa6oTa .kacaeTcs NpPMMeHEHUS CUCTEM MWHTErpo-kpaeBblX YypaBHeHWH ®pearonbma
I n |l popa ANA BblYUCNEHUI ABYX U TpexMepHbIX KBasucTaTUYeCKUX 3neKTpuyec-
KUX nonei. MocTpoeHne 3TUX WHTerpanbHbIX ypaBHeHWI 6Ga3upyeT Ha Teopwuu no-
TeHuMana nNpocToro u ABOWHOro cnos.

Bo nepBbIXx NpousBegeHa annpokKCuMalusa MHTerpasnbHbIX ONepaTopoB TuUMa MNOTeH-
uMana NpocToro u ABOWHOrO Cnos, NPUMEHAA MeToJ KpaeBblX 3/leMeHTOB. [loka3aHo,
4TO 3TW onepaTopbl MOXHO anmnpoKCUMMPOBaTb HaGOPOM CTaHAApPTHbIX (YHKUWA  nan
npu MNOMOLWM CXOAAWMNXCA (PYHKUMOHANIbHbIX PAAOB OTHOCUTENIbLHO KOoOpAMHAT TOoukM X,
B HE3aBUCUMOCTM OT eé& nonoxeHwma. Takum ob6pasom pelwéHHas npob6nema annpokcu-
MaLuM MHTerpasbHblX OMepaToOpoOB, MNO3BanAlWas Ha AWCKPeTM3aLUi0 BCeX MHTerpo-
KpaeBbiX ypaBHEHWW cOpMynMpoBaHHbIX B Haudane paboTbl, BeAE€T K 6onbWwuM cucTte-
MaM NIMHeWHbIX ypaBHeHWI. Kpome 3Toro pa3pa6oTaH anroputm ANs pelweHus cdop-
MY/IMPOBaHHbIX B paboTe WHTerpo-kpaeBbiX ypaBHeHui | un |l posaa c npumeHe-
HMeM MeToga nocnepoBaTeNbHbIX NPUGAMXEHUI A anre6pan3oBaHHOro BuUAa, B KOTOPbIX
3/1eMeHTbl MaTpulbl AUCKPeTU3WpYylOlLMe COOTBETCTBYIOLWMNE WHTerpasbHble onepaTopbl
BblpaxaloTcs 4Yepe3 Habop cTaHAapTHbIX (YHKUUA unu cxopsawmecs YHKLMOHaNbHblE
psfbl OTHOCUTENIbLHO KOOPAWHAT TOYeK TPUAHTyNsALUM MNOBEPXHOCTUM  WAM KOHTYpOB
NPOBOAHNKOB W AW3NEKTPUKOB.

MonyyeHne roTOBbIX BblpaXeHWi, annpokKCUMUPYIOWUX 3/1eKTpuyeckuii noTeHunan B
Touyke X, AaéT BO3MOXHOCTb MC/efOBaHWA pacnpejesieHUit HanpsXXeHUs anekTpuye-
CcKoro nonsa 6e3 MHOTOTbICAYHOro ob6palleHMsa K npoueaypam YUC/IEHHOTO MHTerpupo-
BaHUsA, 4TO 6e3COMHEHHO coKpalaeT MalWUHHOe BpeMs.

B okoH4YaHUM pa6oTbl AaHbl NpuMepbl NPUMEHEHUA pa3pabGoTaHHbIX anropuTMoB AN

aHanmMsa W CUHTe3a 3/1IeKTpUYecKUX nonen B 06nacTv 6GONbWNX HAMNPAXEHUN.

A NUMERICAL ANALYSIS OF THE INTEGRAL-BOUNDED EQUATIONS
OF ELECTRIC FIELDS FOR SOME CLASS CALCULATING MODELS

Summary

This paper refers to the application of the systems a Fredholm inte-
gral-bounded equations of the first and second kind for calculating two
and three-dimensional quasi-static electric fields. Derivation of the in-
tegral equations is based on potential theory for single and double lay-
er. Firstly, there was performed the approximation of the integral opera-
tors of type single and double layer by the method of boundary elements.
It was shown that the operators can be approximated by a linear combina-
tion of a standard function or by a convergent functional series. Such a
solution of the approximation problem for integral operators while permit-
ting to discrete all integral-bounded equations leads to the big systems
of linear algebraic equations.

Furthemore, some numerical algorithms for solving derived integral-
bounded equations of the first and second kind were elaborated. In the al-
gorithms based on the method of subsequent approximations, the elements of
discretizing matrices are also expressed by the combination of standard
functions or by the convergent series dependent on the coordinate points
of surface triangulation or on the contours of conductors and dielec-
trics.

Basing on the formulas approximating the electric potential in any point
X one can study distributions of electric field strength without multi-
ple citation of the integration procedures thus reducing the computing ti-
me. The final part of the paper includes some examples of how to apply
the derived algorithms to the analysis and synthesis of electric fields
in high voltage technology.
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