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1. WST|P

1.1. Metody obliczania pól elektrycznych

Konieczność przesyłania coraz te większej ilości energii elektrycznej 
przy wzrastających wymaganiach ekonomicznych prowadzi do podniesienia mo­
cy i napięć znamionowych wysokonapięciowych urzędzeń elektroenergetycz­
nych. Ponadto rozwój licznych urzędzeń elektrofizycznych prowadzi także 
do wzrostu ich napięć roboczych i mocy jednostkowych. Powoduje to podnis- 
sienia wymagań odnośnie do niezawodności i innych techniczno-ekonomicz­
nych parametrów tych urzędzeń. Dla spsłnienla tych wymagań niezbędna Jest 
znajomość wytrzymałości elektrycznej izolacji urzędzeń wysokiego napięcia 
w różnych warunkach pracy. Dla materiałów elektrotechnicznych stosowanych 
do konatrukcji wysokonapięciowych izolacji dostatecznie dobrze znana sę 
dopuszczalne natężenia pola elektrycznego, odpowiadajęce różnym postaciom 
oddziaływań napięciowych. Określenie Jednak warunków pracy Izolacji wyma­
ga, między innymi, znajomości rozkładu natężenia pola elektrycznego, a w 
szczególności lokalizacji wartości maksymalnych tych natężeń pola otrzy­
manych na drodze odpowiednich obliczeń. Wprowadzenie maszyn cyfrowych do 
praktyki inżynierskiej spowodowało szybki rozwój przybliżonych metod obli­
czania pól elektrycznych z doatatecznę dokładności«. Pozwalaję one, przy 
zadanych wytrzymałościach dielektrycznych, określić niezbędna charaktery­

styki izolacji elektrycznej.
Obliczanie pól elektrycznych jest również użyteczne przy rozwlęzywanlu 

problemów ochrony odgromowej, przy wymlerowaniu długich izolacyjnych od- 
atępów powietrznych, przy projektowaniu takich elektrofizycznych urzędzeń 

Jak: przyspieszacz elektronów, mikroakop elektronowy itp.
Wiele zadań techniki wysokich napięć może być rozwięzanych na bazie 

rozwięzań pola elektrycznego w środowisku stanowiącym układ dielektryków 

izotropowych i jednorodnych.
Spośród tych zadań należy przede wszyatkim wymienić optymalizację kon­

strukcji urzędzeń wysokiego napięcia z izolację gazowę (np. rozdzielnie 
zamknięte z izolację SFg) ze względu na dopuszczalna natężanie pola dane 
eksperymentalnie, nie powodujęc tym samym powstania wyładowań niezupeł­
nych w normalnych warunkach pracy urzędzania. Problem ten pojawia się rów­
nież przy projektowaniu napowietrznych linii przesyłkowych, np. przy wy­

borne parametrów przewodów więzkowych [5].
Obliczanie pola elektrycznego pozwala również na optymalizację kon­

strukcji izolacyjnego zawleazenia przewodów napowietrznych linii ultrawy-
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sokich napięć. Przy dużej liczbie izolatorów w łańcuchu zniakaztałcenie 

pola między przewodami roboczyai linii a słupem Jest małe. Dletego też 

rozkład potencjału wzdłuż łańcuchów izolatorów praktycznie rzecz biorąc 

wystarczy obliczać przyjmując model pozbewlony łańcuchów izolatorów, a po­

siadający przewody robocze linii uaytuowane w pobliżu słupa. Podejście ta­

kie można również zastosować do poszukiwania rozkładu potencjału wzdłuż 
łańcucha izolatorów z tworzyw syntetycznych.

Projektowania izolatorów przepuatowych zwijanych z pojemnościowym ste­

rowaniem pola elektrycznego wymaga również obliczeń rozkładu tego pola.

Określenie napięć przeskoku dla różnych odatępów izolacyjnych spotyka­

nych w urzędzeniach elektrycznych wymaga uwzględnienie oddziaływań napię­

ciowych poszczególnych faz i może być wyzneczone tylko za pomocą analizy 
pola elektrycznego (63].

Wybór gabarytów izolacji wewnętrznej urzędzeń wysokiego napięcia wyko­

nanej z Materiałów stałych i płynnych wymega badania objętościowych roz­

kładów pola elektrycznego wewnątrz tych izolacji [62]. Obliczanie objęto­

ściowych rozkładów natężenia pola elektrycznego stosuje się również przy 

doborze izolacji olejowej z przegrodami (np. w transformatorach).

Ważną rolę odgrywa obliczenie pól elektrycznych przy określeniu napięć 

początkowych w przestrzeni niędzyelektrodowej z dielektrykiem gazowym (np.

[95]). W przypadku stosowania dielektryke w poetaci mieszaniny gazów do 

obliczenia napięć początkowych nie można stosować znanych formuł [95], 
lecz należy Je uzupełnić wyrażeniem wymagającym znajomości rozkładu pola 

elektrycznego w gazie. Kształtowanie rozkładu pól elektrycznych osiąga się 

między innymi przez stosowanie apecjalnych ekranów, którym zadaje się po­

tencjał pośredni. Odpowiedni dobór potencjałów tych ekranów powoduje na 

ogół wzrost wytrzymałości dielektrycznej odatępów izolacyjnych, co pozwa­
la zmniejszyć gabaryty urządzeń elektrycznych [63].

Wpływ przewodów ekranujących znajdujących się bezpośrednio pod linią 

przeeyłową oraz wpływ ekranów bocznych na rozkład pola elektrycznego przy 
powierzchni ziemi badano między innymi w pracy [l8].

Znajomość rozkładu pola Jest również istotna przy wyborze kondeneeto- 
rów bocznikujących przerwę wysokonapięciowych wyłączników, kiedy znajdują 
•ię one w stanie wyłączonym.

Obliczanie pól elektrycznych może być także wykorzystane przy rozwią­

zywaniu zadeń ochrony odgromowej [ll6]. Zagadnienie rozwoju wyładowań z 

samolotu wpadającego w chmurę burzową rozpatrzono w pracy [23], natomiast 
w pracy [63] poruazono zagadnienie orientacji pioruna przy wyładowaniach 

w wysokie obiekty. Obliczenie pola przeprowadzone w podanych przykładowo 

pracach posiadają jeden ogólny espekt, a mianowicie oblicze się je albo 

przy danym natężeniu polu chmury burzowej, albo zakłada się znany rozkład 

ładunków w kanale wyładowania wstępnego. W takim przypadku mówi się, że 
obliczenia pola prowadzi aię przy danym polu zewnętrznym.

- 11 -

Projektowanie 1 konstrukcja napowietrznych linii przesyłowych oraz na­

powietrznych stacji bardzo wysokich napięć wymagają uwzględnienia ich bio­

logicznego oddziaływania na personel obsługi, a także na osoby, które mo­

gą okresowo znajdować się w pobliżu linii przesyłowych. Zadania zabezpie­

czenia środowiska przed szkodliwymi działaniami silnych pól elektrycznych 

znajduje szerokie zainteresowanie zarówno za granicą. Jak i w kraju.

W kraju zadanie to Jest określone w ustawie z 31 stycznia 1980r. o ochro­

nie i kształtowaniu środowiska (oz. Ustaw nr 3 1980) oraz w szczegółowym 

rozporządzeniu wykonawczym do tej ustawy z dnia 5 listopada 1980 r. (oz.

Ustaw nr 25 1980).
Wyniki obliczeń rozkładu pola elektrycznego pod liniami przesyłowymi 

można znaleźć w licznych pracach (np. [3 9 , 40, 84, 20, 16]). Z krajowych 

publikacji dotyczących tej problematyki należy wymienić pracę Rów­

nież autor niniejszej pracy opracował algorytm [|l8] pozwalający na obli­

czanie rozkładu pola elektrycznego pod liniami przesyłowymi z uwzględnie­

niem Jego polaryzacji eliptycznej. Ponadto w monografii [l8] rozwiązał kil­

ka oryginalnych zadań syntezy rozkładu pola elektrycznego pod liniami prze­

syłowymi w pewnym zbiorze dopuszczalnych konfiguracji prowadzenia przewo­

dów linii.
Zestaw podanych przykładów zadań techniki wysokich napięć, dla rozwią­

zania których niezbędne są obliczenia pól elektrycznych, można rozsze­

rzyć, niemniej jednak z podanych przykładów wynika, że obliczenie pola w 

środowisku obszarami Jednorodnymi pozwala rozwiązać szeroki krąg zadań 

technicznych. Należy również zauważyć, że rozwiązanie pól odgrywa w poda­

nych przykładach różną rolę. W jednych stanowi ostatni etap. Oest tak np. 

przy wyborze i optymalizacji konstrukcji wysokonapięciowych ze względu na 

dopuezczalne natężenia pola. Dla innych ooliczanie pola stanowi etap po­

średni, Jak np. obliczanie napięć początkowych ze względu na warunek wy­

ładowań samoistnych w gazie.
W podanych przykładach obliczeniowych pola elektrycznego istotną rolę 

odgrywa wybór odpowiedniego modelu obliczeniowego, który z jednej strony 

powinien dostatecznie dokładnie opisywać geometrię rozpatrywanego układu 

przewodników i dielektryków, z drugiej zaś w jego konstrukcji niezbędne 

są odpowiednie uproszczenia, bez których niemożliwe są obliczenia. Z po­

danych przykładowo zadań dotyczących obliczeń pól elektrycznych można wy­

różnić następujące grupy modeli obliczeniowych:

- przewodniki objętościowe,
- przewodniki lub ich układy, stanowiące cienkie cylindryczne przewody,

- przewodniki w postaci cienkich nieza.nkniętych powierzchni przewodzących,

- układy przewodników i eielaktryków Jednorodnych, izotropowych o różnych

przenikalnośclach elektrycznych.

Ogólnie rzecz biorąc, mogą wystąpić zadania, których modele obliczeniowe 

stanowią różne kombinacje wcześniej wymienionych modeli.
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Do rozwiązywania zadań pola elektrycznego muszę być podane warunki 

brzegowe. W zadaniach techniki wysokich napięć najczęściej zadane sę po­

tencjały przewodników. W niektórych zadaniach warunki brzegowe sprowadza­

ją się do tego, że znane sę całkowite ładunki poszczególnych przewodników, 

Oeżeli obliczenie pola elektrycznego prowadzi się w obecności dielektry­

ków, to uwzględnia się warunek brzegowy na ich powierzchniach w postaci 

cięgłości potencjału elektrycznego i składowej normalnej wektora indukcji 

elektrycznej. Tak więc, obliczanie pól elektrycznych w zadaniach techniki 

wysokich napięć prowadzi się przy danych potencjałach przewodników lub ich 

całkowitych ładunkach w polu zewnętrznym lub bez niego z uwzględnieniem 

cięgłości potencjału oraz składowej normalnej wektora indukcji elektrycz­

nej na powierzchniach rozdziału dielektryków. Podane warunki brzegowe mo­
gę być stosowane w różnych kombinacjach.

Wprowadzenie maszyn cyfrowych do praktyki inżynierskiej spowodowało 

szybki rozwój przybliżonych metod rozv.ięzywania różnych zadań techniki 

wysokich napięć. W ostatnich latach rozwijano równolegle cztery metody ob­

liczania pól elektrycznych, sprowadzajęce się do obliczania dużych ukła­
dów równań algebraicznych, a mianowicie:

- metoda elementów skończonych MES,

- metoda symulacji ładunków MSŁ,

- metoda równań całkowych MR C,

- metoda elementów brzegowych MEB.

Metoda elementów skończonych MES pozwoliła na rozwięzanie wielu zagad­

nień technicznych (np. [l04, 138]). Zastosowanie metody elementów skoń­

czonych do rozwięzywania równania Laplace'a w obszarze z warunkami brze­

gowymi Dirichleta sprowadza się do minimalizacji funkcjonału:

I ■ / [ « T >* * < % > 2
/©V dv. ( 1 . 1 )

Najczęściej metoda ta Jest stosowana w zagadnieniach płaskich lub osiowo- 

symetrycznych (np, [9]). W takim przypadku badany obszar dzieli się na 

trójkęty, co pozwala sprowadzić problem minimalizacji funkcjonału (1.1)
do takiego doboru wartości potencjałów 

ki rozpatrywanego obszaru v, aby
/i w poszczególnych węzłach siat-

J&- • 0 (i - 1,2,®V ,N). ( 1 . 2 )

Układ równań (1.2) po uwzględnieniu warunków brzegowych sprowadza się do 
algebraicznego układu równań:

^  an v bi* (1.3)
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którego rozwięzaniem sę przybliżone potencjały w poszczególnych punktach 

trangulacji obszaru. Ze względu na duży wymiar układu równań (1.3) do Je­

go rozwięzania można stosować metody iteracyjne (np. [9]). W celu skróce­

nia czasu obliczeń i zmniejszenia zajmowania pamięci maszyny cyfrowej wy­

korzystuje się również fakt, że macierz współczynników [ a ^ ]  Jest macie- 

rzę wstęgowę lub rzadkę [36]. Metoda elementów skończonych stosowana Jest 

najczęściej do badania pola elektrycznego w obszarach ograniczonych (np. 

[l05, 138], natomiast w przypadku obszarów nieograniczonych może być sto­

sowana z innymi metodami [88, lll].

Idea metody symulacji ładunków MSŁ [2 6 , 60, 110, H 2J polega na tym, 

że warunek ekwipotencjalności powierzchni przewodników zapisuje się w po­

staci algebraicznego układu równań:

N

H « i j qi ‘ V  (1'4)
i»l

który Jest równoważny istnieniu wewnętrz powierzchni przewodnika N ła­

dunków elektrycznych qit generujęcych w N punktach powierzchni poten­

cjały Vj. Po rozwięzaniu układu równań (1.4) ze względu na ładunki qt 

można obliczyć potencjał i natężenie pola w dowolnym punkcie na zewnętrz 

przewodników. W zależności od symetrii całego zegadnienia lub poszczegól­

nych Jego elementów stosuje się ładunki symulujęce ekwipotencjalność po­

wierzchni przewodników w postaci ładunków punktowych, ładunków rozłożo­

nych na odcinku prostej lub na okręgu [60, 112, 126, 129]. Istotnym za­

gadnieniem przy rozwięzywaniu pola MSŁ Jest wybór liczby i postaci ładun­

ków generujęcych pole, a także ich położenie, co ma wpływ na dokładność 

obliczeń. Obecnie MSŁ Jest szczególnie przydatna przy rozwięzywaniu pro­

blemów trójwymiarowego pola elektrycznego bez symetrii (np. [8, 15, 39,

110, 112]). Oest ona często efektywniejsza niż metode siatek czy MES przy 

rozwięzywaniu zagadnień pola elektrycznego w obszarach nieograniczonych.

w ostatnich latach rozwinęła się również metoda kombinowana obliczeń 

pól elektrostatycznych, będęca połęczenlem MES i MSŁ, a tym samym posia- 

dajęca zalety obydwu metod [88, lll]. W przypadku rozpatrywania układu 

przewodników i elektryków pełny opis problemu sprowadza się do układu rów­

nań algebraicznych na ładunki symulujęce ekwipotencjalność powierzchni 

przewodzęcych, układu równań na potencjały w węzłach siatki obszaru die­

lektryka elementy skończone oraz układu równań na granicy obszarów ES 1 

SŁ. Rozwięzanie tak złożonego układu równań algebraicznych Jeet kłopotli­

we ze względu na złe uwarunkowanie Jego macierzy, dlatego też do Jego roz­

więzania proponuje się metody iteracyjne [36, 76, 88, lllj. Metoda kombi­

nowana w podanej postaci jest szczególnie przydatna do analizy pól elek­

trycznych z ładunkami przestrzennymi lub z elementem' pół przewodzącymi.



- 14 -

Scharakteryzowane wyżej metody lub Ich kombinacje pozwoliły między in­

nymi na rozwięzanie takich problemów. Jak pole linii przesyłowych (np. [8, 

18, 42, 84]), pole linii przeayłowej w pobliżu słupa [l07] , pole przepus­

tu izolatorowego [lo, 88] czy pole ekomplikowenej głowicy kabla [12].
Oo obliczania pól elektromagnetycznych, szczególnie w obszarach nieo­

graniczonych, korzystnie Jest atosować metodę równań całkowych MRC (np. 

[67, 104, 138]. Równania całkowe I i II rodzaju można rozwlęzywać metoda­

mi przybliżonymi analizy funkcjonalnej [li, 37, 86, 130J . W takim Jednak 

przypadku należałoby określić układ funkcji ortogonalnych. Ponieważ pro­

ces poszukiwania takich funkcji Jest problemem eamym w sobie, metody ta­

kie tracę uniwersalność. W zagadnieniach elektrostatyki metoda równań cał­

kowych MRC polega na zastosowaniu potencjału objętościowego, potencjału 

warstwy pojedynczej i Jego pochodnej lub potencjału warstwy podwójnej 1 

sprowadzeniu zagadnień Dirlchleta, Neumanna lub Ich kombinacji dla równań 

Laplace’e i Polssona, do układu równań całkowych I 1 II rodzaju (np. [5 0 , 
91, 92, 125, 136]. Metoda równań całkowych pozwala ponadto rozwiązać za­

dania, w których zadane sę całkowite łedunki na przewodnikach [?9, 80], 

Jak również w przypadku, gdy powierzchnie przewodzęce stanowię cienkie 

niezemknięte warstwy [43, 125]. Równania całkowe I rodzaju, ogólnie rzecz 

bioręc, należę do równań źle uwarunkowanych i do ich rozwięzanla opraco­

wano specjalne metody regularyzacj i (np. [32, 52, 71, 119, 122j). W pracy 

[ 3 ] zastosowano np. algorytm lteracyjny Krianiewe [7l] do obliczenia pola 

dwóch płaskich ekslpotencjalnych taśm. Należy Jednak podkreślić, że z pun­

ktu widzenia obliczeń numerycznych problem poszukiwania optymalnych algo­

rytmów regularyzacjl dla przybliżonego rozwięzywenla równań operatorowych 

I rodzaju [53] Jest bardzo trudny 1 ponadto Jest możliwy tylko na EMC z 
dostetecznie dużę pojemnośclę pamięci.

0 wiele prostszym procesem regularyzacjl równań całkowych I rodzaju wy- 

stępujęcych w elektrotechnice Jeet sprowadzenie ich do równań całkowych II 
rodzaju (np. [6, 45, 79, 124].

Dednę z efektywnych metod numerycznych rozwiązywania brzegowych równań 

całkowych I i II rodzaju Jest metode elementów brzegowych MEB [29]. Meto­

da ta Jest przede wszystkim korzystna ze względu na to, że wynikające z 

niej oprogramowania nie wymagają dużych maszyn cyfrowych. MEB stosuje się 

do rozwiązania zagadnień teorii sprężystości, przewodnictwa cieplnego (np. 

[24]), jek również do obliczania niestacjonarnych pól elektromagnetycz­
nych (np. [68]).

w Instytucie Elektrotechniki w Warszawie opracowano algorytm metody e- 
lementów brzegowych dla obliczania dwuwymiarowych, niestacjonarnych pól 

elektromegnetycznych [69] , którego programy obliczeniowe mają w obecnej 
posteci charakter studyjny.

Również do przybliżonego rozwiązywania równań całkowych wyetępujących 

w elektrostatyce o operatorach typu potencjał warstwa pojedynczej lub po­

dwójnej najlepsze rezultaty osiąga się stosując metodą elementów brzego­
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wych [29, 56, 61, 115]. Zgodnie z tę metodę dokonuje się podziału brzegu 

na elementy (odcinki bądź krzywe) wyższego rzędu dle zagadnień dwuwymia­

rowych oraz liniowe lub wyższego rzędu formy trójkątne, będż prostokętne 

dla zagadnień trójwymiarowych przyjmując na każdym z nich znaną aproksy­

mację rozwięzanla oraz zadane wartości brzegowe. Najlepsze rezultaty 

osięga się stosując do aproksymacji rozwięzanie funkcja sklejane [36]. Ze 

względu bowiem na słabą osobliwość Jąder operacji całkowych typu poten­

cjały warstwy pojedynczej lub podwójnej do ich dyskretyzacji stosowanie 

formuł kwadratury [76] daje duże błędy obliczeniowe [61, 115]. Zestosowa- 

nie funkcji sklejanych zerowego stopnie do algebraizacji równań całkowych 

I rodzaju pozwoliło na rozwięzanie pola elektrycznego dle układów płas­

kich i osiowo-symetrycznych (np. [3 , 56, 61, 115]).

1.2. Zakres i cel pracy

Głównym celem pracy jest konstrukcja algorytmów do obliczania pól elek­

trycznych dla dowolnych układów przestrzennych i płaskich przewodników i 

dielektryków doskonałych z zastosowaniem metody równań całkowych i ele­

mentów brzegowych, prowedzęca do wielkich układów równań liniowych dys- 

kretyzujęcych odpowiednie układy równań całkowych I lub II rodząju, w któ­

rych wszystkie współczynniki występujące przy zmiennych węzłowych są wy- 

rażalne przez kombinecje funkcji standardowych lub zbieżne szeregu funk­

cyjne ze względu na wepółrzędne punktów triangulecji powierzchni lub kon­

turów przewodników i dielektryków. Ponadto postawiono sobie za cel opra­

cowanie algorytmów do obliczania pól elektrycznych na bazie równań całko- 

wo-brzegowych I i II rodzaju z zastosowaniem metody kolejnych przybliżeń 

w zalgebraizowanej posteci, w których elementy macierzy dyskretyzujęcych 

odpowiednie operatory całkowe sę również wyrażalne przez kombinacje funk­

cji standardowych lub zbieżne szeregu funkcyjne ze względu na współrzędne 

punktów triangulacji powierzchni, lub konturów przewodników i dielektry­

ków.
W tak skonstruowanych algorytmach eliminuje się wielotysięczne odwoła­

nia do procedury całkowania numerycznego niezbędne do wyznaczenia współ­

czynników układów równań algebraicznych dyskretyzujęcych odpowiednie ukła­

dy równań całkowo-brzegowych I lub II rodzaju i rozwiązuje się globalnie 

problem numeryczny związany ze słabę osobliwością Jąder operatorów całko­

wych, osiągając równocześnie dużą dokładność w generacji współczynników 

układu równań algebraicznych, co Jest szczególnie istotne przy rozwięzy­

waniu układów równań całkowo-brzegowych I rodzaju.
Mając na uwadze zastosowania przede wszystkim w technice wysokich na­

pięć, konstrukcja algorytmów obliczeniowych pole elektrycznego przeprowa­

dzona będzie dla następujących modeli obliczeniowych: przewodniki objęto­

ściowe, przewodniki lub ich układy stanowiące cienkie cylindryczne prze­

wody, przewodniki w postaci cienkich niezamkmętych powierzchni przewo-
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dzęcych oraz układy przewodników i dielektryków Jednorodnych izotropo­

wych o różnych przenlkelnościech elektrycznych. Konetrukcja algorytmów ob­

liczeniowych pola elektrycznego dla podanych modeli dokonana będzie przy 

danych potencjałach przewodników lub ich całkowitych ładunkach w polu ze­

wnętrznym, lub bez niego z uwzględnieniem ciągłości potencjału oraz skła­

dowej normalnej wektora indukcji elektrycznej na granicy rozdziału die­

lektryków. Tak określone warunki brzegowe mogę występie w różnych kombi­
nacjach.

Punktem wyjścia w konstrukcji tych algorytmów obliczeniowych pola elek­

trycznego dla określonych modeli będę układy równań całkowo-brzegowych I 

i II rodzaju wynikajęce z teorii potencjałów warstwy pojedynczej i podwój- 

nej [4 9, 50, 73, 91, 92, 124, 13ćJ podane w rozdziale drugim pracy.

Majęc na uwadze realizację głównego celu pracy, w rozdziale trzecim 

wykazane będzie, że operatory całkowe typu potencjał warstwy pojedynczej 

i jego pochodne oraz potencjał warstwy podwójnej można aproksymować kom­

binacjami funkcji standardowych lub za pomocą zbieżnych szeregów funkcyj­

nych tzw. funkcje kształtu ze względu na współrzędne punktu X, niezależ­

nie od Jego położenia. Tak rozwiązane zagadnienia aproksymacji rozpatry­

wanych operatorów całkowych pozwolę na dyskretyzację w rozdziale czwartym 

wszystkich równań całkowych sformułowanych w pracy, a tym samym na reali­

zację jej głównego celu. Ponadto otrzymanie gotowych wyrażeń aproksymuję- 
cych potencjał elektryczny dla dowolnych położeń punktu X pozwala na ba­

danie rozkładów natężenia pola elektrycznego bez wielotysięcznych odwołań 
do procedury całkowania numerycznego (rozdział 5).

Na zakończenie pracy podane będę przykłady obliczania pola elektrycz­

nego dla dwuwymiarowego modelu linii przesyłowej 400 kV i 750 kV.

2. SPROWADZENIE ZEWNĘTRZNEGO PROBLEMU DIRICHLETA DLA RÓWNANIA LAPLACE'A 

DO UKŁADÓW RÓWNAŃ CAŁKOWO-BRZEGOWYCH

W obliczeniach pól elektrycznych dla różnych zadań techniki wysokich 

napięć szczególnie istotna Jest konstrukcja odpowiedniego modelu oblicze­

niowego, który powinien dostatecznie dokładnie opisywać geometrię rozpa­

trywanego układu przewodników. Z drugiej zaś strony przy konstrukcji róż­

nych modeli obliczeniowych niezbędne sę pewne uproszczenia, bez których 

niemożliwe sę obliczenia.
Modele obliczeniowe stosowane w technice wysokich napięć stanowię prze­

wodniki różnych form. W niniejszej pracy rozpatrywane będę przewodniki w 

następujących grupach:

- przewodniki objętościowe,
- przewodniki lub ich układy, stanowlęce cienkie cylindryczne przewody,

- przewodniki w postaci cienkich niezamkniętych powierzchni przewodzących.

Ogólnie rzecz bioręc, mogą wystąpić zadania, których modele obliczeniowe 

stanowią różne kombinacje wymienionych modeli.

Przy rozwiązywaniu pola elektrycznego muszą być podane warunki granicz­

ne. W zadaniach techniki wysokich napięć obliczenia pól elektrycznych pro­

wadzi się przy zadanych potencjałach przewodów lub ich całkowitych ładun­

kach z uwzględnieniem pola zewnętrznego, lub bez niego. Podane warunki gra­

niczne mogą występować w różnych kombinacjach.
Obecnie dużo uwagi zwraca się na rozwiązywanie pól elektrycznych quasi- 

statycznych metodę równań całkowych. Szerokie zastosowanie tej metody po­

dyktowane Jest wieloma zaletami, z których główna polega na możliwości ob­

liczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet należy rów­

nież zaliczyć możliwość konstruowania najbardziej prostych i ogólnych pro­

gramów, pozwalających obliczyć pole elektryczne przy dowolnych kształtach 

powierzchni granicznych rozdziału ośrodków, jak również możliwość otrzy­

mania rozwiązań zagadnień polowych w przejrzystej zwartej formie, tj. w 

postaci potencjałów ^73, 91, 92].

2.1. Układy równań całkowo-brzegowych pierwszego rodzaju

Do obliczenia pól elektrycznych generowanych przez naładowane przewod­

niki bardzo często wykorzystuje się równenia całkowe pierwszego rodzaju 

[5 6 , 6l] , co zapewne podyktowane Jest bezpośrednim stosowaniem potencja­

łów warstwy pojedynczej ładunków.



Mając na uwadze zastosowania w technice wysokich napięć, zakłada się, 

że modele obliczeniowe stanowią przewodniki różnych form, tj. przewodniki 

objętościowe, przewodniki lub ich układy stanowiące cienkio cylindryczna 

przewody, przewodniki w postaci cienkich niezamkniętych powierzchni. Niech 

w przestrzeni Euklidesa R3 mającej cechy próżni zadane są powierzchnie 

tych przewodników Sk (k = l,2,...,Np ) będące klasy C^. Poszukuje się 

funkcji v (x )  spełniającej w obszarze zewnętrznym względem przewodników 
równania Laplace'a:

AV(X) = O (2.1)

z warunkiem brzegowym

v ( x )  « Vk = const dla X e Sk (k = 1,2,...,N ) (2.2)

oraz zmierzającej do zera, gdy punkt X oddala się do nieskończoności 

[73J. Potencjały Vk poszczególnych przewodów, ogólnie rzecz biorąc, na­

leżą do zbioru liczb zespolonych, co zapewnia uwzględnienie pól sinusoi­

dalnie zmiennych. Rozwiązania poszukuje się w postaci potencjału warstwy 
pojedynczej [73]:

0 k=l sk 0 S

gdzie :

1 9  N„
S * SA u S u . . .  U S  p ,

<J(Y) = ó k (Y) (k = 1,2,... ,Np ),

|x y | = ^ j - y j ) 2 + (x2-y2 )2 + (x3-y3 )2j^,

dSy - miara powierzchni S ze względu na współrzędne punktu Y.

W rozpatrywanym przypadku należy tak określić funkcję gęstości ładunków 

6 k (Y) na powierzchniach S » S 1 u S2 u ... U S p , aby potencjał v(x) 

spełniał warunki brzegowe (2.2), a na to potrzeba, by spełniony był nastę­
pujący układ równań całkowych pierwszego rodzaju:
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Znajomość rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków, które by zapewniały 

stałość potencjałów na powierzchniach Sk , pozwala zgodnie ze wzorem (2.3) 

otrzymać rozwiązanie równania (2.1) z warunkami brzegowymi (2.2). 

Przyjmując dla operacji całkowej typu potencjału warstwy pojedynczej oz­

naczenie :

«  <’ •*> 
k-1 S S

można układ równań całkowych (2.3) przedetetgić w postaci:

T 6 -  W, (2.6)

gdzie W . 2C{>V1 dla X e S1 (l - l,2,...,Np).

Zewnętrzny problem Dirichleta dla trójwymiarowego równania Laplace’a zo­

stał więc sprowadzony do rozwiązania równania pierwszego rodzaju (2.6).
Dwuwymiarowy model pola elektrycznego można stosować w przypadku roz­

patrywanie układów przewodów prowadzonych równolegle względem sisbie oraz 

przy założeniu, że odległości między przewodami są dostatecznie mełe w po­

równaniu z ich długością. W ostatnich latach model ten był często stoso­

wany przy analizie i syntezie pole elektrycznego linii przesyłowych w war­

stwie przy powierzchni ziemi. Między innymi posługiweno się nim w pracach 

[8, 18. 41, 64, 84].

Z praktycznego punktu widzenia zewnętrzny problem Dirichlete dle dwu- 

wymierowego równania Laplace'e ma berdzo duże zastosowanie. Poszukiwanie 

rozwiązania tego problemu będzie prowedzone w postaci potencjału logaryt­

micznego warstwy pojedynczej.

Niech na płaszczyznie R2 dany Jest układ D. (i • 1,2,...,N) roz-
iłącznych obszarów ograniczonych JednospóJnych, których brzegi ~€ tą krzy­

wymi zamkniętymi klasy C^. Poezukuje się rozwiązenie v(x) zewnętrznego 

zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace'a:

N

4V(x) - 0 dle X e R2 - U D± (2.7)

i«l

z warunkami brzegowymi

v(x) - V1 dla X e “e 1 (i • 1,2 N) (2 .8)

znikającego w nieskończoności w poetaci potencjału logarytmicznego war- 

ttwy pojedynczej:
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v(x) ■ 5 * r  ] L  / 6k(Y)ln[ i m ] dlY ■ ssi- i ó(Y)ln[i7?r]dlY' (2-9)
° k - l k  L J  0 ~

't ^
gdzie:

1 2  NB
"e - t u t u ... u t  p ,

|XY| - [(x1-y1)2 + <x2‘y2)2]? '

dly - «lara konturu % za wzglądu na współrzędna punktu Y.

Ażeby Jednak potencjał określony wzorea (2.9) znikał w nieskończoności, 
potrzeba 1 wyatarcza, aby

f <*(*)dlx -  ’ 0  ( 2 . 1 0 )
't k-1 t

Mając na uwadze zeetoaowanle dwuwymiarowego aodelu pola elektrycznego do 
badania pola linii trójfezowych, zekłeda alę dalej, że rozłączne ebezery 
D1 znajdują się w półpłaszczyznie x2 » O (rys. 2.1).

Rys. 2.1. Odbicie zwlsrciadlana obszsrów 0^ w osi x^
Fig. 2.1. Mirror laege of the D1 rsglons ln ths axis x.

Warunki brzegowe (2.8) pozoatają bez zaien, natoalast dla x2 » 0  przyj- 
auja aią potencjał v(x1,x2) równy zeru

V(x1#0) - O. (2.11)

Rozwlązenle tak postawionego zegadnienia Dirlchlata dla dwuwyaiarowego rów­
nania Laplace'e aożna otrzyaać stosując aatodą obrazów elektrycznych wzglą-
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dem prostej Xg = O [1I7J. Polega ona na uwzględnieniu warunku brzegowego

(2.11) przez wprowadzenie układu , obszarów (i = 1,2,...,N) będących 

odbiciem zwierciadlanym obszarów Oi (i = 1,2,...,N) względem osi Xj, 

na których funkcje <5i(Y) wynoszą:

6 *■'(*) = -6i (Y) ; Y = Y(y i ,y2); Y' = Y ,(y1 ,-y2 ) (2.12)

W takim przypadku rozwiązanie zewnętrznego zagadnienia Dirichlete dla dwu­

wymiarowego równania Laplace’a w półpłaszczyznie x^ ̂ O  z dodatkowym wa­

runkiem brzegowym (2.11) dołączonym do warunków brzegowych (2.8) można 

poszukiwać w postaci :

V(X) = J ^ 1" 7 W J  dlv

-e 

N.
i V — > A  k / ^(vi-xl)2 + (v2+x2 ^  ,

= 2 § e X Z  J (Yi. *y2) ln T7~ 2 ’ ‘ ‘ ‘ diy <2-13>
k=l ^k \(y1-x1) + (y2-x2 )

Łatwo zauważyć, że w przypadku gdy punkt X zmierza do nieskończoności, 

to funkcja v (x )  zmierza do zera. W rozpatrywanym przypadku należy tak 

określić funkcję ó(Y) na brzegu 't « t 1 U t 2 u ...u « N p , aby potencjał 

v(x)  spełniał warunki brzegowe (2 . 8 ) i (2 . 11). a na to potrzeba, by speł­

niony był następujący układ równań całkowych pierwszego rodzaju:

V(y1-x1)2 ♦ (y2+x2 )2' 

k*1 y,Y V(yi-Xl)2 + (y2-x2)2
t

= 2£ V2 ; X(x,,x_)e t 2 (1 - 1,2 N )  (2.14)O 1 ć. p

Znajomość rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków zapewniających sta­

łość potencjałów na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem (2.13), na

rozwiązanie równania (2.7) z warunkami brzegowymi (2 .8).
Przyjmując dla operacji całkowej typu potencjału logarytmicznego ozna­

czenie :

^ L 6  ■ I  - f W J  d l Y *  f  m  i ) 6 k ( Y ) l "  -JW T  d ł Y*  ( 2 . 1 5 )
«-I £

można u k ł a d  ró w n a ń  c a ł k o w y c h  (2 .14 ) p r z e d s t a w i ć  w z w a r t e j  p o s t a c i  o p e r e -  

t o r o w e j  :
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gdzie w = 2eQV1 dla K e t 1 (l - 1,2.....N).

Problem zewnęr Tny Oirichleta dla dwuwymiarowego równanie Laplace'e Jest 

równoważny rozwiązaniu równania (2.16) z operacją liniowę określony wzo­
rem (2.15).

Jak łatwo zauważyć, operatory T  i T L (wzory (2.5) i  (2.15)) sę ope­

ratorami liniowymi i do badania równań (2.6) i (2.16) można zastosować te­

orię Banacha z analizy funkcjonalnej [4]. W zagadnieniach elektroststyki 

dziedzinę i przsciwdziedzlnę operatorów t i  T L a; przestrzenie funkcji 

rzeczywistych współrzędnych punktu X, np. przestrzeń funkcji ciągłych C, 

całkowalnych i całkowalnych z kwadratem L2 odpowiednio na powierz­

chni S i  konturze . Jeżeli Jednak rozpatrywać pole elektryczne quasi- 

statyczne sinusoidalnie zmienne, wówczas należałoby dziedzinę i przeciw- 

dziedzinę operatorów T  i T L rozpatrywać w przestrzeniach zespolanych 

funkcji punktu na powierzchni S i konturze , np. w przestrzeni funk­

cji całkowalnych z modułem lub z kwadratem modułu t-2> Dek wiadomo,

z analizy funkcjonalnej rozpatrywane przestrzenie C, Lj, \-2 są przestrze­
niami Banacha [4J.

Jędra operatorów całkowych (2.5) i (2.15) maję słabą osobliwość w przy­

padku, gdy punkty X i Y pokrywaj? się. Jeżeli Jednak operatory f i TT 

są określone w przestrzeni funkcji 6 całkowalnych z modułem (6 « Lj), to 

Jak wiadomo z teorii potencjełu [73J , operatory te przyjmuję wartości z 

przestrzeni funkcji ciągłych C* odpowiednio na powierzchniach S i kon­
turach £ .

Można wykazać [7o], że operacje T  i V L sę ograniczone z C* w C*. a 
Jako takie sę clęgłe:

li II^H dts) ̂ C * ( S )  ̂  HC *(S) '

11 'V l 611 c *(e ) ^ I|Tl U c* ( e )  — c*(e) l|6Hc*(e)' (2-18>

gdzie normy operacji (wzory (2.5) i (2.15)) wyrażaję się wzorsmi:

*̂ l<5 = W, (2.16)

(2.19)

I ̂  II = sup-j
C#(s)— ~C*(S)

Można również wykazać [70], że operacje TC i "f, są ograniczone z w

l*̂ . Teoria równań operatorowych (2.6) i (2 .16) Jak również metody ich przy­

bliżonego rozwięzenia podane sę najogólniej w przestrzeniach L*. Dlatego 

też należy zbadać zachowanie się operacji *1̂ i "VJ_ wziętych Jako operacje 

z w l5[. W tym przypadku pomocne w oszacowaniu norm operacji "V i T L

staje się twisrdzenle Risza o interpolacji [70]. Stwierdza ono, że jeżeli 

liniowe operacje V  i V  L sę równocześnie operacjemi ograniczonymi z C* 

w C *  oraz z L* w L*, co ma miejsce w rozpetrywanym przypadku, to sę 

również operacjami ograniczonymi z ijg w L*.
Operacja ^  zdefiniowana wzorem (2.5) jako potencjeł warstwy pojedyn­

czej rozpostartej na powierzchniach Sk (k « 1.2.....N ) ma takę włas­

ność [73], że Jeżeli Jest on równy zeru w każdym punkcie tych powierzch­

ni, to funkcja 6 (y ) « ó k(Y) dla Y e Sk (k - 1,2,...,N), znika w każ­

dym punkcie tych powierzchni, a więc

^ 6  = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 6 = 0. (2.21)

Jak wiadomo [4], warunek (2.21) Jest warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym na to, aby operacja liniowa TT była iniekcję.

Z warunku (2.21) odwracalności operatora Y  wynika Jednoznaczność roz- 

wlęzania równania (2 .6). Istotnie, gdyby założyć, że istnieje drugie roz­

wiązanie 6^, to zachodzi:

^ ( ó -  ó 1) - 0 (2.22)

i na mocy warunku (2.21) prawie wszędzie 6 =

Analogiczne własności posiada operacja rV’L zdefiniowana wzorem (2.15).

W teorii równań całkowych pierwszego rodzaju wykazuje się.że dowolnie ma­

łe odchylenie względem normy wyrazu wolnego W w równaniu (2.6) mo­

że prowadzić do skończonego błędu w rozwięzeniu (S równania (2.6). Ozns- 

cza to utratę stabilności rozwiązania 6 przy małym odchyleniu prawej stro­

ny równania (2.6) (por. [122J). W zwięzku z utratą stabilności rozwiąza­

nia układ równań całkowych (2.4) należy do źle uwarunkowanych.
Oznacza to, że operator całkowy T  typu potencjału warstwy pojedynczej 

jest operatorem ograniczonym z L* w L*, posiada operator odwrotny'V1 

który nie Jest ograniczony, co Jest równoważne niestabilności rozwiązania 

równania (2 .6).
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Jeżeli jednak wiadomo, że zachodzi Jednoznaczność rozwiązania (2.6) i 

że ono istnieje w określonym zbiorze funkcji, to zagadnienie Je9t sformu­

łowane poprawnie w sensie Tichonowa [ll9], Stabilność rozwiązania ukła­

du równań całkowych I rodzaju może być osiągnięta metodę regularyzacji 

£120]. Cyfrowy algorytm wyboru parametru w metodzie regularyzacji można 

znaleźć w pracach [52, 7l] , natomiast konstrukcję asymptotycznych opty­

malnych algorytmów rozwiązania równań X rodzaju podano w pracy [53]. 

W [ 8 7 ]  pokazano, że stosowanie tej metody do równań z dokładnie zadaną 

prawą stroną zapewnia przy zmniejszaniu elementów podziału powierzchni do­

wolnie mały błąd rozwiązania. Należy Jednak podkreślić, że realizacja tej 

metody Jest możliwa na EMC z dostatecznie dużą objętością pamięci.

Stabilne rozwiązanie układu równań (2.6) można by otrzymać wprowadza­

jąc aproksymację nieznanej funkcji gęstości łsdunków <5k (x)  nie na ele-
k łcmentach powierzchni S^, lecz na całych powierzchniach S .

Przy odpowiednim wyborze takich funkcji stanowiących bazę ortonormalną 

w l | ( s ) zadanie nie będzie źle uwarunkowane. Przykład konstrukcji ta­

kiego układu ortonormalnego funkcji można znaleźć w pracy [74] ■ Do apro­

ksymacji funkcji 6 k (Y) można wziąć układ ortonormalny funkcji własnych 

Jądra układu równań (2.6) [86]. Należy jednak zauważyć, że sam proces kon­

strukcji aproksymujących funkcji Jest nieformalny i przedstawia problem 

sam w sobie, dlatego też taka metoda rozwiązywania traci uniwersalność.

Zastosowanie równań całkowych I rodzaju do rozwiązywania zewnętrznego 

zagadnienia Dirichleta pokazano w pracy [6l] . Problem stabilności rozwią­

zań równań całkowych I rodzaju dla zadań elektrostatyki omówiono w [35J. 
W pracy tej zastosowano metodę samoregularyzacji [43], unikając w ten spo­

sób wprowadzenia operatorów regularyzujęcych. Do rozwiązania układu rów­

nań całkowych I rodzaju (2.4) można również zastosować metodę prostej al- 

gebraizacji. Rozwiązanie otrzymanego w ten sposób algebraicznego układu 

równań nie zawsze prowadzi do dużych błędów [63]. Dla usunięcia złego u- 

warurtkowania algebraicznego układu równań należy zapewnić dostatecznie du­

żą dokładność obliczeń Jego współczynników. Im większa jest bowiem ilość 

równań w rozpatrywanym układzie (tj. zmiennych węzłowych), tym większy 

staje się współczynnik Jego warunkowań. W celu więc zwiększenia dokładno­

ści rozwiązania nie można się ograniczyć przy obliczaniu współczynników 

układu równań do stosowania metod kwadratury, lecz należy zastosować do 

aproksymacji nieznanej funkcji gęstości-ładunków funkcje sklejane możli­

wie dużego stopnia [36]. Z drugiej jednak strony im większy Jest stopień 

funkcji sklejanych, tym większy jest czas obliczeń współczynników równań.

Stabilne rozwiązanie układu równań (2.6) można również otrzymać przy­

stosowując do Jego rozwiązania metodę kolejnych przybliżeń [47]. W zasto­

sowaniach obliczeniowych proces kolejnych przybliżeń należy zalgebraizo- 

wa ć, co osiąga się poprzez dyskretyzacJę operatora występującego w ukła­

dzie równań (2.4).
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2.2. Układy równań całkowo-brzegowych drugiego rodzaju

Proces sprowadzenia układu równań całkowych pierwszego rodzaju (2.4) 

do układu równań całkowych II rodzaju nazywa się w literaturze przedmiotu 

procesem regularyzacji. Stosuje się go wówczas, kiedy występują trudności 

numeryczne związane ze złym uwarunkowaniem układu równań całkowych I ro­

dzaju.

W przypadku gdy powierzchnie przewodników S są zamknięte, można to 

wykonać wykorzystując własności graniczne pochodnej normalnej do tych po­

wierzchni (np. [73, 136]). Jeżeli natomiast powierzchnie przewodzące nie 

są powierzchniami zamkniętymi, to problem rozwiązania układu (2.4) można 

również rozwiązać sprowadzając go do układu równań całkowych II rodzaju. 

Dla przypadku pojedynczej powierzchni przewodzącej dokonano w pracy [125] 

procesu regularyzacji przybliżonej, polegającej na sprowadzeniu odpowied­

niego równania I rodzaju do równania II rodzaju o ciągłym i dowolnie róż- 

niczkowalnym jądrze. Tego typu proces reguleryzfcji Jest analogiczny z 

procesem samoregularyzacJi, przedstawionym w pracy [43]. Okazuje się rów­

nież możliwe w przypadku pojedynczej powierzchni przewodzącej sprowedzić 

dokładnie równanie I rodzaju do równania II rodzaju, tj. zastosować do­

kładną regularyzację [45].

W niniejszej pracy pokazane będzie, że regularyzacja przybliżona 1 do­

kładna może być również z powodzeniem stosowana do układu równań I rodza­

ju (2.4) odpowiadającego problemowi Dirichleta dla równania Laplece’a dla 

układu Np2 nlezamkniętych powierzchni przewodzących. Powierzchnie prze­

wodników posiadają czasami krawędzie lub punkty ostrzowe na Sk , w otocze­

niu których gęstości ładunków wzrastają nieograniczenle [54]. Może t* uje­

mnie wpłynąć na dokładność cyfrowych metod rozwiązywania równań (2 .6) i

(2.16), gdyż, Jak wiadomo, dokładność ta Jest tym większa, im większa Jest 

‘gładkość' poszukiwanego rozwiązania dokładnego. Ażeby trudności tych uni­

knąć, należy do rozwiązania pola zastosować potencjał warstwy podwójnej 

[73]. W pierwszej jednak kolejności rozpatrywane będzie zastosowanie po­

tencjału warstwy pojedynczej w procesie regularyzacji.

2.2.1. Zastosowanie potencjału warstwy pojedynczej

Niech spełnione są założenia poczynione w pkt. 2.1 oraz niech ponadto
i,

powierzchnie dartych przewodników S aą powierzchniami zemkniętymi klasy 

C1. Sformułowany w punkcie 2.1 problem Dirichleta dis trójwymiarowego rów­

nania Laplace'a sprowadza się do układu równań całkowych I rodzaju (2.4) 

z niewiadomymi funkcjami gęstości ładunków 6 k(x).
Z teorii potencjału wiadomo [73] , że werunek stałości potencjału na po­

wierzchniach zamkniętych Sk Jest równoważny zerowaniu się składowej nor- 

malnej wektora natężenia pola elektrycznego wziętej od strony wewnętrznej 
powierzchni.
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Ek (x)  = lim (2.23)nw
x'— xssK 

x'eDk

“wgdzie pochodna w kierunku wektora normalnego n zorientowanego do wnę-
k x ittrza obszaru D jest wzięta w przypadku granicznym, gdy punkt X — —  S

u
od strony wewnętrznej obszaru D .

Zgodnie z teorią granicznych wartości pochodnej potencjału warstwy po­

jedynczej (2.3) [136] w kierunku wektora normalnego nw do powierzchni Sk
k kskierowanego do wnętrza obszaru O w zależności od tego czy punkt X— S

od strony wewnętrznej czy zewnętrznej otrzymuje się następujące granice:

Npl

\ im , 2 f ° " '  6 l ( X )  + »  2 Z  ^ k(Y^ W dSV‘ {2- 24^x'— xes1 dnx' k-1 " k  dnx
/ t D ‘

lim 26. dv(x'>

x'— KeS1 dnX-

X1 e R3-D1

N

,1(X) + 51 6k(Y)^ (TxVT)dSY- (2.25)
k » i « k  dnx

Uwzględniając warunek (2.23) w granicy (2.24), otrzymuje się następujący 

układ jednorodnych równań całkowych II rodzaju z niewiadomymi funkcjami 
gęstości ładunków:

V
1(X) -  6 k(Y)JTT(- x 7 - )dSY -  ° .  (X s1

k = l %,k dnX
) (1 = 1.2 Npl)

(2.26)

Sposób rozwiązywania Jednorodnego układu równań całkowych (2.26), zwanych 

równaniami Robina [125], zależy od postawionego zadania [73]. W rozpatry­

wanym przypadku zadane są potencjały Vk na poszczególnych przewodnikach 

o powierzchniach Sk , więc nieznane funkcje gęstości ładunków <5k (x) rów­

nocześnie spełniają układy (2.4) 1 (2.26). Równania te można przekształ­

cić w niejednorodny układ równań całkowych II rodzaju [79]. W tym celu 

każde z równań (2.26) dodajemy stronami do odpowiedniego równania układu

(2.4) wyrażonego przez wymiarowy współczynnik «^(«^>-0). Otrzymuje się 
wówczas:

1(x) ‘ 2T Z l i f ik{Y) 7 J ( |x7r) " lx7T
k . i "k L X

dsY ■ se0« 1v1 (X c S1)

(1 » 1.2 Npl), (2.27)
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gdzie

dn

cos(xY,n” )

|XY|2
(2.28)

Przyjmując dla operacji całkowej występującej w układzie równań (2.27) na­

stępujące oznaczenie:

W 6 =  w l t f 6k(Y)
k-1 £k

of,
dS.

QC(X) dSv ( 2 . 2 9  *

oe(x) = dla x e s1
układ (2.27) można zapisać w postaci:

gdzie :

<j -fc-WĆ => w,

6 (x )  = <}1(x) 

w(x) = 26
dla X c S ; %  3 1. ( 2.30.

Postawiony więc zewnętrzny problem Dirichleta dla układu przewodników ob­

jętościowych został sprowadzony do równania Fredholma II rodzaju (2.30). 

gdzie o p e r a t o r W  wyraża się wzorem (2.29). Łatwo zauważyć, że operator^' 

Jest operatorem liniowym posiadającym słabą osobliwość w przypadku, gdy 

punkty X i Y pokrywają się. Można wykazać [70] , że operator ten jest 

ograniczony z L*(s) w L^(s), a parametr a, = 1 w równaniu (2.30) nie 

Jest liczbą charakterystyczną operacji (2.29). Na mocy więc pierwszego 

twierdzenia Fredholma [l36] równanie (2.30), tzn. układ równań (2.27) po­

siada Jednoznaczne rozwiązanie przy dowolnej, nie tylko stałej jak w (2.30', 

prawej stronie.

Dobór parametrów >  O Jest obojętny z punktu widzania istnienia roz­

wiązania, Jednak nie Jest on obojętny na rozkład liczb charakterystycz­

nych operacji (2.29), co ma istotne znaczenie na zbieżność metody

kolejnych przybliżeń przy rozwiązywaniu układu (2.27) [86].

Oeżeli rozpatrywany Jest układ przewodników, z których N .  posiada po- 
k ”

il. - . o .Npl) . natoaiast Np2 Jest niezamk-wlerzchnle zamknięte S (k ■ 1,2,

nlętych Sp (l * 1,2 Np2), to wcześniej podany proces regulacji nie

może być zastosowany do tych ostatnich. W odniesieriu bowiem do powierz-
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Rys. 2.2. Zamknięte 1 nie- 
zamknięta powierzchnie prze­

wodzące

Fig. 2.2. Closed and open 
conducting surfaces

cych niezamkniętych oraz 

nie jak w punkcie 2 

równania Laplace'a

czej :

chni niezamkniętych nie można stosować 

przejścia granicznego (2.24). Nie oznacza 

to jednak, że tego rodzaju proces regula- 

ryzacji, polegający na sprowadzeniu ukła­

du równań całkowych I rodzaju (2.4) do 

układu równań całkowych II rodzaju. Jest 

niemożliwy. Tego typu proces regularyza- 

cji przybliżonej dla Jednego równania cał­

kowego I rodzaju odpowiadającego pojedyn­

czej niezamkniętej powierzchni przewodzą­

cej zastosowano w pracy [l25j.

W niniejszej pracy pokazane będzie, że 

można go zastosować w przypadku występo­

wania układu Np2 powierzchni przewodzą- 

powierzchni zamkniętych (rys. 2.2). Podob- 

1 rozwiązanie problemu zewnętrznego Dirichleta dla 

poszukuje się w postaci potencjału warstwy pojedyn-

N
pl

v(x) =  1_
43T t.

V
£  
k.i -8k

f  60 (Y) 1 X  6k (Y)
J  “ W T  Y + 49T£ 2_I f  ~ w i
ck 0 k = l «£k

dSY- ( 2 . 3 1 )

Dla określenia gęstości (1 = 1 , 2 , ■Np2> można stosować tylko
jeden warunek brzegowy, a mianowicie stałość potencjału na przewodzących 

powierzchniach niezamkniętych S1

v(x)
xes_

(l = 1,2, ,Np2). ( 2 . 3 2 )

z którego wynika następujący układ równań całkowych Fredholma I rodzaju:

2JT 2_. J  ixVT dSY 2JT 2_i f  |Xy [
k = l  ” k k-1 *k

o

dSv

(l - 1,2,

o o

• V

(x So>

( 2 . 3 3 )

Z każdą powierzchnią niezamkniętą S 

ne są dwie powierzchnie S*1 i S"1O i  o
Niech normalna do powierzchni S*

S*1 i S”1 w punkcie X+ i x~ 
tak, że dla każdego punktu X e S1 zachodzi równość

o konturzeO
mające z S 

w punkcie X przecina

powierzchnie S+ 1

(rys. 2.2) związa- 

wspólny kontur L1.

powierzchnię 

wybrane są

XX" » h1(x ) .
i S 
XX4

-1
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Zgodnie z włesnością pola elektrycznego przy przejściu przez powierzchnię 

naładowaną S1 zachodzi:

6*(X)
(x) - E _(x)  - (X e S*) .
. nv dnv driw

( 2 . 3 4 )

Pochodne potencjału v ( x )  w kierunku wektora normalnego do powierz­

chni S* od strony powierzchni S*1 i S"1 można przybliżyć następują- 

co:

Uwzględniając wzory przybliżone ( 2 . 3 5 )  w równaniu ( 2 . 3 4 ) ,  otrzymuje się:

^l(x ) r i
- 2 ----- £  - J : ---  2V (x)  -  v ( x " )  -  v ( x + ) ; (X e S 1 ( 2 . 3 6 )
e o h (x) L j

Ponieważ na powierzchni S1 zachodzi warunek ( 2 . 3 2 ) ,  a potencjały v(x ) 
i V(X+ ) wyrażają się wzorem ( 2 . 3 1 ) ,  układ równań ( 2 . 3 6 )  sprowadza się 

do następującego układu równań całkowych Fredholme I I  rodzaju:

i w  A . , .  ^  • 4  g  *

♦ - * - 1|x"Y|J
|dSY - 2£0V*. ( 2 . 3 7 )

Dokładność przybliżenia układu równań całkowych I rodzaju ( 2 . 3 3 )  układem 

równań całkowych I I  rodzaju ( 2 . 3 7 )  zależy od dokładności przybliżenia 

( 2 . 3 5 )  pochodnycH normalnych potencjału, które zależą od Jego zachowania 

X+X‘ . Ponieważ na brzegu L1 powierzchni S* gęstości 

wzrastają nieograniczenie, dlatego dla podwyższenia do­

kładności rozwiązania układu ( 2 , 3 7 )  należy zmniejszać parametr regulary- 

zacji hi(x) przy zbliżeniu się punktu X do brzegu

się na odcinku 
ładunków 6 1(x)

L^ powierzchni S1

Zapewnia się to takim wyborem powierzchni S*1 i s0*- ażeby na
o" 

swym

brzegu pokrywały się z brzegiem powierzchni SQ.
W wyprowadzonym układzie równań całkowych I I  rodzaju ( 2 . 3 7 )  w przeei» 

wleństwie do układu ( 2 . 3 3 )  Jądra



nie posiadają osobliwości i są dowolną ilość razy różniczkowalne.

Układ równań całkowych (2.37) oprócz niewiadomych funkcji gęstości 

6 ^ (x )  określonych na niezamkniętych powierzchniach przewodzących S1 za­

wiera również niewiadome funkcje gęstości określone na zamkniętych po­

wierzchniach przewodzących Sk (k = 1,2,...,Npl). Na przewodzących po­

wierzchniach zamkniętych Sk potencjał V(x) określony wzorem (2.31) 

spełnia równocześnie dwa warunki, a mianowicie:

v(x)| Xesl ’ vl (1 = 1 '2  V 5 (.2.39)

oraz (2.23). Postępując więc analogicznie Jak na początku tego punktu, o- 

trzymuje się następujący układ równań Fredholma II rodzaju:

6o(x) - w  X ! / 6k(Y)[ ^ (w r " w ] dsv "
k=l gk L X J

'  W ^ / kó o ( Y ) j ^ (l x T T ) -  - jx V r jd S Y = 2Co v l  ( x  £ s l )

° (1 = 1,2 Npl). (2.40)

gdzie >  O dowolna stała dodatnia.

Układy równań całkowych II rodzaju (2.37) i (2.40) stanowią razem układ 

Npl + Np2 = Np równań o takiej samej ilości niewiadomych funkcji gęstoś­

ci 6*(x) (1 - 1,2......Np2), 6 k(x) (k = 1,2 Npl). 0 ile proce9

przejścia z układu równań całkowych I rodzaju (2.4) do układu równań cał­

kowych II rodzaju (2.40) Jest dokładny, o tyle konstrukcja układu równań

(2.37) Jest przybliżona. Dlatego też, ogólnie rzecz biorąc, przejście od 

układu równań całkowych I rodzaju (2.4) do układu równań całkowych II ro­

dzaju (2.37) i (2.40) stanowi regularyzację przybliżoną.

Możliwe Jest dokonanie dokładnego przekształcenia układu równań całko­

wych I rodzaju (2 .4 ) w przypadku występowania Np2 niezamkniętych powierz­

chni przewodzących S* (l = l,2,...,Np2) w układ równań całkowych II ro­
dzaju.

W przypadku występowania pojedynczej powierzchni przewodzącej przej­

ście to dokonano w pracy [15J . W niniejszej pracy podane będzie uogólnie­

nie tej metody na układ Np2 niezamkniętych powierzchni przewodzących Sp.

Niech powierzchnie (l » l,2,...,Np2) stanowią dopełnienie nała­

dowanych powierzchni przewodzących S* tak, ażeby razem stanowiły gładką
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Rys. 2.3. Zaaknięte i niezamknięte powierzchnie przewodzące wraz z dopeł­
nieniem

Fig. 2.3. Closed and open conductlng surfaces together with the complement

zamkniętą powierzchnię S1 stanowiącą brzeg obszaru (l 1 <1- .....V
(rys. 2.3). Oprócz tego rozpatrywany układ zawiera przewodniki objętoś-

k k / \ciowe D o powierzchni zamkniętej S (k » 1,2,...,Npl).
Stosując wzory Greena [73] wewnątrz i na zewnątrz obszarów li1 oraz do­

konując pewnego przejścia granicznego polegającego na nieograniczonym zbli­

żaniu powierzchni sj do powierzchni S1 , po serii przekształceń układ

równań całkowych I rodzaju (2.4) odpowiadający N .  zamkniętym powierzch- 
k 1niom przewodzącym S i Np2 otwartym powierzchniom przewodzącym SQ moż­

na dokładnie przekształcić w następujący układ równań całkowych II rodza­

ju:

6l(x) ‘  sf £ ^ 6lt(Y) ■ w r ] dsy -

- i5 łr ]« r  ■ ’V 1 -
k = l ęk L J

o

(X € S1) (1 = 1.2..... Npl)
(2.41)



Można zauważyć, że Jądro 1 prawa strona dokładnie regularyzującego układu 

równań (2.42) są bardziej złożone niż w przybliżeniu regularyzującym ukła­

du (2.37). Poza tym prawa strona układu (2.42) ma osobliwość na brzegu 

powierzchni S^. W przypadku szczególnym, kiedy zadana Jest tylko Jedna 

niezamknląta powierzchnia przewodząca, to układ równań całkowych (2.42) 

przechodzi w Jedno równanie całkowe II rodzaju o konstrukcji Jądra iden­

tycznej Jak w pracy [125]. Podobnie Jak układ równań całkowych I rodzaju

(2.4) odpowiadający problemowi Dirlchleta dla trójwymiarowego równania La- 

place'a, również układ równań (2.14) odpowiadający problemowi Dlrichleta 

dla dwuwymiarowego równenia Laplace'a da się sprowadzić do układu równań 

całkowych II rodzaju. Zakładając, że kontury *6 k przewodników są krzywy­

mi zamkniętymi klasy C* (rys. 2.1) zgodnie z teorią granicznych wartoś­

ci pochodnej potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej [73] układ 
równań (2.14) przekształca się w następujący układ równań II rodzaju:

N

6X(X) ‘ f  f kók(Y)[ ^ “ ln 7*V7 " a i ln W |J

( 1 - 1 . 2 Np) ( x « t 1) .

diy - 2£o« lV"

(2.43)

gdzie c«1 >  0
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Przyjmując dla operacji całkowej występującej w równaniach (2.43) ozna­

czenie

1" T » T  - w k
k„l «/k Lanx J

<x(x) - « 1 dla K e ^ 1 (2.45)

układ (2.43) można zapisać w postaci symbolicznej:

6 - a W L<S » w, (2.46)

gdzie:

6 (X) » Ó1 (X) dla X e 't X ,

W(x) - 2£ooe1v1 dla x e fc1 ,

1.

Postawiony w punkcie 2.1 zewnętrzny problem Dirlchleta dla dwuwymiarowego 

równania Laplace’a został więc sprowadzony do równania Fredholma II ro­

dzaju (2.46), gdzie operator określony Jest wzorem (2^45).
Łatwo zauważyć, że operator całkowy (2.45) Jest operatorem liniowym po­

siadającym słabą osobliwość w przypadku, gdy punkty X i Y pokrywają się. 

Można wykazać, że operator 'W’L Jest operatorem ograniczonym z Lg w Lg. 

Dowodzi się również, żs wszystkie liczby charakterystyczne 9^ operacji 

(2.45) są rzeczywiste oraz 5^ f 1. Ponieważ %  « 1 nie Jest liczbą 

charakterystyczną operacji 'V/*̂ . więc na mocy I twierdzenia Fredholma rów­

nanie (2.46), a więc układ równań (2.43), posiada Jednoznaczne rozwiąza­

nie przy dowolnej (nie tylko stałal Jak w (2.43)) prawej stronie.

Należy jednak podkreślić, że donor1 parametrów >  0 nie Jast oboję­

tny na rozkład liczb charakterystycznych operacji co ma Istotne

znaczenie na zbieżność metody kolejnych przybliżeń układu równań (2.43) 

[70].

2.2.2. Zastosowani« potencjału warstwy podwójnej

Powierzchnie przewodników posiadają czasami krawędzie lub punkty os­

trzowe na Sk , w otoczeniu których gęstości ładunków wzrastają nieogranl- 

czenle [54]. Może to ujemnie wpłynąć ne dokłedność cyfrowych metod roz­

wiązywania równań (2.4) i (2.27) [62].
Ażeby trudności tych uniknąć, należy do rozwiązanie pola zastosować po­

tencjał warstwy podwójnej [73].
Osłabiając nieco założenia poczyniona w punkcie 2.1 odnośnie do po- 

wierzchni S , zakłada się, że składają się one ze skończonej sumy po­
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wierzchni wypukłych klasy C1 (ewentualnie części płaszczyzn, których 

brzegi są łukami klasy C^). W teorii potencjału wykazuje się [73], że po­
tencjał warstwy podwójnej rozpostartej na powierzchni zamkniętej Sk zde­
finiowany wzorem:

śk U"Y “ ^k
(2.47)

k 1/.
Jest w keżdym punkcie XQ € S , w którym funkcje z (X) Jeet funkcję cię-

głę, funkcję cięgłę punktu X. Ponadto graniczne wartości potencjału war­

stwy podwójnej Wk (x) i Wk(x) przy zmierzeniu punktu X do Sk odpo­

wiednio z wnętrza i z zewnętrz nie pokrywaję się i wyraźaję się następu­
jąco [73] :

Wk(x) . lim Wk0 0  - ^ ^ (XK k (x) ♦ 35f| - | T k ( Y ) ! I ! ^ p d  dSY .

X'— XeS ° ° s 1 1

X'c 0k <2 -48>

W k(x) - lin w k(x') . - S ^ i i i T k(x) + _ J L  /  t k(Y)C°*(YX^ny ) ds

x '-XsSk **•> ^ ° s k lXYl Y
x‘e R5fik (2 .49)

gdzie:

Ot (x)

[ 2or - Jeżeli w punkcie X istnieje płaezczyzna styczna do po-
L

wierzchni S j

k k
<X. - w przypadku ogólnym kęt bryłowy powierzchni S w punk-

k kcle PJ e SK.

Ze wzorów (2.48) 1 (2.49) wynika, że potencjeł warstwy podwójnej przy 

przejściu przez warstwę podwójną doznaje skoku, w zastosowaniach tego po­

tencjału należy rdwnież wzięć pod uwegę fakt wynikający z prawa Gaussa, 

że strualeń wektora natężenia takiego pola przez dowolną powierzchnię zaa- 

knlętę Jest równy zeru. Oest więc rzeczą oczywistą, żs za pomocę tylko 

potencjału warstwy podwójnej nie można dokonać konstrukcji rozwiązania 

probleau zewnętrznego Dirlchleta dla trójwyalarowego równania Laplace*a.

Ola uniknięcia sprzeczności z twlerdzeniea Gaussa aożna potencjał war- 
& • **

stwy podwójnej uzupełnić potencjałem fikcyjnego ładunku punktowego qb u-
k l 7mieszczonego w punkcie Y , tj. wewnątrz powierzchni zaakniętej S (np.

[73, 130]). W świetle powyższego rozumowania prototyp rozwiązania zew­

nętrznego problemu Dirlchleta dla trójwymiarowego równania Laplace'a sfor­
mułowany w pkt. 2.1 przyjmie postać:
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N .  _  __ N ,
. Pi; p . cos(YX,nv) . qk

Gęstości f k(Y) należy dobrać tak, ażeby graniczne wartości potencjału

(2.51) z zewnętrznej strony każdej powierzchni S1 przewodnika pokrywały 

się z potencjałem V1 tego przewodnika, co odpowiada warunkowi brzegowe­

mu (2.2). Wówczas zgodnie z teorię o Jednoznaczności rozwiązania zewnętrz­

nego problemu Dirlchleta pole otrzymane przez wprowadzenie warstwy podwój­

nej 1 flkcyjn>ch źródeł będzie poza przewodnikiem 0k pokrywało się z rze­

czywistym polem, natomiast wewnątrz obszarów Dk będzie różne od pola ze­

rowego, a tym samym traci sens fizyczny. Stosując przejście graniczne 

(2.49) dla potencjału (2.51) od strony zewnętrznej powierzchni S1 , otrzy­

muje się następujęcy układ równań całkowych II rodzaju ze względu na gęs­

tości -TTk (Y) :

N.
oc (x) , , Pi; p cos(y x ,ny)

- W - sr 5 1  (Y)— — *— dS'
k-l %k (2.52)

gdzie 0C*(x) określone Jest wzorem (2.50). ^
Jeżeli powierzchnie S 1 są klasy C1 , to dla X e S1.

Bezpośrednie rozwiązanie układu równań (2.52) Jest niemożliwe, gdyż ła­

dunki q^ i potencjały V* przewodników nie są nigdy dane równocześnie, 

a ponadto układ równań (2.52) ma niejednoznaczne rozwiązanie, gdyż odpo­

wiadający mu układ równań jednorodnych posiada nlszerowe rozwiązanie (por. 

[136]) T 1(Y) ■ ■ const , gdzie stałe t 1 są dowolne). Do rozwiązania

układu (2.52) będzie zastosowany sposób podany w pracy [l25] . W przypadku 

zadanych potencjałów V1 na powierzchniach S1 nieznane ładunki całko­

wite q^ poszczególnych przewodników wyraża się wzorem [79J :

ql “ al (f*1(Y)dSY' (2.53)

V

gdzie:
a^ - współczynnik uwzględniający wymiary obydwu stron równania (2.53). 

Można np. przyjąć *

8k " k '

gdzie: L
dk - diametr obszaru D .
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Podstawiając wzór (2.53) do układu równań (2.52), otrzymuje się:

k-1 "k

cos(YX,n^,) ak

|XY|' | XY |
dSy « 2et)V1 (2.54)

(X F S1) (1 . 1,2..... Npl).

Jeżeli powierzchnie S są klasy C , to na mocy równości (2.50) układ 
równań (2.54) przyjmie postać (por. [79]):

pl t>
f (x) - ^  ̂  f  zk(y )

k = l *[k

cos(YX,rTy) ak 

IX Y k |XY|
dSy - 2ŁqV (2.55)

Z powyższego równania wynika, że stosowanie potencjału warstwy podwój­

nej pozwala również na sprowadzenie zewnętrznego problemu Dirlchleta dla 

trójwymiarowego równania Laplace'a do problemu rozwiązania układu równań 

całkowych Fredholma II rodzaju. Operacja całkowa występująca w układzie 

równań (2.55) jest operacją liniową posiadającą słabą osobliwość. Można 

wykazać [70] , że Jest ona również operacją ograniczoną z L*(s) w l|(s) 
(S » s xu s2u ... USN).

Problem Istnienia i Jednoznaczności rozwiązań pojedynczego równania ty­

pu (2.55) (Npi " podano w pracy [l36j. Dowód ten łatwo uogólnić na 
układ równań (2.55) (Npi

Do rozwiązania zewnętrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego rów­

nania Laplace'a można również zastosować potencjał logarytmiczny warstwy
L

podwójnej. Oest to szczególnie wskazane. Jeżeli kontury przewodów po­

siadają punkty ostrzowe. W takim przypadku dokładność cyfrowych metod roz­

wiązania układu równań całkowych (2.14) i (2.43) Jest tym większa, im wię- 

ksz8 Jest "gładkość“ poszukiwanego rozwiązania dokładnego. Trudności te 

nie pojawią się, jeżeli do rozwiązania pola w przypadku dwuwymiarowym za­

stosować potencjał logarytmiczny warstwy podwójnej [91, 92, 136].

W zastosowaniach potencjału logarytmicznego warstwy podwójnej należy 

wziąć pod uwagę fakt wynikający z twierdzenia Gaussa, że strumień wektore 

natężenia takiego pola przez dowolny kontur zamknięty Jest równy zeru. 

Oest więc rzeczą oczywistą, że za pomocą tylko potencjału warstwy podwój­

nej nie można dokonać konstrukcji rozwiązania problemu Dlrichleta dla dwu­

wymiarowego równania Laplace’a. W celu uniknięcia sprzeczności z twier­

dzeniem Gaussa można potencjał logarytmiczny warstwy podwójnej uzupełnić 

potencjałem logarytmicznym fikcyjnego ładunku punktowego qk umieszczone­
go wewnątrz konturów t k (np. [7 3 , 136j).

Wracając do zewnętrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego równa­

nia Laplace‘a sformułowanago w punkcie 2.1 z warunkami brzegowymi (2.8) i

- 37 -

(2.11), dla półpłaszczyzny x _ > 0 ,  (rys. 2.1) osłabia slą założenie od-
1/ ^

nośnie do konturów 't , przyjmując, że składają się one ze skończonej su­

my łuków wypukłych klasy C1 ewentualnie odcinków.
W związku z tym prototyp rozwiązania przyjmuje się w postaci:

NP n

v(x) * - Ź J  ( p k(Y)
0 k* lv k

cos (YX,ny) cos(Y'X,ny)

— I xV"T ■ dly ♦

+ 25f|- £ qkln
|XY

k«l
|XY

(2.56)

Łatwo zauważyć, że jeżeli punkt X leży na o«l Xj, tj. x2 - 0, to po­

tencjał (2.56) zeruje się, a więc spełnia warunek (2.11). Gęstości T k(Y) 

należy dobrać tak, ażeby graniczne wartości potencjału (2.56) z zewnętrz­

nej strony każdego konturu przewodnika pokrywały się z potencjałem

V1 przewodnika, co odpowiada warunkowi (2 .8). Wtedy zgodnie z teorią Je­

dnoznaczności rozwiązania zewnętrznego problemu Dlrichlete pole otrzymane 

przez wprowadzenie fikcyjnych źródeł będzie poza przewodnikiem D^ pokry­

wało się z rzeczywistym polem, natomiast wewnątrz obszarów 0k będzie róż­

ne od pola zerowego, a tym samym traci sens fizyczny.
Biorąc graniczne wartości potencjału (2.56) od strony zewnętrznej oraz 

zakładając, że ładunek fikcyjny

qk (Y)dl, (2.57)

otrzymuje się następujący układ równań całkowych II rodzaju:

P

^ ■ T 1(X) -

k »1 Jk

cos(YX,n^J cos(Y' X,nyl)

i m
Y" , lxY k'l

8k n T^T dl.

2e, V1 (1 = 1,2 N ) (X e t 1) , (2.58)

gdzie : 

e.

f|1(x)

- współczynnik uwzględniający wymiary obydwu stron równoś­

ci (2.57) , np. a dk - diametr obszaru Dk ,

ST - Jeżeli w punkcie X istnieje styczne do *e ,
k k k[>). - w przypadku ogólnym, gdzie [bi - kąt konturu 'e w punk-

(2.59)cle Pk c le k
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Oeżell kontury t 1 są klasy C1, to układ równań (2.58) przyjmie postać:

/" 2fi0v1' 

(2.60)

Zastosowanie potencjału logarytmicznego warstwy podwójnej pozwoliło rów­
nież na sprowadzenie zewnętrznego problemu Dirlchleta dla dwuwymiarowego 
równania Laplace'a do problemu rozwiązania układu równań całkowych Fred­
holma II rodzaju. Przyjmując dla operacji całkowej w układzie równań 
(2.60) naetępujące oznaczenie:

t 1(x) - b  y ~ l v  * k(Y)
k-ljk

cos(YX.n^,) cos(Y£,nYJ 
TXY7, K

V i  t JM-
k = l k

coe(YX,ny)

W
cos(Y' X,nY) 
 5T?----- I.ln IXY^I

|XYk |
dl.

układ równert (2.60) można przepisać w postaci symbolicznej: 

% - - W ,

(2.61)

(2.62)

gdzie :
f(x) » TT1 (x) dla X e

W(X) » 2fioV1 dla X € 'e1 ,

9 . - 1 .

Łatwo zauważyć, że operator cełkowy (2.61) Jest operatorem liniowym po­
siadającym słabą osobliwość. Można wykazać, że Jest on również operatorem 
ograniczonym z L*Oe) w LgOe) [7o]. Istnienie i Jednoznaczność rozwią-
zań równania całkowego (2.60) dla pojedynczego przewodu N 1 wykazano
w pracy (np. [136]). Dowód ten łatwo uogólnić na układ P równań (2.60)
(Np >1).

2.3. Układy równań całkowo-brzegowych pierwszego 1 drugiego rodzaju

Przenlkelność elektryczna środowiska, w którym występuje pole elek­
tryczne, może zmieniać się dowolnie. Z praktycznego punktu widzenia naj­
częściej występuje przypadek, kiedy Jest ona obszarami stała. Model taki 
nie uwzględnia tylko zagadnień w ośrodkach nieliniowych i anizotropowych.

Niech w przestrzeni Euklidesa R3 typu próżniowego zadane są doskona­
łe dielektryki, tj. o przenlkalności £ i konduktywności ff * O ograni­
czone powierzchnią r 1 (l = 1,2,...,N.) oraz przewodzące ciała Dk o po- 

k kwierzchni S (k » 1.2,....Np) posiadające potencjały V . W rozpatrywa­
nym przypadku dopuszcza się również istnienia niezamkniątych powierzchni
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k k 1przewodzących S . Powierzchnie S i r  mogą byc dowolnie usytuowane
względem siebie. Zakłada się ponadto, że w rozpatrywanym obszarze źródłem 
pola są tylko ładunki zgromadzone na powierzchniach przewodzących Sk.

Potencjał elektryczny v(x) w całej przestrzeni spełnia równanie La­
place 'a z warunkami ciągłości na powierzchni p 1 dielektryków [117]

lim v(x*) » lim v(x’) 
x'— x e r 1 x' —  X € r 1
X ' « R 3-fl1 ^ i C 1

lim
X1—  X € T  
X1 e R3- n  1

« dv 
1 1

lim

x'-^xer1
X'efi1

dv (1 - 1.2 N .) , (2.64)

a ponadto spełnia warunki brzegowe:

V(X) > Vk dla X c Sk (k - 1,2 Np). (2.65)

przy czym, Jeżeli punkt X oddala się do nisskończoności, to potencjał 

v(x) zmierza do zera.
Jak wiadomo, w równowadze elektrostatycznej ewentualnie quasi-statycz- 

nej układu naładowanych przewodników doskonałych, ładunki swobodne kon­
centrują slą tylko na ich powierzchniach 1 do Ich opisu można posługiwać 
się funkcją gęstości ładunków 6 k(Y). W przypadku rozpatrywania dielek­
tryków doskonałych, tj. posiadających zerowe gęstości ładunków swobodnych 
oraz proporcjonalność wektora polaryzacji 1 natężenia pola, można uwzglę­
dnić ich wpływ na pole poprzez pewne rozkłady fikcyjnych ładunków [117]. 
Ponieważ dla doskonałych dielektryków wektor polaryzacji spełnia równanie 
div P - O, więc w takim przypadku wpływ tych dielektryków ne pole może 
być uwzględniony poprzez fikcyjne ładunki o gęstościach powierzchniowych 
X*(x) określonych na powierzchniach T 1 dielektryków [97, 117]. Uwzglę­
dnienie ładunków fikcyjnych o gęatoścl St^fa) pozwala usunąć ciała A 1 
przy równoczesnym spełnieniu warunków (2.63) 1 (2.64), co znacznie upra­
szcza problem, gdyż w całej przestrzeni środowisko ma jednakowe własnoś­
ci. Zgodnie z zasadą superpozycji, rozwiązanie mleezanego zagadnienia brze­
gowego dla równania Laplace'a poszukuje się w postaci:

Zgodnie z teorią o ograniczonych wartościach pochodnej normalnej potencjełu 
warstwy pojedynczej [136] (wzory 42.24) i (2.251) otrzymuje się:
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£ L x#ri  * ^  ^ dSy' _9tl(Y) ł dSY'
x'e fi1 (2 .6 7)

li- , 5? 37^,/ T*^n dSY " x l <x> ♦ 2? /  m1(y) |x y |2X dV  {2‘68)
X1—  x « r 1 x p l  r l |XY|
X1 € R3— Ił1

Uwzględniając przejścia graniczne (2.67) i (2.68) z warunku (2.64) oraz
(2.65) otrzymuje się (por. np. [l25] ) następujący układ równań całkowych:

**«.» 1 1  I  - r  ■ 4  t f ^ >
k»l -pk |XY| k-l J

cos(xY,nt)
S— dSy|XY | ‘

■

-k (2.69)

(X e r  X) (1 - 1.2 Nd )

e, -  e
0-cA.j-cli /̂ i - ma*^; £ 1>fi0 (2.70)

55 m  J  dSY * 5T ^  7xVT^ dsY * 2£oyl (x e sl)
k-l sk k-lpk

(1 - 1.2 Np) (2.71)

Pierwszy układ (2.69) stanowią równania całkowe II rodzaju, natomiast u- 
kład (2.71) Jest układem równań całkowych I rodzaju.

Odnośnie do operacji całkowej wyetępującej po lewej stronie układu (2.69)

'rr* - J 2 S * k(y)'”£ry x) dSY' (2-72)k-l pk

gdzie:

/*)(x) . f)1 dla x « r 1

zachodzi twierdzenie [125] , z którego wynika, że wszystkie jej liczby cha­
rakterystyczne są rzsczywlste 1 nie leżą w przedziale (-1, 1). Ponadto 
& - -1 nie Jest liczbą charakterystyczną, natomiast & « 1 Jest liczbą 
charakterystyczną.

Ponieważ przy > £ Q parametr O <  % <■ 1 (wzory (2.70)), na mocy więc 
pierwszego twierdzenia Fredholma układ równań (2.69) posiada Jednoznaczna
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rozwiązania przy dowolnych prawych stronach, tj. dla dowolnych funkcji 
ók(x). Rozwiązując więc układ równań całkowych (2.69) zs względu ns gęsto­
ści ładunków fikcyjnych 3Ć*(y ) 1 podstawiając Je do układu (2.71) otrzy­
muje się układ równań całkowych I rodzaju za względu ns gęstości ładunku 
ók(x), przy rozwiązywaniu którego mogą już wystąpić znane trudności. Tru­
dności tych można uniknąć. Jeżeli odnośnie do układu równań I rodzaju 
(2.71) zastosować metody regularyzacj1 podana w pkt. 2.2.1.



3. APROKSYMACJA POTENCJAŁU WARSTWY POJEDYNCZEJ I PODWÓJNEJ

Konstrukcja układów równań całkowych, sformułowanych w rozdziale 2 Ja­
ko równoważne problemy Dirlchleta dla równania Laplace's, bazuje na ope- 
retorech całkowych typu: potencjał warstwy pojedynczej 1 jego pochodne, 
potencjał warstwy podwójnej , w przypadku gdy rozwiązywane są zagadnienia 
trójwymiarowa (równania (2.4), (2.27), (2.69), (2.71), (2.55))oraz poten­
cjał logarytmiczny warstwy pojedynczsj 1 Jego pochodns, potencjał loga- 
rytmlczny warstwy podwójnej, gdy rozwiązywane są zsgadnlenla dwuwymiarowe 
(równania (2.14), (2.43), (2.60)). Przybliżone rozwiązania tych układów 
równań całkowych wymagają określenia operacji przybliżonych do operacji po­
danych wyżej tak, ażeby normy tych operacji w l2 różniły się możliwie 
mało.

Konstrukcja operatorów bliskich wymaga stosowania odpowiednich funkcji 
aproksymujących gęstości warstwy pojedynczej <Sk(Y) i gęstości warstwy 
podwójnej r K(Y) zadanych na powierzchniach Sk. Przykład konstrukcji ta­
kiego układu dla powierzchni zamkniętej podano w pracy [74]. W zastosowa­
niu do rozpatrywanego układu przewodników objętościowych o powierzchni Sk

I*
wewnątrz każdego z nich umieszcza się gładką zamkniętą powierzchnię S?

k knie mającą z S punktów wspólnych. Niech XB (m « 1,2,...) - punkty na
Sk wszędzie gęsto ją pokrywające, natomiast

o>*(Y) - — r—  dla Y e Sk (3.1)
IVI

k - 1,2..... Np
można wykazać [74], że układ funkcji •! co **(y ) } jest linio-

l ) m - 1,2,...
wo niezależny i zupełny w przestrzeni l|(s) (s « S1^ S2 u ... u S  P).
Układ funkcji c o (Y)^ można zamienić na układ ortonormalny / ̂  1|(y m  «
stosując proces ortogonallzacji Schmidta [l36]:

, k ^  _
S 1^  ' iiojk/yNii “ •

" i  ̂l5(s )
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Ji (Y) ■ ę y f “ i (v* J (Y)dŜ j (Y) 

w i{Y) ■ L Z y^ wi (Y)s5(Y)dsY^j(Y) L*(Sk)

(3.2)

dla i > 1  

gdzie

l
5 k(Y)^k(Y)dSY

dla

dla

i i  3 

i - J

Na mocy wzorów (3.2) otrzymuje się: 

1

Y 1  'ji^j
j-i

Fk.C0u(Y)

(3.3)

(3.4)

gdzie współczynniki FjŁ oblicza się ze wzoru rekurencyjnego (3.2). Or­
tonormalny układ funkcji | ^ k(v)| jest oczywiście liniowo niezależny 1 
zupełny w L* (S). Jeżeli więc <5 (y) (k • 1,2,....Np) jest dowolną funk­

cję z L * ( s ) ,  to norma || <Sk(Y) - ^ f ^ ( ^ l l f * ( S) przyjmuje najmniejszą

wartość, jeżeli współczynniki f^ są współczynnikami Fouriera funkcji 
6k(Y) względem układu ortonormalnego C70] • Przybliżając więc
funkcję gęstości ładunków 6 k(Y) pierwszymi n wyrazami szarsgu Fourle-

n

ó n(v) * I Z f^ i (Y) (3-5'
1-1

otrzymuje się najlepsze przybliżenie względem normy w L*(s).
Aproksymację funkcji gęstości warstwy pojedynczej <Sk(Y) można również 

prowadzić względem układu ortonormalnego { ? j ( Y)J funkcji własnych [l36] 
Jądra operacji całkowej (2.5), będących rozwiązaniem następującego układu 
równań całkowych Jednorodnych:

k , , » i ^ f  ? i ( Y> 
? i (x) - 25r 2_Z f "W T

l-i «1
dS„ o. (3.6)
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gdzie:

- liczby charakterystyczne operacji (2.5), 
tj. w postaci:

n

6 n(Y) * I Z fi7i(Y) (3-7>
1 = 1

Należy zauważyć, że sam proces wyboru funkcji najlepiej aproksymujących 

np. lub | 7i^Y Ĵ J88t problemem samym w sobie i ze względu na
Jego złożoność tego typu aproksymacja (3.5) lub (3.7) traci uniwersalność.

Do aproksymacji potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej zastosowa­
ne będę aproksymacje odpowiednich gęstości warstwy pojedynczej i podwój­
nej funkcje sklejane.

Stosowanie w konstrukcji algorytmów obliczeniowych funkcji sklejanych 
Jest ostatnio często stosowane. W pracach [60, 63] zastosowano Je do apro­
ksymacji potencjału generowanego przez naładowany przewodnik osiowo-syme- 
tryczny. W niniejszym rozdziale pracy postawiono sobie za cel opracowania 
ogólnych algorytmów aprok8ymacjl potencjałów warstwy pojedynczej 1 podwój­
nej zadanych na dowolnych powierzchniach oraz potencjałów logarytmicznych 
warstwy pojedynczej i podwójnej zadanych na dowolnych konturach.

3.1. Aproksymacja potencjału warstwy pojedynczej

W pierwszej kolejności poszukiwany będzie operator bliski dla operato­
ra (2.5) typu potencjał warstwy pojedynczej, którego konstrukcją polega 
na podziale każdej powierzchni Sk na elementy powierzchni |sk j i na wy­
borze na każdym z nich odpowiedniej funkcji aproksymująceJ funkcję gęsto- 
ści ładunków. Wykonując następnie całkowania po każdym elemencie SA i su­
mując otrzymane wyniki, otrzymuje się operację przybliżoną w postaci:

Np N1

■ i z  i ]  Ał(x>ói> <3-8)
i-i i-i

gdzie:
k 1 16^ - gęstości ładunków w punktach podziału powierzchni S ,

A^(x) - funkcja kształtu zależne od podziału powierzchni S1 na elemen­
ty 1 od stopnia funkcji aproksymujących na tym elemencie.

Jeżeli powierzchnie S1 są zadane w postaci perametrycznej i wynik cał­
kowania po elementach da się przedstawić w postaci kombinacji funkcji 
standardowych, to tzw. funkcje kształtu a J(x ) dadzą się przedstawić w 
postaci gotowych wzorów. Otrzymanie gotowych wzorów dla funkcji kształtu 
A*(x) Jest tym trudniejsze, im większy Jest stopień funkcji aproksymują-
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cych gęstość ładunku na poszczególnych elementach powierzchni. W takim 
przypadku należałoby stosować całkowanie numeryczne. Jeżeli jednak punkt 
X leży ne elemencie, po którym przeprowadza się całkowanie, to ze wzglą­
du na słabą osobliwość Jądra operacji (2.5) jest ono utrudnione. Ponieważ 
funkcje A1(x) dla X e S1 posiadają duże znaczenie ze wzglądu na do­
kładność przybliżenia operetora , należy Je wląc wyznaczyć możliwie naj­
dokładniej metodemi analitycznymi. Funkcje kształtu A*(x) dla powierzch­
ni oslowo-symetrycznych można znaleźć w pracach [60, 63]. Jeżeli powierz-

1 kchnle S nie są zsdane perametrycznle, lecz w postaci ciągu punktów Yj
(i • l.2....,Nk) (k - 1,2 Np), to w konstrukcji operacji bliskiej
dla operacji (2.5) należy dokonać również aprokeymacji powierzchni.

3.1.1. Potencjeł warstwy pojedynczej zedeny na dowolnych powierzchnlech

Punktem wyjścia dla aprokeymacji potencjełu warstwy pojedynczej Jest
określenie dla zadanych punktów y J e S1 (i • 1,2 N.) (l«l,2 N )

i 1 1 P
poszczególnych powierzchni S przewodów, funkcji eproksymujących ich
kształt. Najprostsza aproksymacja powierzchni S Jest dana w postaci
układu trójkątów 'eł1k stanowiących sieć triangulacyjną utworzoną przez 

* J K . .
punkty Y^ e S , zwane punktem! triangulacyjnymi (rys. 3.1a).

Fig. 3.1a. Trengulatlon of the eurface S

W ten sposób-zbiór punktów (ylt y2 , y3) powierzchni S1 został przy­
bliżony zbiorem punktów:

* ł  - U  A J k . <3-*>
|ijkjc N1

gdzie:
N - zbiór wszystkich trójkątów trlangulscji powierzchni S punktami

*

^ijk “ j ( y l ' y2 * y3 ) j  yl * yli + (ylJ “ yl k ^  + (ylk ■ ^ 1 * 7  *



Rys.

Przyjmując oznaczenie z rye. 3.Ib

YiYJ ° ŷlJ_ylî *,l + ŷ2j”y2î 2 +

YiYJ * (yik-yii^l + <y2k-y2i)k 2 + (y3k-y3i>*3

**l “ Mi"* ! » « !  + ( y ^ - X g ) ^  ♦ (v^-x3)|,3

(3.11)

oraz uwzględr 

jądrze operacji 

wyrazie następująco:

niając opis parametryczny (3.10), funkcję -ryyy występującą w 
cji (2.5) można dla dowolnego punktu X oraz dla Y e 'e

1
I XY |

Y e t ijk Y f y ^ ) 2 ♦ (y2-x2)2 ♦ (y3-x3)2.

I (YłYj)^ ♦ (y Jy 1)^ ♦ XY1 ! (3.12)

Przyjmując parametryczny opis (3.10) każdego trójkąta jego miarę
powierzchni wyraża się wzorem:

dS - * i(YiYj) x (Yźvk)!
K U (3.13)

y2i + ^y2J_y2 i ^  + ^y2k“y2i^?s y3 ' y3i + ^y3J-y3 i ^  + ŷ3k"y3i^?S

^  ii o < 7 *  1 - X J (3.10)

3.Ib. Trójkąt t dowolnie uaytuoweny w przestrzeni trójwymiarowej 
Fig. 3.1b. Trengle freely situated in the three-dimensional spece
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Funkcję gęstości ładunków ó 1(y ) (l = i,2  Np), na które działa ope­
rator T  (2.5), można aproksymować na każdym z trójkątów danej tria n-
gulacji funkcjemi sklejonymi dowolnego stopnia. Osżeli funkcja gęstości 
ładunków Jest eprokeymowana na każdym z trójkątów wartością stałą

6 1(Y)| x * ó ijk * const, (3.14)
Ye«

ijk

to zgodnie ze wzoremi (3.10), (3.12) i (3.13) operetor (2.5) typu poten­
cjału warstwy pojedynczej można przybliżyć naatępująco:

^ ■ V l E  ,Fijk(x>6ijk*
(3.15)

1’1 {ijk}' Jf

gdzie

Fijk(x) ||(YM )  X (y Jy J)| f f
0 0 |(y Jy J)^ + (y Jy1)v +x y1 |

(3.16)

W przypadku gdy punkt X € 'ę to całka (3.16) jest cełką niewłaściwą,
lecz zbieżną i niezależnie od położenia punktu X w przestrzeni R de 
się wyrazić za pomocą kombinacji funkcji standardowych. Dokładniejsze przy­
bliżenie operetora ‘Y’ otrzymuje się, Jeżeli funkcja gęstości ładunków6 '(Y) 
będzie aprokaymowana funkcjami eklejenymi pierwszego stopnia dwóch zmien­
nych Ol.-?) interpolującymi dene wertości ój w punktach triangulacji 

Y1 powierzchni S1 [36]

. 1
’ ijk'6 ; 4I.(y )

« i *  ♦ ( « i - 6 ^ *  Y e < e łjk- o < , < i - x

Os Y 4*
ijk

(3.17)

gdzie ój • 6 1(y J) - gęstość łedunku w punkcie triangulacji Y1 powierz- 
1chni S , zwana zmienną węzłową.

Podstewiejąc wyreżenie (3.10), (3.12) 1 (3.17) do wzoru (2.5) otrzynu- 
je się następujące przybliżenie operatore typu potencjału waretwy poje­

dynczej s
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•T6

gdzie

vijk<x> - AU (x)ói + 8}ik(x>ói + ciij(x^ k

*;,„<*>■ » i « <* ; >i f / ‘‘- s - t y  ^
0 0 KYi Yj ^  + (Yi v ?  * XY

l

8}n.(x) - a l <vi Y} > « ‘’'M il /  / - 7 T ! - ^ Ł
O O (Y*Y:)t + (Y?YrO O |(vjYj)3 + (YkY*)? + XY

'J i/ " )  ■ a l <Yi Y} ) • (YlYk>l /  /
0 0 (YTY:)t ♦ (y t y *

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

0 0 |(y Jy J)$ ♦ (y Jy 1)? + XY

Można zauważyć, że całka (3.20) nie ulegnie zmianie. Jeżeli parametry J* 
i ij zamienimy miejscami, a to oznacza, że

Ałjk<X> - A łkj(X>*

W dalszej kolejności wykazana będzie, że struktura całek (3.20) (3.21) i

(3.22) Jest identyczne, a różnią się one tylko permutacją wskaźników.

W tym celu należy wziąć pod uwagę nowe współrzędne parametryczne trójkąta 

^ijk > których początek Jest zlokalizowany tya razem w punkcie y J
(rys. 3.1b).

(yl-y2'y3)s yl ’ yik + (YU-Yik>!' + (ylj-ylkty'J 

V2 * y2k + (y2i“y2 k ^ 1 + ^y2j"y2k^?; (3,23)

y3 ■ y3k * <y3i“y3ktf'+ {y3j-y3 k V ; o « y « i s 0 « ? '«1-^'
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Przyjmując tym razem opis parametryczny (3.23), otrzymuje się:

,XV| lY«*ijk |(y ^y^)^' ♦ (y^y J)^'* xy£|
(3.24)

4 ijk(Y)

dSY * X (YkYM  Ą'dV' (3.25)

ó k+(ói"ók)5,+ (6j'6k V s Ye'€ ijki 0 ̂ "5 ̂  1: 0 « ? < 1 .  I'

(3.26)

ijk

Przy tych samych zmiennych węzłowych ój, ó 1 , 6* oraz takiej samej in­

terpolacji liniowej funkcji gęstości ładunków wzory (3.17) i (3.26), fun­

kcja (3.19) w nowym układzie współrzędnych parametrycznych będzie

miała identyczną postać, przy czym tym razem te same funkcje kształtu 

AiJk(X ) * Bj l k ^  ’ Ck i J ^  miały inne wyrażenia:

'iik(x) ■ d f x f — _ _
O O |(Y1Yj)f),+ (Y1Y1)y+XY1

(3.27)

i
8jik(x> - a r l^ K )  x (YkYM /  /  -r -1?,d?'df i

o o |(y Jy 1)^V(y 1y 1)]'+x y1|

1-V 1

cKij(x) *2*l(Yi№  * (Yi YM /  / r T w T T ^ r i
O o |(Yj;YjY+(Y*Yj)^+XYj|

(3.28)

(3.29)

Porównując wzory (3.27) 1 (3.21) oraz uwzględniając z geometrii trójkąta 

w przestrzeni R3 , że

(y№  x (YkYM (YiYk} x (vi Ŷl̂ i'.

otrzymuje się

,(X)BJlk' 'kij*

(3.30)

(3.31)

Wykonując analogiczne operacje w przypadku, gdy parametryczny układ współ­

rzędnych (̂ ".y) trójkąta t Jjj, ma zlokalizowany początek w punkcie y J, 

nożna wykazać, że
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CkiJ ̂ X ) * A kij^X) (3.32)

Uwzględniając tożsamości (3.31) i (3.32) we wzorze (3.19), otrzymuje się:

vijk(x) * Aijk(x)ói ♦ A}ki(x>4} ♦ Aiij(x)<si (3-33>

Bioręc więc wzór (3.33) i podstawiając go do wzoru (3.18), możne stwier­

dzić, że w celu określenia operacji przybliżonej do operacji potencjału 

warstwy pojedynczej wystarczy w sposób ogólny określić funkcje A ijk(x )> 

wykonując podwójne całkowanie we wzorze (3.27) lub (3.20), natomiast fun­

kcje ^ j k i ^  1 A ki.j(x ) otrzymuje się przez odpowiednią permentację wskaź­

ników dotyczących danego trójkąta w funkcji A Jj|<(x )- Jeże­
li następnie zmienić we wzorze (3.18) kolejność sumowenla, po numeracji 

trójkątów |i,J,k| e JY*1 na sumowanie po numeracji punktów Y1 (i ■ 1,

2  Nj) triangulacji powierzchni (l » 1,2,...,N ), to otrzymuje

się:

Np N1

< 5 » Y 2  X Z Ai(x)6i' (3.34)
1 1-1 1*1

gdzie :

^ < x> - 5 Z  -Aijk(x) <3-35)
|ijkj£ je1

y J. Wyzna-Jfj - zbiór trójkątów ji.J.kt1 mających wspólny wierzchołek 

czenie funkcji AJjj,(x 5 współrzędnych punktu X(x1 ,x2<x3) dowolnie usy­

tuowanego w przestrzeni trójwymiarowej R3 przy dowolnym położeniu trój­

kąta 'fijji, można dokonać wykonując podwójne całkowanie we wzorze (3.20) 

lub (3.27). Łatwiej tego dokonać we wzorze (3.37).
W tym celu należy w pierwszej kolejności zbadać zachowanie się mianow- 

nika funkcji podcałkowej w cełce (3.27)

K « ; > ?  • <*{*}>5 • xvil - i h M i y  * 2(YiY!>, [<vK )5 * " > ] ’

x y J|2 (3.36)

Ponieważ w całce (3.27) najpierw całkuje się zs względu na zmienną ^ , W 

związku z tym należy zbadać zachowanie się trójmianu kwadratowego pod

pierwiastkiem (3.36) ze względu na tą zmienną. Po przekształceniach wek­

torowych [77] wyróżnik tego trójmianu wynosił
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Ze wzoru (3.37) wynika, że Jeżeli punkt X j ^ijk

*ljk * |x(x1 .x2 .x3): XV1 - « ( y Jy J) ♦ ̂  <YkYj> j • (3.38)

gdzie

<X , fi - dowolna liczby rzaezywiste, 

tj. nia leży w płaszczyźnie położenia trójkąta to dla dowolnego

J *[0 ,1]. A i Jk($.x) < 0

Wykonując w tym przypadku w całca (3.27) całkowania za wzglądu na zmienną 

t>, otrzymuje się [46]:

Aljk<X) ■ a( YkVj* Yj Yi* *Yj> - 3 (Y*y }. Y*Y*. XV1). (3.39)

gdzie

♦ (yJyJ). (xy£) ♦[ yJyJII (y*Y*)$ ♦ XYk11 d^ (3.40)

Całką (3.40) można natomiast sprowadzić do całki elementarnej, stosując 

całkowanie przez eząścl oraz tzw. podstawianie Eulera [46]

YkvJ I i (vkYi ^  ♦ I - 1 - 1 ykv5 i I Yi Yi ! S (3.41)
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Otrzymuje się wówczas:

ll ( YkY^  » (Y^)|

4W
YW  1

gdzie

,  (X i  J ? ) .  u ,  • (y>, ! )| f  ( ' 2" V a ; iv ir; lv “ V *

(3.40a)

*1 ■ lY kY}llXYk

(3.42)

(3.43)

*2 ■ lYi Y}l { K Yi l + lXYih

b2 -  [ ( y J y } ) °  ( y J y J )  ♦ I y J y J I  | Y jY j j ]  |y J v J;

H I [(YiYi)o(XYk)][(YkYj)o(vkYi

l\ [ ( y J y J ) .  ( y J y J

) ♦ I y Jy J | | Y1'.'i i ] (3.44)

k Y}l lxYi l 2lYkY‘ YiY} l lYkYi i ] -
-  2 YkYi T  l(YkYi> -

»2 ■ (YkY})° (YJvi > ♦ lYiYJllYi Yii 

si • 2lYkYj l l YWI [(YkY})o (XYk}] + 2lYkY}lz [<YkYi >°

«o • ® | 2R I 2[ YM I I YkY} l  - (YkYi )o (YkY} )] +

rkvi  I2 [CvkYi 5 - (XŶ ] [(YkYi ) ° (XYi )]♦ 2 y;

(3.45)
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lYiY

I *

lYiY

l[<YkYł)* K > ]

x y :

(3.46)

Oak łatwo zauważyć, całkę (3.42) nożna obliczyć rozwijając funkcję pod­
całkową na ułankl proste. Ażeby to Jednak uczynić, należy zbadać znak wy-

2
różnlka trójmlanu kwadratowego a2t + Sjt + aD występującego w mianow­
niku wyrażenia podcałkowego. Po żmudnych przekształceniach wektorowych 
można wykazać, że

* i j k (x) 8? - 4 a 2a 0 s -4 lYMI f(YkYj i , [(YiYł ) * (xvk>] (3.47)

Ze wzoru (3.47) wynika więc, że Jeżeli punkt X nie leży w płaszczyźnie 

^ijk ("zór (3.38)), położenia trójkąta 'cJjjj. 8 ty* samym trójka wekto­

rów yJy1 , Y^yJ, XyJ nie leży w jednej płaszczyźnie, to wyróżnik 
Wówczas rozwinięcie funkcji pod całką (3.42) na ułamki proste aa postać:

(t -d ) (b„t ♦b,t+b )

'3>! > : : : ■ ■ ■(c1t+c0 ) (a2t +a1t+ao) clt+co (c1t+d0 )

 2 ‘a2t łajt+a

(clt+c0)
7  +

(3.48)

gdzie stałe aCj - «^(y Jy J, y JyJ , XY*) , 
wiązaniem następującego układu równań:

,067 = « 7 (yJyJ, yJyJ, XY*) są roz-

^cla2^0Cl “ b2

(cjB j + 3c2coa2)<*1 ♦ (c3a2)«2 » bA

(°180 * 3clcoal * 3cicoa2 â l + ^clal * 3clcoa2^*2 + (cia2^0c3 +

♦ (c3)<x6 - bo - 2b2do
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(3cle0B0 + coal)0Cl + (3clco8o + 3clco*l + coa2)<X2 +

♦ (c2«0 + ♦ coa2)°c3 + {clal * coa2)oC4 * ( • z & S  *

♦ (3cieo )o%  + (3clco)o<7 ■ b2do • 2bodo

(3clco*o * 3clcoal + coa2^(*l * ( * 0  * 3cl°oal * 3clcoa2^*2 *

♦ (c^aj ♦ 2c1coa2)oe3 ♦ (c1a2)0ę4 ♦ (3c2co)«6 ♦ (c3) ^  - -2b1dQ

(Co80)«l + 3clco8o + c*a1 ^ 2  + (2clco8o + °281)*S +

+ (cl*o + coal)oe4 + (a1 ^ 5  + (co)o%  * (3clco)0e7 ■ bld

(coao)ae2 + {coao)oc3 * (co8o K  + (ao )ot5 + (co**7 ■ bodo (3-49)

Jak wynika ze wzorów (3.47) i (3.45), trójmlan kwadratowy a2t2 ♦ Bjt + aQ 

jest wszędzie dodatni, gdy x j  3rJjk (wzór (3.38)). Również wielomian 

stopnia pierwszego c^t ♦ cQ w przedziale cełkowania całki (3.42) jest 

dodatni. Uwzględniając rozwinięcie (3.48), całka (3.42) przyjmuje postać:

1 * i  T * i  ~~i |(y M ) * ( y W ) |
l ( Y  y , y M ,  Xy J) -   1 ■
1 k J k 1 k i^iai3iex |y j y ;,

~  OCj(t|-tf) + 0C2 (t2-tj) +

fł In |Cl V C°l + ( _ L _  . 1 ) . ft T * , .  i „1C1 |Cltl+Co| cl Clt2*C0 Cltl+C0 ^[(C1VC07  (CjtJ-CQ) J

«6 I82t2 * *1*2 * ■oi
* 55“ ln

2 |.2tj ♦ altl ♦ ao | V4aQa2 - a2‘
arctg

2a2t2 ♦ ax

^4aoa2 ' “l

arctg 2*2*1 ł al

4̂a0a2

(3.50)

gdzla tj, t2 określone aą wzorami (3.43),

*2' *1' ao określone sę wzorami (3.45),

c,, c określone wzorami (3.46), i o
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natomiaat oC1 .cX2  aĈ  sę rozwięzaniem liniowego układu algebraicznego

(3.49). Można zauważyć, że Jeżeli punkt X leży na półprostej

£ ki " X(X1*2X3): XY1 - -/»(y Jy J), 1

YkYl\

(3.51)

to nie można stosować podstawienie Eulera (3.41) do rozwiązania całki 

(3.40). Całkę tę można rozwiązać bezpośrednio, całkując przez części. 

Zachodzi;

^(y H -  * - - ^ ' 1 4 - y ^ 1 fc  in( f r r |  ■$
2 ̂  I V j  I 0 l l v i l

K W A \

- (y £y } > . (y Jy J)K U |(YkYi) * tYkYł>l

- 7 - 5
i K

dS ■ — -
2TT | Yĵ Yj

1 1 2

lYkYi l

1 lXYk X Y,

|YMI
ln

l Yt t l

* 2 (1 -

yK I I yM I  - (viYj1)o(vi Ŷ
K U , K 1 ’

XY,

lYM I
-) ln(-

x y :

lYkYil
- i)

(3.52)

Jeżeli punkt X leży na płaszczyznie - £ ki - z wyłączoną pół-

prostą ćtj^ oraz trójkątem 'cjj|t. to można stosować wzór (3.50), wykonu­

jąc w nim naatępujące przejście graniczne związane z zerowaniem się wy­
różnika a Jj 1c(x ) • O (wzór (3.47)).

lim

(4a

**7 ’ «i6 a.

o 2- a f ) - 0  i
08 2  -  8

21
arctg 2a2*2 * al

o 8 2 *  a I

arctg 2V l  ł al 

V48o 8 2 -  8 1

(oe7 - cx£ 3S^){
V l T~

"i
2~

(3.53)

Uwzględniając ponadto

, „ b 4 — 1,2 • ‘ł 1 - s m  b a :  f 1. (1.54)
la2*l ♦ 81*1 ♦ ao| |a2t4 ♦ 2±|
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wzór (3.50) przyjmie postać:

2 2 1 CX ICjtj-
C l V Col *4, 1

H vM I 3

*5 1
‘  2cl (cl V co)2

♦ (oe7 _ <*6 2 5 ^ (

gdzie t1 , t2 . a

_1(_________________
C1 Clt2+C0 el V ° o

*6 ,. I*2*2 + 2“+ —  ln  --- -
2 L  .  . 8i

) -

I®2*! + 2"

“2*1 + 2“  *2t2 + 5“

(3.55)

Xe ^ijk " “̂ ki " ^ijk* nat0*ia,t *1 tOCg.... ,ot7 są rozwiązaniem liniowego 
układu równań (3.49) o współczynnikach wziętych również w punktach

xe *ijk - 4 ±  “ ^łjk*
Pozostał Jeezcza do przedyskutowania przypadek, gdy punkt X leży w 

trójkącie 'eijk . wówczas całka (3.40) Jest całką niewłaściwą z funkcji 
nieograniczonej. Z ogólnej teorii potencjału wynika, że całka ta jest 
zbieżna [73], istnieje tylko problem jej obliczenia, w dalszych rozważa­
niach potrzebne będą wartości tych całek w punktach yJ, yJ, Yj|, tj. w 
punktach wierzchołkowych trójkąta

Jeżeli punkt X - y J. wówczas całka (3.40) przyjmie postać:

2W j l  0

- (y J[yJ)» (Y*Y*)j d$ (3.56)

Całkę niewłaściwą (3.56) łatwo obliczyć, stosując całkowanie przez części:
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- (y Jy }). (y Jy 1) • *] (3.5 7)

Jeżeli punkt X = y J , wówczas całka (3.40) na postać:

W y J-t}. y Jy J. Xy J)

i  * * l YkYj l  0 

} ) .  ( ® ] - S

k i l  m l ♦

(y Jy J (3.58)

Całkę niewłaściwą (3.58) można również obliczyć stosując całkowanie przez 

części :

SIyJy}. ylyl
TkTi ’ XY*)

X-Y*

(Y,łi iL (YkYM
2Jt lYK I

(YkYj^

[*
ln 1’ K I 1 « !

(3.59)

Jeżeli natomiast punkt X = y J , wówczas całka (3.40) przyjmie postać:

Do obliczenia całki niewłaściwej (3.60) można również zastosować całkowa 

nie przez części. Otrzymuje się wówczas:
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gdzie całka ‘J, wzięta w punkcie wyraża się wzorea (3.42) i doJ ̂  » ło. y k u v* puiiRV*e « -  i j

jej obliczenia nożna stosować rozwinięcie wyrażenia pod znakiea całki na 

ułankl proste (3.48). Można Jednak zauważyć, że stałe *6 1 « 7  występu­
jące w rozwinięciu (3.48) sę w przypadku X » Y1 równe zeru.

Istotnie, biorąc pod uwagę, że
J

(a,t‘ al* + ao)
X-Y*

(Yi

yH I I yMI ♦ {yM>°

Fi>] (t - YW I 2)2 ( 3 . 6 2 )

(t2 - dQ)2
X«Y

i - (t - | YjYj|2)2 (t ♦ IyJyJI2)2 (3.63)

wyrażenie pod znakiea całki (3.42) aożna uprościć do postaci:

(t2 - dQ)2(b2t2 ♦ bŁt * b0) (t ♦ Yj|Y1 |2 )2 (b2 t2 ♦ b^t ♦ b>B )

(Cjt •l* + (Cjt

gdzie

lYkY± I

K y jT

bi ■ - 2 lYkYjl[ (Yi Y})* (Yi Yi)]

t o l ]2(YkYj ) l * } l

Oznacza to, że w rozwinięciu (3.48) nie występuje człon 

Jest równoznaczne z zerowaniem się stałych ot- i oc_.

( 3 . 6 4 )

( 3 . 6 5 )

oe6t + « 7 

V “ V  ao* co
Pozostałe stałe

,... ,at5 aożna obliczyć z układu równań (3.49), podetawlejęc we wzorech
X » Y . Rozwiązując układ równań (3.49)

» • • •
na Jego współczynniki ( 3 . 4 3 )  za „ - ...

1 Jdla X ■ Yj , otrzymuje się ponadto « 6 » « 7 » 0.
Całka (3.4 0 )  Jako funkcja współrzędnych punktu X(x1,x2 ,x3) została 

zbadana dla dowolnego położenia zewnętrznego tego punktu w odniesieniu do 
trójkąta Jak również w wierzchołkach tego trójkąta. Wzory wyprowa­
dzone do obliczenia całki ( 3 . 4 0 )  (y £yJ. y JyJ , XyJ) Jako funkcji współ­
rzędnych pqnfctu_ x(x1 ,x2 ,x3) nożna również stosować do obliczenia całki 
3(Ykyj, yJy a , x yJ), zaieniając w nich wektor Xy J na XY* oraz y£y * na

YJY1* w t e n  8 P ° e ó b  zgodnie ze wzorea ( 3 . 6 0 )  otrzyauje się ogólne wzory na 
funkcje ( 3 . 2 7 )  Ai j | t ( x ) współrzędnych punktu X, które na aocy wzorów 
( 3 . 3 4 )  1 ( 3 . 3 5 )  pozwolą przybliżyć operacją •V’ typu potencjału warstwy po­
jedynczej Jako funkcję liniową zaiennych węzłowych ój gęstości ładunków
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w punktach triangulacji y J powierzchni S1 (l » 1,2 Np) (i - 1,2,

 .Nx). -

3.1.2. Potencjał warstwy pojedynczej zadanej ne powierzchniach w postaci 

cienkich cylindrycznych walców

Spoaób aproksymacji operatora typu potencjał warstwy pojedynczej poda­
ny w punkcie 3.1.1 można zastosować w zaaadzie die dowolnych powierzchni 
klasy C . Jedyne ograniczenie wynikająca z możliwości obliczeniowych EMC 
podyktowane jest dopuszczalną liczbą punktów triangulacji powierzchni, a 

tym saaya liczbą zmiennych węzłowych.
Jeżeli powierzchnie zadane są w postaci długich i cienkich cylindrycz­

nych walców, to aproksymacja potencjału warstwy pojedynczej z zastosowa­
nie* trójkątów triangulacji powierzchni (wzory (3.9) i (3.10)) prowadzi­
łaby do bardzo dużej ilości zmiennych węzłowych. W takim przypadku nale­
żałoby zastosować bardziej oszczędne metody aproksymacji operacji (2.5).

Niech zadane powierzchnie S* (1 = 1,2,...,NW ) stsnowią powierzchnię 
przewodów walcowych o promieniu r, dowolnie usytuowanych względem sie-

ł
bie w przestrzeni R , Najbardziej naturalną aproksymację takich powierz­
chni nożna przeprowadzić za pomocą powierzchni bocznych walców ~e ̂ o dłu­
gości |YiYi + 1| i promieniu Tj przy rj/| y [y J+J  « 1  (rys. 3.2).

Jeżeli zadane są funkcjs zwisu poszczególnych przewodów, to długości 
poszczególnych elementów walcowych należy dobrać w zależności od krzywiz­
ny przewodów oraz wzajemnego ich usytuowania. Opisu powierzchni bocznych 
elementów walcowych można dokonać wprowadzając dla każdego z nich parame­
tryczny opis. W tya celu należy wprowadzić dla każdego elementu« J lokal­
ny prostokątny układ współrzędnych Xj, x2 , x3 o początku w punkcie y J, 
tak aby oś x3 pokrywała się z osią elenentu walcowego 'e J , natomiast oś 

była np. równoległa do płaszczyzny Xj O x2 (rys. 3.2).
Wprowadzając następnie w układzie Xj, x2 , walcowy układ współrzę­

dnych Oj ,tp) , to dowolny punkt Y(y1,y2 ,y3) leżący na powierzchni ej 
elenentu walcowego można zeplsać następująco:

Y(y1 .y2 .y3): Yj ■ Y i (i + (yi(i+i-yi,i)$ +r1cosflJcotf>*r1sinftJeo»^sln(pj 

y2 “ y2.i+(Y2,i*l-V2,i)S * rl8lnTfic08¥*rlc08JiC08^isin?,: 

*3 * Y3,ił(Y3,i+l-V3.1)S - rl8in^ 8in^

(3.66)

gdzie /łj tzw. kąty Eulera [64] , tj. - kąt zawarty między osią xj

8 xl s ~ k,t zawarty między osią x3 a x3 , przy czyn trzeci kąt Eu-
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Rys. 3.2. Podział przewodów na elenenty walcowe 
Fig. 3.2. Partltlon of tha conductors on the cylindrlcal elenents

lera Jest równy zeru, co odpowiada położeniu osi w płaszczyźnie rów­
noległej do płaszczyzny xŁ O x2 .

Przy zadanych współrzędnych punktów Y* 1 (rys. 3.2) cos 1 sin
kątów Eulera nożna wyrazić następująco [64]:

cosflj

slnflj

cos^i

sin/Di

y2 .1+1 - y2.i

U . » , - ^ . i ) 2 * <y2.i+l - y2,i)2

y 1 -  V 1yl.i+l yl.l

■ Vl,l^ + ŷ2 ,1+1 -  V1 )2 y2,lł

_ y3,l+l ■
yl
y3.i-

1

yl.l^ + ^y2.i+l -  V1 )2 V 2 .1

lYM+ll

(3.67)

(3.68)
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Przyjnując oznaczenie wektorów z rys. 3.2 (por. wzory (3.11)) oraz uwzglę­
dniając parametryczny opis (3.66), funkcję występującą w Jądrze ope­
racji (2.5) nożna dla dowolnego punktu X oraz dla Ys < j wyrazić na­

stępująco:

1 1 i
|WT

*•*1 Vlxvi *^(YiYi+x)l 2 ♦ rf V
1 + kj0j,x)cosjp-̂ (x)J

(3.69)

gdzie:

2 r ] |(x y J) X (y Jy J+1)1

I ^ L i I [i xyi  ^ ( y M * i ) l
2 2] 

* " i j

tf>J(x) = arctg
[( x y *) *

H rY iY i*i^ * k al

l * i - i l ll
[(x y J) * <y M + i >]1° k 3

(3.70)

(3.71)

Można wykazać, że Jeżeli punkt X ^ J, to O <k^(^,X) <.1 dla dowolne­
go 3  e [o,l], Jeżeli natomiast punkt X t  ' e j ,  to istnlsje taki paranetr 

^ x e [0,l], dla którego kJ(J ,X) - 1 1  ogólnie

2rf

xetj |xyJ ♦ * (yJyJ^)!2 ♦ r\

; 1 dla ^ e [o,l] (3.72)

Jeżeli kj(§ ,X) c  1, to Jądro (3.69) można przedstawić w postaci Jedno­

stajnie zbieżnego szeregu ze względu na znlenną tp :

1
W

n*u

2n

X€ti  K R  ♦s<YiYi+i)l2 ♦ rf|

E  Ł  g4n-T(̂ j~j~(n-j^ *X̂ ] 2l1co82J (ti)-^J(x)) -
J-l "-J

J»0 n»J

(3.73)
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Ze względu na rozwinięcie (3.73) Jędra operacji (2.5) funkcje gęstości 
ładunków na poszczególnych elementach walcowych t J wygodnie Jest apro- 
ksymować pierwszymi N wyrazami szeregu trygonometrycznego:

61(Y> . ■ 6 l.i.O * <4i . i * 1 . 0 - <ł1.1.0>X *
YetJ

+ Y 2  [ó l.i,m + (6l. f l . .  - 6 l.i.m)$ ] c°9"SP 

+ X ] [ 6 2.i.m ł (62.i+l,m * * 2 . i .Jt\ a±nmV (3.74)

Uwzględniajęc parametryczny opis (3.66) elementu walcowego, miara powierz­
chni walca przyjmie postać:

(3.75)

Podstawiajęc wzory (3.70), (3.73), (3.74) i (3.75) do wzoru (2.5) ne ope­
rację ‘y1 typu potencjału warstwy pojedynczej oraz wykonujęc w pierwszsj 
kolejności całkowanie ze względu na zmiennę (p typu:

-II

II

I

cosj |q?-^(x)J cosmpdip 

jp-yJ(x)jBin«ipd^p -

f cosJ^(x);

cosj

m - J

O i m /  J

8inJ(pJ(x); m . J

O ; m / J ,

otrzymuje się:

N N, 2 N 
P 1

, i , s k , i , b1*1 lal k*1 8*0
(3.76)
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gdzie :

»Ł.1..W

*k ,1,.(X ) dl8 1 , 1

ak,i,s(x) dla i = 2 '3 ’
, 1 ^ - 1

dis (k - 2) i (s - O)

(3.77)

\  ^ (4n-l)I l/2n *.1 (x) .
,1,2J ' 2-u Z^nT^Tj" n-J k ,2n , i ,2J

n i 2'’n(2n) n-J

(j - 0,1,2.... |) (k • 1.2)
(3.78a)

n-J

(J - 0,1.2.... |)

n-J

(J - 0,1.... |) (k - 1.2)

(3.78b)

(3.79a)

k* (4n*l) I I ,2n+lN„l /Xx
k ,i+l ,2J + 1 2_i 24n+2(2n+l)l n'3 k,2n+l.l*l,2J+llX'

Ai,n,i,S(X> ■ Fi.1(x)co.S^(x);

A2,n.i.S(X> ’ ' l ^ . l n . ^ U )

( 3. 79b)

(3.80)

2n(r2)n*1 !(XY11),(Ył1Y ^  )| " \ ^ ____________
n.i ' ’ iTO- T"7* J T^T- —- — 2 1 1 •

l i 1*1 o [!x y 1+1*- (y 1+1y 1)| + r2]" ?

81)
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Bi.n.i+l,8(X> ■ < i+1(X)c088t>J(x).

B2.n,i+ l,s(X) * G ^ i+1(x)sin.^(x)

(3.82)

Gn.i*l(X)

2n (r1)n+1|(XYj)x(YjYj+1)| "
U Lf  ,

° [l +ri]n+?
(3.83)

Łatwo zauważyć, ża całki (3.81) i (3.83) maję identyczne struktury, a róż­

nię się tylko wskaźnikami; wystarczy bowiem w całce (3.81) zamienić punkt 

Y^ z  punktem ażeby otrzymać całkę (3.83). Wystarczy więc ograni­

czyć się do badania jednej z nich,np. (3.83). Przede wszyetkim należy za­

uważyć, źe można ję przedstawić w postaci sumy dwóch całek:

,1
Jn,i+1'

2n (r1)nłl| (XYi)«(YjYjtl)|

' | y V  inłX
I i i + ll

YM * l l i +2<XYi>*<Yi Yi*l> .v
;ż 0~i n— r ~  d5-

2

-  (XYi),,(YiYi+i) f ~rrz— — - ^ 3  2— -—  

° [lxyi  *S(yM +i )I + ri ]n +
(3.84)

z których pierwszę łatwo obliczyć stosujęc podstawienie:

2
z = l xvi  (Yi Yi+i>l ♦ r ! ‘ (3.85)

natomiast drugę z nich można sprowadzić do całki z wielomianu poprzez tzw. 
podstawienia Abela :

♦$ (YiYi+l)l2 ♦ rl

(3.86)
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Otrzymuje się:

a  2n(rx)n+1 |(x y J)«(y Jy J+1)|

Gn,i+1 " i i i* ,n+l
lYM +ii

__1
2n—T

( R l 2 r2)" ' *

<IxyJ J 2 r?)" ■ *

____________(XYł> • <YM + i >  |2n-2p-2

r(XY^) o (Y^Y^1)
2p+1

K l

(XYi*j) « <YH + 1 >

Yl^i+il2 ♦ r\

2p+l

(3.87)

.1 2"(r1) - 1 |(XYi1).(YłYj+1)|

Fn,i( x ) ---------- r f r T " * 1---------
lYi YL i l

__i
5ń^T

<ixyL lI2 ♦ rf)n " *

i + (XYłłl) • (YM , i )  .'D O  .

( f ^ j l 2 ♦ r 2 ) n - 1  [ r f i YM +i l 2+ № > x(Ył Yu i f ] n p-o

~ , 2n-2p-2
• 1 Y Y  1 A XYi+i> • <YJYi+i^ i2p*‘  / < « » ) .  <r yt,t>\

2p+l

1 i i*ll
U ” i . i i 2 • - i '  ) U « i i 2 • ' !  }

W przypadku gdy n » 0, całki (3.83) i (3.81) wynoszę:

G0,i+l<X>
lYM J

Vixvi*i |2 ♦ «i - VixYi 2 ♦ rl +

(3.88)

• ln

Iy M1 Uli

|(x y J).(yJyJ+1)+
y M +i i x yJ 2 2 

♦ rl

1 ( xyL  i ) - (Yi Yi* i ) * 1 Yivi* il fixYi*il2+ri

(3.89)



Funkcje ksztełtu cj ^ *(x) (3.77) współrzędnych punktu x(x1 ,x2 ,xJ) od­
powiada jęce eleaentoa walcowy« 'ej (3.77) zostały wyznaczone przy zało­
żeniu, że punkt X j fcj nie leży na powierzchni tego eleaentu. W takim 
przypadku funkcje te stanowię koabinację zbieżnych szeregów (3.78) (3.79), 
...,(3.83) ze względu na współrzędne punktu X. Zbieżność tych szeregów 
wyniks z jednostajnej zbieżności szeregu (3.73) dla k(J§ ,X) < 1 ,  co na 
miejsce wówczas, gdy X j 'ej. Wykazane będzie, że Jeżeli punkt X leży na 
powierzchni eleaentu welcowego ej, to szsregi funkcyjne (3.78) i (3.79) 
sę zbieżne. W ty« celu wybrano przykładowo punkt ,xj leżęcy w środku po­

wierzchni bocznej eleaentu e j ,  dla którego |xJYJ+i|2 * rl+J  | YJYJ+ll 2 • a 
w który« funkcje (3.87) 1 (3.88) przyjauję wartość:

p-o , I. ^
— f —  r n :> i

(3.91)
r I ^ Ł i l

1 ♦ 8 ♦  i

№  - Go,i*i(xJ) - £  i n i  , ,
/1 ♦ 8(— 1 . O 2 - 1

1 - 0  (3.92)

I ^ L lI
Suaę (3.91) aożna oszecować następujęco:

n-1
f i , ( * } ) < r .  n . l l f " - 1 ! - ? ___________ ( 2 n - 2 ) ! l
n,i 1 1 Р ;2p7T ■ Г1 TiSn_i) 111 n > > (3.93)

p *0

Na aocy wzorów (з .в о )  zachodzi:

Bloręc przykładowo szereg (3.78a) oraz nierówności (3.93) i (3.94), wyka­
zuje się Jego następujęce oszacowanie:

I 1 (X1)! <  r Y '  (4n-l) ' 1 (nf^)(4n-2) _ ^  (4n-2) I I
Isk ,1,2J i i "  24n(2n) I (4n-1) I I 1 - 1 24n(n-j) ! (ntj

Na «ocy kryteriua Raabego [46] nożna wykazać, że szereg

)!

(3.95)

i — i (4n-2) I !

24"(n-j).(n*j)'.
(3.96)

jest zbieżny, gdyż

п(т
n+1

-  1) lćKnłl)*
16n + 8n

3
2-

Ze zbieżności szeregu (3.96) wynika zbieżność szsrsgu (3.78a). Podobnie 
nożna wykazać zbieżność pozostałych szeregów (3.78) 1 (3.79) w przypadku, 
gdy punkt X leży na powierzchni elenentu walcowego ej. Ogólnie, można 
więc określić funkcje kształtu c£ t g(X) (3.77) za ponocę kombinacji 
zbieżnych szeregów (3.78) i (3.79), które pozwalaję, zgodnie ze wzoren 
(3.76), przybliżyć operacje (2.5) typu potencjału warstwy pojedynczej za­
danej na dowolny« układzie przewodów Jeko funkcję llniowę N zalennych har­
monicznych ó} , _ (k = 1,2) (s ■ 0,1,... ,N) zedanych w przekrojach po-

1 /  \przecznych dzielęcych przewody na eleaenty welcowe (1 > 1,2,...,N )

(1 1.2 Nx).

3.2. Aproksyaac.la pochodnej potencjału warstwy pojedynczej zadanej na do­
wolnych powlerzchnlech

Operacje całkowe występujęce w ukłedech równań całkowych II rodzaju 
(2.27) lub (2.37) 1 (2.40) składaję się z operacji typu potencjału war­
stwy pojedynczej i Jego pochodnych w kierunku noraalnya. Z punktu widze­
nia obliczeń nuaerycznych rzeczę ietotnę jest dokonać ich aproksymacji. 
Aproksymację potencjału warstwy pojsdynczsj rozpatrywano w punkcie 3.1. 
W niniejszy« punkcie rozpetrywana będzie aproksyaacja pochodnej potencja­
łu warstwy pojadynczsj :
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Oo aproksymacji dowolnych powisrzchni S1 zastosowana będzie metoda z
pkt. 3.1.1. tj. trlangulacja trójkątami 'ej’,. (3.10) utworzonymi przez

1 1  ^ punkty triangulacyjne e S . Do aprokeynacji funkcji gęstości ładunków
przyjęto funkcja stałe na każdy* z trójkętów 'eł4L (3.14). Przyjaujęc da-

1J*i
lej oznaczenie z rys. 3.Ib dla każdego trójkęta ę ^ k triangulacji oraz 
uwzględniając wzory (3.11) .... ,(3.14) jak również

r.—  [$(YM  ♦ ?  (YM )  *
cos (XY).nx . L. ■ 1  i ------ iJ-Ji (3.98)

1 (yJyJ) ♦ (YiYk) ♦ XyJ

operację *V0 (3.97) nożna przybliżyć naatępujęco:

Npl
V . 6 S V .  6  Y 2  ®Jłfc(x)6< 4!.. (3.99)

gdzla

" P 0 - Y Z  Gijk^X)6ijk' 
1.1 lijkl e N

1 / |(YM ) » ( YM ) |  /» 1^ [ ^ YM ) * ? ( YM*XYjl»rv:
6t1k(x) - » 1 k -' | p ...1 1 L j L  łJ * d$d? (3.100)ijk. Z T  Jo J

gdzie
N1 - zbiór trójkętów triangulacji powierzchni S1.

Jeżeli punkt X e 'e Jjlc. to całka niewłaściwa (3.100) jeat zbieżna [73] i 
niezależni* od położenia punktu X da się wyrazić za poaocę funkcji stan­
dardowych. Niech na poczętek punkt X nie leży na trójkącie tj.

[$ (yJyJ) + 7 (YłYJ) + XYj] • n"x i  O. (3.101)

Wyrażenie pod znaklea całki (3.100) nożna wówczas przekształcić następu­
jąco«

f e ( Ył Y} ) ♦ ? < Ył Yk> ♦ XYi l -  n x

Ił (  y J yJ  > + V ( y J y 1) *  x ^ | 3

( Y* Y * ) . i f r  _________2 l Yl Ykl V * 2 ( y J y | [ ) . ( ( y J y ^ ) ^  ♦ x y J )

' t t l2|YM | 5 [| Y ^  | V * 2 ( ^ ) .  ((yJYJ)S *XY*) v ♦ |xyl *J(yJy^)|2

Umzciędniajęc w całce (3.100) przekształcenie (3.102) oraz całkujęc naj­
pierw ze względu na znianę ^ w przedziale od O do 1-^, stosujęc dla dru­

giego wyrażenia wzoru (3.102) podatawlenie Abela [46]!

_________ 2l YłYj[|7 ♦ 2(yJy*) °(S(YJYj)  ♦ XYJ)_____________

[lYi Yi l 2?2 ♦ 2(yJyJ) o c^yJy}) ♦ ^ j) 7 ♦ ^ ( YJY})|2] 1/2
(

natomiast od pierwszego wyrażenia wzoru (3.102) podstawienie [46]

u - [ l Yf t l ¥  ♦ 2(yJyJ) • ($(YJYJ) + ♦ |xyJ + J (Y*Y*)2J 1/2 (

otrzymuje się:

Gl (X) . l(YłYjł) ‘ (YiY.k)l
Gijk(X) * 23T

<G2f  * Gl3  * V *
X

/ _   ,
O (B2̂ 2 + B^ ♦ B0)Va2f  + AjS ♦ A0

<H2f  ♦ Hlt * H0>d3

o (*2%2 * Bl$ + B0 ^D2f  + ° l !  + °0

.103)

.104)

.105)

gdzie
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B2 - I (y Jy J) X (y Jy J)|2

f

Go - [(xyJ) « n^]° [(xyJ) X (yJyJ)J

gi ■ [ (xYi > * ° [(YżYł> * (y№ ]  ♦ [(*^> * (Yf t > H (YiY} > 11 <\]

G2 ’ [(YiYj ) * "x] * [(YiYj ) “ {YiYk}] (3.106)

H0 " [<*S> ’ % ] « №  * < ^ ]

hi ■ [<**£> «v K (Yi Y£>* <Yi Y} > ] ♦ * (Yi Yi )]° [{Yi Yk} * -v]

H2 - [(y J y J) X r x] . [ ( y Jy J) « (y Jy *)]

Całki występujące we wzorze (3.105) można przekształcić na sumę dwóch ca­
łek :

f (G2  ̂* Glt * Go>4§ G2 \  ^ +
0 (B2f  + 3lt * Bo ^ A2f  * AlS ♦ Ao ^  0 K f  ł Al'S + A0

! \ (G1 - Ą  B1>S + G0 - BT Bo

+ r ^ J  : — •-  . (3.io7)

ę °<S2 * f e  • & i *  * £  *

Pierwsza z całek występujęca po prawej stronie wzoru (3.107) Jest całkę
elenentarnę, natomiast druga z nich po podstewisniu [46]:

* /*1* ♦ *1 .

5 ■  t~ V  i • (3.108)

I

gdzie »Jj są rozwiązaniami równania kwadratowego:

,B 1 A 1 ? ,S A  A. B 8,A-

®2 ‘ *2 * 2 " * 2 *  * * ? £  ’ " °* (3.109)
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Sprowadza się do sumy dwóch całek

i  }> [(Gi  -  ° 4  * (c ° ~ ° Ą 0° )] di

B2VaT „2 fi + fo
2 2 ri + B2

[(Ol - B^ Bl ^ l  +

Bl ?  dt
2 J tx (t2 ♦ j^) V«i*2 ♦ /»1

1 r GP G2 1 ^  <*ltdt (3.110)

gdzie :

"1

PT*
’l * ^ ' Bo

f V
’i - — — bT 5“ ’

A  ♦ 5 ^ 1  ♦ if

A, A , A. A

A ^ l  + /*1 ‘ ^1 + A ^ l  + ~2

Pierwszy całkę występująca we wzorze (3.110) można sprowadzić do całki 

elementarnej przez podstawianis Abela [*6j :

u * 1 1
U 2 *a

natomiast w drugiej wystsrcza w tym celu dokonać podstawienia:

v ■ Yoet2 * f> .

Wykazano więc, że całki występujęce we wzorze (3.105) sprowadzaj« się do 

całek elementarnych. Po wykonaniu obliczeń otrzymuje się:
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■'ijk

7_ _1_

fi2 ^
ln

| ( ^ ) * ( y Jy !)
GZ 1 ln

2A2 ♦ A j + 21/a 2 (a2 + A j + Ao
2JT B2

A1 + 2^A2Ao
V

2D2 + Oj + 2\D2 (D2 + D:l + 0o)'
* 1 1

2 O

(G,^ b iG2 ^ 1>G0B2 + B0G2 1 <*j(*j-l)2+/yl-jxj)2]
JB̂ jfotjAj-/̂ )'

Wj-1) VoBlafj-Ą- [«J (^J-D 2+ /%J (1-^j )2]

ViVoc1A1-/ł|-

Ki V«aV / V  ^ i (V l ł t ó

(g1b2-b1g2 )^1+gob2-bog2/ 1*^1+
♦ — ---------- -—  ■ «- ■ ■ ■ larctg--- —  ■- — ♦

V<t1(Vj-l)2+ a(l-Uj)2 
+ ereta -------------- i--- — — ) .  . 1. 1 (HlB2-BlH2 ^ 2 +(HoB2-BoH2>

(1”fJi) V5^ 82jx| + Bj^j+B0

1

03
ro ro r
f 1

w

, ln-
j(«2-1)^ " y / y  V^[0c2 (^2- D 2^ 2(i-H2)2] ' V *2 ) | 

! (^2"15^<*2^2”/^-V^2[o;2 W 2_1 )2 ̂ ( ^ ) 2J||,2 Vo^a2-/̂ '+ Va2 (oc2<ł|+/?2fi2)'

(H1B2-B1H2 ^ 2 ♦ (H0B2-BeH2)^ ^  %(-i2-l)Z * P2 (tl2-lV

B2 V*2^2 • /̂ 2

loc-̂ 2 ♦
+ arctg

gdzie :

2 2 ^2^2,

£J2\ac2&2 - jb2

1 8 1
Ao Bo +
ję - B J *

^1 * Bj Aj
b2 ' ^

i l / Z  B„ 2 A, A.B B,A

p f  ' ^

%  Bo l/TAo
5  - q  - p ę  -

B- A1 A- B 0\ / 1  1 \ / 1 o
P' “ '5 r ,lr r
2 2 2 2 2

natoalast współczynniki A., B , D., G. , H. (i • 0,1,2) Jako funkcje1 1 1 1 1  i i
współrzędnych punktu X i współrzędnych triangulacji Yj powierzchni S 
oraz wektora n^ noraalnego do powierzchni Sk (x « Sk) wyrażaję się 
wzoraai (3.106).

Pozostał do rozpatrzsnia przypadek, gdy punkt X zaierza do punktu X 
leżęcego na powierzchni trójkęta 'ełik. Wówczas wykonujęc skoaplikowane

*J ̂ .
obliczenie przejścia granicznego we wzorze (3.111), otrzyauje się:

lia Gijk(x) “ _1- (3.113)

^ o ^ i j k

Przejście graniczne (3.113) wynika z ogólnej własności zechowenls się po­
chodnej potencjału warstwy pojedynczej (2.24). Istotnie, bioręc pod uwagę 
przybliżenie (3.99) pochodnej noraalnej potencjału warstwy pojedynczej 
(3.97), otrzyauje elę:

V
v p 6 -xi.  Git3k(x)<siJk ♦ ^  °:nP<xo * :

3 * o V_V eto* C _1 J mnnI e tf*
lin

X- Xo‘^ J k  ° * * V * i j k  ' ' S-1
|Bnpj«jf* 

(8-1 {anpj #|ijk|)

■np#

(3.14)

Z drugiej strony stosujęc w ogólnya przejściu granicznya (2.25) eproksy- 
aację funkcji gęstości ładunków 1 powierzchni ich rozkłedu, wprowadzonę 
na poczętku tego punktu 3.2 oraz uwzględniajęc fakt, że w dowolnie nałym
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otoczeniu Sx e ^ijk punktu Xo s 'e ijk lłczni|t funkcji podcałkowej 

(3.100) jest równy zeru, tj. :
"W

^ ( x Jy J) * , ( ^ 1 )  ♦ 5 ^ j ] .  r x - O dis X «  ($0 - f . $ o  ♦ !>

^ € (<lQ - |. 1?0 + |)

(parametry % 0 ‘ ^ 0 odpowiadaj? punktowi XQ ). otrzyauje się:

lim , 2«0 ^ s - ó i j k  + 1 2  . 5 Z Z  C P< V C P <3- 115>
^ o ^ ł j k  s=l{mnp}eJf8

(s-1; |mnpjf|ijkj)

Porównując więc wzory (3.114) 1 (3.115), otrzyauje się granicę (3.113).
W ten sposób określono funkcje g }.,i,(x ) (3.111) współrzędnych punktu X

J 1 /1 ich zachowanie się przy zmierzaniu punktu X -‘t powierzchni E ^ k (wzór
(3.113)), które na mocy wzoru (3.99) pozwalaję przybliżyć pochodnę nor­
malną potencjału warstwy pojedynczej jako funkcję linlowę stałych łsdun- 
ków trójkątów triangulacji 'cjjk powierzchni S*. Wcześniej poda­
na aproksymacja pochodnej potencjału warstwy pojedynczej jest możliwie 
najprostsza, wymaga jednak dużej liczby elementów Wprowadzenie a-
proksymacji liniowej (wzór (3.17)), gdzie węzły leżę w narożach trójkątów 

e ijk ("zór (3.10)), jest korzystniejsze ze względu na dokładność obli­
czeń, stwarza Jednak dodatkowe problemy związane z aproksymacją pochodnej 
normalnej, która w narożach elementów jest nieokreślona.

3.3. Aproksymacja potencjału warstwy podwójnej zadanej na dowolnych po­
wierzchniach

Operacje cełkowe występujące w układach równań całkowych II rodzaju
(3.55) składają się z operacji typu potencjału warstwy podwójnej. Mając 
na uwadze przybliżone metody rozwiązywania tego układu, należy dokonać a- 
proksymacji potencjału warstwy podwójnej:

1 r / \ co*(YX»nY^ 
-  £  J  ‘ <Y> — i^ r

1-1 el |XY

Oo aproksymacji dowolnych powierzchni S1 zastosowana będzie aetoda opi­
sana w pkt. 3.1.1, tj. trlengulacja trójkątami tjjk (3.10) utworzonymi
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przez punkty triangulacji y J e S1 . Oo aproksymacji funkcji gęstości przy­

jęto funkcje stałe na każdym z trójkątów ^ Jj^

* X(Y) . - consti Y e t J . ^ ;  ( 1 - 1 , 2  Npl). (3.117)

Przyjaując oznaczenia z rys. 3.1b dla każdego trójkąta 'cjji, triangulacji 
oraz biorąc pod uwagę wzory (3.117), (3.11), (3.12) i (3.13) jak również 

uwzględniajęc, że

*1^) * (YjYj

|(y Jy £) * (y Jy J)|

(YiYk) * (YłYJ) . dl. Yt-e* (3.H8)
Y 1,-TTl, . 3

,__________  [(yM )  X (yJyJ)] . (XyJ)
cos(yx,n") -   = = --------- s Y £ lej

Y l-..l..lv.,..l„lx||%/„l„lx .  _^vl vl w  ^ 1 |  J|(y Jy J)»(y Jy *)||S(y Jy J) + ? ( y Jy £) + x y J

operację *U. (3.116) aożna przybliżyć następująco:

(3.119)

NP1
•Uf - U 4 - Y 2  I Z  . Lijk^x)li:ijk' (3.120)

0 1-1 {ijkjejT

gdzie

■v«> ■[(YiYjl) ’ i f o  (>y!) f V  —  <*•“ «
o o IJ(y Jy J) m (y Jy J) + x y J|

n 1 - zbiór trójkątów triangulacji powierzchni zeaknlętej S*.

Jeżeli punkt X nie leży w płaszczyznie wyznaczonej przez trójkąt tJjk , 

to

[(y Jy J) » (y Jy J)] « (x y J) i 0. (3.122)

Jeżeli ponadto w szczególności X e 'ej,({, to całka (3.12^) nie aa osobli­
wości. Całkując najpierw w wyrażeniu (3.121), ze względu na zaienną sto­

sując podstawienie Abela [46] (3.103), otrzyauje się:
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Li J k (x ) ■ a y [ (Yi Y}> * <Yf t > } ( x v i >  /  — ----------- (Gi ,s  + go> ^  _ _

.0 <B2$ * Bl$ + B0 ^ A2^ + Al* + A0

■ )
(»kii+ »;>«<$

0 (s2!2 + BlS ♦ bo ĵ 2 ł DlS ♦ °o

(3.123)

gdzie

Ag, Aj , Ao , B2 , Bj , Bq , 02 , Dj , Dq wyrsżeję się wuoraal (3.106), nato- 
aiast

Gi " _(YiYk) * (YJY3>* Gó ■ -(YJYk) * (x yJ)
\

      (3.124)

H1 ’ "(YkYl) * (YkYj); Hó ’ -<YkYi> • (xYfc)

Oo obliczania całek (3.123) aożna zastosować sposób podany przy oblicza- 
nlu całek (3.105), co foraalnie rzecz bioręc sprowadza się do zastępisnla

we wzorze (3.111) wyrażenia (yJyJ) « (yJy£) wyrażeniem (3.122) oraz pod- 

stawieniea H2 « 0, G2 « O przy równoczesnej zamianie współczynników Gj, 
Gc i Hj, H0 współczynnikami Gj, i Hj, wyrażonyai wzorami
(3.124). Pozostałe współczynniki Aj, B± , Oj (i » 0,1,2) pozostaję bez 
zaian, tj, wyrażaję się wzoraal (3.106). W ten sposób nożna obliczyć fun­

kcję *"iJk(X  ̂ (3.121) współrzędnych punktu X odpowiadajęcę trójkętowl 
^ijk triengulacji powierzchni S1 przy spełnieniu założenia (3.122).

Oeżeli punkt X nie leży w płaszczyźnie położenia trójkęta lecz
poza nia, to ze względu na iloczyn nieszany występujęcy przed całkę (3.121) 
funkcja Lijk(X  ̂ Pr2yJ"uJ* wartość zerowę.

Pozostał do rozpatrzenia przypadek, gdy punkt X znierza do wnętrza 
trójkęta od strony zewnętrznej powierzchni S1. Wykonujęc skonpli-
kowane przejście graniczne, we wzorza (3.121) otrzymuje się:

^1* *”lJk(Xo^ " (3.125)

X-*o«'cijk
X*R3 - O 1

Przejścia graniczne (3.125) wynika z ogólnej własności granicznej potan- 
cjału warstwy podwójnej (3.116). Istotnie, bloręc pod uwagę przejście gra­
niczne (2.49) w przybliżeniu (3.120) potencjału warstwy podwójnej (3.116), 
otrzyauje elę:
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V
“ * V ’r ■ • ‘ u l  * Ł  t- „  L!pr(*«' 1 % r  <3-126)

XeR3 - D1 (s-l)A(|nprj f {iJk})

Z przejścia granicznego (3.126) wyntke (3.125). W ten sposób określono 
funkcje |_^jk(X) (3.121) współrzędnych punktu X i ich zschowenle się
przy zalerzanlu punktu X do powierzchni "e ̂ jk, które zgodnie ze wzoren 
(3.120) pozweleję przybliżyć potencjeł weretwy podwójnej Jeko funkcję li- 
niowę stałych gęstości sjjk poszczególnych trójkętów triengulacji

pl 1
powierzchni S » U s • 

i»l
Dokładniejsze przybliżenie operetore (3.116) typu potencjełu warstwy 

podwójnsj otrzynuje się, jeżeli funkcja gęstości wsrstwy podwójnej X (y) 
będzie aprokeyaowana funkcjaai sklejenyai pierwszego stopnia dwóch zaien- 
nych (£,7 ) (3.23), których poczętek dla trójkęta Jest np. zlokelizoweny
w punkcie Y* (rys. 3.1b). Interpolujęc dene wartości w punktach
triangulacji y J powierzchni S1 otrzyauje elę (por. wzór (3.26)):

r Ł(Y)

gdzie

k ♦ **1 “ ł k>$ ♦ k j  Y < V € ijks

O * W  *ijk! (3.127)

< J - 1,1(yJ) - g#etość warstwy podwójnej w punkcie triengulacji yJ po­

wierzchni s1.

Dożęli początek lokalnego układu współrzędnych Jest zlokalizowany w

punkcie Y^ (rys. 3.Ib), to:

lwi . . c t‘ |, Y . (3.126)

.  al. y . , J  (>..»,

Y l<*J> < « ) [

[ (yM )  * (y M ) 1  • (x yJ) x
coa(YX.r) - ----- 1 = ^ ----- = = = ---- — 1 Y «’eljk (3*130)

| ( YkY} ) ‘ (YkYM  * 7 < YkY}>  *  XYkl

Uwzględniając wzory (3.127), (3.128), (3.129), (3.130) oraz (3.13), ope­

rację (3.116) aożna przybliżyć naetępujęco:
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■U* fi U„ -i - YZ > !  U* (x), (3.131)
V

v  ■ E  p  , 1ui)k(,°  ■
1 1-1 |ijk| e Jf

gdzie:

uijk(x> • Rijk(x^ i ♦ s U (x H j + Tijk(x^ k  (3-l32>

Riik(x) ■ 5?F(YkY i)x (YkYi)l° ^ k 5 f f — — — — y 
iJk 571 k J  k l J  k £ J0 |j(yjYi) + ? (vklv}) * ^ 1

(3.133)

= « » '« >  • s » [ ( * ł » } ) * < 'W ) ] -  < " i >  /  f  i , ; f i , ' 1 j i o r ?  ( ! - ‘ 34)
0 0 l^(YkYi)+7 (YkY3)+XYk I

W x> * df[(Y№  (YiYi>} !  f  -  3
0 0 |S(YkYi)+V (YkYi)+XYkl

Przeprowadzając podobne rozumowanie Jak w pkt. 3.1.1 odnośnie do funkcji

AiJk^X  ̂* B11k(X  ̂* Cklj(X^ ’ wProwadzaJ$c kolejno początek układu współ­
rzędnych [g ,ij) w punktach y£, yJ, yJ, można wykazać, że s

SJlk(x) * RJlk(x)j TklJ(x) * RklJ(x) (3.136)

Uwzględnlajęc równości (3.227) we wzorze (3.132), otrzymuje się:

Uijk(x) * RlJk(X)ti + RJlk(x)tJ + RkiJ(x)tk- (3.137)

Uwzględnlajęc z kolei wyrażenie ( 3 . 1 3 7 )  we wzorze ( 3 . 1 3 1 ) ,  można stwier­
dzić, że w celu przybliżenia operacji typu potencjału warstwy podwójnej 
wystarczy w sposób ogólny określić funkcja Rij|<(x) wykonujęc podwójna 

całkowanie we wzorze ( 3 . 1 3 3 ) ,  natomiast funkcje Rj n , ( x ) , r £i j (x) otrzy­
muje się przez odpowiednię parautację wskaźników l.J.k dotyczęcych trój- 
kęta " funkcji Ri<|<(x)" Zmienlajęc następnie we wzorze ( 3 . 1 3 1 )
sumuwsnia po trójkętach Jkj e Jf1 (1 - 1,2,... ,Npi) na sumowania po 
punktach triangulacji powierzchni Y* (l » l,2,...,Nj) (l ■ l,2,...,Npl) 
otrzymuje się:
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Npl N1

u * s u p *  •  E E Ri ( x ) i i '
1 i-i i-i

(3.138)

gdzie

Ri(x) " , Rijk(x)
[ijkje Jfj

(3.139)

Jfj - zbiór trójkętów (iJk] msjęcych wspólny wierzchołek yJ. Wyznacze­
nie funkcji Rijtj(x) współrzędnych dowolnego punktu X w przestrzeni R 
przy dowolnym usytuowenlu trójkęts można dokonać wykonujęc podwój­
ne całkowanie we wzorze (3.132). Całkujęc najpierw ze względu na zmiennę 

ij w przedziale [o, 1-5] uwzględniejęc podstawienie Abela

t ,  2lYkYl l J ^ 2(YM > j (YkYl> + XYk1
I^(yJyJ) + v  (Y^yJ) ♦

(3.140)

otrzymuje się:

Rijk(x) “ 2*

, (G?!s2+GiS+Gó)d5
|(XYh» (y M ) * ( y M )  I --------------- ■ ■ ; +

L ‘ i  U «  ( = ; s 2- « ; i . = : ) V 5 x H

♦
0 (8'f ♦ b^  * b;)Yo"$2 ♦ O»* ♦ Do

gdzie

aJ * 0

2
| ; A" ■ 2(y Jy [) '- (x y J) i a" - lYf t | 2

Dn m 
0 |«j I2 ; °'l * 2(yJyJ) «■ (>ĆyJ); d£ - i ^ i i 2

°'o ■ 1(YkYj^ » ( Ą ) | 2 - 8" • 81 * 2[{YkYj1)x{Yk'rM * [ (YkYj1) ‘

B2 « |(y*1
r5>

« (yJy J:
2

»1

(3.141)

(3.142)
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G" - 0} G j  • (yJyJ) • (XYj[)j G" - (YJYJ) ' (Y^yJ)

H" - 0; Hj - (yJyJ) • (XYj)s H" - (y£y *) • (y Jy J)

(3.142)

Oo obliczenia całek (3.141) Można zastosować sposób podany przy obllczs- 
nlu całek (3.105), co foraalnie rzecz bloręc sprowadza się do zastąpienia

ws wzorze (3.111) wyrażenia |(y JyJ ) x (y *Y*) | wyrażenie» (x y£) • [(y Jy J ) *

* (y |[y J)J orez zsaianę występujących taa współczynników (3.106) odpowls- 
dniai współczynnikaai (3.142).

Jeżeli punkt leży na zewnętrz trójkęta * płaszczyźnie J«go
położenia ( x  e " ^ i j ^ )  (wzory ( 3 . 1 0 )  1 ( 3 . 3 8 ) ) ,  to ze względu na
zerowanie się iloczynu Blaszanego występujęcego przed całkaai ( 3 . 1 4 1 )  za­
chodzi :

Rijk(x) ' 0 dla X e a r i j k ‘ ^ijk (3.143)

w ten apoeób otrzyauje się ogólny wzór na funkftje k Jj|,(x) współrzędnych 
punktu X, które na aocy wzorów (3.138) 1 (3.139) pozwalaję przybliżyć po­
tencjał warstwy podwójnej ‘Us’ (3.116) w przypadku, gdy punkt X nie leży
na powierzchniach S1 (l » 1,2,...,N_.).

Pł 1
Jeżeli natoaiast punkt X zalerza do powierzchni S od strony zew­

nętrznej , to zachowanie się operatora przybliżonego *11^ (3.138) aożna
określić bloręc pod uwagę ogólnę własność granicznę (2.49) potencjału war- 
atwy podwójnej. W dalszych zaatosowanlach potrzebna będzie graniczna war- 

ć operatora przybliżonego U j  (3.136) w punktach trlangulacjl y J po- 
rzchni S1 (l ■ 1,2,... .N j). Otrzyauje alę wówczas:

tość 
wierzchni

oc1 Pl  k
u -  u pltr - (3-i44)
X— y J k-1 J-l

Jfl

gdzie:

kęt bryłowy powierzchni 'e1 » U "e1
IJk

jijkje Jf1

w punkcie trlangulacjl powierzchni S*.

Oznacza to, że graniczna wartość funkcji (3.139) przy X — - y J wynosi:

oc1
H a  Rj(x) - - jA (3.145)

x — yJ 

y j c s 1
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W szczsgólnya przypadku, gdy wszystkie trójkęty zbioru Jfj aajęce wspól­
ny węzeł y J leżę w jednej płsszczyznis, to

lira r J(x ) - -1. (3.146)

X— x j

3.4. Aproksymacja potencjału logarytmlcznsoo wsrstwy pojedynczej

Centralnym zagadnieniem w przybliżonym rozwięzywanlu układu równań cał­

kowych I rodzaju (2.14) Jest aprokayaacja potencjału logarytmicznego
(2.15). W aproksymacji tej należy przede wszystkim dokonać podziału kon­
turów na alsmenty 'e J i dla każdsgo z nich wybrsć odpowisdnię funk­
cję aproksymujęcę <jJ(x). Wykonujęc następnie całkowanie po każdym z ele­
mentów •ej 1 sumujęc uzyskane wyniki, otrzymujemy operację przybliżonę 
operacji (2.15). Jeżeli kontury 'ek sę zadane w postaci parametrycznej i 
wynik całkowania po 'ek da się przedstawić w postsci kombinacji funkcji 
standardowych, to tzw. funkcje ksztsłtu można przedstawić w postaci goto­
wych wzorów. Otrzymanie gotowych wzorów Jest tym trudniejsze, im większy 
Jest stopień funkcji sproksymujęcych. W takich przypadkach należałoby sto­
sować całkowanie numeryczne. Jeżeli jednak punkt XetJ, to całka po ele­
mencie « jj Jest całkę niewłaściwę 1 Jej numeryczne obliczenie Jest utru­
dnione. Ponieważ Jednak całki te decyduję o dokładności aproksymowanego 
operatora T L, należy Je wyzneczyć możliwie najdokładniej metodami anali­

tycznymi.
L

Jeżeli kontury przewodów 'e nie sę zadane analitycznie, lecz w po­
staci cięgu punktów y J (l - 1,2,....N^) (k » l,2,...,Np), to w kon­
strukcji opsracji bliskiej dla operacji (2.9) należy również dokonać apro­

ksymacji konturów.
Foraalnie rzecz bloręc, całkowanie po eleaentach 'e j  można dokonać ja­

kąkolwiek metodę kwadratury [76]. Jednakże przy całkowaniu na dużych od­
cinkach metody te daję duże błędy. Sę one uwarunkowane ałabę osobliwością 
Jędra operacji typu potencjału logarytmicznego *¥*L, która maleję dosta- 
tecznle azybko przy oddalaniu aię od rozpatrywanego punktu.

Zwiększenie dokładności aproksymacji potencjału (2.15) aoże być osięg- 
nięte przez zastosowanie tzw. funkcji eklejenych do aproksymscji funkcji 
gęstości ładunków ó j ( x )  na eleaentech podziału konturów ^  [36].

3.4.1. Potkncjał logarytaiczny warstwy pojedynczej zsdanej na dowolnych 
konturach

Punktaa wyjścia dla dyskretyzacjl potencjału logsrytaicznego jest okre­
ślenie dla zadanych punktów Y^et* (l - l,2,...,Nk) poszczególnych kon­
turów 'ek przewodów, funkcji aproksyaujęcych kształt tych konturów. Naj­
prostsza aproksymacja danego konturu % polega na zastępienlu go krzy-
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Rys. 3.3. Oznaczenie wektorów wodzących 

Fig. 3.3. Designation of the vectors

wę łamanę składajęcę się z odcinków łęczęcych sęsiednie punkty Yk podzia­

łu konturu 'ek. W ten sposób zbiór punktów (y^,y2 ) konturu 'ek został 
zastępiony zbiorem punktów (rys. 3.3):

Nk

t k U ^l.l (3.147)
lal

gdzie:

^l.i " |(yi*V2^: V1 ’ yl,i * (yl,l+l " yl . l ^ s

y2 ’ y2.i + (y2.i*l ‘ y^.i^ ! O ^ ^ 1} <3-148>

(k - 1.2____,Np).

Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (3.148) interpolu­

jące współrzędne yj yk ^ punktów yJ t 'e J (i • l,2,...,Nk) (k « 1,
2,...,Np ) są dane jednoznacznie [36].

W celu lepszego przybliżenia operatora 'Vl (wzór (2.15)) nożna zasto­
sować do interpolacji konturów funkcje sklejane wyższych stopni. Ola

ufunkcji sklejanych stopnia drugiego zbiór punktów konturu 'e zastępuje 
się zbiorem punktów:

Nk

* 2  ‘ U  *2,i' (3.149)
i-i
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gdzie:

2 .i “ |(vi'y2^! V1 ’ < * U l - yU l < i *  * *1.1^ * yl,i’ 

y2 “^ z2,l*l-y2.1*l-V2 , l ^  + z2,i^ + Y2 .1 ’ 0<c ^ <

(3.150)

k knatoaiast współczynniki zi i> z2 i spełniaję naetępujęce układy liniowe 
dwuprzekeztełtnikowe równań:

*5.1*1 ♦ *5.i ■ 2<v5.i+i - v5.i>

z^.., * - 2(yk #1+1 - yk #1) (3.152)2,1*1

I#
o takiej saaej ilości niewiadomych. Oeżell krzywa 'e Jest krzywę zaak- 
niętę, to układy równań (3.151) 1 (3.152) posladaję jednoznaczne rozwię- 
zanla. Konstrukcja eleaentów (3.150) zapewnia cięgłość pierwszych pochod­

nych Gyj/S^. «yj/©^ wzdłuż krzywej «g ("zór (3.149)) interpolujęcej 
zadane punkty ne konturze 'ek i Jako taka Jest jednoznaczna.

Funkcję gęstości ładunków, na którę działa operator *TL (2.15), aożna 
również aproksyaować wzdłuż Interpolowanych konturów funkcjaal sklejanymi 
dowolrtego stopnia. Pozwoli to na otrzyaanla operatora przybliżonego dla 
operatora *VłL (3.15).

W przypadku interpolacji konturów <ek w postaci (3.147) funkcje gęs­
tości ładunków będę aproksyaowane funkcję sklejenę stopnia pierwszego in-

k k kterpolujęcę dane wartości w punktach podziału Y^ konturu V . Po­
dobnie Jak we wzorze (3.148) w zapisie funkcji Interpolujęcej zestosowany
będzie paraaetr J , tj.

ól(*l*y2) “ | *1 * fci+l“4!^ dla (V y2) t ? l,l 0<J<1.
O dla (y1(y2) f (3.153)

gdzie:
k k / k k k6 Ł - 6 (Yj) - gęstość ładunku w punkcls podziału Y^ konturu'e , zwana

zaiennę węzłowę.
Uwzględniajęc podstawienie (3.148) na współrzędne Y j ^  występujęce w 
Jędrze operacji (2.15) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3.3, 
otrzyauje się:

. |XY*I 1 (7
ln n n  - ? ln ;-j— f  '.*■*----r z r — V r 1 -i';— rrrr? (3.154)

l ^ l t t  ♦ 2[(XYk).(YjYk+1)j5 ♦ |xYk|

dla Y « * * ^
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gdzie:

x yJ - (yl,l “ + <y2,i " x2)*»2 (3.155a)

x yJ - (vi.i - xi)ki - <y2.i ♦ *2 )*l2 (3.155b)

vkvk 
i i+1 ■ <v5.i+i - vi,,1>*1 ♦ (y2,i+l ■' V2,i),C2 (3.155c)

ykyk1
i i+1 ■ <yU i  - yj.,î k l " (y2 ,1+1 ‘ y2,l^*2 (3.155d)

Ola przyjętej interpolacji (3.147) konturów 'e*' i aproksymacji funkcji 
gęstości ładunków (3.153) oraz zgodnie ze wzore^. (3.154) operacja <Y’L okre­
ślona wzorea (2.15) przyjaie poatać przybliżoną:

P

k-1

Nk

E
i-i

Ykvk 
i 1+1

>:«] ln

"FT+i
T T

(x yJ')-(y Jy ^ 1)

(x yJ).(y Jy J+1)

XY

XY*
(3.156)

Zaetępujęc logaryta ilorazu w całce (3.156) różnicę logarytnów, nożna dy- 
akueję tej całki Jako funkcji współrzędnych punktu X ograniczyć do na­
stępującej całki:

W i(x)=25lYiYi+ll Pr0! * (ói+l"<Si)S|ln ' ' — 5“2— F------- ~ ~ F ~i-------h i  . . n j l j

(3.157)

Jeżeli punkt X j  't  J to wyrażenie pod znekiea logarytau dla ^  e [ o , l ]

Jest większe od zera 1 całkę (3.157) nożna obliczyć stosujęc całkowanie 
przez części. Po żaudnych obliczeniach otrzyauje się:

wj(x) . a*(x)śj + bj+1(x)<sj+1 dl. (3.158)

■
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gdzie:

* x> - ł M f o l ln XY" t (3
2(XYJ)

vkvk 
i i+1

/ykyk \
' i i+1' \ 
= 2 ’

( E y l
2 YiYi+l

|(x yJ) ( y Y VYiYi+i 
TT

2 i — k
XYi

— ) ln   i
vkvk
YiYi+l

XY i+ll

(x yJ) 1 (yJyJ)| [(xy i+1) ‘ (y W L , ) 1 |(XY*)« (xvj+1)
1 1 ■ arctg----------------- -

vkvk 
i i+1

(x yJ ) • (xyJ+1)

(3.159)

i+1
(x) - | iy:ykvk1Y1+1

ln XY’i+ll

2(XYj+i)

R l r (xyJ;>«<yM[+1)li2 i xYi+ ii

1 1lYSYi+ ilr i xYi i

|(xyJ) » (yJyJ+1)| [(x yJ) . (y JyJ+1) (^J) « (x yJ+1)|

A Yki+1 4 (x yJ) • (x y |[+1)

(3.160)

Jeżeli punkt X leży na elaaencle ^ , to obliczenie całki (3.157) zna­
cznie się upraszcza, należy Jednak zauważyć, że staje się ona całkę nie­
właściwą, gdyż dla J e  C0,1J wVr*±enie występujęcs pod logarytaem przyj­
muje dla pewnego J wartość zerowę. Zbieżność tej całki wynika z ogólnego 

twierdzenia [73] dotyczęcego potencjału logarytalcznego.
W dalszych zastosowaniach potrzebne będę wartości całki (3.157) dla punk-

tów i+1'
tj. leżęcych ne końcach elenentu t ? .. Zachodzi1 t *

- - iiYiYi+i l | [ ^ ♦ (6J+i - « £ $ ] 0y5̂y±+iIsJ dł

Całka niewłaściwa (3.161) Jest zbieżna i wynosi«

w J(y |[) - .*(y J)6J + (3.162)



gdzie
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ei(Yj) -jr|v5rt+1|(- k  " \ ' kA . l \  + l> (3-163)

bS*i(v£ł- ł l « * i l (- 5 H * L l  + (3*164)
Ols X « yJ+j całka (3.157) przyjmuje poetać:

wi (Y5*i) ■ - 1  iYi Yi+ii /  [ói + (<ji +i - in[iYi Y5*łi(i^ )] ^  (3- i65)

Cełka niewłaściwa (3.165) Jeet również zbieżna i po Jej obliczeniu otrzy­
muje się:

>5^ 1) ■ ♦ b^ i (Yi+i ^ i +i' (3-166)

gdzie

•M + i>  • i l viYi +i i (- ? iniYJYL ii  ♦ (3-167)

b5*i(Y5*i> * y lYi Yi+ il(- ? inlYi Ŷ i l + !>• (3*168)

Oruga całka wyetępujęce we wzorze (3.156)

   1

W± M  “ ^ l YiYl+ll fr6i+(6 i*l_ói ^ l ln^ = S =  ?-5 i=  --------=;--------5«$

O I YJYi+1 1 V + 2  [(xyJ K  yJy*+ ł)]$ +1 rf\|

(3.169)
dla X leżęcego w półpłaszczyznle x2 ^  O nie na osobliwości 1 wyraża 
się analogiczny* wzorem 1

wj(x) - aj(x)ój ♦ bj+1(x)cłj+ł.

gdzie funkcje aj(x), bj+1(x) wyrażaję się wzorami (3.159), (3.160), w
których należy zastępić wektory (3.155a) 1 (3.155c) odpowiednimi wektora­
mi (3.155b) 1 (3.155d),. co formalnie rzecz bloręc odpowiada zamianie 
wskaźnika k na k’ .

Uwzględniajęc wynik całkowania (3.157) 1 (3.169), we wzorze (3.156) o- 
trzymuje się 1
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Np Nk

^ lp«5 ■ H  E  [ai (x) ■ ai (x)]  ó i +
k-1  1 -1

NP Nk

+ r^i+l^^ " bi+l(x l̂ 6 i+1 = 5 Z cl(X*6 i ’ (3.170)
L -1 k-1 i-1

gdzie

cj(x) - aj(x) - aj'(x) + bj(x) - bj’(x). (3.171)

Jeżeli kontury 'ek sę krzywyai otwartymi, to w punktach końcowych odpo­

wiednio zachodzi:

cj(x) - aj(x) ,

CNk+l(X  ̂ * bNk+l^X  ̂*

w ten sposób otrzymano ogólne wyrażenie (3.170) na operator przybliżony 

dla operatora typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej (2.15). 

Funkcje kształtu cj(x) dla tego przybliżenia wyrażaję się poprzez funk­

cje ln, arctg o argumentach będęcych funkcję iloczynów wektorowych “x" 

oraz skalarnych "o" na odpowiednich wektorach (3.155). Ta ogólne procedu­

ra obliczania ^ , 6  sprowadza się tylko do podania współrzędnych punktów
łc k /

Y* podziału konturów 'e (k » 1,2 N ) oraz odpowiadajęcych im zmień-
knych węzłowych 6^ będęcych gęstościę ładunków w rozpatrywanych punk­

tach, ażeby zgodnie ze wzorami (3.170), (3.171), (3.159) 1 (2.160) otrzy­

mać potencjał logarytmiczny w dowolnym punkcie półpłaszczyzny x„ 3. O.
k 1Jeżeli kontury 'e przewodów sę klasy C , to do ich interpolacji moż­

na by zastosować funkcje sklejane stopnia drugiego (3.150). Jeżeliby w ta- 

' kim przypadku zastosować do aproksymacji funkcji gęstości ładunków 6 ^(x) 

również funkcje sklejane stopnia drugiego, to operator przybliżony (3.170) 

posiadałby funkcje kształtu cj(x) wyrażalne również za pomocę kombina­

cji funkcji elementarnych. Ze względu na złożoność tych funkcji nie poda­

je się ich w niniejszej pracy.

3.4.2. Potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych 

okręgach
|r

Jeżeli kontury przewodów eę dane w kształcie okręgów, to dyskre-

tyzację potencjału logarytmicznego znacznie się upraszcza 1 poza tym moż­
na zwiększyć dokładność jego przybliżenia. Niech zadane sę promienie rk 

oraz ich środki o współrzędnych (yj, y2) (k - 1,2,...,Np) , wówczas zbiór
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Rys. 3.4. Odbicie zwierciadlane obszarów w postaci cylindrycznych walców

Ir k k
punktów należących do łuku t^ łęczęcego punkty Yl' Yl+1 zgodnie z oz­
naczeniami przyjętymi na rys. 3.4 wyraża się wzorem:

1 " |(yi'V2^: yl + rkcos^ti V2 - ♦ «^sin^j

v k <  <pk < (3.172)

Nie Istnieje w tym przypadku problem Interpolacji konturów. Podobnie Jek 
w punkcie 3.4.1, funkcje gęstości ładunków będzie się aproksymować funk-

L
cję sklejaną etopnla pierwszego lnterpolujęcę dane wartości 6 w punk- 

k ktach podziału okręgu 'z , tj. w postaci:

6 j ( y 1(y 2 )

k k
^l^i+l ■ ó l+l’*>l + ll+Ł_^-| <P dis (y1 .V2  ̂ € ^i

T  F
*1+1 ~ vl V  1*1 -<f>i

dla (y1 ,y2 ) (3,173)

Uwzględnlajęc podstawienie (3.172) na współrzędne y^, y2 występujęce w 
Jędrze operecjl (2.15) orez zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3.3, 
otrzymuje się [46]:

ln lXY‘l i K ii|XY |

2

\XY*\

* 1 XY
-) - | l n

♦ j  ln 1 - 2 T ^ T  C08fc?k ♦ <*k’(x)]  ♦
I XY |

‘ • 2 T ^ r o*&,l‘ - ”k(x)] * (m ) (3.174)
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gdzie

iXYk | . V(xŁ - y\)2 + (x2 - y2)2 j 

lxYk| - V(xj - yj) + (x2 ♦ yk)

(3.175)

k k
• x,-y, Jt- X2~y2 (3.176)

coe«*^) - -Ł-“ > •i"«'t(x> - — ■
I XYk| l*Yk|

COMtk'(x, . slmjek(x) . (3.177)
IXY I |XY |

Można wykazać [46], że funkcje logarytmiczne występujęce we wzorze (3.174) 

sę rozwljalne w następujęcy szereg funkcyjny:

ln |l - 2^kC0S^k ♦ ($k)2 | - -2 2 2  (3.178)
n*l

gdzie

t k (x ) •  v=L~ :  ftk (x )  - p k -< xk (x ) .
J | XY | 1

OO

Jeżeli X j. •ek , to 0 <  $ k <  1, a więc szereg £ $ k)" J«»t zbieżny,
wobec czego z jego zbieżności wynika jednostajna zbieżność szeregu funk­
cyjnego (3.178) ze względu na fik. Jeżeli X e'ek , tj. xt . yj + r ^ o s ^ i  

*2 " y2 + r|{*inłk J J k “ "tedy równanie (3.178) przyjmie postać [46] s

ln2 |l - cos^k I ■ 21n I 2sin ^ I

- -2 £  cosn(pk - ^ k) j ^ k s£fk <23t*<l|>k . (3.179)

n*l
l l k k

przy czym szereg (3.179) Jest zbieżny poza punktami cp -ip 1 ip «ip * 
* 2X. Zgodnie ze wzorami (3.174) 1 (3.178) słabo osobliwe jędro operacji
(2.15) można dla Y c ^  przedstawić w postaci następujęcego szeregu ze

względu na zmlennę t̂ k :
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ln IXY'|

|XY|
l n  +

I Yet ł5 cosn(yc - *k<*>] -

'  hi co#n[ /  ♦ * k(x )] (3.180)

Jeżeli we wzorze (2.15) na operację typu potencjału logarytmicznego pod­
stawić rozwinięcie (3.160) Jego Jędra oraz dokonać aproksymacji funkcji 
gęstości ładunków za pomocę funkcji sklejonych (3.173), otrzymuje się:

Np Nk

v - ^ E /  «  .
»■i f i l  JŁ  l x r  I V

"i

(3.181)

gdzie 

< 1

w f  j f f  " y  ■ ■ £< **£  *
<pk (3.182)

■ k (x ) .  V ~ ln  lxvk'l^  l nm ł

- <T=ęFi> -

-  cosnG^J -  ock (x ))J

» " # £ • £|XY | Tli L I XYk|

(3.183)

(■p^L,-) Sinnfo**
lxY*l ^1*1 ♦ 05k'(x ))J  «.
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<x j  r  n -

+a,r(x))-cosn (j?J+1<t̂ Cx))J 

(3.184)

Podstawiajęc wynik całkowania (3.182) do wzoru (3.181) oraz porzędkujęc 

tam sumę po "i" ze względu na zmienne węzłowe ó j  otrzymuje się osta­

teczny wzór na operecję przybliżoną dla operacji <f L w postaci:

V ' E B (x)4i- {3-1B5)
k=l 1=1

gdzie

ki..* rk '>L* 1 ' '^1-1 , lxYk'l
’ T r i  5-----  R T T *

C 0 9 n ( ( p i - oc (x)) - cosn(<^1+1 - a  (*))

Tć— T^T
V*i

CO«n(^i+1 - <xk(x)) - cosn (y; - crk (x))

T  F
*i*i

♦ y  V — 1jri n5 |XY| n = i

cosnfyij +osk(x)) - cosn(j)J+1 + oek(x))
---------------- D--- E------------------"E— TT 

V i  “Pi-i

cosn(^J+1 + oCk'(x)) - cosntyj + a k(x))~|

1 ^ +i  - ? » i  J
(3.186)

Łatwo zauważyć, że tzw. funkcje kształtu ci (x) sg dane przez jednostaj­

nie zbieżne szeregi funkcyjne (3.186) niezależnie od położenia punktu X. 

W ten sposób otrzymano ogólnę procedurę obliczania potencjału logarytmicz­

nego T. _ó zadanego na rozłączonych okręgach 'ek , w której wystarczy po-'Lp
dać współrzędne

k kY środków okręgów orez ich kęty podziału tp ̂ wraz z od-

powiadajęcyml im zmiennymi węzłowymi ój, ażeby zgodnie ze wzoremi (3.385) 

i (3.186) otrzymać potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym 

punkcie półpłaszczyzny x2 3s 0.
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Rys. 3.5

Z praktycznego punktu widzenia ważny jest przypadek, gdy kontury zamk- 
k kl

nięte ^ składają się z łuków 'e o promieniu r ^  i środkach w punk­
cie Ykl(yk*ykl) (l . l,2,...,Nk). Dzieląc każdy z łuków '€kl na Nkl ele­
mentów punktami podziału Yk*, otrzymuje się (rys. 3.5):

'ej1 ■ |(y1(y2): yx ' yj1 + rklcosipkl{ yx - ykl ♦ >‘kl8inpkl

V kl«S <pkl «£ (j kl 
1 1+1 (i ■ 1.2,...,Nkl) (3. 187)

Aproksymujęc funkcję gęstości ładunków funkcję sklejaną stopnia pierwsze­
go (3.173) interpolujęcę dane wartości ó^1 w punktach Ykl łuków ,ekl

.kl k 1—1
oraz uwzględniajęc fakt, ża 6. * 6 M ' +1 w wyniku podobnych operacji

A •'•l. 1 «*k .1-1
otrzymuje się następujęcę postać przybiiżónego operatora f L

NP Nk Nkl

p6 mY Z  üü
k-1 1-1 i-1 (3.188)

gdzie

=kl(x)

■i1(x) ♦ (x) dla i . 1 ,2,-kl

aj^x) + bk,1_ł +l(x) dla i - 1  
1 k ,1-1

(3.189)

przy czy« funkcje aJX(x), bJJŁ(x) wyrażaję się wzorami (3.183) i (3.184), 
w których należy podstawić za współrzędne punktów Yk i Yk współrzędne
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kl k* 1*pu.-.tów Y Y , za promień r. promień rkl oraz za kęty podziału

f* kęty (k - 1.2 Np) (1 - 1,2 Nfc) (i - 1,2 Nkl-Nkl+1)-
Dokładność przybliżenia operacji T j  można by zwiększyć stosując dla 

funkcji gęstości ładunków funkcje sklejane stopnia wyższego niż Jeden. 
Również wówczas można otrzymać funkcje kształtu cj(x) w postaci Jedno­
stajnie zbieżnych szeregów funkcyjnych, których ze względu ne bardziej 
złożonę postać nie podano w niniejszej pracy.

3.4.3. Aproksymacja potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej zada­
nej na okręgach za pomocę bazy funkcji ortogonalnych

Aproksymację operatora typu potencjału logarytmicznego warstwy poje­
dynczej można również przeprowadzić biorąc pod uwagę bazę funkcji ortogo­
nalnych w LgCe), tj. w przestrzeni Jago okraśloności. Jeżeli kontury £ k
(I- - 1,2 N ) sę okręgami, to bazę w L? ('ek) Jest układ zupełny2'

— . —  cosmk , -UinJ'. -^cos2pk , -=sln2®k   (k - 1.2.....N ) (3.190)
V2irtft V S T r V 5 r r W r P

Uwzględniajęc rozwinięcie Jędra operacji (2.15) ze względu na zmlennę cał­
kowania <pk zgodnie ze wzorem (3.180), otrzymuje się:

wk (x) |  ln -}$V7eoe/dipk = cosnock(x) - ( j ^ )  cosnotk(x)J

* (3.191)

_k /v, 1 I . IXY'I , k _k k
2 ,n " W  J ln TxVT YetkaŁnnv “P * ~ (-— ■■ł—) sinna^(x) +I W *  I

O

I l i
r " I

♦ ("pTTj) (3.192)

**(*) ■ ï  I lln 7S7J dMk - 2r. ln iSïii. (3.193)

|Ycïk |XY 1

Dowolną funkcję 6 k(Y) z L2(tk) można rozwinąć na szereg Fouriera wzglę­
dem układu (3.190):

ó k(Y)| • ó k + y ' 6k ncosnpk + 6 k nslnnpk j (3.194)
|Y«'ek n-lL ’ -*

Podstawiając rozwinięcie (3.194) z dokładnościę do N-tego elementu do wzo­
ru (2.15) oraz uwzględniajęc wyniki całkowania (3.191), (3.192) i (3.193) 
otrzymuje się:
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^Lp*

P

E - :
k-l

o<XK

"p N r

E E K n
k«l n-lL

(x)^ , n " 2 X „ - (3.195)

gdzie:

N - jest stopniem aproksymacji funkcji gęstości ładunków.

Wzór (3.195) stanowi ogólne wyrażenie pozwalajęce obliczyć potencjał lo­
garytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym punkcie X przy denych współ- 

k k
rzędnych punktów Y środków okręgów £ i ich pronieniech r. oraz N

k k k
pierwszych harmonicznych 6 6 1 , 6 * rozwinięcie funkcji gęstości ła-

k/ ^dunków 6 (Y) na szereg Fouriera.

3.5. Aproksymacja pochodna 1 potencjału logarytmicznego warstwy pojedyn­
czej zadanej na okręgach

Operacja całkowa występujęce w układzie równań całkowych II rodzaju
(2.43) składa się z operacji będęcej potencjałem logarytmicznym warstwy 
pojedynczej 1 jej pochodnej w kierunku normalnym. Z punktu widzenia obli­
czeń numerycznych rzeczę lstotnę jeet dokoneć jej aproksymacji. Aproksy­
mację potencjału logarytmicznego werstwy pojedynczej zadanej na okręgach 
dokonano w punkcie 3.3. W niniejszym punkcie rozpatrywana będzie aproksy­
macja pochodnej potencjełu logerytmicznego warstwy pojedynczej:

NP

^ L o 0 * |  YZ §  7 ^ (ln T W T )dlY* (3.196)
k-l "k dnx

gdzie wyreżenie pod zneklem całki wyraża się wzorem (2.44).
Stosujęc analogiczne metody jak przy aproksymacji operatora (2.15)(wzo- 

ry (3.172), (3.173), (3.180) oraz uwzględniajęc pochodnę — ij (ln ■ j-*y j) w 
kierunku wektora dn“

n” - -kjCos<p- kgSlnip

zaczepionego w punkcie X, operację (3.196) można przybliżyć następujęco:

NP Nk

^ L o 0 " V Lpo6 * E X > i k (x.<p)6*. (3 197)
k-l i-1
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gdzie

= |  

OO f

* ^ — ' n ^  |XYK

«£♦1 iPt 
 2---

(-T̂ CT)co9(ęJ-ock(x)) - (-|-^-)cos(<p+oek(x)) +
|XY

n+1

n*l

cos(npj+ę>-(n+l)o:k(x) )-cos(r^ 1+^p-(n+l)ctk(x))
------------------------E----- Tt =----------------------------

f  i "Pi*i

cos W i +1 + *P - (nłl)«k(X )) - C°9(ny>i * <P -(n+l)<Xk (x))
?i*i -<^1

—̂ 1 J rk 0 + 1  COs(nj>J-iJ)+(n+l)ak (X) )-COs(nęjJ j - ^ + t n + l  )cck (x) ) 

n * l  n |XY 1 ^ 1 - 1  ■ V i

cos(n®k ,-ę)+(n+l)oek(x)) - cos(nWk-^+(n+l>xk (x)) ■■
+  ri ■ ■ ----------u------ U  --------------- II (3.198)

Pl»l - V i

Podobnie Jak funkcje cj(x) dane wzorem (3.I86) również funkcje eJ(x,ęj)

dane wzorem (3.198) sę określone przez Jednostajnie zbieżny szereg nieza-
w

leżnie czy punkt X leży na konturach t czy na zewnętrz tych kontu­

rów.

3.6. Aproksymacja potencjału logarytmicznego warstwy podwójnej zadanej na 

dowolnych konturach

Operacja całkowa występujęca w układzie równań całkowych II rodzaju

(2.60) składa się z operacji będęcej potencjałem logarytmicznym warstwy

' podwójnej:

1 ^ / t k(Y)cos(YX.fT)
 nm— -  d V  (3-199)

k-1'k

Z punktu widzenia obliczeń numerycznych rzeczę lstotnę jest dokonać jej 

aproksymacji. Ir
Analogicznie jak w punkcie 3.4.1 aproksymację konturów 'e przeprowadza 

się za pomocę krzywej łamanej (3.147) i (3.148) interpolującej współrzęd- 

ne (yk y2 t) punktów y J « ,e k.



Funkcja gęstości warstwy podwójnej T k(Y) aproksymowane będę funkcję
sklejenę stopnia pierwszego interpolujęcę dane wartości w punktach
podziału y J s k.
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rJ(Y)
<  + dlB 

O dla

e 'e i,i»

Y i *1.1'

■ej » t K(Y*) - gęstość warstwy podwójnej w punkcie podziełu

k kY^ konturu 'C zwana zmlennę węzłowę.

gdzie
.k ^k/„k

(3.200)

Uwzględniajęc podstawienie (3.148) na współrzędne (y^, y2) występujęce w 
jędrze operacji całkowej (3.199) orez zgodnie z oznaczeniami podanymi na 
rys. 3.6 (pstrz wzory (3.155a,c)) otrzymuje się:

cos(YX, nY)
 IYVT •"

(XYj) * (YjYk+1)|

23(y JyJ+1).(x y J) ♦ | x yJ
(3.201)

Ols przyjętej interpolecji (3.149) konturów ‘e k i aproksymacji funkcji 
warstwy podwójnej (3.200) orez zgodnie ze wzorem (3.201) potencjał war­
stwy podwójnej (3;199) morna przybliżyć neetepujęco:
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Np Nk

v  ■ Ł  E wi (x) *
L K k»l 1-1

(3 . 202)

gdzie

W*(X) - |(XYk)«(VkYi+1)| /
o ^ ( v 5 v t i ) - ( x v i ) * l xvi

fJ(x)<J ♦ gJ+i( x K j łl dla (XY*)«(Y*Yk+1) i o,

O dla (x yJ)x (yJy^+1) . O.

(3.203)

gdzie

f*(x) - i
|(XYk)x(YjYk + 1| Ixy5I

(xYkil).(YjYj+ł) (xyJ>(x yJ+1) 
arccoa--------- -

|YiY i+l f !x y ł+iI
|(^)«(YkYk+1)| I x yJ 11 xyJ+11

(3.204)

ÓÓ*)»(YjYk + 1) . I * * S J
( ^ k) (YjYk + 1) (XYk).(XYjł!L) 

irccos--------------

I « , /

ln-------

\™t\ | ( ^ ) « ( Y ^ 1+1)| lXY^llXY5+il .

(3.205)

(3.206)

Zmleniajęc kolejność sumowania we wzorze (3.202) otrzymuje się:

Np Nk Np Nk

■ » w  • e  ć  k (x) ♦ ^̂ (x)l  * i  - i z  i z  i (x)<i
k-l 1*1L J k-1 i«l

Wzór (3.206) przybliża potencjał logarytmiczny warstwy podwójnej (3.199) 
i możne go zaatoaować do dyskretyzacJi układu równań całkowych (2.58) lub

(2.60).



4. ROZWIĄZYWANIE UKŁADÓW RÓWNAŃ CAŁKOWO-BRZEGOWYCH PIERWSZEGO I DRUGIEGO
RODZAJU, RÓWNOWAŻNYCH ZAGADNIENIOM DIRICHLETA DLA RÓWNANIA LAPLACE’A,
METODĄ ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

>

Do rozwięzania układu równań całkowych sformułowanych w rozdziała 2 
nożna stosować przybliżona metody analizy funkcjonalnej, np. metodę Ga- 
lerkina [7 3 ], W rozpatrywanym przypadku stosowanie ich wymagałoby wprowa­
dzenia do aproksymacji nieznanych funkcji gęstości ładunków pewnego ukła­
du współrzędnych, tj. liniowo niezależnego 1 zupełnego układu funkcji za­
danych na całej powierzchni przewodów. Przykład konstrukcji takiego ukła­
du współrzędnych podano w rozdziale 3. Innym rozwlęzaniem byłoby zastoso- 
wanie Jako układu współrzędnych układu ortonormalnego funkcji własnych Ję- 
dra układu równań całkowych. Należy Jednak podkreślić, że sam proces kon­
strukcji numerycznej układu współrzędnych dla dowolnie zadanych powierz­
chni przewodników Jest problemem samym w sobie wymagajęcym bardzo dużego 
czasu obliczeniowego. Dlatego też stosowanie takich metod traci uniwer­
salność.

W niniejszym rozdziale rozpatrywane będę przybliżone metody rozwięzy- 
wŁ.iia układów równań całkowych sformułowanych w rudziała 2, bazujęce na 
efektywnej metodzie elementów brzegowych.

W konstrukcji algorytmów obliczeniowych bazujęcych na tej metodzie cen- 
tralnę rolę odgrywa aproksymacja operatorów całkowych nyetępujęcych w tych 
równaniach, dokonana w rozdziale 3 z zastosowaniem elementów brzegowych.

Teki proces aproksymacji tych operatorów pozwala na zastosowanie do nu­
merycznego rozwięzenla układów równań całkowych metody prostej algebrei- 
zacjl [62], Jak również metody kolejnych przybliżeń [47] w zalgebrelzowa- 
nej postaci.

4.1. Algebralzacla układu równań całkowo-brzegowych

Zastosowanie metody elementów brzegowych pozwala na dyskretyzację ukła­
dów równań całkowych sformułowanych w rozdziale 2. Stosujęc mianowicie a- 
proksymację operatorów całkowych, występujęcych w tych równaniach, doko- 
nanę w rozdziale 3 na bazie elementów brzegowych orez zapisujęc te układy 
równań całkowych w tylu punktach, ile Jest zmiennych węzłowych ustalonych 
do aproksymacji tych operatorów, otrzymuje się algebraiczne układy równań 
będęce przybliżeniem układu równań całkowych.

- 99 -

4.1.1. Numeryczne rozwięzywanie układu równań całkowych I rodzaju (2.4) i
(2.14)

Wiadomo, że układy równań całkowych I rodzaju należę do zadań źle uwa­
runkowanych. Do rozwięzania tego typu równań opracowano specjalne metody 
regularyzacji [32, 52, 71, 120]. W pracy [3] pokazano, że stosowanie tej 
metody do równań całkowych I rodzaju z dokładnie zadanę prawę stronę za­
pewnia dowolnie mały błęd rozwięzania.

Problem konstrukcji optymalnych algorytmów przybliżonego rozwięzania 
równań operatorowych I rodzaju rozpatrywano w pracach np. [5 1 , 53]. Przy­
kłady zastosowań metod regularyzacji równań źle uwarunkowanych można zna­
leźć w [1].

Powyższe wskazania nie oznaczaję Jednak, że do rozwięzania układu rów­
nań całkowych I rodzaju (2.4 ) nie można zastosowsć prostych metod alge- 
bralzacji. Prostę algebreizację stosowano z powodzeniem w wielu zadaniach 

elektrostatykl, np. [61, 63, 115].
W przypadku ogólnym niech dany Jest układ Npl przewodników o dowol­

nych powierzchniach S1 (l - 1,2 N j) i Np2 przewodów w postaci
cienkich cylindrycznych walców o promieniach r^ oraz potencjałach V* 
(l » 1,2 Npl, Npl + 1 Npl + Np2). Uwzględniajęc w układzie rów­
nań (2.4) przybliżenia odpowiednio (3.34) i (3.76) operatora typu poten­
cjału warstwy pojedynczej zadanego na dowolnych powierzchniach przewodzę- 
cych oraz przewodach walcowych, a następnie zapisujęc to równanie w tylu 
punktach y J, ile Jest niewiadomych zmiennych węzłowych (l «= 1.2,. ly)

(l - l ^ , . . . ^ )  oraz tylu punktach Y* r (m « Npl+1 Npl+Np2^ “
» 1,2.....2N+1) (t ■ 1 , 2 , Ile Jest zmiennych niewiadomych harmo­
nicznych gęstości ładunku 6 3; , . (3.74), otrzymuje się nestępujęcy układ

Npi Npi+Npg P ’1 '8
N • N.+(2N+l) >  N. równań algebraicznych c takiej ssmej ilości
° i'1 1 ^ p l + l

niewiadomych:

Npl N1 Npl*Np2 N1 2 N

+ E E E E : E  ■ V“2 v
1“1 1-1 1’Npl+1 1-1 p-1 s - 0

(k - 1,2 Npl) (J - 1.2 Nfe)

Npl+Np2 N1 V  N1
d E  E < i , . ^ . r < i , .  * E E A i (Y",r)ói * 2 *ov"
l«Npj*l 1-1 p-1 8*0 1-1  1-1

(■ - Hpl*l,....Npl+Np2) (t - 1,2 Na) (r « 1,2.....2N+1) (4.1)
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gdzie funkcja kształtu A^(x) oraz c* . „(x) sę określone wzorami (3.35) 
. * k ^ *

i (3,77). O ile wybór punktów najwygodniej przyjęć w punktach trian-
gulacjl powierzchni Sk (k ■ 1,2 NpJ), o tyle wybór punktów y" (.«'ej
lsżęcych na powierzchniach alaaantów walcowych <6* (3.66) jest w zasa­
dzie dowolny. Ażeby w psłnl wykorzystać Możliwości obliczeniowa aaazyny 
cyfrowej, wybór punktów Y* aożna by zoptymalizować. Optyaalizacja ta• l"
polegałaby na tya, ża każda następne podnieaienle rzędu eproksyaacjl fun­
kcji gęstości ładunku (wzór (3.74)) z N do N«1 poclęgsłoby za sobę 
wybór dodatkowych dwóch punktów na każdym aleaencia ~e*, w którya odstęp­
stwo lswsj strony układu równań (2.4) od dokładnie zadanych prawych atron 
2ŁqV1 jaat aakeyaalne. ^

Tego typu postępowanie zapewnia pałna aożllwości wykorzystania aaszyny cy­
frowej , lecz nlewętpliwla wydłuży czas obliczań. Innya rozwlęzanlea jest 
wybór większej ilości punktów Y* niż zalannych haraonlcznych gęetoścl 
ładunków ól 4 co prowadzi do liniowego układu równeń (3 .207) nadokre-P fl f 8
ślonego, którego paaudorozwlęzanla aożna np. znaleźć metodę bazpośradnlę 
[76]. Niech Y j  jest aacierzę kwadratów« rzędu Nq układu równań (4.1), 
natoaiaat 6 - wektor przybliżonego rozwlęzanla tego układu równań. Wów- 
czaa układ równań algabrelcznych (4.1) jako wynik dyakratyzacjl równania 
operatorowego (2.6) aożna zapiaać w poatacl aaclarzowej:

• W (4.2)

Błęd rozwlęzanla dyskrstnago układu równań całkowych (2.4) wynika z tego, 
że aaclerz T Ł niedokładnie przybliża operator T  (2.5), co zwięzana jest 
za atopnlaa przyjętej aproksymacji rozwlęzanla układu (2.4). W pracy [36] 
podano, że przy dokładnie zadanej prawej stronią układu równań (4. 2). ce 
aa alajece w rozpatrywanym przypadku, błęd rozwlęzanla aoże być ocanlony 
wg noray w naetępujęcy sposób i

(4 3)m  1 iT*n*
gdzie

^(Tj) - iTjl || ̂ jl”1 - wskaźnik uwarunkowania ■aclsrzy T j

"o
względea noray (np. JTj I - . . .  g i *  |

1< 1 <  N_ JO

||)%| o,
— s—  “ błęd obliczania elementów macierzy T,.
' IITli

Duży wskaźnik uwarunkowania aaclarzy "r* odnoei alę do źla uwarunkowanych 
układów równań całkowych I rodzaju, tj. takich, w których mała odstępatwo 
zadanych prawyeh.Stron prowadzi do znacznych wariacji rozwlęzanla.

Jeżeli rośnie liczba N niewiadomych układu (4.1), tj. zwiększa sięo 2
liczbę punktów triangulacji dowolnych powierzchni przewodzęcych S (l »

■ l,2,...,Npl) elementów walcowych 'ej przewodów S* (l ■ Npl+ 1  Npl

♦ Npg), jak również zwiększa ilość harmonicznych w aproksymacji gęstości

ładunków (3.74), to wskaźnik uwarunkowania Ot(T.) będzie wzrastał, nato-

miast błęd obliczenia elementów macierzy 'Y^ będzie malał.
Wynika z tego, że dla ustalonego N należy zapewnić dostatecznie du-O ro

tą dokładność obliczenia elementów macierzy T,. Ażeby to osięgnęć, nie 

można się ograniczyć przy aproksymacji operatora całkowego do (2.5) zwyk­

łych metod kwadratury [76]. Wystarczajęco dokładne przybliżenie operatora 

‘T  można osięgnęć stosujęc do aproksymacji funkcji gęstości ładunków tzw. 

funkcje sklejane [36]. W pracy [&o] zastosowano Je w przypadku, gdy ope­

rator T był zedany w przestrzeni funkcji określonych na powierzchniach o 

symetrii obrotowej , co łatwo sprowadza się do zagadnienia dwuwymiarowego.

W niniejszej pracy zastosowano funkcje sklejane określone dla dowolnych 

powierzchni w przestrzeni R3 , co pozwoliło otrzymać gotowe wzory (3.35)

1 (3.77) na obliczenie elementów macierzy ‘Yj układu równań (4.1). Usta­

lenie liczby zmiennych Nq dle danego stopnia funkcji sklejanych, przy 

których otrzymuje się jeszcze stabilne rozwięzanie cyfrowe. Jest możliwe 

tylko w wyniku przeprowadzenia dla danego układu przewodników eksperymen­

tu cyfrowego na EMC.
W zadaniach techniki wysokich napięć rzeczę istotnę Jest ocenić dokła­

dność obliczeń maksymalnych wartości natężeń na powierzchniach przewodni­

ków lub w pewnych obszarach. W tym celu należałoby ocenić dokładność ob­

liczeń w poszczególnych punktach powierzchni, a nie tylko względem normy 

(4.3). Niech T 0 jest macierzę powstałę w wyniku algebraizacji układu 

równań całkowych (2.4) z zastosowaniem aproksymacji zerowego stopnia fun­

kcjami stałymi na poezczególnych elementach powierzchni (3.14), natomiast 

,T 1 jest macierzę układu (4.1) lub (4.2), tj. otrzymanę w wyniku zastoso­

wania aproksymacji pierwszego stopnia (liniowej (3.17) i (3.74)). Oeżeli 

<So Jest rozwięzaniem algebraicznego układu równań

T 0<50 ■ W, (4.4)

to błęd tego rozwlęzanla można przedstawić w postaci [63]:

ó Ł  - ^ ' ł(w - $,6n ). (4.5)1 O 1 o

Wyrażenie (4.5) można zastosować nie tylko do oceny dokładności rozwlęza- 

ni a, lecz można wykorzystać do obliczenia następnego przybliżenia:
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(4.6)
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Proces uściślania rozwlęzanla aożna by kontynuować stosujęc coraz wyższe 
stopnia funkcji aproksymujęcych do obliczenia elementów macierzy Y .  Na­
leży Jednak pamiętać, że wybór coraz to bardziej złożonych formuł apro­
ksymujęcych prowadzi do znacznego wzrostu operacji cyfrowych niezbędnych 
do obliczenia elementów aaclerzy Y . Dlatego też w niniajazej pracy ogra­
niczono się do stosowania w aproksymacji funkcji sklejanych pierwszego 
stopnia.

Analogicznie Jak w przypadku trójwymiarowym (układ równań (2.4)) rów­
nież w przypadku dwuwymiarowym dokonuje się algabraizacji układu równań 
całkowych I rodzaju (2.14). W rozpatrywanym przypadku polega ona na przy­
bliżeniu operatora typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej do­
konanego w punkcie 3.4 (wzory 3.170), (3.185), (3.188)), a następnie na 
zapisaniu układu równań (2.14) w tylu punktach X - y J , ile Jeat zmien­
nych węzłowych. Najwygodniej Jeat wybrać te punkty Yk , które posłużyły do 
przybliżenia operacji *V*L (2.15). w ten sposób równanie całkowe przybli­
żone Jest następujęcym układem równań liniowych)

E E
k«l i-1

c"'(y )6 r  i' i 2£0V* (1 » 1.2. •V (J 1 .2 , ,n ł) (4.7)

Ogólnie rzecz bloręc, algebraizacja układu równań (2.14) może prowadzić
do układu równań algebraicznych źle uwarunkowanych, dla których nieduże

k i kodchylenia elementów macierzy c^lY^) prowadzi do znacznych odchyleń w 

elementach macierzy odwrotnej [ ci(Yj ) [36, 75]. Paradoksalność sytuacji
przy rozwięzywaniu układu (4.7) polega na tym, że im mniejsze elementy po-

k kdziału % konturów % , tym większy może być błęd rozwlęzanla przy sto­
sowaniu niedokładnych metod przybliżenia operatora "f. (2.15). Praktycz-

k knie rzecz bioręc, zmniejszanie elementów ^  konturów do pewnej wiel­
kości prowadzi do polepszenia dokładności. Przy dalszym zmniejszaniu ele­
mentów podziału konturów rozwlęzanla zaczyna oscylować, tj. staja się nie­
stabilne. Pakt ten uwidacznia się w utracie dokładności obliczeń. Dla usu­
nięcia złego uwarunkowania układu równań (4.7) nelaży przyjęć dostatecz­
nie gruby podział konturów, tj. liczba równań N « JeŁ  Nj( nie może być

zbyt duża, natomiast dostatacznę dokładność rozwlęzanla należy zabezpie­
czyć przez dużę dokładność w obliczaniu współczynników c J(y|) tego ukła­
du.

Za względu na słabę osobliwość Jędra układu równań całkowych (2.14) do 
obliczania tych współczynników nie można przy obliczaniu operacji przy­
bliżonych dla operacji (2.15) stosować metod kwadratury [76]. Dlate­
go też do ich obliczania nalsży stosować metodę przybliżenia operacji Y|_ 
opartę na zastosowaniu funkcji sklejanych (wzory 3.180), (3.185), (3.188)).

4.1.2. Numeryczne rozwięzywania układów równań całkowych II rodzaju (2.4) 

i (2.14)

Zastosowanie metod analizy funkcjonalnej do bezpośredniego rozwięzania 

układu równań całkowych II rodzaju,np. metoda Galerkina wymagałaby w roz­

patrywanym przypadku wprowadzenia pewnego układu współrzędnych, tj. orto- 

normalnego i zupełnego układu funkcji zadanych na wszystkich powierzch­

niach przewodzęcych. Ze względu Jednak na dowolność rozpatrywanego układu 

przewodników konstrukcja takich funkcji Jest problemem numerycznym samym 

w sobie i dlatego tego typu metody tracę uniwersalność.

W punEcie 2.2.1 niniejszej pracy sformułowano układ równań całkowych 

II rodzaju (2.27), który jest równoważny zewnętrznemu problemowi Dirichle- 

ta dla trójwymiarowego równania Laplace'a, przy założeniu że powierzchnie 

przewodników sę klasy C*. Do rozwięzania tego układu równań zastosowana 

będzie metoda elementów brzegowych. Odnośnie do rozpatrywanego układu rów­

nań (2.27) wymaga ona przybliżenia operatora całkowego (2.29) składajęce- 

go się z dwóch członów, z których pierwszy stanowi potencjał warstwy po­

jedynczej przemnożony przez współczynnik oc^. natomiast drugi jest Jej 

pochodnę w kierunku normalnym. Stosujęc więc odpowiednio aproksymację ope­

ratora typu potencjału warstwy pojedynczej (3.15) oraz jego pochodnę w 

kierunku normalnym (3.99) w operatorze (2.29) otrzymuje się:
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V
1 2  ,[Gijk(x) _ * (x)fijk(x)] *ijk- <4-8>

1-1 |ijkj « JT

gdzie

<X(x) = <*m dla X 6 S™ (m = 1,2 Npl) ,

natomiast funkcje Fłjic(x) • G i j wsPółrzędnych punktu X określone sę
odpowiednio wzorami (3.16) i (3.100). Majęc przybliżenie operatora (2.29)

w postaci (4.8) do przybliżonego rozwięzania układu równań całkowych II

rodzaju (2.27) można zastosować metodę kolokacji, polegajęcę na zapisaniu

układu równań (2.29) z operatorem przybliżonym (4.8) w tylu punktach, ile

jest zmiennych niewiadomych stałych gęstości we wszystkich

punktach Y® € ^ 8 należęcych kolejno do poszczególnych trójkętówmnp mnp . . g /
<e*np triangulacjl powierzchni S (s » 1,2,... ,Npl) , |mnpf e ^  ' 
Otrzymuje się wówczas następujęcy algebraiczny układ równań:

K i j k ^ p f c i j k  - 2£ootsv8 <* * i-2  V 5

I11* ' '  {.„„}« J f \  (4.,)
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gdzie

-*iFiJk(Y> dia Y ł 'e ijk>
(4.10)

G« k (Y) - « (Y)Fijk(Y  ̂ dla Y ^'e i3k-

w którym Jest tyle niewiadomych stałych gęstości na poszczególnych
1 1 trójkętach trlangulacji 'eiiłf powierzchni S , ile Jest równan. Przy roz-
*JK , .

wiązywaniu układu równań algebraicznych (4.9) nie występuję Już trudności
zwlęzane ze złyn uwarunkowaniem. Jakie mogę występie przy rozwięzywanlu
układu rówhań algebraicznych odpowiadających układowi równań całkowych I

rodzaju (2.4).
Powierzchnie przewodników poeiadaję czasemi krawędzie lub punkty os­

trzowe, w otoczeniu których gęstości ładunków wzrastaję nieograniczenie. 
Może to ujemnie wpłynęć na dokładność cyfrowych metod rozwięzywanla ukła­
du równań całkowych (2.4), (2.27) i (2.54). W takim przypadku do rozwię­

zania zewnętrznego problemu Oirichleta dla trójwymiarowego równania La­
place's należy zastosować potencjał warstwy podwójnej [73]. Równoważny te­
mu problemowi układ równań całkowych II rodzaju (2.54) podano w punkcie 
2.2.2 tej pracy. Operacja całkowa występujęca w układzie (2.54) składa się 
z dwóch członów, z których pierwszy stanowi potencjał warstwy podwójnej, 
dla którego można zastosować aproksymację (3.138). Do aproksymacji dru­
giego członu można zastosować funkcje sklejane pierwszego stopnia (3.127). 
Otrzymuje się wówczas:

V  . a V  Ni 
d  £  f  ̂  T > sv 4 £

1-1 ̂ 1 lXY| 1 1-1 i-l

gdzie

R^(x) = 2 2  ^ijk^x) (4.12)

{iJkJeJTl

Jfj - zbiór trójkętów j1^ }  0 "SP^lnym węźle Y*

<*1 I(y M ) U  (y Jy J)! . ,
rJ4.(x) > j !S-jJ— — k 1 • Y1 e D1 (4.13)
IJk I-*“]!

12x |x y a|

Uwzględniajęc więc przybliżenia (3.138) i (4.11) operacja całkowa wystę­
pująca w układzie równań całkowych (2.54) przyjmie następujęcę postać:

Majęc przybliżenia (4.14) operacji całkowej rVk do przybliżonego roz­
wlęzanla układu równań całkowych (2.54) można zastosować metodę kolloka- 
cji polegajęcę w rozpatrywanym przypadku na zapisaniu tego układu równań 
całkowych we wszystkich punktach yJ trlangulacji powierzchni s \  Uwzglę- 
dnlajęc ponadto przejście graniczne (3.144), gdy punkt X zmierza do pun­
ktu trlangulacji Y ^ e S 1 , otrzymuje się wówczas następujęcy algebraiczny 
układ równań:

V  Ns
- £  I Z ^ P {Yik P " 2ćovl (1 ■ 1-2 .....Npl} (i = 1-z  Nl>'

5 * 1  P*1
(4.15)

gdzie

-ai$J(YJ)i (s - 1) A (p - i) 

Rp(Yi} - al^p(Yi)s (p + 1)

( 4 . 1 6 )

ot] - kęt bryłowy powierzchni 'e1 » ,U \  ,<hi,
1 ji J kj «JTj 1Jk

aproksymujęcej powierzchnię S w punkcie trlangulacji y J e S1 .
w którym Jest tyle niewiadomych stałych gęstości węzłowych “Et w poszcze-

1 1gólnych punktach trlangulacji Y* powierzchni S , ile Jest równań. Przy 
rozwięzywanlu układu równań algebraicznych (4.15) nie występuję trudności 
zwięzane ze złym uwarunkowaniem. Jakie mogę występie przy rozwięzywanlu 
równoważnego układu równań algebraicznych odpowiadajęcych układowi równań 
całkowych I rodzaju (2.4).
Niemniej Jednak parametry a^ należałoby dobrać tak, ażeby współczynnik 
uwarunkowania układu równań (4.15) był możliwie najmniejszy.

W punkcie 2.2.2 tej pracy dokonano konstrukcji układu równań całkowych 
II rodzaju (2.58) będęcego równoważnym zewnętrznemu problemowi Oirichleta

Ir
dla dwuwymiarowego równania Laplacs'a, przy założeniu że kontury te prze­
wodów składaję się ze skończonej sumy łuków wypukłych klasy C1 ewentual­

nie odcinków. Do przybliżonego rozwlęzanla układu równań całkowych (2.58) 
zastosowana będzie również metoda elementów brzegowych.
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Zgodnie z tę metodę należy dokonać aproksymacji operatora całkowitego

(2.61) występujęcego w układzie równań całkowych (2.58) z zastosowa­
niem elementów brzegowych 'e (3.148)1 i oraz funkcji sklejanych stopnia
pierwszego (3.153). Pierwsze dwa człony operatora *11̂  (2.61) aproksymo-

wano w ten sposób w punkcie 3.6 (wzory (3.106)), natomiast trzeci skład­
nik tego operatora na każdym elemencie brzegowym 

wzorem (3.200) przybliżyć następujęco:
A można zgodnie ze

l  ^ k(Y)akin & {  div - ui (x^ i ♦ vki - i ^ i +i (4.17)

Ui(x) = vkłl(x) = ln ^ (4.18)

UwzględniaJęc wzory (3.206) oraz (4.17) operator (2.61) można przy­
bliżyć następujęco:

Np Nk

v
k«l i-1

(4.19)

gdzie

hk(x) - fk(x) - f*(x) - gk(x) - gk(x) - uk(x) - v k(x). (4.20)

W przypadku gdy punkt X zmierza do konturu 'ej od strony zewnętrznej, 

to zgodnie z ogólnę własnościę graniczna potencjału warstwy podwójnej o- 

trzymuje się następujęcę przejście graniczne dla operatora przybliżonego 
(4.19).

N N,

lim ^ ---- _ J _  + £  £ > £ ( y } ) ^ ,

k=l 1 = 1
(4.21)

X c R2-0,

gdzie

r-fl[’(Yj)-gk,(Yj)-uk (Yj)-vk(Yj) dla (i = J) a  (k - 1)

3*(yJ) -

hJ(Y^)

dla i jl j

Oznacza to, że granica wartości funkcji f*(x) ♦ g1(x) przy X — Y* wy-
J J Jnosi:
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lim

X«yj€'e1

X € R2- ^

T l  l i  /^(y })
[fj (x ) ł 9j(X)]  T L -

We wzorze (3.226) funkcje kształtu fk (x) i g^(x) określone sę wzorami 

(3.204) i (3.205), natomiast funkcje fk(x) i g^(x) wyrażaję się tymi 

samymi wzorami,przy czym występujęca tam wektory (3.155a) i (3.155c) na­

leży zastępie wektorami (3.155b) i (3.155d), co formalnie rzecz bioręc 

odpowiada zamianie wskaźnika k na k'.
Bioręc w układzie równań (2.58) lub (2.60) przybliżenie (4.19) operatora

(2 .61) , a następnie zapisujęc ten układ w tylu punktach X = yJ, ile Jest 

zmiennych węzłowych i stosujęc przejście graniczne (4.21), otrzymuje się 

następujęcy układ równań algebraicznych:

Np Nk
^ ( Y j K j  - £  ^ > k (Yj)tk = 2e0Vł (1 = 1.2 Np) (j = 1 , 2  Nx)

k=l i=l

^(Yj1) = <4'22>

9<jZie / 1 1 
' %  jeżeli w punkcie Y^ istnieje styczna do 'e ,

- kęt konturu ę 1 w punkcie y J.

Rozwięzanie algebraicznego układu równań (4.22) nie nastręcza Już takich 

problemów Jak odpowiedni układ (4.7). Ponadto minimalizację współczynnika 

uwarunkowań macierzy układów (4.22), (2.168) można osięgnęć poprzez odpo­

wiedni dobór współczynników ak występujęcych w operatorze (2.61), co 

praktycznie ma wpływ na zwiększenie stabilności rozwięzania układu równań

(4.22). Rozwięzanie algebraicznego układu równań (4.22) ze względu na
k /zmienne węzłowe z ^ pozwala zgodnie ze wzorem (2.56) oraz z Jego dyskre-

tyzację (4.19) otrzymać potencjał:

N N.
P k

V(X) = - £ hi(x)' (4.23)
0 k=l 1=1

będęcy przybliżonym rozwięzanie* zewnętrznego problemu Oirichleta dla dwu­

wymiarowego równenia Laplace*a.
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4.2. Zastosowanie metody kolelnych przybliżeń do rozwiązywania układu rów­
nań całkowych I rodzą 1 u

Zastosowania metod bezpośredniej algebraizacji układów równań całko­
wych w celu ich przybliżonego rozwiązania ograniczone sę możliwością roz­
wiązywania wielkich układów równań algebraicznych otrzymanych w wyniku 
dyskretyzacji układów równań całkowych I rodzaju, np. (2.4) i (2.14) na 
maszynie cyfrowej.

Jak wykazane będzie dalej , możliwości cyfrowego rozwiązywania układu 
równań całkowych X rodzaju (2.4) i (2.14) zwiększaję się (tj, można sto­
sować gęstsze podziały brzegów obszarów), jeżeli przystosować do Ich roz- 
więzywania koncepcję Fridmana [42] podanę dla jednego równania I rodzaju 
o niewiadomej funkcji zadanej na odcinku [ab] , należącej do przestrzeni

4  [8bl-

4.2.1. Rozwięzywanie układu równań całkowych I rodzaju (2.14) metodę ko­
lejnych przybliżeń - zagadnienie dwuwymiarowe

W pierwszej kolejności rozpatrywany będzie układ równań całkowych I ro­
dzaju (2.14), który jest równoważny zewnętrznemu problemowi Oirichleta dla 
dwuwymiarowego równania Laplace’a.

Na wstępie należy zauważyć, że Jędro układu równań całkowych I rodzaju 
(2.14) Jest symetryczne i określone dodatnio. Do rozwięzania układu rów­
nań (2.14) można przystosować koncepcję Fridmana [47] podaną dla Jednego 
równania o niewiadomej funkcji zadanej na odcinku Qab] , należącej do L2 
[a, b].

Odnośnie do ukłedu równań I rodzaju (2.14) można również wykazać, że 
Jeżeli istnieje rozwięzanie tego układu, to ciąg funkcji <5k(x) (k ■
2,....Np) określony wzorem rekurencyjnym

ó k(x) ■6|;_1(x) ♦ * [ » , /  - f  I ] ^ U (Y)inj=$ diy] <4 -24>

“ 't

X 6 t k (k - 1,2 Np) .

gdzie:

ó k(x) £ L*(tek). (4.25a)

0 <  & <  2&J. (4.25b)

a Jest najmniejszą liczbę charakterystyczną operacji (2.15), Jest
zbieżny w przestrzeni Lgfa) do rozwięzania układu równań (2.14). W tym 
celu należy wziąć pod uwagę następujęcę postać funkcji 6 k(x):
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6 k(x) - 6 k(x) + r„(x). (4.26)

Podstawlajęc wzór (4.26) do równania (4.24) oraz uwzględniając równanie 

(2.14) otrzymuje się:

Np

fk(x) - < _ 1(x) - O  f * i - i (x) 
1-1 "i

, - 1 xy'I ..
I XY j Y

(4.27)

Niech i ^(X)| będzie układem ortonormalnym funkcji własnych odpowiada- 

Jęcych wartościom charakterystycznym ^  równania

*$<*>
1-1 •> 1

dly - 0 (4.28)

Mnożąc równanie (4.27) przez funkcję własnę ^ i ^  1 całkując stronami po

konturach ’e . UEk otrzymuje się: 
k-1

N N 
P P

<*" ■ <xi~1 $  Y 2  T l  W 7 i (x)tn-i(Y)lnT W T  dlY'
k-1 1-1"k 1

•e 'e

(4.29)

gdzie

N

- n  <p ^ (x̂ (x)di>
k-1 « k

(4.30)

Ponieważ Jędro ln-|~j- Jest symetryczne, a ^*(x) spełnia równanie (4.28) 

więc:

tri V i  1-1 v

f  X 1 ^ 7 i (x)l№w r d,x dlY * £ ^ t n . 1(x) i  E | ^ i (v)lnW T

* te1 16
Np f - 1

■ £ ^ tn-l̂ X)?î X)dlX "

dly dlx -

(4.31)
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Podstawiając wynik przekształceń (4.31), w równaniu (4.29) otrzymuje się:

~ n(i 9. \_n-i /. & .n o
* i u  *-)ai " (1 - t ?  <*i- (4.32)

Na mocy zupełności układu ortonormalnego funkcji własnych | 7 ̂  (x)}■ odpo­
wiadających równaniu (4.28), tj. spełniających własności

h V >  ' S £ l7i 'x)|
dlX “ 1 (4.33)

2

■yk (x)yk (x)dlx - O dla i j J (4.34)
k*l k

funkcje 7^(x ) (k = 1,2 Np) można rozwinąć na szereg Fouriera wzglę­
dem tego układu

OO

r * ( X )  *  y  <3Cj 17j  ( X )  (k -  1,2 Np) (4.35)

Na mocy równości Parsevala [4 ]

N

i*nii2 - i z  ^Kn(x)i2dix ' £ k i 2 (4-3̂
2 k»l ''k 1*1

ll*r. ,

2'

Dla n » 0 zgodnie z definicją (4.26) szereg

E K I 2 - E # I
i-l k*l \

60 (x) - 6 k ( x ) | 2d l x (4 . 37 )

Jest zbieżny, gdyż z założenia istnieje całka po prawej stronie równości

(4.37). Uwzględniając relację (4.32), szereg (4.36) można zapisać w pos­
taci:

o«o 2 o«o 2n 2

E K I  K I
i-l i-l 1
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2 2 
Ponieważ szereg loC? I Jest zbieżny. a liczby (l - ~ )  < 1  tworzą

i - l 11 *i
ciąg monotoniczny i ograniczony (i - k, k+1,...), więc na mocy kryte-

2
rium Abela [46] szereg ^  Inr.̂ | Jest zbieżny.

i-k
Zatem dla dowolnie małej dodatniej wartości £ > 0  można dobrać takie

k > k (£), niezależnie od n, że

£ K | 2 < !  (4.39)
i-k1 1

Ponadto dla tego samego ( > 0  i ustalonego k można dobrać takie

n > n (8), że suma pierwszych k - 1 wyrazów szeregu (4.38) spełnia osza­

cowanie :

k_1 2n

2 > - £ >  K I
i-l 1

(4.40)

gdyż przy końcowym i - k - 1 zachodzi (l - ir-)< 1.
i

w ten sposób zgodnie ze wzorem (4.36) dochodzimy do oszacowania

Nf> - la
II- II ■ / UUI0r.(X )| ^1 ^ (4.41)

’ J l  4 « )
e  li*
k-l « k

z którego na mocy równości (4.26) wynika zbieżność metody kolejnych przy­

bliżeń określonych wzorem (4.24).

Dobór parametru & spełniającego nierówność (4.25b) wymaga znajomości 

najmniejszej liczby charakterystycznej układu Jednorodnego (4.28). Do

przybliżonego obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej można

zastosować metodę Kelloge [86].
W rozpatrywanym przypadku polega ona na tym, że dla dowolnych funkcji

wk(x) e L2 Cek), gdzie X « t k (k = 1.2,...,Np)

nieortogonalnych do funkcji własnej -ip̂ (x) równania jednorodnego (4.28) 

buduje się ciąg funkcji:

OJk (x ) ^ - l (X)lnW dlY! X e t k  (k = 1 ’2  V *  (4.42)
1=1 «1
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gdzie

o*(x) -to1(x)

i cięg liczb

IKrlll 

II ®n II '

gdzie

con (x) (x)j2dl, (4.43)

Przy powyższych założeniach najmniejszą liczbę charakterystyczną z nad­
miarem otrzymuje się w postaci [86j

I K  - lii
II“ n II (4.44)

Mając na uwadze realizację procesu obliczeń kolejnych przybliżeń (4.24) 
na EMC, należy występującą tam operację całkową dyakretyzować Jednym ze 
sposobów podanych w punkcie 3.4, a następnie rozpisać ten proces w punk­
tach podziału Yk konturów ę 1 (l » 1,2....,Np).

Otrzymuje się wówczas

*i.j * 6i_ltJ ♦ * [ 2«0yl - £  E ci(Yj1)ó»-i,i] (4*45)
L k-l i-1 J

(l » 1,2 Np) J - 1,2 Nx) (m - 1.2,...).

gdzie

< j  ’ 6 i (YjX)-

Nietrudno zauważyć, że algorytm (4.45) stanowi proces kolejnych przybli­

żeń dla rozwiązania układu równań algebraicznych (4.7). Nie można go Jed­

nak rozpatrywać w oderwaniu od metody kolejnych przybliżeń (4.24), gdyż 

rozpatrywanie Jego zbieżności ma sens tylko wtedy, kiedy zbieżne są kolej­

ne przybliżenia (4.24), co. Jak pokazano, uzależnione Jest od doboru pa­
rametru 9, .
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.V przypadku gdy zachodzi konieczność rozwiązywania bardzo dużych ukła­

dów algebraicznych (4.7), trudności rozwiązania tego układu związane z Je­

go złym uwarunkowaniem można przezwyciężyć stosując metodę kolejnych przy­

bliżeń w postaci (4.45). Przykład zastosowania tej metody podano w końco­

wym rozdziale pracy.

4.2.2. Rozwiązywanie układu równań całkowych I rodzaju (2.4) metodą ko­

lejnych przybliżeń - zagadnienie trójwymiarowe

Analogiczne rozumowanie Jak w przypadku układu równań (2.14) (patrz pkt 

4.2.1) można przeprowadzić odnośnie do układu równań całkowych (2.4), bę­

dącego równoważnym zewnętrznemu problemowi Dirichleta dla trójwymiarowego 

równania Laplace'a.

IV pierwszej kolejności należy zauważyć, że jądro operacji całkowej

(2.5) występującej w układzie równań (2 .4) jest jądrem symetrycznym. Po­

nadto jądro to jest określone dodatnio, ponieważ jego forma kwadratowa [86 J

1 = 1 k :1 S 1Sk
dV S X 2 f,. y~* fy(x)6*1(x )dsx

l.lsl
(4.46)

odpowiada średniej wartości energii za okres [117], a jako taka jest rze­

czywista 1 dodatnia. Do rozwiązania układu równań całkowych I rodzaju 

(2 .4 ) można zastosować jak w pkt 4.2.1 koncepcję Fridmana podaną w pracy 

[4 7] dla Jednego równania X rodzaju. ,

Można mianowicie wykazać, że ciąg funkcji ■j6„(x)|

* 1>2,...) określony wzorem rekurencyjnym :

(k = 1,2, ,Np) (n

<S„(x) = <4n_i(x) + A 

gdzie

2«ovk - Ś 2 _ J  ~ w r
■dS,

1.1 S 1

X € sk (k = 1,2 N
P

(4.47)

6 k (x) e L*(Sk), 0 <  A «  2&J, (4.48)

a Jest najmniejszą liczbą charakterystyczną operacji 'Y (2.5), jest
• N k

zbieżny w przestrzeni L*(S) (S * J  S ) do rozwiązania układu równań

k « l
całkowych I rodzaju (2.4). Dowód zbieżności tego ciągu funkcji można prze­

prowadzić w analogiczny sposób jak w pkt. 4.2.1, zamieniając tam operator 

rV’L z Jądrem logarytmicznym w operator (2.5) z Jądrem typu yjryf. ̂  którego 

dziedziną jest przestrzeń funkcji L»(s) określonych na powierzchniach
1 N »przewodników S = s j . „ u s P. Dobór parametru spełniającego nierówność 

(4.48) wymaga znajomości najmniejszej liczby charakterystycznej 5»̂  ukła-
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du Jednorodnego (3.6) odpowiadającego układowi (2.4). Do przybliżonego 
obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej ^  z nadmiarem można 
zastosować metodę Kelloga [86]. Niech dany Jest układ Np przewodników o 
dowolnych powierzchniach S1 (l « 1.2,...,Np) i potencjałach V*. Oak 
wiadomo, rozwiązanie zewnętrznego problemu Dlrlchleta dla równania Lapla- 
ce’a w takim przypadku wprowadza się do rozwiązania układu równań całko­
wych I rodzaju (2.4). Do rozwiązania układu (2.4) można wykorzystać meto­
dę kolejnych przybliżeń (4.47), przystosowując Ją do realizacji na EMC.

W tym celu należy występującą tan operację całkową (2.5) aproksymować 
metodą podaną w pkt. 3.1.1, a następnie rozpisać ten proces w punktach Y^

. i , J
(J « 1,2, .Nj) triangulacjl powierzchni S (1 - 1,2,...,N ).

Otrzymuje się wówczas następujący algorytm:

Np Nk

6J.j ■ <>n-l.j + » [ 2€0yl - £  E Ai < > n - l , i  1 <«•«*>
k-1 1-1

(l - 1.2 Np) (j . 1,2 Nx) (n - 1,2.... ®o).

gdzie

ó n,J

który stanowi proces kolejnych przybliżeń dla rozwiązania układu równań 
algebraicznych:

NP Nk

y -1. * 2£0vl O  - ł »2.....Nx) (1 - 1.2.....N ) (4.50)
k-1 1-1

Układ równań (3.255) stanowi szczególny przypadek układu (4.1), w którym 
odrzucono te równania 1 człony odpowiadające przewodom walcowym, a pozo­
stawiono te, które odpowiadają aproksymacji operatora (2.5) z zastosowa­
niem triangulacjl dowolnych powierzchni przewodzących. Algorytmu (4.49) 
nie można Jednak rozpatrywać w oderwaniu od metody kolejnych przybliżeń
(4.47), gdyż rozpatrywanie Jego zbieżności ma tylko sens wtedy, kiedy 
zbieżne są kolejne przybliżenie (4.47), co. Jak pokazano, uzależnione Jest 
od doboru parametru &. Wymaga to zgodnie z nierównością (4.48) określe­
nia najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.5).

Do przybliżonego obliczenia najmniejszej liczby charakterystycznej ope­
racji (2.5) zastosowana będzie metodę Kelloga [86] . w tym celu dla dowol­
nych funkcji w k(x) « L*(sk) (k - 1,2 Np) (x c Sk) nleortogonalnych
do funkcji własnej y k(x ) równania Jednorodnego (3.6) buduje oię ciąg 
funkcji:
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.*<>0

NP » O)1 .(Y)
1 ' I _n-l---

i m

x c s

dSY k * 1.2 V
(n - 1.2....

(4.51)

gdzie

u k(x) = w k(x)

i ciąg liczb

IKi-ill

gdzie

k«l c

dSv

k-1 sk

(4.52)

Przy powyższych założeniach najmniejszą liczbę charakterystyczna z nad­

miarem otrzymuje się w postaci [86] :

»n-lll
(4.53)

Mając na uwadze realizację procesu obliczeń na EMC, należy konstruk­
cje funkcji (4.51) oraz ich normy (4.52) zalgebraizować. W tym celu nale­
ży dla funkcji wj(x) wprowadzić analogiczną aproksymację Jak w pkt.
3.1.1 (wzór (3.17)) oraz identyczną triangulację powierzchni S1. Otrzy­

muje się wówczas:

O x 4 ‘eijk'

gdzie

“ n.i “ w n'1 i

.1 - trójkąt triangulacjl powierzchni
(wzór (3.10)).

Wykorzystując aproksymację operatora Y  (2.5) przeprowadzoną w punkcie
3.1.1 (wzór (3.34)) w procesie konstrukcji (4.51) funkcji a>̂ j(x) oraz roz­

pisując ten wzór (4.51) w poszczególnych punktach triangulacjl Yj po­
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wierzchni S1 (1 * 1,2 N ) (j = 1,2, N.), otrzymuje się następu-
Jącą algebraiczną postać procesu konstrukcji ciągu funkcji
■ 1.2 ■»>)

Np Nk

•M* - < j  -IZ E Â(Yj1)wi-i.i (1 -1'2 V  (j ■ x'z V
k =1 1 = 1

(4.55)

Uwzględniając przy obliczaniu normy (4.52) aproksymację funkcji <j>J(x) da­
ną wzorem (4.54) dla triangulacjl powierzchni S1 (l » 1,2 Np) trój­

kątami (wzór (3.10)) oraz uwzględniając wzór (3.13), otrzymuje się
następujące przybliżenie normy (4.52):

"p

s i E  T Z
1=1 (ii k) e Jf

[ h n . i l  * k i « i  ♦ i«,
2 , i 2

(ijkj e

* l®n.j I T r n , k  I

I I  i 1 i21 V 2+ K . i  + 6V j  + < k l  J ' <4 ' 56>
gdzie

jy1 - zbiór trójkątów trlsngulacji powierzchni S1.

Wzory (4.55), (4,56) i (4.53) pozwalają więc w sposób przybliżony okreś­

lić najmniejszą liczbę charakterystyczną operacji 'V (2.5) z zastosowa­

niem techniki numerycznej. Należy zauważyć, że w konstrukcji (4.55) ciągu 

funkcji J(Yj)j niezbędnego do obliczania 9,̂  stosuje się tę samą

macierz a J(y J), która występuje w procesie iteracyjnym (4.49), co nie­
wątpliwie skraca czas obliczeń.

4.3. Zastosowanie metody kolejnych przybliżeń do rozwiązywania układu rów­

nań całkowych II rodzaju (2.27) i (2.43)

Zastosowanie metod regularyzacji podanych w punkcie 2.2.1 pozwala na 

sprowadzenie układów równań całkowych I rodzaju (2.4) (zagadnienie trój­

wymiarowe) i (2.14) (zagadnienie dwuwymiarowe) do odpowiednich układów 
równań całkowych II rodzaju (2.27) i (2.43).

Również stosowanie potencjału warstwy podwójnej pozwala przedstawić 

zewnętrzny problem Oirichleta dla trój- i dwuwymiarowego równania Lapla­

c e ’s w postaci równoważnych układów równań całkowych II rodzaju odpowied­

nio w postaci (2.54) 1 (2.58). Oo przybliżonego rozwiązania układu równań 

całkowych II rodzaju nożna zastosować klasyczną metodę kolejnych przybli-
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żeń [86]. Metoda ta będzie wykorzystena do rozwiązania wcześniej wymie­

nionych równań zalgebraizowanej postaci. W dyskretyzacjl algorytmów kolej­

nych przybliżeń zastosowane będą elementy brzegowe i funkcje sklejane.

W pierwszej kolejności rozpatrywany będzie ukłed równań całkowych II 

rodzaju (2.27), który jest równoważny zewnętrznemu problemowi Oirichleta 

dla trójwymiarowego równania Laplace’a.
Zgodnie z metodą kolejnych przybliżeń [l36] tworzy się ciąg przybliżeń

{«J(x)j (1 - 1.2.....Npl) (n = 1.2....) ne podstawie wzoru rekurencyj-

nego, który dle układu (2.27) przyjmuje postać:

V  r 1

6i (x) ■ ar y .  g^~(-fwr) - tsyt dsY + 2£ov1" 1 ' (4-57)
k « l « k  L * J

gdzie

1, (x e S 1) (1 - 1,2 Npl).

Dla A = 1 ciąg przybliżeń (4.57) Jest zbieżny, jeżeli najmniejsza licz­

ba charakterystyczna Jest większa co do modułu od jedności [l24]

1 ^ 1  >  1 (4.58)

Istnienie Jednoznacznego rozwiązania układu (2.27) nie zależy od stałych 

współczynników >  O. Z punktu widzenia Jednak metody kolejnych przy­

bliżeń należy Je dobrać tak, aby zachodziła nierówność (4.58). Współza­

leżność między najmniejszą liczbą charakterystyczną operacji (2.29) a 

współczynnikami oc  ̂ (l = 1,2,... ,N .) można znaleźć stosując przybli­

żoną metodą Kelloga [86]. ,
W rozpatrywanym przypadku buduje się ciąg funkcji (*■ “ 1.2.

....Npl) (X e S 1) *■ '

* i<*>  •  1 4  -  i w r ] J5v
k-1 ck

(x c S1) . (4.59)

gdzie

3Cp (x) dowolna funkcja należąca do L^ts1) i ciąg liczb
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"-n-1 I
II«» II

gdzie

nl
V ;  p
W  |<(x)|

L k-1 V.k
dSv

1
5

(4.60)

Najmniejszą liczb« charakterystyczny operacji (2.29) nożna wówczas osza­
cować w postaci:

^  U^n-lH
l*n II' (4.61)

Mając na uwadze realizację procesu kolejnych przybliżeń oraz obliczanie 

najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.29) na EMC, należy od­

powiednie iterecje (4.47) i (4.59) dyskretyzować stosując aproksymację ope­

racji (2.29) daną wzorami (4.8), (4.9) i (4.10). Wzór rekurencyjny (4.57) 
przyjmie wówczae postać zalgebreizowaną:

pl

ó n(npr) “ £  ^^ijk ^ n p r ^ n - l ^ i j k^  * 2ŁoV#oCs 5 ^8 “ ł .2....,Npl)
1-1

jnprj « 8 ; (n - 1.2...oo) ,

gdzie

<K * j I,(y ) określone Jest wzorem (4.10)

^n(npr) = <̂ n^Ympr^* Ynpr * ^mpr ("żór 3.10)

(4.62)

- stała gęstość ładunku dla trójkąta ę * pf. triar.gulacji powierzchni S8. 

Analogiczna dyskretyzacja wzoru rekurencyjnego (4.59) oraz (4.60) daje:

pl

9Cn(mpr) - 2* Y Z  Y Z  . ^ l j k ^ m p r ^ n - l d j k )  
1-1 {ijk[ ej|*

1
2

(4.63)

(4.64)
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gdzie 9£o(mpr) “ dowolne stałe przyporządkowane poszczególnym trójkątom 

^mpr triangulacjl powierzchni S1.
Należy zauważyć, że algorytm (4.62) stanowi proces kolejnych przybli­

żeń dla rozwiązywania układu równań algebraicznych (4.9). Nie można go 

Jednak rozpatrywać w oderweniu od metody kolejnych przybliżeń (4.57), adyż 

rozpatrywanie Jego zbieżności ma sens tylko wtedy, gdy zbieżne są kolejne- 

przybliżenia (4.57), co, Jak wiadomo [86], uzależnione Jest od wartości 

najmniejszej liczby charakterystycznej operacji (2.29) (nierówności (4.581). 

Obliczenie najmniejszej liczby charakterystycznej operacji można wykonać 

stosując wzory (4.61), (4.63) i (4.64).
Stosowanie potencjału warstwy podwójnej pozwala również na sprowadze­

nie zewnętrznego problemu Dirichleta dla trójwymiarowego równania Łapią­

ce 'a do układu równań całkowych XX rodzaju (2.43). W takim przypadku moż­

na również do rozwiązania układu równań (2.43) zastosować metodę kolej­

nych przybliżeń w postaci dyskretnej, analogicznie jak dla układu (2.27).

4.4. Algebralzac.la układów równań całkowych brzegowych I 1 II rodzaju 

(2.69) 1 (2.70)

«V punkcie 2.3 pracy pokazano, że rozwiązanie równania Laplace’a w ukła­

dzie przewodników 1 dielektryków doskonałych z warunkami brzegowymi (2.63* 

(2’.64) i (2.65) można sprowadzić do rozwiązania równoważnego układu rów­

nań całkowych I i II rodzaju (2.69) i (2.70) ze względu na gęstości ła­

dunków swobodnych d1(x) występujących na powierzchniach przewodników o- 

raz gęstości ładunków fikcyjnych «*(x) występujących na powierzchniach 

dielektryków.
Również w tym przypadku ze względu na dowolność rozpatrywanych powierz- 

L 1
chni przewodników S i dielektryków T  do i^h aproksymacji zastosowa­

na będzie metoda triangulacjl powierzchni za pomocą trójkątów (wzór

(3.10)). Funkcje gęstości ładunków swobodnych' ó1(x) oraz fikcyjnych (x) 
aproksymowane będę funkcjami sklejanymi zerowego stopnia, tj. stałymi na 

poszczególnych trójkątach 'eJJk triangulacjl. Operacje całkowe występują­

ce w układzie równań całkowych (2.69) i (2.70) stenowię kombinacje poten­

cjału warstwy pojedynczej i ich pochodnych. Oo ich dyskretyzacji można 

więc zastosować wzory (3.15) i (3.99) wyprowadzone przy założeniu stałych 

wartość* gęstości ładunków swobodnych na trójkątach ^ j k  trian9u~
lacjl powierzchni przewodzących S1 oraz stałych wartościacn gęstości ła­

dunków fikcyjnych na trójkątach triangulacjl powierzchni die­

lektryków F 1. n
Stosujęc następnie netodę kollokacji polegając? w rozpatrywanym przy­

padku na zapisaniu układu równań całkowych II rodzaju (2.69) we wszyst­

kich punktach wewnętrznych Y8npt 'e 8 trójkątów triangulacjl powierz­

chni dielektryków r ®  (s - 1,2,.. P.nJ) oraz na zapiseniu układu równań 

całkowych I rodzaju we wszystkich punktech wewnętrznych X*n p e 'e8^  trój-



kętów trlangulacji powierzchni przewodników S* otrzymuje się następują­
cy układ równań algebraicznychs

- 120 -

*  mnp ■ * Y 2  x ^sGiJk^Ymnp),CiJk "
1-1 {ijkje Jf

(s ^1)a ( [nnpje je1

Np

• ‘ E l
1-1 {i;

^  a. /»sGijk(Y:np) ^ijk * 0

(s - 1,2,,. ,N.) (Y® S t ®  ) d' mnp mnp' 
J)

(4.65)

Np

z :  e
1-1 {ijkje

1FlJk^Xmnp^<SlJk +

Nd

• E C
l-i {ijkj

1Fijk<Xmnp)«ijk ■ 2*ovS (4.66)

Xs € 'esmnp nnp
P

gdzie funkcje 1 Fi j k ^  wyrsżaję się wzorami (3.111) i (3.16)

Jf1 - zbiór trójkątów trlangulacji Jk̂ - powierzchni dielektryka T 1,

jfp - zbiór trójkątów trlangulacji |mnpj powierzchni przewodników S1 ,

w którym Jest tyle niewiadomych gęstości powierzchniowych ładunków swobo­
dnych 6* k i fikcyjnych H ®  Jest równań.

Jeżeli rozpatrywany układ równań algebraicznych (4.65) 1 (4.66) Jest
zbyt duży, to Jsgo rozwiązywania numeryczne może utreclć stabilność zwlę- 
zanę ze złym uwarunkowaniem układu równań całkowych I rodzaju (2.71).

Dla uniknięcia tych trudności można zastosować mstody regularyzacji 
omawiane w punkcie 2.2. W przypadku np. gdy rozpatrywane powierzchnie prze­
wodników S1 sę powierzchniami zamkniętymi, zamiast równań algebraicz­
nych (4.66) można zalgebraizować równoważny układ równań całkowych:
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gdzie

>  O.

Proces ten przsprowsdzony analogicznie Jek w pkt. 4.1.2 daje:

■ c ,  -  Ł  j z  •  p ± S  ■ ’ w *
1-1 {ljk}e JTj 1-1

(4.68)
' V(s - 1.2 

gdzie zgodnie ze wzorem (4.10)

^Xmnp * ^mnp^

^ Jk(x)

( -*iFijk(x) dla x e 'e U
p

G ijk(x) - « < ^ > Fijk(x> dla x i ^ijk

(4.69)

5(x) - oCx dla X*'cjjkj jijkj e Jfj

Przy rozwiązywaniu układu równań algebraicznych (4.65) i (4.68) nie wy- N 
stępię Już takie trudności jak przy rozwiązywaniu równoważnego układu 
(4.65) i (4.66). Ponadto parametry reguleryzecji <x̂  można dobrać tak, 
ażeby współczynnik uwarunkowania macierzy układu równań (4.65) 1 (4.68)
był możliwie najmniejszy.

W przypadku zastosowsnla metody reguleryzacJł, polegajęcej na dołęcze- 
nlu do ukłedu równań całkowych II rodzaju (2.69) zamiast układu równań 
całkowych I rodzaju (2.71) równoważnego ukłedu równań całkowych II rodza­
ju (4.60), można Je również rozwięzać stosujęc metodę kolejnych przybli­

żeń w zalgebraizowanej postaci, analogicznie Jak w pkt. 4.3.



5. C3LICZANIE ROZKŁADU WEKTORA NATĘŻENIA POLA ELEKTRYCZNEGO

W poprzednich rozdziałach pracy dokonano rozwiązania problemu Dirichle- 

ta ala dwu- i trójwymiarowego równania Laplace'a jako równoważnego układu 

równań całkowych I i II rodzaju, których konstrukcja oparta Jest na po­

tencjale tak warstwy pojedynczej. Jak i podwójnej. Niezależnie jednak od 

sposobu przybliżonego rozwiązania potencjału v (x )  natężenie pola elek­

trycznego w obszarze zewnętrznym przewodników wyraża się wzorem:

E(x)  = -grad v ( x ) .

5.1. Pole elektryczne guasl-statyczne sinusoidalnie zmienne w ujęciu trój­

wymiarowym

Stosowanie potencjału warstwy pojedynczej pozwoliło sprowadzić zew­

nętrzny problem Dirichleta dla trójwymiarowego równania Laplace'a do ukła­

du równań całkowych I rodzaju (2.4) lub II rodzaju (2.27), (2.37), (2.40) 

i (2.41), (2.42). W zależności od tego czy do dyskretyzacj1 występujących 

w tych równaniach operatorów zastosujemy aproksymację funkcji gęstości

ładunków stał« na powierzchni poszczególnych trójkątów triangula-
1J K t

cji powierzchni przewodzących S czy liniową ze względu na zmienne węz­

łowe otrzymuje się rozwiązanie dyskretne tych równań całkowych w po­

staci fóJjkJ lub |ó i) ' które P°zwale otrzymać przybliżone rozwiąza­
nie potencjału v(x) w dowolnym punkcie na zewnątrz przewodników odpowie­

dnio w postaci:

V(x) “ 2TT Y 2I Z  Y Z  1 FU (X)<5̂
1-1 [ijkj e Jf

(5.2)

NP N1

V(X) “ i f l Z  6 i' (5.3)

1-1 i-1

gdzie funkcje kształtu FJjk^x  ̂ 1 A *(x) określone są odpowiednio wzo­
rami (3.16) i (3.35).
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W analogiczny sposób można określić potencjał w przypadku rozpatrywania 

mieszanego zagadnienia brzegowego (układy przewodników i dielektryków) 

dla równania Laplace’a (pkt. 2.3 i 4.4).

Stosowanie potencjału warstwy podwójnej pozwala również sprowadzić ze­

wnętrzny problem Dirichleta do układu równań całkowych II rodzaju (2.55), 

którego przybliżone rozwiązanie ze względu na zmienne węzłowe gęstości war­

stwy podwójnej pozwala otrzymać przybliżone rozwiązanie na potencjał

v (x )  w postaci:

N Ą IN,
Pl 1

V(X) i z k (x) - ai^±(x)l
0 1=1 i-1L J

(5.4)

gdzie funkcje kształtu R*(x) i R^(x) wyrażają się odpowiednio wzorami

(3.139) i (4.12).

Oeżeli potencjały poszczególnych przewodników są zadane w postaci ze­

spolonej, co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o 

tych samych pulsacjach, lecz różnych fazach, to również gęstości węzłowe 

6* lub ój będące rozwiązaniem układu równań np. (2.27) lub (2.55) są 

zespolone, a zgodnie ze wzorami (5.3) i (5.4) oraz (5.1) składowe Exl(x) , 

są również zespolone :Ex 2 ( X ) ' Ex3(x)

E(X) = M x l (x) ł k2Ex2(x> ł k3Ex3(x)' (5.5)

gdzie

EX1(X) - -8V/0xi.

Dak pokazał autor w pracy [l8] w takim przypadku, ogólnie rzecz biorąc, 

dziedzinie czasowej wektor natężenia pola elektrycznego

E(X) = fc1Exl(X.t) ♦ k2Ex2(x,t) ♦ k3Ex3(x,t) (5.6)

jest spolaryzowany eliptycznie, tj. zakreśla w ciągu okresu T elipsę 

(rys. 5.1). Wartości skuteczne składowych tego wektora w kierunku półosi 

dużej i małej tej elipsy wynoszą odpowiednio:

Ea 0 0 max 

t f(0
-j||E(x.t)| = r|Exl(x)|2cos2 (ęJxl - §ę?A ) ♦ 

,t] k  l

|Ex2 (x )|2c o s 2(¥7x2 - 5 P a ) ♦ lE*3(x>l‘ l<fxs - 7 P a *
1 /2
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Rys. 5.1. Elipsa pola wirującego Jako krzywa przestrzenna 
Fig. 5.1. Ellipse of the rotational field as the three - dimenslonel curve

Eg (x) - k jJ Ex l (x) |  cosjyxj^Cx) -  |  +

► k 2 !Łx2(x)l00St,x2(x) - łvA <X>] + «»3|EX3(X)|C09[^X3(X  ̂ - * < M X’] ‘

Eb(x) = (Pin ^ E ( x . t )  = [|Exl(x)| 2sln" \ Vt) *
t«(o,r] V2

1 (5.7)

♦ |Ex2(x)!2ein2 frx2 - y  V />) ♦ |Ex3(x>|2sin2(^x3 - ?Pa]1/2

E b(x) * >‘llExl(x)lSinK l (X) ' ?«>A(X)] +

ł fc2 lEx2(x)|sln[<Px2(x) - |v?A (x)] ♦ k2 lEx3(x)l 8in[ ^ 3 (x)" I ^ A (X)] •

gdzie

ę)A(x)  = a rg [E21(x) + Ex2<X) + Ex3<X)]
(5.81

Ex (X) ’ - Ir- (l - 1 -2 >3) 
xi u i

W przypadku granicznym, gdy punkt X zmierza do powierzchni S1 przewod­

nika, otrzymuje się:

lim E(x)  - E a (xJ) , (5.9i)
1 1X-X*€S

- 125 -

przy czym

Eb(xJ) - 0. (5.10)

Jeżeli do wzoru (5.1) podstawić przybliżone wartości potencjałów v(x) 

dane np. wzorami (5.3) lub (5.4) i dokonać przejścia granicznego zmierza­
jąc z punktem X do powierzchni S1 przewodnike, otrzymuje się wówczes 
składową normalną wektora natężenie pola elektrycznego. Jeżeli prototypem 
rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichlete Jest potencjał warstwy poje­
dynczej (2.3), to wspomniane przejście graniczne Jest równoważne znajomo­
ści gęstości powierzchniowej ładunków otrzymanej z rozwiązania układu ró­
wnań algebraicznych (np. (4.1). Jeżeli natomiast prototypem rozwiązania 
zewnętrznego problemu Dirichleta Jeet potencjał waretwy podwójnej (2.51), 
to nie można bezpośrednio rozwiązać rozkładu natężenia pola elektrycznego 
na powierzchniach przewodów. Z rozwiązania układu równań algebraicznych
(4.15) otrzymuje się bowiem gęstości warstwy podwójnej V  1, które zgodnie 
ze wzorem (2.53) pozwolą bezpośrednio określić tylko łedunkl całkowite 
na poszczególnych przewodnikach. Chcąc określić natężenie pola na powierz­
chniach przewodników, należałoby w tym przypadku we wzorze

Np N1
E(x) - -gradv(x) - - — £  £ g r a d  rJ(x) - a1R1(x) t J  (5.11)

0 1-1 i-1 L

dokonać przejścia granicznego przy punkcie X zmierzającym do powierzch­
ni S1.

Podany algorytm w postaci wzorów (5.7) 1 (5.8) Jest ogólny i może być 
dołączony do dowolnego sposobu rozwiązania zewnętrznego problemu Diri­
chleta dla trójwymiarowego równania Laplace'a z sinusoidalnie zmiennymi 
warunkami brzegowymi o małej pulsacjl.
Pozwala więc on na badanie rozkładów pól elektrycznych quasi-statycznych 
spolaryzowanych eliptycznie, których badanie Jest niezbędne w technice 
wysokich napięć.

5.2. Pole elektryczne guasl-statyczne sinusoidalnie zmienne w ujęciu dwu­
wymiarowym

Stosowanie potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej pozwoliło na 
sprowadzenie zewnętrznego problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego równania 
Laplace'a do układu równań całkowych I lub II rodzaju (2.14) 1 (2.43),

których rozwiązania ze względu na zmienne węzłowe gęstości ładunków 6* 
pozwala otrzymać przybliżone rozwiązanie na potencjał v(x) w dowolnym 
punkcie na zewnątrz przewodników
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NP Nk

V(X) " 2^“ I Z  £ Ci (X) 6 i (5.12)
° k«l i-1

gdzie funkcje kształtu c*(x) określone są wzoreni (3.171) lub (3.186). 

Stosowanie potencjału logarytmicznego warstwy podwójnej pozwala również 

sprowadzić zewnętrzny próbie« Dirichleta dla dwuwymiarowego równania La­

place'a do układu równań całkowych II rodzaju (2.58) lub (2.60), których 

rozwiązanie ze względu na zmienne węzłowe gęstości podwójne t J pozwala 

otrzymać przybliżone rozwiązanie na potencjał v (x )  określony wzorami 

(4.19), gdzie funkcje kształtu hj(x) określone są wzorami (4.10).

Jeżeli potencjały poszczególnych przewodników są zadane w postaci ze­

spolonej , co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o 

tych samych pulsacjach, lecz różnych fazach początkowych, to również gęs­

tości węzłowe ó* będące rozwiązaniem układu równań (2.14) lub (2.43) są 

zespolone, a zgodnie ze wzorem (5.1) składowe Exl Ex2 wektora E(x) są 
również zespolone.

E(X) - K 1Exl(x) + k2Ex2(x) (5.13)

Jak pokazał autor w pracy [is] w takim przypadku, ogólnie rzecz biorąc, w 

dziedzinie czasowej wektor E(x,t) = k ^ ^ . t )  + k2Ex2(x,t) zakreśla w 

ciągu okresu T elipsę. Składowe wektora natężenia pola elektrycznego w 

kierunku półosi dużej i małej tej elipsy wynoszą odpowiednio:

Ea (x) ’ y f  "*(0(T] lE(X't)l * lEl(X)l + lE2 (X>l (5.14)

Eb<X) " M O . T ]  lE(X,t)| = 'El(X)' " lE2 (X)l ' (5-15)

gdzie

Ej(x) *= ?[e x 1(x ) + JEx 2 (x )J . |Ej(x)| e^ 1 \  (5.16)

e2 (x> * J ^ C x )  ♦ JEj2 (x)] - |e2 (x)| e" 2 \  (5.17)

natOKiast kąt oę(x) położenia półosi dużej elipsy względem osi Xj (rys. 
5.2) wynosi:

ot(x) - ijcx̂ X) + a2(x)J (5.18)
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Rys. 5.2. Dwuwymiarowe pola elektryczne spolaryzowane eliptycznie 

Fig. 5.2. Two - dimeneional electric field polarized eliptically

Jeżeli podstawić wzór (5.12) do wzoru (5.1) i dokonać przejścia granicz-

nego zmierzając z punktem X do powierzchni dowolnego przewodnika "e , to
l(

otrzymuje się składową normalną wektora natężenia pola w danym punkcie 

Jego konturu.
Jeżeli prototypem rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichleta Jest oo- 

tencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej (2.13), to przejście graniczne 

jest równoważne znajomości gęstości powierzchniowej ładunków 6^ 

otrzymanej z rozwiązania układu równań (4.7). Stosowanie do rozwiązania 

zewnętrznego problemu Dirichleta potencjału warstwy podwójnej nie pozwala 

na bezpośrednie rozwiązanie rozkładu natężenia pola na powierzchniach 

przewodników.

W wyniku rozwiązania układu równań (4.22) otrzymuje się gęstości war­

stwy podwójnej % J , które zgodnie ze wzorem (2.57) pozwolą bezpośrednio 

określić tylko ładunki całkowite qk na poszczególnych przewodach. W tym 

przypadku w celu określenia natężenia pola na powierzchniach przewodów na­

leży we wzorze

E(x ) = -grad v(x)

Np Nk

■ Ć  £ t ^ r a d
k=l i=l

h*(x) (5.19)

dokonać przejścia granicznego w przypadku, gdy punkt

turów t**.
k k

Znajomość gęstości ładunków oraz warstwy podwójnej t Ł

rozwiązaniem ukłsdów równań i-1.7) lub (4.22) o,- ~z wektor ■> /r

zmierza do kon-

><;rtacvch 

f U"kC)1
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kształtu grad c£(x), grad h^(x) pozwala zgodnie ze wzorami fe.l) i fe. 12) 

lub (5.19) określić rozkłady wektora natężenia pola elektrycznego w ob­
szarach zewnętrznych.

Ze względu na złożoność tych funkcji wektorowych nie podano ich w ni­
niejszej pracy.

6. PRZYKŁADY ZASTOSOWAŃ RÓWNAŃ CAŁKOWYCH DO OBLICZEŃ PÓL ELEKTRYCZNYCH W

TECHNICE WYSOKICH NAPIfĆ

Opracowane w rozdziale 4 algorytmy do przybliżonego rozwiązywania ukła­

dów równań całkowych w powiązaniu z podanym w rozdziale 5 sposobem bada­

nia rozkładów natężenia pola elektrycznego spolaryzowanego eliptycznie 

stanowi uniwersalne narzędzie numeryczne pozwalające na badanie pól elek­

trycznych quasi-statycznych sinusoidalnie zmiennych dla przyjętych we wstę­

pie modeli obliczeniowych odpowiadających różnym zadaniom techniki wyso­

kich napięć. Wspólną i oryginalną cechą opracowanych algorytmów Jest to, 

że elementy macierzy otrzymanych w wyniku dyskretyzacji operatorów całko­

wych występujących w układach równań całkowych są wyrażalne w postaci wzo­

rów będących kombinacjami funkcji standardowych lub zbieżnych szeregów 

funkcjonalnych zależnych od współrzędnych punktów węzłowych powierzchni 

lub konturów. Uniknięto w ten sposób wielotysięcznych odwołań do procedu­

ry całkowań numerycznych, rozwiązano globalnie problem numeryczny związa­

ny ze słabą osobliwością Jąder operatorów całkowych oraz osiągnięto dużą 

dokładność w generacji elementów macierzy, co Jest szczególnie istotne 

przy rozwiązywaniu układów równań całkowych I rodzaju (2.4) i (2.14).

6.1. Zastosowanie metody elementów brzegowych do rozwiązania układu rów­

nań całkowo-brzegowych I rodzaju linii przesyłowej

W oparciu o algorytm skonstruowany w pkt. 4.1.1 (wzory (4.7), (3.186),

(5.14) i (5.15)) opracowano program obliczeniowy do badania pola elek­

trycznego dla dwuwymiarowego modelu linii przesyłowych o dowolnych konfi­

guracjach, którego schemat blokowy przedstawiono na rys. 6.1.

6.1.1. Obliczenia testujące

Opracowany program przetestowano na przykładzie obliczeniowym dla da­

nych z rys. 6.1, tj. dla linii jednoprzewodowej. Do obliczeń przyjęto pro­

mień rQ » 87,18 mm, netomiast Jego odległość względem płaszczyzny prze­

wodzącej x2 ■ 0 przyjęto h « 9 m.

Potencjał przewodu ustalono

400 kV

V? •
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C z y t a ł  d a n e :
k k

-  p a r a m e t r y  g e o m e tr y c z n e  u k ła d u  l i n i i  p r z e s y ł o w e j  (y1 .y2)> r|c *
(k  -  1 . 2 .  Np)

-  p o t s n c j a ł y  z e s p o lo n e  p o s z c z e g ó ln y c h  przewodów v k ( k  « 1 , 2 , . . . ,Np )

-  Nfc -  l i c z b a  e le m e n tó w  p o 'd z la łu  k o n tu ró w  êk p o s z c z e g ó ln y c h  p rz e w o ­

dów
k / k k

-  w s p ó ł r z ę d n e  w ęz łó w  p o d z i a ł u  k o n tu ró w  przewodów Yi ( y i  i > Y 2 j.)
-  w s p ó ł r z ę d n e  punktów ( x ^ , x 2 ) ,  w k t ó r y c h  o b l i c z y  s i ę  n a t ę ż e n i e  p o la

G e n e r a c ja  e le m e n tó w  m a c i e r z y  (w z ó r  ( 3 . 1 8 6 ) )  u k ła d u  równań a l -

g e b r a i c z n y c h  ( 4 . 7 )  d y s k r e t y z u j ą c e g o ^ r ó w n a n i e  ca łk o w e  ( 2 . 1 4 ) ________________

R o z w ią z y w a n ie  u k ła d u  równań a l g e b r a i c z n y c h  ( 4 . 7 )
  I __________________

O k r e ś l e n i e  s k ła d o w e j  n o r m a ln e j  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o -

w i e r z c h n i  przewodów_____________________ _̂_____________________________________________

O k r e ś l e n i e  s k ła d o w y c h  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  Ea ( * )  1 Eb ^

(w z o ry  ( 5 . 1 4 )  i  ( 5 . 1 5 ) )  o r a z  k ą t a  cc ( x )  (w z ó r  ( 5 . 1 8 ) ,  p o ł o ż e n i e  p ó ł -  

o s i ,  d u ż e j  e l i p s y  p o la  w i r u j ą c e g o  w w yb ra n yc h  p u n k ta c h  ( x l t  x 2 ) l e ż ą -  

cych na z e w n ą t r z  przewodów_________ _________________________________________ _

R ys .  6 . 1 .  S c h e n a t  b lo k o w y  prog ra m u o b l i c z e n i o w e g o  p o la  e l e k t r y c z n e g o  l i  
n i l  p r z e s y ł o w e j  a e t o d ą  e le m e n tó w  brzeg ow ych

F i g .  6 . 1 .  F l o w c h a r t  f o r  prog ra m  c o m p u t in g  e l e c t r i c  f i e l d  o f  th e  t r a n s a i s  
s i o n  l i n e  by t h e  method o f  b o u n d a ry  e l e a e n t e

Ry3. 6 . 2 .  L i n i a  jed n o p rzew o d o w a  

F i g .  6 . 2 .  T r a n s a l s s i o n  l l n e  w i t h  one c o n d u c t o r
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O lą  l i n i i  je d n o p rz e w o d o w e j  o p r z e w o d z ie  walcowym r o z k ł a d  w e k t o r a  n a t ę ­

ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  ne p o w i e r z c h n i  przew odu można w y zn aczy ć  a n e l l -  

t y c z n l e  [ 11 7 } :

O la  t y c h  samych danych dokonano o b l i c z e ń  r o z k ła d u  w e k t o r a  n a t ę ż e n i a  p o la  

e l e k t r y c z n e g o  na p o w ie r z c h n i  przewodu w o p a r c i u  o program  p r z e d s t e w lo n y  

na sc h em ac ie  blokowym ( r y s .  6 . 1 )  1 danych z r y s .  6 . 2 .  W o b l i c z e n i a c h  z a ­

ło ż o n o  p o d z i a ł  k o n t u r u  na N •  16 Jednakowych e le m e n tó w .  W e p ó łc z y n n lk l  

m e c le r z y  cJ ( y J )  (w z ó r  ( 3 . 1 8 6 )  d l a  k » 1 » 1)  w y s tę p u ją c e  w u k ł e d z i e  

równeń a l g e b r a i c z n y c h  ( 4 . 7 ) ,  d y s k r e t y z u j ą c e  ró w n e n ie  c a łk o w e  ( 2 . 1 4 )  s t a ­

n o w iąc e  z b i e ż n e  e z e r e g i ,  o b l i c z o n o  z  d o k ła d n o ś c ią  10 - 5 . O trzym an y  w te n  

sposób r o z k ł a d  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w i e r z c h n i  przewodu l i n i i  Jedno przew o­

dowej porównano z  ro z k ła d e m  otrzym anym  w o p a r c i u  o w zó r  ( 6 . 1 )  ( t a b e l a  i ) .

T a b e le  I

P o ró w n an ie  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o le  na p o w ie r z c h n i  l i n i i  je d n o p rzew o d o w e j  
( r y s .  6 . 2 )  o t rz y m a n y c h  na d r o d z e  e n a l l t y c z n e j  1 nu m e ry c zn e j  metodą e l e ­

mentów brzegow ych

E 105 n E' 105 n

rad V/m M/m

0 , 7 8 5 4 4 , 9 3 5 9 4 , 8 4 8 5

1 , 5 7 0 8 4 , 9 2 2 0 4 , 8 3 7 7

2 , 3 5 6 2 4 , 9 3 5 9 4 , 8 4 8 5

3 , 1 4 1 6 4 , 9 6 9 7 4 , 8 7 5 1

3 , 9 2 7 0 5 , 0 0 4 0 4 , 9 0 2 5

4 . 7 1 2 4 5 , 0 1 8 3 4 , 9 1 4 1

5 . 4 9 7 8 5 , 0 0 4 0 4 . 9 0 2 5

6 , 2 8 3 2 4 , 9 6 9 7 4 , 8 7 5 1

En -  n a t ę ż e n i e  p o la  o b l i c z o n e  na p o d s ta w ie  w zo ru  ( 6 . 1 ) ,

-  n a t ę ż e n i e  p o la  o b l i c z o n e  z g o d n ie  z  programem z  r y s .  6 . 1  d l a  N •  16 

je d n e k o w y c h  e le a e n t ó w  p o d z i a ł u  k o n t u r u .

Z p o ró w n a n ia  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  dokonanego w t a b e ­

l i  I  w y n i k a ,  że  a a k s y a a ln y  b ł ą d  o b l i c z e ń  n u a e r y c z n y c h  En w z g lę d e a  o b l i ­

c z e ń  En dokonanych w o p a r c i u  o w z ó r  a n a l i t y c z n y  w y n o s i :
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Er > >  - - W

V
max - 2 -----------------   100% = 2 .1 %

W c e l u  o k r e ś l e n i a  t e n d e n c j i  zm ian  te g o  b ł ę d u  dokonano d l a  r o z p a t r y w a n e g o  

p r z y k ł a d u ,  o b l i c z e ń  w s p ó łc z y n n ik a  uw aru nk ow an ia  m a c ie r z y  u k ła d u  rów­

nań ( 4 . 7 )  (w z ó r  ( 4 . 3 )  w z a l e ż n o ś c i  od i l o ś c i  N je d n a k o w y c h  e lem entó w  po­

d z i a ł u  k o n t u r u  przew odu ( t a b e l a  I I ) .

T a b e la  I I

Z a le ż n o ś ć  w s p ó łc z y n n ik a  30 u w aru nk ow an ia  m a c ie r z y  równań ( 4 . 7 )  względem  
i l o ś c i  N Jednakow ych e le m e n tó w  p o d z i a ł u  k o n tu r u  przewodu d l a  l i n i i  Jed­

noprzew o dow ej o danych z  r y s .  6 . 2

N 8 16 32

K 128 518 1680

Z o b l i c z e ń  ty c h  w y n i k e ,  że  im w i ę c e j  p r z y j m i e  s i ę  e le m e n tó w  p o d z i a ł u  kon­

t u r u  p rz e w o d u ,  t o  z g o d n ie  ze wzorem ( 4 . 3 )  z a c h o w a n ie  n i e z m ie n n e g o  b łędu  

o b l i c z e ń  wymaga z w i ę k s z e n i a  d o k ł a d n o ś c i  o b l i c z e ń  e le m e n tó w  m a c ie r z y  u k ł a ­

du równań ( 4 . 7 )  w o p a r c i u  o s z e r e g i  f u n k c y jn e  ( 3 . 1 8 6 ) .

6 . 1 . 2 .  O b l i c z a n i e  p o la  d l a  m odelu l i n i i  4 0 0  kV 1 7 5 0  kV m etodę e lem entów  

b rzeg ow ych

Program  o b l i c z e n i o w y  o p ra cow any w p k t .  6 . 1 . 1  ( r y s .  6 . 1 )  za s to s o w a n o  do 

o b l i c z e n i a  r o z k ł a d u  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o w i e r z c h n i  przewodów

*00 W

Rys. 6.3. Konfiguracja linii przesyłowaJ 400 kV 
Fig. 6.3. Configuration of the 400 kV transalssion line
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l i n i i  400  kV o danych g e o m e try c z n y c h  podanych na r y s .  6 . 3 .  W o b l i c z e n i e c h  

p rze w o d y  ro b o c z e  1 , 2 ...........6 i  p rzew o dy odgromowe 7 ,  8 p r z y j ę t o  Jako w a l c o ­

we o p r o m ie n iu  r ^  = . . .  » r 6 “ mm > r 7 “ r 8  = mm.
P o t e n c j a ł y  przewodów względem  p ł a s z c z y z n y  z i e m i  p r z y j ę t o  Jako s i n u s o i ­

d a l n i e  zm ienn e  o w a r t o ś c i a c h  z e s p o lo n y c h :

o 90 180 270 360
Rys. 6.4. Rozkład natężania pola na powierzchni przewodów linii 400 kV o

danych z rys. 4.1
Fig. 6.4. Olstribution of tha alectrlc field strength on tha conductora 

surfacas of tha 400 kV line. Data froa 4.1 figura

R o z k ła d  n a t ę ż a n i e  p o ls  e l e k t r y c z n e g o  En na p o w ie r z c h n i  przewodów o b l i ­
c zo no  z g o d n ie  z  a lg o ry tm em  ( 4 . 7 )  i  ( 3 . 1 8 6 ) ,  g d z i e  p r z y j ę t o  N j  = . . .  » Ng » 

*  1 6 ,  p r z y  c z y «  w yb ó r  zm ienn ych w ęz łow yc h  6 *  ( k  » 1 , 2 , . . .  , 8 )  ( l  « 1 ,

2 , . . . , 1 6 )  j e e t  rów n om ierny  ne k a żd y «  o k r ę g u .  P o n ie w a żn e  p o w ie r z c h n i  p r z e ­

wodów E » 6 / £  , w ię c  r o z w i ę z e n i e  u k ła d u  równań ( 4 . 7 )  ze  względu na z n ie n -  n o  L
ne w ęz łow e  g ę s t o ś c i  ładunków 6 ^  j e s t  równoweżne z  o b l i c z e n i e «  s k ł e d o -

wych n o rm a ln y c h  w e k to r e  n a t ę ż e n i e  p o la  w ty c h  sanych p u n k ta c h  w ę z ł o ­

w ych. R o z k ła d  t e n  d l a  p o s z c z e g ó ln y c h  przewodów podano ne r y s .  6 . 4 .  Maksy­

m alne w a r t o ś c i  n e t ę ż e n i a  p o la  w y s t ę p u ję  na p rzew o dach 3 1 4  f a z y  ś r o d k o -
c ^

w e j  i  wynoszę 1 6 , 4  10 V /m , co odpowlade m aksym alne j  a m p l i t u d z i e  2 3 , 2  10 

V/ta. A n a lo g ic z n e  o b l i c z e n i a  wykonano d l a  modelu l i n i i  7 5 0  kv  ( r y s .  6 . 5 ) ,  

p r z e d s t a w i a j ę c  Je na r y s .  6 . 6 .
Z na jom ość  r o z k ł a d u  ład un ków  na p o w ie r z c h n ia c h  przewodów p o zw a la  zg o d n ie  

ze  w z o ra m i ( 3 . 1 8 5 ) ,  ( 5 . 1 4 ) ,  ( 5 . 1 5 ^  o b l i c z y ć  r o z k ł a d  p o t e n c j a ł u  i  w e k to r a
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Rys. 6.5. Konfiguracja linii 750 kv 
Fig. 6.5. Configuration of the 400 kV lina

Rys. 6.6. Rozkład natężania pola na powierzchni przewodów linii 750 kV o
danych z rys. 4.3

Fig. 6.6. Distribution of the slectric field strength on the conductors 
surfaces of the 750 kv line. Oeta from 4.3 figure

Rye. 6.7. Rozkład natężenia pola pod liniami 400 i 750 kv na wysokości
1,8 « nad ziemię

Fig. 6.7. Distribution of the electric field etrength under 400 and 750
kV lines on the 1,8 m level

n a t ę ż e n i a  p o la  w dowolnym p u n k c ie  w o k ó ł  l i n i i .  Jak  w iadom o, pole e l e k t r y c z ­

ne w o k ó ł  l i n i i  J e 9 t  polem sp o la ryzo w an ym  e l i p t y c z n i e  (n p .  [ l 8 ,  4 l ] ) .  B io -  

rę c  w ię c  pod uwagę w zo ry  ( 5 . 1 4 )  i  ( 5 . 1 5 )  na sk ład o w ę  Eg i  p o la  e -

l e k t r y c z n e g o  o d p o w ie d n io  w k ie r u n k u  p ó ł o s i  d u ż e j  i  m a łe j  p o la  w i r u j ę c e g o  

o b l i c z o n o  Jego r o z k ł a d y  na w y s o k o ś c i  1 , 8  m nad z i e m i ę  ( r y s .  6.7). R o z k ła ­

dy t e  p o k r y w a ję  s i ę  z r o z k ła d a m i  o b l i c z o n y m i  w o p a r c iu  o a lg o r y t m  podany  

w p r a c y  [ l 8 ]  . Z b ie ż n o ś ć  ty c h  o b l i c z e ń  w y n ik a  z  f a k t u ,  że  d l a  punktów X 

d o s t a t e c z n i e  o d l e g ł y c h  od przewodów w y s t a r c z a  aproksymować g ę s t o ś c i  ł a ­

dunków 6 k (Y )  f u n k c j ę  s t a ł ę  ó k (Y )  = c o n s t  na każdym k o n t u r z e  'e1' p r z e ­

wodu, co p r z y  r o z w i n i ę c i u  ( 3 . 1 8 0 )  J ę d r a  o p e r a c j i  ( 2 . 1 5 )  d a j e :

V  ■ w E  / / < * >  ‘ " « X  ■ I  21
k = i  <eK k = i  |XY 1

Taka  a p ro k s y m a c ja  o p e r a t o r a  ty p u  p o t e n c j a ł u  lo g a r y t m ic z n e g o  w a rs tw y  p o j e ­

d y n c z e j  b y ła  podstawę k o n s t r u k c j i  a lg o r y tm u  o b l i c z e n i a  p o la  w punktach l e -  

żę c y c h  d o s t a t e c z n i e  d a le k o  od przewodów l i n i i  (n p .  [ l 8 ,  4 2 ,  6 4 ,  8 4 ] ) .

Oprecowany w t e j  p r a c y  a lg o r y t m  s t a n o w i  u o g ó l n i e n i e  ta m ty c h  a l g o r y t ­

mów, p o z w a la ję c  r ó w n o c z e ś n ie  o b l i c z a ć  p o la  w w a r s t w ie  p r z y  p o w ie r z c h n i  

z i e m i , J a k  r ó w n ie ż  na p o w ie r z c h n i  przewodów l i n i i .
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6 . 2 .  Z a s to s o w a n ie  m etody k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  do r o z w i ą z a n i a  u k ła d u  rów­

nań c a łk o w y c h  I  r o d z a j u  l i n i i  p r z e s y ło w e j

W p r z y p a d k u  k i e d y  a l g e b r a i c z n y  u k ła d  równań ( 4 . 7 )  d y s k r e t y z u j ę c y  u k ła d  

równań c a łk o w o -b r z e g o w y c h  I  r o d z a j u  ( 2 . 1 4 )  d l a  dwuwymiarowego modelu l i ­

n i i  p r z e s y ł o w e j  J e s t  z b y t  d u ży  i  w y s t ę p u ję  t r u d n o ś c i  z  j e g o  be zp o śre d n im  

r o z w ią z a n ie m  (n p .  metodę e l i m i n a c j i  G a u s s a ) ,  do Jego r o z w i ę z a n i a  można 

z a s to s o w a ć  m etodę k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  w p o s t a c i  ( 4 . 4 5 )  d y s k r e t y z u j ę c e j  

k o l e j n e  p r z y b l i ż e n i a  ( 4 . 2 4 ) .

S to s o w a n ie  m etody k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń ,  z g o d n ie  z opracowanym a l g o r y t ­

mem ( 4 . 4 5 ) ,  wymaga z n a jo m o ś c i  n a j m n i e j s z e j  l i c z b y  c h a r a k t s r y s t y c z n e j  ope­

r a t o r a  c a łk o w e g o  ty p u  p o t e n c j a ł  l o g a r y t m i c z n y  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j  z a d a n e j  

na o k rę g a c h  ( 2 . 1 5 ) .  Do o b l i c z e n i a  n a j m n i e j s z e j  l i c z b y  c h a r a k t e r y s t y c z n e j  

z a s to s o w a n o  w z ó r  i t e r a c y j n y  ( 4 . 4 4 ) .  M a ję c  na uwadze r e a l i z a c j ę  p r o c e ­

su o b l i c z e ń  na EMC, n a l e ż y  c i ę g  f u n k c j i  ( 4 . 4 4 )  o r a z  i c h  normy ( 4 . 4 3 )  z a l -

g e b r a i z o w a ć .  W tym c e l u  n a l e ż y  d l a  f u n k c j i  c«}k ( x )  określonej cięgiem ( 4 . 4 2 )
kw p ro w a d z ić  a n a l o g i c z n ę  a p r o k s y m a c ję  na każdym s le m e n c ie  ' t   ̂ p o d z i a ł u  okrę­

gu le k , j a k  w p k t .  3 . 4 . 2  (w z ó r  ( 3 . 1 7 3 ) )

, <ak q)k . - o)k Ą w k . , -o)k..k/_^ m ,iri+l m,i+l* i . m,i+l u'm.l
m —  ~ y — v  • ( ■ ’

P i * l  ~ P l  P i * l

g d z ie

W m.i S
W y k o r z y s t u ją c  a p ro k s y m a c ję  o p e r a t o r a  f L ( 2 . 1 5 )  p rz e p ro w a d z o n ę  w p k t .

3 . 4 . 2  (w z ó r  ( 3 . 1 8 5 ) )  w p r o c e s i e  k o n s t r u k c j i  c i ę g u  f u n k c j i  U>k (x) (w z ó r

( 4 . 4 4 ) )  o r a z  r o z p i s u j ę c  go w p o s z c z e g ó ln y c h  p u n k ta c h  p o d z i a ł u  o k rę g u

(fck , o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ę c ę  p o s ta ć  a l g e b r a i c z n ę  k o n s t r u k c j i  c lę g u  

tók (Y k )J (m = 1 , 2 , 3 . . . . ) :

Np Nk

®i.j £ cJ(Yj1)&,»-i.i (1 * i >2 v  (j • i -2 v
k = l  i - 1  ( 6 . 4 )

U w z g l ę d n i a j ą c  p r z y  o b l i c z a n i u  normy ( 4 . 4 3 )  a p ro k s y m a c ję  f u n k c j i  o»k (x ) d a -  

nę wzorem ( 6 . 3 )  d l a  p o s z c z e g ó ln y c h  e le m e n tó w  o k rę g u  ,e k , o t r z y m u je  s i ę  

n a s t ę p u j ę c ę  p r z y b l i ż e n i e  normy ( 4 . 4 3 ) :
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( s t a r t )

R ys .  6 . 8 .  Schemat b lo ko w y  program u o b l i c z e n io w e g o  p o la  e l e k t r y c z n e g o  l i ­
n i i  p r z e s y ł o w e j  metodę k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń

Fig. 6.8. Flowchart for program computing electric field of the transais- 
sion lina by the aethod of subsequent approxlmatlons
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2 -  1 -  J ----
k = l  i  = l  n + i

W .  i ^ +i - ^ . i+i^i

( * k i  - - < i +i ^ ) ^ . i +i —* s . ± ) ♦ 

y R . i +l -«m,il((«Łl>2 + ^ i +l ^  ♦ ^ > 2 >]

1
z

( 6 . 5 )

g d z ie

# k kaj _ H -  g ę s t o ś ć  w ęz łow a s p r z ę ż o n a  wzg lędem  w _  . .m »i m , i
W zory ( 6 . 4 )  ( 6 . 5 )  1 ( 4 . 4 4 )  p o z w a l a j ą  w ię c  w sposób p r z y b l i ż o n y  o k r e ś l i ć  

n a j m n i e j s z e  l i c z b ę  c h a r a k t e r y s t y c z n y  o p e r a t o r a  ^  ( 2 . 1 5 )  z  z a s to s o w a ­

niem t e c h n i k i  n u m e r y c z n e j .  N a l e ż y  z a u w a ż y ć ,  że  w k o n s t r u k c j i  ( 6 . 4 )  c ią g u  

|o>k (Y k )J  n ie z b ę d n e g o  do o b l i c z e n i a  s t o s u j e  s i ę  t ę  sarnę m a c ie r z

[ c k ( Yj ) J ,  k t ó r a  w y s t ę p u je  w p r o c e s i e  i t e r e c y j n y m  ( 4 . 4 5 ) ,  co n i e w ą t p l i w i e  
s k r a c a  c z a s  o b l i c z e ń .

U w z g l ę d n i a j ą c  a lg o r y t m  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  ( 4 . 4 5 )  o r a z  w y ż e j  o k r e ś l o ­

ny sposób p o s z u k iw a n ia  n a j m n i e j s z e j  l i c z b y  c h a r a k t e r y s t y c z n e j  n i e z b ę d n e j  

do wyboru  p a r a m e t r u  r e g u l e r y z u j ę c e g o  (n ie r ó w n o ś ć  ( 4 . 2 5 b ) ) ,  opracowano p r o ­
gram o b l i c z e ń ,  k t ó r e g o  schem at b lo ko w y  podano na r y s .  6 . 9 .

6 . 2 . 1 .  O b l i c z e n i a  t e s t u j ą c e

Opracowany program  o b l i c z e n i o w y  ( r y s .  6 . 8 )  p r z e t e s t o w a n o  na tym samym 

p r z y k ł a d z i e  o b l ic z e n io w y m  co w p k t .  6 . 1 . 2 ,  t j .  d l a  l i n i i  Je dno przew o dow e j  

o danych z r y s .  6 . 2 .  P o z w o l i ł o  t o  r ó w n ie ż  dokonać p o ró w n a n ia  o b l i c z e ń  roz­

k ła d u  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w i e r z c h n i  przew odu o b l i c z o n e g o  z g o d n ie  z e  wzo­

rem ( 6 . 1 )  o r a z  o b l i c z o n e g o  z g o d n ie  z  programem o b l i c z e n io w y m ,  k t ó r e g o  

schem at b lo ko w y  p r z e d s t a w io n o  na r y s .  6 . 8 .  W o b l i c z e n i a c h  p r z y j ę t o  po­

d z i a ł  o k rę g u  na 16 Jednakow ych e le m e n tó w .  O b l i c z e n i a  p rze p ro w a d z o n o  na 

m a s zy n ie  c y f r o w e j  R1AD 3 2 .  W s p ó ł c z y n n i k i  m a c ie r z y  ( d l a  k = 1 = 1)

w y s t ę p u j ą c e j  w a l g o r y t m i e  o b l ic z e n io w y m  ( 4 . 4 5 )  d y s k r e t y z u ją c y m  k o l e j n e  

p r z y b l i ż e n i a  ( 4 . 2 4 )  J a ko  z b i e ż n e  s z e r e g i  fu n k c y jn e  (w z ó r  ( 3 . 1 8 6 ) )  o b l i ­

czono z d o k ła d n o ś c ią  do ośmiu z n a c z ą c y c h  c y f r .  Czas t y c h  o b l i c z e ń  na ma­

s z y n i e  c y f r o w e j  RIAD 32  w y n o s i ł  12 s .  Z g o d n ie  ze  w zo ra m i ( 6 . 4 ) ,  ( 6 . 5 )  i

( 4 . 4 4 )  o b l i c z o n o  d l a  r o z p a t r y w a n e g o  p r z y k ł a d u  n a j m n i e j s z ą  l i c z b ę  c h a r a k ­

t e r y s t y c z n ą ,  o t r z y m u ją c  po p i ę c i u  i t e r a c j a c h

*1
( s )

1 , 0 7 6 0 2 3 ,

p r z y  czym r ó ż n i c a  m ię d z y  c z w a r t ą  i  p i ą t ą  i t e r a c j ą  w o d n i e s i e n i u  do p i ą t e j  
i t e r a c j i  w y n o s i ł a :

^  ^ j

  ( 5 ). = 1 , 1 7  . 1 0 " 7 .

( 5 )

P r z y jm u ją c  w a l g o r y t m i e  ( 4 . 4 5 )  p a r a m e t r  r e g u l a r y z a c j i  & =  0 , 9 5  ^ , doko­

nano o b l i c z e ń  r o z k ł a d u  w e k t o r a  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  E (<p'- ns
( 52) n

p o w i e r z c h n i  przew o du .
O b l i c z e n i a  p r z e r w a n o  po 52 i t e r a c j a c h ,  p r z y  czym d l a  o s t a t n i c h  dwóch i t e ­

r a c j i

En -  En ( ^

max 1 5 2 ---------------  —  *  8 , 0 1  . 10- 6 .
n vr '

( 5 2 )

Czas o b l i c z e ń  52 i t e r a c j i  na m as zy n ie  c y f r o w e j  R IA D  32 w y n o s i ł  12 s .  .Vy- 

n i k i  o b l i c z e ń  E (ę?) z e s t a w io n e  z o b l i c z e n i a m i  En (y*) dokonanymi w op er-  

( 5 2 )
c i u  o w zó r  ( 6 . 1 )  podano w t a b e l i  I I I .

T a b e l a  I I I

P o ró w n an ie  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w ie r z c h n i  przewodu o danych z 
r y s .  6 . 2  o b l i c z o n y c h  z g o d n ie  ze wzorem ( 6 . 1 )  E^C^?) o r a z  w o o a r c iu  o a l ­

go ry tm  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  ( r y s .  6 . 9 )  En (ę;)
(5 2 )
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En t y )  x 105 En (c^) « 105 

( 52)

rad
V
m

V
m

0 , 7 8 5 4 4 , 9 3 5 9 2 4 ,9 3 5 7 8

1 ,5 7 0 8 4 , 9 2 2 0 5 4 , 9 2 1 8 5

2 , 3 5 6 2 4 .9 3 5 9 2 4 ,9 3 5 7 8

3 , 1 4 1 6 4 ,9 6 9 7 3 4 ,9 6 9 7 4

3 , 9 3 7 0 5 ,0 0 4 0 0 5 .0 0 4 1 4

4 . 7 1 2 4 5 ,0 1 8 3 3 5 , 0 1 8 5 1

5 , 4 9 7 8 5 ,0 0 4 0 0 5 , 0 0 4 1 4

6 ,2 8 3 2 4 ,9 6 9 7 3 4 ,9 6 9 7 4

Z p o ró w n a n ia  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i e  p o la  w t a b e l i  I I I  w y n ik a ,  że maksymalny  

b ł ą d  o b l i c z e ń  num erycznych w o d n i e s i e n i u  do o b l i c z e ń  dokonanych w o p a r c iu  

o w zór  ( 6 . 1 )  w y n o s i :

En<ł>> -
i łia x  ------------h ^  . 10
y  n vr '
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6 . 2 . 2 .  O b l i c z a n i e  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w i e r z c h n i  przewodów l i n i i  Jedno­
p rzew o do w e j o dwóch p rzew o d a ch  w w ią z c e

O pracow any program  o b l i c z e n i o w y  za s to s o w a n o  do b a d a n ia  r o z k ł a d u  n a t ę ­

ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o w i e r z c h n i  przewodów l i n i i  je d n o p rz e w o d o w e j  
o danych g e o m e tr y c z n y c h  podanych na r y s .  6 . 9 .

R ys .  6 . 9 .  L i n i a  Jednoprzewodow a o dwóch p rzew o d a ch  w w ią z c e  

F i g .  6 . 9 .  T r e n a a i e a l o n  l i n e  w i t h  two c o n d u c t o r a  i n  t h e  b u n d le

P o t e n c j a ł  przew odu w zg lędem  z i e m i  (x _  = 0 )  p r z y j ę t o  V 400 kv

V ?
K o n tu r y  przewodów ( o k r ę g i )  p o d z ie lo n o  na 16 Jednakow ych e le m e n tó w .  N a j ­

m n ie j s z a  l i c z b a  c h a r a k t e r y s t y c z n a  d l a  r o z p a t r y w a n e g o  u k ła d u  o t rz y m a n a  po 
p i ę c i u  i t e r a c j a c h  w y n o s i :

*-1
( 5 )

2 , 9 2 6 3 6 8 ,

p r z y  czym

*1 -
I±L = 1 f 4 8 4  . 1 0 " 9 .

*1
( 5 )

P r z y jm u ją c  w a l g o r y t m i e  ( 4 . 4 5 )  p a r a m e t r  r e g u l a r y z a c j i  & = 0 , 9 5 & l t  doko­

nano o b l i c z e ń  r o z k ł a d u  w e k t o r a  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w i e r z c h n i  przewodów.  

O b l i c z e n i a  p r z e r w a n o  po 127 i t e r a c j a c h ,  p r z y  czym d l a  o s t a t n i c h  dwóch i -  
t e r a c j  i

En (  > -  En ( V» 

max i 1.2 7 ) ,  ,.( ł 2 6 )
V r r ^ r

( 1 2 7 )

« 8 , 9 10-6
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Czas o b l i c z e ń  127 I t e r a c j i  na m as zy n ie  c y f r o w e j  RIAD 32 w y n o s i ł  119 s.  

Ze w zg lę d u  na s y m e t r i ę  u k ła d u  z  r y s .  6 . 1 0  o b l i c z e n i a  podano t y l k o  d l a  

przewodu 1 ( t a b e l a  I V ) .

T a b e la  IV

R o z k ła d  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o w ie r z c h n i  przewodu l i n i i  j e d n o ­
p rzew odow ej o dwóch przew o dach w w ią z c e  i  danych z r y s .  6 . 9

rad 0 , 7 8 5 4 1 ,5 7 0 8 2 , 3 5 6 2 3 , 1 4 1 6 3 , 9 3 7 0 4 , 7 1 2 4 5 , 4 9 7 8 0

En

1 0 5

V
m 12 , 7 2 8 0 1 3 ,5 1 1 5 1 4 ,2 4 1 4 1 4 ,5 5 0 5 14 ,3 0 8 8 1 3 ,6 0 6 8 1 2 ,7 9 5 4 1 4 .4 0 4 4

6 . 2 . 3 .  O b l i c z a n i e  p o la  d l a  modelu l i n i i  40 0  kV i  7 5 0  kV metodę k o le jn y c h  

p r z y b l i ż e ń

Opracowany program  o b l i c z e ń  ( r y s .  6 . 8 ) ,  z g o d n ie  z a lg o ry tm e m  ( 4 . 4 5 ) ,  

za s to s o w a n o  do o b l i c z e ń  r o z k ła d u  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o w ie r z ­

c h n i  przewodów modelu l i n i i  4 0 0  kV i  7 5 0  kv o danych g e o m e try c zn y c h  poda­

nych na r y s .  6 . 3  i  6 . 5 .  M o de le  l i n i i  p r z e s y ło w y c h  o r a z  w a r u n k i  brzegowe  

p r z y j ę t o  t a k  j a k  w p k t .  6 . 1 . 2 ,  co s t w a r z a  m o ż l iw o ś ć  porównania m etody p r o ­

s t e j  a l g e b r a i z a c j 1 ,  t j .  b e z p o ś r e d n ie g o  r o z w i ą z a n i a  a l g e b r a i c z n e g o  u k ła d u  

równań ( 4 . 7 )  d y s k r e t y z u j ą c e g o  u k ła d  równań c a łk o w y c h  I  r o d z a ju  ( 2 . 1 4 )  z 

metodą k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  w z a l g e b r a i z o w a n e j  p o s t a c i  ( 4 . 4 5 ) .

W o b l i c z e n i a c h  p r z y j ę t o  p o d z i a ł  każdego k o n tu r u  o k rę g u  przewodów mode­

l u  l i n i i  4 0 0  kV na 32 jed na kow e  e le m e n t y .  E le m e n ty  m a c ie r z y  [ c j (V j )J ( k , l = '  

= 1 , 2 , . . . , 8 )  d l a  l i n i i  4 0 0  kv w y s t ę p u j ą c e j  w a l g o r y t m i e  ( 4 . 4 5 )  jako z b i e ż ­

ne s z e r e g i  fu n k c y jn e  (w z ó r  ( 3 . 1 8 6 ) )  o b l i c z o n o  do ośmiu z n a c z ą c y c h  c y f r .  

Czas g e n e r a c j i  e le m e n tó w  m a c ie r z y  na m aszyn ie  c y f r o w e j  RIAD 32 w y n o s i ł  

63 1  s .  Z g o d n ie  ze  w zo ra m i ( 6 . 4 ) ,  ( 6 . 5 ) ,  ( 4 . 4 4 )  o b l i c z o n o  d i s  modelu l i n i i  

4 0 0  kV n a j m n i e j s z ą  l i c z b ę  c h a r a k t e r y s t y c z n ą ,  o t r z y m u ją c  po 27  i t e r a c j a c h

S .  2 , 3 5 2 1 1 4 ,

( 2 7 )

p r z y  czym r ó ż n i c a  m ię d zy  27 a 26 i t e r a c j ą  w y n o s i ł a :

26 27

27

2,8 10- 5

Czas o b l i c z e ń  n a j m n i e j s z e j  l i c z b y  c h a r a k t e r y s t y c z n e j  z błędem 2 , 8  . 10 5 

w y n o s i ł  206  s.
P r z y jm u ją c  w a l g o r y t m i e  ( 4 . 4 5 )  p a r a m e t r  r e g u l a r y z a c j  i  !K = 0 , 9 5  , do­

konano o b l i c z e ń  r o z k ła d u  w e k to r a  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  ns

p o w ie r z c h n i  przewodów modelu l i n i i  40 0  kV. O b l i c z e n i a  p rze rw a n o  po 151 

i t e r a c j a c h ,  p r z y  czym d l a  o s t a t n i c h  dwóch i t e r a c j i
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Eń (x) ■ Eń (x)

max '̂ 151^ ,lCx ) 1 5 0 '> = 2 <4 2  • 10‘ 5 .X € S n
( 1 5 1 )

C zas o b l i c z e ń  151 I t e r a c j i  na m a s zy n ie  c y f r o w e j  RIAD 32  w y n o s i ł  11 00  s .  

W y n i k i  o b l i c z e ń  E“ ( x )  na p o w i e r z c h n i  przewodów l i n i i  4 0 0  kV r ó ż n i ę  s i ę  

n i e  w i ę c e j  n i ż  2 ,8 %  od o d p o w ie d n ic h  o b l i c z e ń  dokonanych metodę p r o s t e j  a l -  

g e b r a i z a c j i  MPA, t j .  b e z p o ś r e d n ie g o  r o z w i ę z a n i a  u k ła d u  równań ( 4 . 7 ) .  Po­

ró w n a n ia  ty c h  wyn ikó w  d l a  przew odu 3 l i n i i  4 0 0  kV ( r y a .  6 . 3 ) ,  na k tó rym  

w y s t ę p u je  maksymalne n a t ę ż e n i e ,  dokonano w t a b e l i  V.

T a b e la  V

P o ró w n an ie  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  l i n i i  4 0 0  kV (p rze w ó d  3 
r y s .  6 . 3 )  na p o w i e r z c h n i  przewodów o b l i c z o n y c h  d l a  j e j  modelu metodę p r o ­

s t e j  a l g e b r a i z a c j i  MPA i  metodę k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  MKP

V MPA MKP

rad E x 105 n En x 1 0 5

V/m V/m

0 , 3 9 2 7 0 1 4 ,5 3 8 9 1 4 , 4 9 8 0
0 , 7 8 5 4 1 4 ,7 9 9 6 1 4 ,7 9 5 7
1 , 1 7 8 1 1 5 ,1 6 5 8 1 5 ,2 2 5 8
1 , 5 7 0 8 1 5 ,5 7 5 1 1 5 ,7 0 8 7
1 , 9 6 5 3 1 5 ,9 1 8 4 1 6 ,1 6 6 7
2 , 3 5 6 2 1 6 ,1 9 2 8 1 6 ,5 3 7 5
2 , 7 4 8 9 1 6 ,3 6 4 6 1 6 ,7 7 8 0
3 , 1 4 1 6 1 6 ,4 0 2 9 1 6 ,8 6 3 7
3 , 5 3 4 3 1 6 ,3 7 1 3 1 6 ,7 8 6 3
3 , 9 2 7 0 1 6 ,2 0 5 1 1 6 ,5 5 2 9
4 , 3 1 9 7 1 5 ,9 3 4 5 1 6 ,1 8 6 8
4 , 7 1 2 4 1 5 ,5 9 2 5 1 5 ,7 3 0 4
5 , 1 0 5 1 1 5 ,1 8 1 9 1 5 ,2 4 5 9
5 , 4 9 7 8 1 4 ,8 1 1 9 1 4 ,8 1 1 0
5 , 8 9 0 5 1 4 ,5 4 5 6 1 4 ,5 0 6 3
6 , 2 8 3 2 14 , 4 2 1 7 1 4 ,3 9 3 9

A n a l o g i c z n e  o b l i c z e n i a  dokonano d l a  m odelu l i n i i  7 5 0  k V ,  p o d e ję c  Je w t a ­
b e l i  V I .
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T a b e la  V I

P o ró w n an ie  r o z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  l i n i i  750  kV na p o w ie r z ­
c h n i  przew odu (p rz e w ó d  7 r y s .  6 . 5 )  o b l i c z o n y c h  d l a  J e j  modelu metodę p r o ­

s t e j  a l g e b r a i z a c j i  MPA i  metodę k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  MKP

MPA 

En • 1q5

MKP

rad V/m V/m

0 , 7 8 5 4 1 3 ,6 6 1 3 ,3 1 9 5

1 ,5 7 0 8 14 ,3 4 2 8 14 ,1 1 9 9

2 , 3 5 6 2 1 5 ,9 3 3 0 16 ,0 3 8 2

3 , 1 4 1 6 1 7 ,4 2 6 7 1 7 ,9 1 2 1

3 , 9 2 6 9 1 8 ,1 1 5 0 1 8 ,6 7 4 7

4 , 7 1 2 4 1 7 ,4 9 8 4 1 7 ,9 2 1 9

5 , 4 9 7 8 1 5 ,9 4 5 0 1 6 ,0 5 2 0

6 , 2 8 3 2 1 4 ,3 5 5 0 1 4 ,1 2 9 6

Z o b l i c z e ń  z e s ta w io n y c h  w t a b e l a c h  V i  V I  w y n ik a ,  że  w a r t o ś c i  maksymalne  

n a t ę ż e ń  p o la  e l e k t r y c z n e g o  o b l i c z o n e  metodę k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  ( 4 . 4 5 )  

wynoszę d l a  l i n i i  4 0 0  kV 1 6 , 8 6  . 1 0 5 V /m , n a to m ia s t  d l a  l i n i i  750  kV,  

1 8 , 6 7  . 105 V/m. A n a lo g ic z n e  w e r t o ś c i  o b l i c z o n e  metodę p r o s t e j  a l g e b r a i -  

z a c j i ,  t j .  b e z p o ś r e d n ie g o  r o z w i ę z a n i a  u k ła d u  równań a l g e b r a i c z n y c h  ( 4 . 7 )  

metodę e l i m i n a c j i  G au ssa ,  sę z a n iż o n e  o d p o w ie d n io  o 0 , 4 6  . 1 0 5 V/m i  

0 , 5 6  . 105 V /m . R ó ż n ic e  t e  w y n i k a j ę  d l a  danego p o d z i a ł u  b rze g u  przewodów  

(o k r ę g ó w )  na e le m e n t y  z dużego w s p ó łc z y n n ik a  uwarunkowań m a c ie r z y .
Oak wiadomo bowiem, im w ię k s z y  p o d z i a ł  p o w ie r z c h n i  przewodów na e l e ­

m e n ty ,  tym w ię k s z y  w s p ó łc z y n n ik  uw arunkow an ia  m a c ie r z y  u k ła d u  rów nań, a 

tym samym w ię k s z y  b łę d  o b l i c z e ń .
Z p rz e p ro w a d z o n y c h  o b l i c z e ń  w y n ik a ,  że b łę d u  te g o  u n ik a  s i ę  s t o s u j ę c  me­

to d ę  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń .
Opracowany a lg o r y t m  p o zw a la  na o b l i c z e n i e  ro z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  e -  

l e k t r y c z n e g o  w z a l e ż n o ś c i  od zm ian k o n f i g u r e c j i  l i n i i ,  co u m o ż l iw ia  r o z -  

w ię z y w a n ie  w i e l u  z a g a d n ie ń  s y n te z y  p o l a .  P rz y k ła d o w o  zas to s o w an o  go do ob­

l i c z e n i a  w a r t o ś c i  maksymalnych n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w ie rzc h n i  przewodów r o ­

b o czych  o r a z  na w y s o k o ś c i  1 , 8  m nad z i e m i ę  d l e  l i n i i  4 0 0  kV i  750  kv ( d a ­

ne z r y s .  6 . 3  i  6 . 5 )  w z a l e ż n o ś c i  od zm ian  o d l e g ł o ś c i  m ię d zy  przew o dam i w 

w i ę z c e .  W o b l i c z e n i a c h  stoso w an o  t y l e  i t e r a c j i , d o p ó k i  m aksymalna r ó ż n i c a  

m ię d z y  r o z k ła d e m  n a t ę ż e n i a  p o le  na p o w ie r z c h n i  przewodów dwóch o s t a t n i c h  

i t e r a c j i  o d n ie s io n a  do o s t a t n i e j  w a r t o ś c i  n i e  o s i ę g n i e  10 W y n ik i  o b l i ­

c z e ń  p r z e d s t a w io n o  w t a b e l i  V I I .  Z o b l i c z e ń  ty c h  w y n ik a ,  że  p r z y  zachow a­

n i u  s t a ł y c h  o d l e g ł o ś c i  m ię d z y  o s ia m i  przewodów ro b o c zy c h  odgromowych o r a z  

w zg lędem  z i e m i  i s t n i e j e  minimum maksymalnych w a r t o ś c i  n a t ę ż e n i e  pola e l e k ­

t r y c z n e g o  na p o w ie r z c h n i  przewodów ro b o c z y c h  p o s z c z e g ó ln y c h  f a z  w z a l e ż ­

n o ś c i  od o d l e g ł o ś c i  m ię d zy  p rzew o dam i w w ię z c e  ( r y s .  6 . 1 0 ) .
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X< Sp

R ys .  6 . 1 0 .  R o z k ła d  m aksym alnych w a r t o ś c i  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na 
p o w i e r z c h n i  przewodów l i n i i  4 0 0  i  7 5 0  kv

F i t .  6 . 1 0 .  D i s t r i b u t i o n  o f  t h e  maximum v a l u e s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  s t r ­
e n g th  on th e  c o n d u c t o r s  s u r f a c e s  o f  th e  4 0 0  and 7 5 0  kV l i n e s  as  t h e  f u n c ­

t i o n  o f  t h e  d d i s t a n c e  b e tw e e n  c o n d u c t o r s  i n  th e  b u n d le

T a b e la  V I I
M aksym alne w a r t o ś c i  n a t ę ż e n i a  p o la  na p o w i e r z c h n i  przewodów i  na w ysokoś­

c i  1 , 8  m nad z i e m i ę  d l a  l i n i i  4 0 0  kV i  7 5 0  kV

d max E x 1 0 5 max E I x 10^
X € S

P
X j  | x 2 = 1 ,8

V V
m m

4 0 0  kV
1 2 ' "  3..................... ...

0 , 1 1 7 , 3 2 6 , 9 6
0 , 2 1 6 , 7 2 7 , 4 1
0 , 3 1 6 , 7 2 7 , 7 0
0 . 4 1 6 , 8 6 7 , 9 2
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cd. tabeli VII

............ 1 2 —  ■ s

0 , 5 - 1 7 ,0 4 8 , 1 0

0 , 6 1 7 ,2 3 8 , 2 5

0 . 7 1 7 ,4 2 8 , 3 8

0 , 8 1 7 , 6 0 8 , 5 0

7 5 0  kV

0 . 1 2 0 , 7 9 8 , 4 6

0 , 2 1 8 , 9 0 9 , 3 3

0 , 3 1 8 ,5 9 9 , 9 3

0 , 4 1 8 , 6 7 1 0 ,4 1

0 , 5 1 8 ,8 9 1 0 ,7 8

0 , 6 1 9 ,1 7 1 1 , 1 6

0 . 7 1 9 , 4 7 1 1 , 4 7

0 , 8 1 9 ,7 9 1 1 , 7 6



7. UWAGI I WNIOSKI

P ra c a  d o t y c z y  a n a l i z y  p ó l  e l e k t r y c z n y c h  za pomocą u k ła d ó w  równań c a ł -  

k o w o -b rzeg o w ych  I  i  I I  r o d z a j u ,  s fo rm u ło w a n y c h  w o p a r c i u  o t e o r i ę  p o te n ­

c j a ł u  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  i  p o d w ó jn e j ,  num eryczną metodę e le m e n tó w  b r z e ­
gowych.

M a ją c  na uwadze k o n s t r u k c j ę  a lg o r y tm ó w  o b l i c z e n i o w y c h  u k ła d ó w  równań  

c a łk o w o -b rz e g o w y c h  I  i  I I  r o d z a j u ,  s fo rm u ło w a n y c h  w r o z d z i a l e  2 p r a c y ,  

z g o d n ie  z  metodą e le m e n tó w  b rzeg ow ych  dokonano w r o z d z i a l e  3 a p r o k s y m a c j i  

p o t e n c j a ł ó w  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  i  p o d w ó jn e j .  Udowodniono s z e r e g  t w i e r d z e ń  
p o m o c n ic z y c h .

Lemat 1

J e ż e l i  p o w i e r z c h n i a  o k r e ś l o n o ś c i  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j  J e s t  aproksym ow a-  

na uk ład em  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 9 )  g e nerow anych  p r z e z  p u n k ty  w ęz łow e  p o w i e r z c h n i ,  

a g ę s t o ś c i  w a r s t w y  p o j e d y n c z e j  na każdym z  t y c h  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 1 0 )  są a p r o -  

ksymowane f u n k c ja m i  s k l e j a n y m i  p ie r w s z e g o  s t o p n i a  dwóch zm ie n n y c h  ( 3 . 1 7 )  

i n t e r p o l u j ą c y m i  dane w a r t o ś c i  w ęz łow e  6 1 w p u n k ta c h  Y1 t r i a n g u l a c j i  po-
1 i i

w i e r z c h n i  S , t o  p o t e n c j a ł  w a rs tw y  p o je d y n c z e j  w dowolnym p u n k c ie  X da

s i ę  aproksymować wzorem ( 3 . 3 4 ) ,  g d z i e  t z w .  f u n k c j e  k s z t a ł t u  A * ( x )  w s p ó ł ­

r z ę d n y c h  p u n k tu  X w y r a ż a j ą  s i ę  z a  pomocą k o m b i n a c j i  ( 3 . 3 5 )  f u n k c j i  s t a n ­
dardow ych ( 3 . 3 9 ) .

W p r z y p a d k u  gdy m ode le  o b l i c z e n i o w e  s t a n o w ią  p r z e w o d n i k i  w p o s ta c i  cien­

k i c h  c y l i n d r y c z n y c h  w a lc ó w ,  o d p o w ia d a ją c y  im p o t e n c j a ł  w a rs tw y  p o je d y n ­

c z e j  o k r e ś l o n y  na i c h  p o w ie r z c h n ia c h  r ó w n ie ż  można aproksymować f u n k c ja m i  

s ta n d a r d o w y m i  w s p ó ł r z ę d n y c h  p u n k tu  X . W ykazano n a s t ę p u j ą c y  le m a t  2 .

Lemat 2

J e ż e l i  p o w i e r z c h n i e  o k r e ś l o n o ś c i  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j .  Jako  c i e n k i e  c y ­

l i n d r y c z n e  w a l c e ,  są p o d z i e l o n e  na e le m e n ty  w e lcow e ( 3 . 6 6 ) , a g ę s t o ś ć  w a r ­

s tw y  p o j e d y n c z e j  na każdym z  ty c h  e le m e n tó w  J e s t  aproksymowana N w y r a z a m i  

s z e r e g u  t r y g o n o m e t r y c z n e g o ,  p r z y  czym ks żd a  a m p l i t u d a  te g to 's z e r e g u  j e s t  z  

k o l e i  aproksymowana f u n k c j a m i  s k l e j a n y m i  J e d n e j  z m ie n n e j  w z d ł u ż  o s i  te g o  

e le m e n tu  w a lc o w e g o ,  t o  p o t e n c j a ł  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j  w dowolnym p u n k c ie  X 

da s i ę  aproksymować wzorem ( 3 . 7 6 ) ,  g d z i e  t z w .  f u n k c j e  k s z t a ł t u  c£  ^ 

( w y r a ż e n i e  ( 3 . 7 7 ) )  są w y r a ż a l n e  p r z e z  z b i e ż n e  s z e r e g i  f u n k c y j n e  ( 3 . 7 8 )  
w s p ó ł r z ę d n y c h  p u n k tu  X .

- 147 -

Do a p r o k s y m a c j i  p o t e n c j a ł u  w a r s tw y  p o d w ó jn e j  za s to s o w a n o  i d e n t y c z n e  po­

d e j ś c i e  Jak  p r z y  a p r o k s y m a c j i  p o t e n c j a ł u  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j .  Wykazano bo­

wiem n a s t ę p u j ą c y  le m a t  3 .

Lemat 3

J e ż e l i  p o w ie r z c h n ia  o k r e ś l o n o ś c i  w a r s tw y  p o d w ó jn e j  j e s t  aproksymowana  

u kładem  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 9 )  generow anych p r z e z  p u n k ty  w ęz łow e p o w i e r z c h n i ,  a 

g ę s t o ś c i  w a r s tw y  p o d w ó jn e j  na każdym z ty c h  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 1 0 )  są a p r o k s y -  

mowane f u n k c j a m i  s k l e j a n y m i  p ie r w s z e g o  s t o p n i a  dwóch zm ien n ych  (3.127) i n ­

t e r p o l u j ą c y m i  dane w a r t o ś c i  węz łow e w p u n k ta c h  Y 1 t r i a n g u l a c j i  p o -
1w i e r z c h n i  S , t o  p o t e n c j a ł  w a rs tw y  p o d w ó jn e j  w dowolnym p u n k c ie  X da s i ę  

aproksymować wzorem ( 3 . 1 3 8 ) ,  g d z ie  t z w .  f u n k c j e  k s z t a ł t u  R * ( x )  w s p ó ł r z ę ­

dnych p u n k tu  X w y r a ż a j ą  s i ę  za  pomocą k o m b i n a c j i  ( 3 . 1 3 9 )  f u n k c j i  s t a n ­

dardow ych ( 3 . 1 1 1 ) .
W k o n s t r u k c j i  j ą d r a  o p e r a t o r a  ca łk o w e g o  ( 2 . 2 9 )  u k ła d u  równań c a łk o w o -  

brzeg ow ych I I  r o d z a j u  ( 2 . 2 7 )  w y s t ę p u je  pochodna p o t e n c j a ł u  w a r s tw y  p o j e ­

d y n c z e j  w k i e r u n k u  norm alnym  do p o w i e r z c h n i  g r a n i c z n e j .  M a ją c  na uwadze  

j e j  a p r o k s y m a c ję ,  w ykazano n a s t ę p u j ą c y  le m a t  4 .

Lemat 4

J e ż e l i  p o w ie r z c h n ia  o k r e ś l o n o ś c i  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  J e s t  aproksymowa­

na uk ład em  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 9 )  generow anych p r z e z  p u n k ty  węz łow e p o w i e r z c h n i ,  

a g ę s t o ś c i  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  na każdym z  ty c h  t r ó j k ą t ó w  ( 3 . 1 0 )  są a p r o -  

ksymowane f u n k c ja m i  s k l e j a n y m i  zerow ego s t o p n ia  ( s t a ł e  na p o w ie r z c h n i  

t r ó j k ą t a ) ,  t o  pochodna p o t e n c j a ł u  w a rs tw y  p o je d y n c z e j  w dowolnym k i e r u n k u  

i  p u n k c ie  X a p ro k s y m u je  s i ę  wzorem ( 3 . 9 9 ) ,  g d z ie  t z w .  f u n k c j e  k s z t a ł t u

g }  h . ( X )  w s p ó łr z ę d n y c h  p u n k tu  X są w y r a ż a ln e  za pomocą f u n k c j i  s t e n -  
1 • J »K .

dardowych ( 3 . 1 1 1 ) .
Do a p r o k s y m a c j i  p o ch odn e j  p o t e n c j a ł u  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  można by z a ­

s to s o w a ć  f u n k c j e  s k l e j a n e  s t o p n i a  p i e r w s z e g o ,  co z w i ę k s z y ł o b y  d o k ła d n o ś ć  

a p r o k s y m a c j i ,  s t w a r z a  to  Jednak  dodatkowe p ro b le m y  z w ią z a n e  z  ap ro ksym a­

c j ą  p o ch odn e j n o r m a l n e j ,  k t ó r a  w n a ro ż a c h  na s t y k u  e le m e n tó w  t r ó j k ą t n y c h  

n i e  l e ż ą c y c h  w J e d n e j  p ł a s z c z y z n i e  j e s t  n i e o k r e ś l o n a .
M a ją c  na uwadze z a s to s o w a n ie  dwuwymiarowych m o d e l i  o b l i c z e n io w y c h  p o le  

e l e k t r y c z n e g o  dokonano r ó w n ie ż  a p r o k s y m a c j i  p o t e n c j a ł u  l o g a r y t m ic z n e g o  

w a r s tw y  p o je d y n c z e j  z a d a n e j  na do w oln ych  k o n tu r a c h  (w z ó r  ( 3 . 1 7 0 ) )  i  na 

k o n tu r a c h  w p o s t a c i  ok ręgów (w z ó r  ( 3 . 1 8 6 ) )  o r a z  poch odn ej  p o t e n c j a ł u  l o ­

g a r y t m i c z n e g o  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  (w z ó r  ( 3 . 1 9 7 ) )  i  p o t e n c j a ł u  lo g a r y tm ic z ­

nego w a r s tw y  p o d w ó jn e j  (w z ó r  ( 3 . 2 0 6 ) ) ,  zad an y ch  na do w oln ych  k o n t u r a c h .
W s z y s t k ie  t w i e r d z e n i a  pom ocn icze  d o t y c z ą c e  a p r o k s y m a c j i  p o t e n c j a ł ó w  u -  

do w od n io ne  w r o z d z i a l e  3 p o z w o l i ł y  na d y s k r e t y z a c j ę  w s z y s t k i c h  uk ład ó w  

równań c a łk o w o -b rz e g o w y c h  s fo rm u ło w a n yc h  w r o z d z i a l e  2 ,  s p ro w a d z a ją c  Je  

o d p o w ie d n io  do u k ła d ć w  równań a l g e b r a i c z n y c h  ( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 7 ) ,  ( 4 . 9 ) ,  ( 4 . 1 5 ) ,  

( 4 . 2 2 ) ,  ( 4 . 7 0 )  i  ( 4 . 7 1 ) .  Wykazano w te n  sposób n a s t ę p u j ą c ą  t e z ę  1 .
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E le m e n ty  m a c i e r z y  o t rz y m a n y c h  w w y n ik u  d y s k r e t y z a c j i  w s z y s t k i c h  u k ł a ­

dów równań c a łk o w o -b r z e g o w y c h  I  i  I I  r o d z a j u ,  s fo rm u ło w a n y c h  w r o z d z i a l e  

2 d l a  p ó l  e l e k t r y c z n y c h  sę w y r a ż a l n e  p o p r z e z  k o m b in a c je  f u n k c j i  s t a n d a r ­

dowych lu b  z b i e ż n e  s z e r e g i  f u n k c y j n e ,  z a l e ż n e  od w s p ó ł r z ę d n y c h  punktów wę­

z ło w y c h  t r i a n g u l a c j i  p o w i e r z c h n i  l u b  k o n tu ró w .
B e z p o ś r e d n ie  r o z w i ą z a n i e  nu m eryczne  w i e l k i c h  u k ła d ó w  równań a l g e b r a ­

i c z n y c h  może być u t r u d n i o n e ,  s z c z e g ó l n i e  j e ż e l i  s t a n o w ię  one w y n ik  d y ­

s k r e t y z a c j i  u k ła d ó w  równań c a łk o w y c h  I  r o d z a j u .  W c e l u  u n i k n i ę c i a  ty c h  

prob lem ów  w y k o r z y s t a n o  w p r a c y  k o n c e p c ję  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  Fridmana [45]  

podany p rz e z -  n i e g o  d l a  Jednego  r ó w n a n ia  c a łk o w e g o  I  r o d z a j u .  U o g ó l n i a j ę c  

J y ,  w yk azan o  n a s t ę p u j ę c y  l e m a t  5 .

Lemat 5

C i ę g i  f u n k c j i  o k r e ś l o n e  w z o ra m i  r e k u r e n c y j n y m l  ( 4 . 2 4 )  lu b  ( 4 . 4 7 )  sę 

z b i e ż n e  o d p o w ie d n io  do r o z w l ę z a n i e  u k ła d u  równań c a łk o w y c h  I  rodzaju ( 2 . 1 4 )  

l u b  ( 2 . 4 ) .

W y k o r z y s t u ję c  t w i e r d z e n i a  p o m o cn icze  d o t y c z ę c e  a p r o k s y m a c j i  p o t e n c j a ­

łó w ,  udow o dn ion e  w r o z d z i a l e  3 ,  dokonano d y s k r e t y z a c j i  k o l e j n y c h  p r z y b l i ­

ż e ń  ( 4 . 2 4 )  i  ( 4 . 4 7 )  w p o s t a c i  ( 4 . 4 5 )  i  ( 4 . 4 9 ) .  A n a l o g i c z n y  a lg o r y t m  o p r a ­

cowano ( r ó w n .  ( 4 . 6 2 ) )  b a z u ję c  na m e t o d z ie  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  w z a s t o s o ­

w a n iu  do u k ła d u  równań c a łk o w y c h  I I  r o d z a j u  ( 2 . 2 7 ) .

We w s z y s t k i c h  o p ra co w an y ch  w p r a c y  a lg o r y t m a c h  do c y f ro w e g o  r o z w i ę z a -  

n i a  u k ła d ó w  równań c a łk o w o -b r z e g o w y c h  d l a  p ó l  e l e k t r y c z n y c h ,  z g o d n ie  z  

w ykazan y  t e z y ,  u n i k n i ę t o  w i e l o t y s i ę c z n y c h  o d w oła ń  do p r o c e d u r y  c a łk o w a n ia  

nu m e ry czne go  na p o s z c z e g ó ln y c h  e le m e n ta c h  b rz e g o w y c h ,  co n i e w y t p l i w i e  

s k r a c a  c z a s  o b l i c z e ń .  P o n ad to  r o z w iy z a n o  g l o b a l n i e  p ro b le m  numeryczny z w ię -  

z a n y  z e  s ł a b y  o s o b l i w o ś c i y  J y d e r  o p e r a t o r ó w  c a łk o w y c h ,  j a k  r ó w n ie ż  o s i y -  

g n i ę t o  du ży  d o k ła d n o ś ć  w g e n e r a c j i  e le m e n tó w  m a c i e r z y ,  co J e s t  s z c z e g ó l ­

n i e  i s t o t n e  p r z y  r o z w ly z y w a n iu  u k ła d ó w  równań c a łk o w y c h  I  r o d z a j u .  P r z y ­

b l i ż o n e  r o z w l y z a n l a  u k ła d ó w  równań c a łk o w o -b rz e g o w y c h  s t a n o w ly  g ę s t o ś c i  

w a r s tw y  p o j e d y n c z e j , k t ó r e  sy równoważne ro z k ła d o m  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k ­

t r y c z n e g o  na p o w ie r z c h n ia c h  przewodów l u b  g ę s t o ś c i  w a r s tw y  p o d w ó jn e j  n i e  

p o s i a d a j y c e  t a k i e j  i n t e r p r e t a c j i .

O b l i c z o n e  r o z k ł a d y  g ę s t o ś c i  w a r s tw y  p o j e d y n c z e j  i  p o d w ó jn e j  p o z w a la jy  

z g o d n ie  z  o t rz y m a n y m i  a p ro k s y m a c ja m i  (w z o r y  ( 3 . 3 4 )  ( 3 . 1 3 8 )  ( 3 . 1 8 5 )  1 (3.399)) 

o k r e ś l i ć  r o z k ł a d y  p o t e n c j a ł u  e l e k t r y c z n e g o  w dowolnym p u n k c ie  r o z p a t r y w a ­

nego m odelu  o b l i c z e n i o w e g o .  W o b l i c z e n i a c h  t y c h  r ó w n ie ż  u n i k n i ę t o  w i e l o ­

t y s i ę c z n y c h  o d w o ła ń  do p r o c e d u r y  c a łk o w a n ia  nu m erycznego na p o s z c z e g ó l ­

nych e le m e n ta c h  b r z e g o w y c h ,  z a s t ę p u j y c  j e  o b l i c z e n i a m i  f u n k c j i  k s z t a ł t u ,  

n p .  ( 3 . 3 5 )  l u b  ( 3 . 1 7 1 ) ,  w z a l e ż n o ś c i  od d o w o ln ie  w yb ra n yc h  p u n k tó w ,  w któ­

r y c h  b a dan y  J e s t  p o t e n c j a ł  e l e k t r y c z n y .

W r o z d z i a l e  5 p r a c y  do konano p o w iy z s n la  w c z e ś n i e j  o p ra cow any ch  p r z e z  

a u t o r a  [1 8 ]  a lg o r y tm ó w  do b a d a n ia  dw u- i  t r ó jw y m i a r o w y c h  r o z k ła d ó w  w e k to ­
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r a  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  s p o la ry z o w a n e g o  e l i p t y c z n i e ,  co odpowiada  

przypadkom  zad a n y c h  p o t e n c ja łó w  p rzew o d n ikó w  s i n u s o i d a l n i e  zm ienn ych  o tej 

samej p u l s a c j l ,  l e c z  ró ż n y c h  fa z a c h  z a lg o r y tm a m i  b a d a n ia  r o z k ła d ó w  po­

t e n c j a ł ó w  wyprowadzonych w t e j  p r a c y .  O trzym an o  w t e n  sposób u n iw e r s a ln e  

n a r z ę d z i e  num eryczne p o z w a la jy c e  na b a d a n ie  r o z k ła d ó w  p o la  e l e k t r y c z n e g o  

d l a  p r z y j ę t e j  k l a s y  m o d e l i  o b l i c z e n i o w y c h ,  w y s tę p u jy c y c h  p r z e d e  w s z y s tk im  

w t e c h n i c e  w y s o k ic h  n a p ię ć .

Na z a k o ń c z e n i e  p r a c y  podano p r z y k ł a d y  z a s to s o w a ń  metody e le m e n tó w  b r z e ­

gowych i  m etody k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  do r o z w i y z e n i e  u k ła d u  równań c a ł k o ­

wych I  r o d z a j u  d l a  dowolnego dwuwymiarowego modelu l i n i i  p r z e s y ł o w e j .  Po- 

r ó w n u ję c  ob yd w ie  m etody na p r z y k ł a d z i e  o b l i c z e ń  t e s t u j y c y c h  o r a z  w z a s t o ­

so w an iu  do b a d a n ia  r o z k ł a d u  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z n e g o  na p o w ie r z c h n i  

przewodów ro b o c z y c h  i  pod l i n l y  p r z e s y ło w y  4 0 0  kV i  7 5 0  k V ,  można s t w i e r ­

d z i ć ,  że  w ię k s z ę  d o k ła d n o ś ć  o b l i c z e ń  o t r z y m u je  s i ę  s t o s u j ę c  metodę k o l e j ­

nych p r z y b l i ż e ń  w z a l g e b r a i z o w a n e j  p o s t a c i ,  co j e s t  s z c z e g ó l n i e  i s t o t n e  

p r z y  w z r a s t a j ę c e j  i l o ś c i  e le m e n tó w  brzeg ow ych  s toso w an ych  do d y s k r e t y z a ­

c j i  u k ła d ó w  równań c a łk o w y c h .
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ANALIZA NUMERYCZNA RÓWNAŃ CAŁKOWO-BRZEGOWYCH

PÓL ELEKTRYCZNYCH PEWNEJ KLASY MODELI OBLICZENIOWYCH

S t r e s z c z e n i e

P ra c a  d o t y c z y  za s to s o w a ń  uk ład ó w  równań c a łk o w o -b rz e g o w y c h  Fredho lm a I  

i  I I  r o d z a j u  do o b l i c z e ń  dwu- i  t r ó jw y m ia r o w y c h  p ó l  e l e k t r y c z n y c h  q u a s i -  

s t a t y c z n y c h .  K o n s t r u k c ja  ty c h  równań c a łk o w y c h  b a z u je  na t e o r i i  p o t e n c j a ­

łów  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  i  p o d w ó jn e j .

W p i e r w s z e j  k o l e j n o ś c i  dokonano a p r o k s y m a c j i  o p e r a to r ó w  c a łk o w y c h  ty p u  

p o t e n c j a ł u  w a r s tw y  p o je d y n c z e j  i  p o d w ó jn e j ,  s t o s u j ą c  metodę elementów b r z e ­

gowych. W ykazano , że  t e  o p e r a t o r y  ca łk o w e  można aproksymować k o m b in a c ja m i  

f u n k c j i  s ta n d a rd o w y c h  lu b  za pomocy z b i e ż n y c h  sze reg ów  fu n k c y jn y c h  ze  

w z g lę d u  na w s p ó ł r z ę d n e  p u n k tu  X ,  n i e z a l e ż n i e  od Jego p o ł o ż e n i a .  Tak r o z ­

w ią z a n e  z a g a d n i e n i e  a p r o k s y m a c j i  o p e r a to r ó w  c a łk o w y c h  p o z w a la ją c e  na d y s -  

k r e t y z a c j ę  w s z y s t k i c h  równań c a łk o w o -b rz e g o w y c h  s fo rm u ło w a n yc h  we w s t ę ­

p i e  p r a c y  p r o w a d z i  do w i e l k i c h  uk ład ów  równań l i n i o w y c h .  Ponadto o p ra c o ­

wano a lg o r y t m y  do r o z w ią z y w a n ia  s fo rm u ło w a n y c h  w p r a c y  równań ca łko w o -b rze ­

gowych I  i  I I  r o d z a j u  z za s to s o w a n ie m  metody k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  w z a l -  

g e b r a i z o w a n e j  p o s t a c i ,  w k t ó r y c h  e le m e n t y  m a c ie r z y  d y s k r e t y z u ją c y c h  odpo­

w i e d n i e  o p e r a t o r y  c a łk o w e  są r ó w n ie ż  w y r a ż a ln e  p r z e z  k o m b in a c je  f u n k c j i  

s ta n d a rd o w y c h  lu b  z b i e ż n e  s z e r e g i  fu n k c y jn e  ze  w zg lę d u  na współrzędne pun­

któw t r i a n g u l a c j i  p o w ie r z c h n i  lu b  k o n tu ró w  p rzew o dn ików  1 d i e l e k t r y k ó w .  

O tr z y m a n ie  go tow ych w y ra że ń  ap ro k s y m u ją c y c h  p o t e n c j a ł  e l e k t r y c z n y  *  do­

wolnym p u n k c ie  X u m o ż l iw ia  b a d a n ie  ro z k ła d ó w  n a t ę ż e n i a  p o la  e l e k t r y c z ­

nego bez w i e l o t y s i ę c z n y c h  odw ołań  do p r o c e d u ry  c a łk o w a n ia  nu m erycznego,  

co n i e w ą t p l i w i e  s k r a c a  cza s  o b l i c z e ń .

Na z a k o ń c z e n i e  p r a c y  podano p r z y k ł a d y  z a s to s o w a n ia  opracowanych a l g o ­

rytmów do a n a l i z y  i  s y n t e z y  p ó l  e l e k t r y c z n y c h  w te c h n ic e  w ys o k ich  n a p ię ć .



ч и с ленны й  а н а л и з  и н т е г р о - к ра е в ы х  у ра в н ен и й  э л е к т р и ч е с к и х  п о л ей  

НЕКОТОРОГО КЛАССА ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ м о д елей

Р е з ю м е

Рабо та  .к а с а е т с я  применения систем и н т е гр о -кр а е в ы х  уравнений Фредгольма  

I  и I I  рода для вычислений двух и трехмерных к в а з и с т а т и ч е с к и х  эле ктр иче с ­

ки х  п о л ей .  Построение э ти х  интегральных уравнений ба зи р ует  н а  теории по­

тенциала п ро с то го  и двойного  сл о я .
Во первых произведена аппроксимация интегральных операторов типа п о т ен ­

циала п р о с то го  и двойного сл о я ,  применяя метод краевых элементов. П о казано,  

чт о  эти  операторы можно аппроксимировать набором стандартных функций или 

при помощи сходящихся функциональных рядов относительно координат  точки  X ,  

в независимости от её положения. Таким образом решённая проблема ап пр окс и ­

мации интегральных оп ер ато р о в , позваляющая н а  дискретизацию всех  и н т е г р о -  

краевых уравнений сформулированных в начале работы, ведёт к  большим с и с т е ­

мам линейных ур ав н е н и й .  Кроме э то го  р а зр а б о та н  алгоритм для решения сфор­

мулированных в работе и нте гр о -кр а е в ы х  уравнений I  и I I  рода с примене­

нием метода последовательных приближений ал геб раизован н ого  в ида ,  в которых  

элементы матрицы дискретизирующие соответствующие интегральные операторы  

выражаются ч е р ез  набор стандартных функций или сходящиеся функциональные 

ряды относительно координат т о ч ек  триан гул я ции  поверхности или контуров  

проводников и д и э л е кт р и ко в .
Получение готовых выражений, аппроксимирующих эле ктр иче ский  потенциал  в 

то ч ке  X ,  д аёт  возможность иследования распределений напряжения э л е ктр и че ­

с к о го  поля без многотысячного обращения к  процедурам численного  и н т е гр и р о ­

в ан и я ,  ч то  безсомненно сокращает машинное время.
В окончании работы даны примеры применения разработанных алгоритмов для 

ан ал и за  и с и н т е з а  э л е ктр и ч е с ки х  полей в области больших напряжений.

A NUMERICAL ANALYSIS OF THE INTEGRAL-BOUNDED EQUATIONS 

OF ELECTRIC FIELDS FOR SOME CLASS CALCULATING MODELS

S u m m a r y

T h is  p a p e r  r e f e r s  t o  th e  a p p l i c a t i o n  o f  th e  system s a Fredho lm  i n t e ­

g r a l - b o u n d e d  e q u a t io n s  o f  th e  f i r s t  and second k in d  f o r  c a l c u l a t i n g  two  

and t h r e e - d i m e n s i o n a l  q u a s i - s t a t i c  e l e c t r i c  f i e l d s .  D e r i v a t i o n  o f  th e  i n ­

t e g r a l  e q u a t io n s  i s  based on p o t e n t i a l  t h e o r y  f o r  s i n g l e  and d o u b le  l a y ­

e r .  F i r s t l y ,  t h e r e  was p e r fo rm e d  th e  a p p r o x i m a t io n  o f  th e  i n t e g r a l  o p e r a ­

t o r s  o f  ty p e  s i n g l e  and d o u b le  l a y e r  by t h e  method o f  b o u n d ary  e le m e n t s .  

I t  was shown t h a t  th e  o p e r a t o r s  can be a p p r o x im a t e d  by a l i n e a r  co m b ina­

t i o n  o f  a s t a n d a r d  f u n c t i o n  o r  by a c o n v e r g e n t  f u n c t i o n a l  s e r i e s .  Such a 

s o l u t i o n  o f  th e  a p p r o x i m a t io n  pro b lem  f o r  i n t e g r a l  o p e r a t o r s  w h i l e  p e r m i t ­

t i n g  t o  d i s c r e t e  a l l  i n t e g r a l - b o u n d e d  e q u a t io n s  l e a d s  t o  th e  b ig  system s  

o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t io n s .

F u r t h e m o r e ,  some n u m e r ic a l  a l g o r i t h m s  f o r  s o l v i n g  d e r i v e d  i n t e g r a l -  

bounded e q u a t io n s  o f  th e  f i r s t  and second k in d  were  e l a b o r a t e d .  In  th e  a l ­

g o r i t h m s  based on th e  method o f  su bsequ ent  a p p r o x i m a t i o n s , the e le m e n ts  o f  

d i s c r e t i z i n g  m a t r i c e s  a r e  a l s o  e x p re s s e d  by th e  c o m b in a t io n  o f  s t a n d a r d  

f u n c t i o n s  o r  by th e  c o n v e rg e n t  s e r i e s  de pen de nt  on th e  c o o r d i n a t e  p o i n t s  

o f  s u r f a c e  t r i a n g u l a t i o n  o r  on th e  c o n to u r s  o f  c o n d u c to r s  and d i e l e c ­
t r i c s .

B a s in g  on th e  fo r m u la s  a p p r o x i m a t in g  th e  e l e c t r i c  p o t e n t i a l  in any p o i n t  

X one can  s t u d y  d i s t r i b u t i o n s  o f  e l e c t r i c  f i e l d  s t r e n g t h  w i t h o u t  m u l t i ­

p l e  c i t a t i o n  o f  th e  i n t e g r a t i o n  p r o c e d u re s  th u s  r e d u c in g  th e  co m puting  t i ­

me. The f i n a l  p a r t  o f  th e  p a p e r  i n c l u d e s  some exam p les  o f  how to  a p p ly  

th e  d e r i v e d  a l g o r i t h m s  t o  th e  a n a l y s i s  and s y n t h e s i s  o f  e l e c t r i c  f i e l d s  

i n  h ig h  v o l t a g e  te c h n o lo g y .
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Księgarską w Warszawie, ul. Mazowiecka 9


