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Streszczenie. W pracy przedstawiono sposéb modelowania bipergra-
fatni drgajacych mechanicznych podsysteméw robotéw i manipulatorow.
W tym celu okreslono pojecie wieloblokowego hipergrafu obcigzonego
oraz podano podstawowe whasnosci hipergraféw modelujacych drgajace
uktady mechaniczne zaréwno dyskretne, ciagte jak i dyskretno-oiggte
W dalszym ciggu pokazano sposdb wyznaczania charakterystyk dynamicz
nych wyréznionych podsysteméw mechanicznych, wykorzystujac zwiagzki
hipergraféw z liczbami strukturalnymi kategorii k i liczbami
strukturalnymi zupednymi. Przedstawiono najpierw algorytm algebra-
izacji bazujac na pojeciach szkieletu hipergrafu, liczby struktu-
ralnej dopedniajacej, tablicy rzedéw pochodnych i wagi dendrytowej.
Nastepnie wyznaczono podatnosci dynamiczne, widmo czestosci i wspot
czynniki przekazywania zmiennych stosujac funkcjes wyznacznikowag i
jednoczesnosci, okreslone na pierscieniu liczb strukturalnych oraz
stabelaryzowane podatnosci dynamiczne okreslone w przypadkach ele-
mentarnych odcinkéw drgajacych podsysteméw mechanicznych manipula-
toréw robotoéw.

1. Wprowadzenie

\? zkozonych systemach S z inteligencja maszynowg wyrdznia sie mecha-
niczne podsystemy e S ((J=1,...,m). Zjawiska dynamiczne zachodzace
w tych podsystemach mozna modelowa¢ za pomoca obcigzonych hipergrafow
kx(i) e kx (k=2,3,...,n). Okreslajac jaki rodzaj zjawisk dynamicznych,

a wl szczeg6lnosci - rodzaj drgan modeluje elementarny hipergraf
H N

i
tworzy sie hipergraf X opisujacy wkasnosci dynamiczne podsystemu mecha
1

nicznego robota i/lub manipulatora. Proponowana metoda opisu zjawisk dy-
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namicznych umozliwia badanie zaréwno drgajacych podsysteméw mechanicznych
o parametrach roztozonych w sposéb ciggty, jak i podsysteméw modelowanych
uktadami dyakretno-oiggtymi.

Dyskretyzacji algebraicznej modelowanych zjawisk dynamicznych dokonuje
sie lwykorzystujac zwigzki hipergraféw z liczbami strukturalnymi wyzszych
kategorii i liczbami strukturalnymi zupednymi.

Natomiast charakterystyki dynamiczne” wyznacza sie wykorzystujac funk-
cje: wyznacznikowg i jednoczesnosci okreslone na pierscieniach liczb struk-
turalnych.

W pracy bazujac na pojeciach z teorii graféw i liczb strukturalnych,
sformutowano modele drgajacych mechanicznych podsysteméw robotéw i mani-
pulatoroéw.

2. Podstawowe pojecia teorii hipergraféw

Do opisu drgajacych ciagtych lub dyskrstno-ciagtych mechanicznych pod-

nazywa sie zbidr punktéw przestrzeni Ej, Ktory jest ciagtym obrazem kota
E (@©,1) przy spednieniu przez f warunkoéw

i) D 3es* hpmeomorfizmem z wyjatkiem wierzchotkow
gdzie f moze nie by¢ homeomorfizmea,

ii) _jipf(Fr(x(0,1))),

iii) uporzadkowanie wierzchotkéw obrazu brzegu kota K(0,l) powin-
no by¢ zgodne z porzadkiem zbioru 1X.

Jesli blokiem, to blok jest rozpiety

na wierzchotkach . .,
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Krawedziag

bloku nazywa sie krzywa nalozaca do obrazu brzogu
kota K(0,1), ktérej koncami sa dwa kolejne wierzchodki. Zbidr wszystkich
krawedzi bloku nazywa sie brzegiem bloku.
Oznaczmy przez -n™ “ ergumentowa relacje

ix X X x T2 » c3e
razy
taka, zo A A
<M Z0» tXA»*“*»Ixn~>e 3Xn3<=:i> (0<i,<n3 0i j3«n3(Lji3 3 izj35
C=i> ixi, D rxi3+i 3 ixi3+2 3 "o? 1j3)*
Hipergratfemnm *X

nazywa sie uporzadkowana czwoérke

« < ZX,NZ,NX,P>

11)
gdziei

+ 0 jest zbiorem wierzchotkéw hiporgrafu,
gxX JA2r, L, xn 2

- zbiorem blokéw grafu rozpietych na
wierzchotkaoh ze zbioru

X,

3X - zbiorom relacji, P - przeksztatceniem 3X — * gX, okreslonym jako

i) P/BA2 AR0*IZL 7 **1Xn3 AN ~ 2X h X0*1xX1»” **1xn1n

dla

n3 e jl,2,...,nA oraz *x0 * ~

0ik3)«3 CHiY«3 (@xi3 * 2 V

i 7 K« * *

71- pEn 1 03 «
(c jest krotnosciag wiorzchotka).
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10 3 Y 2X(1x i3~ *

W dalszym ciggu wprowadzimy pojecie hipergrafu obcigzonego jako modelu
podsystemu manipulatora robota.
Hipergrafem obcigzonymnm nazywamy uporzadkowang dwojke

N = < kX, t~r> Y (2)

gdzie:
jest hipergrafem, fl - odwzorowaniem przyporzadkowujacym wierzcbot-

kom ﬁz hlpergrafu kZ przemieszczenia uogélnione e

G1 “0.1,....nj).

Aby dokonadé algebraizacji zjawisk dynamicznych modelowanych hipergra-
fami obcigzonymi podamy pojecie szkieletu hlpergrafu oraz jego podstawowe
wkasnosci, z ktorych wynikaja niezmienniki hipergrafu obcigzonego jako
modelu mechanicznego podsystemu manipulatora robota.

Szkieletenm *zo hipergrafu ~Z jest multigraf liniowy nie-

zorientowanyl”, otrzymany przez przyporzadkowanie kazdemu blokowi hiper-
grafu ~ drzewa rozpietego na wszystkich wierzchotkach bloku.

Z okreslenia szkieletu wynika, ze "przyporzadkowanie kazdemu blokowi
hipergrafu Irx drzewa" nie Jest pojeciem jednoznacznym. Kazdemu bowiem
bipergrafowi mozna przyporzadkowa¢ klaBe graféow pierwszej kategorii, kto-
re sa szkieletami danego hipergrafu.

Liczba réznych szkieletéw, ktére mozna przyporzadkowaé¢ danemu
bipergrafowi jest roéwna

no
m - -I:]I card (CZUOJ\ , (©))
j2m
gdzie:
n2 - Jest liczba blokéw hipergrafu,

zbiorem wszystkich drzew rozpietych na wierzchotkach bloku
kT (J25.
2

~Jest to graf pierwszej kategorii (por. np. 3] )«
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Niezmienniki szkieletéw wynikata z nastepujgcych twierdzen I’

1° Jezeli dowolny szkielet Jest grafom liniowym spé6jnym,
to réwniez kazdy inny szkielet n JeBt grafem spéjnym.
2liczba cyklomatyczna n wszystkich szkieletéw

hipergrafu jest identyczna i réwna

n2
30),
n= 2 card(ipc( 0)) - n2 - n.,, (C))
j2=1
gdzie:
v.@Gp S .
card (X ) Jjest stopniem inoydencji bloku,

n2 “ liczba blokéw,
nl - liczba wierzchotkéw hipergrafu TC.

Na podstawie twierdzen 1° i 2° mozna roéowniez wykazaé¢, ze sp6éjnosc¢ i licz-
ba cyklomatyczna sa niezmiennikami hipergrafu.

W celu ujednolicenia sposobu przyporzadkowania szkieletu hfpergrafowi
stosujemy pojecie drzewa Lagrange’a2”~ 1 szkieletu I>agrangel_a3\

Sposéb przedstawiania hipergraféw obcigzonych pokazano na rys. 1.
Na rysunku la przedstawiono obcigzony hipergraf jednoblokowy, natomiast
na rys. lb - szescioblokowy.

3. Modele drgajacych podsysteméw manipulatorow robotéow w postaci hiper-
grafow

Modele elementarnych odcinkéw drgajacych mechanicznych podsysteméw ma-
nipulatoréw robotéw w postaci jednoblokowych hipergraféw obcigzonych ze-
stawiono w tablicy 1. ,

Na podstawie informacji przedstawionych w tablicy 1 mozna przedstawic
modele drgajacych podsysteméw manipulatoréw robotéw w postaci wielobloko-
wych hipergraféw obcigzonych.

1~Dowody tych twierdzen mozna znalezé¢ np. w [2].

2)* 3"Sor. np. [4,5]
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4. Dyskretyzacja algebraiczna hipergraféw opisujacych drgajace podsy-
stemy manipulatoréw robotéw metoda liczb strukturalnych

Yiykorzystujac zwigzki hipergrafow z liczbami strukturalnymi kate-
1

gorii k i liczbami strukturalnymi zupednymi przedstawimy algebraizacje
reprezentacji hipergraféw jako modeli dynamicznych podsysteméw manipula-
toréw robotéw.

Algorytm algebraizacji je3t nastepujacy
1° Wybieramy szkielet VX bipergrafu VX.

1
2 Y/yznaczamy liczbe strukturalng dopednia-

jaca szkieletu A” jako iloczynl”™ czynnikéw pierwszych Jedno-

wierszowych, utworzonych z oznaczen krawedzi wszystkich niezaleznych
cykli szkieletu kX,, hipergrafu K.
0 1

3° Generujemy liczbe strukturalna kategorii
k jako
k* - K )1 *TT L*“'1 J ), (5)
i=1 r
gdzie: i oznaczs operacje przeniesienia wskaznikéw dolnych, T jest ope-

ratorem mnozenial” liczb strukturalnych kategorii (k-1).

4° Sprawdzamy identycznos¢ kolumnw tablicy rzedow po-
chodnych %_I gebraicznych P, utworzonej z licz-
by strukturalnej A przez przeksztakcenie

(F2:kA— * p)C=t>AA "IANF Pij) ®)
k i j 1Rpij;

k w ta-

gdzie: f~ jest przeksztatceniem liczby strukturalnej kategorii
blice rzedow pochodnych algebraicznych o elementach p.y e hi, i=1,...n,

jal,...,m (n jest liczba wierszy, m - liczbg kolumn liczby strukturalnej
i tablicy P).

5° Wyznaczamy liczbe szrukturalna zupedtnag.
Jesli w tablicy P nie ma kolumn identycznych, to liczba strukturalna
jeBt roéwna

KA, (7)

1 sensie iloczynu liczb strukturalnych.
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gdzie: 5 oznacza réwno$é strukturalng liczb strukturalnych:
kategorii k.

zupetne;) i
W przypadku,

gdy w tablicy P sa identyczne kolumny, czyli

(K™ % K~g) /\  ~Piji BPij2~ ~ 3 1s....n,

(CD)

nalezy;

- pogirapowac kolumny liczby strukturalnej kA zgodnie z kryterium iden-
tycznosci, jako

kA . kA,+ KA,, + ... + KkAH + kAM

©
gdzie: VA,/ &// kY

yewes A sa liczbami
w tablicach rzedéw,
liczba strukturalng,

strukturalnymi,
lTumnowymi ,

co najmniej dwukp-
ktérych kolumny sa identyczne,
ktérej tablica rzedéw nie ma kolumn
- zamieni¢ liczbe strukturalna KM

A
nie z zaleznosScia

AM jest
identycznych,

na liczbe strukturalng zupedna, zgod-

@ao>
gdzie: n* jest liczbg kolumn liczby strukturalnej kAM

§ k-1-
Nij Aij>

- obliczy¢ wagi dendrytowe krawedzi

grafu zastepczego
rzonego z hipergrafu;

(zupetnego) 1" utwo-
te sa nastepujace

wagi

aij(p) = L 3aij+Ins/k (Axiz " 3)aij-1) *
an
p4 + 2 - *i
i 1))Ixi  ~Pi " 17

12Por. np. m -
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gdzie?

AT(C x - 3) - KltAx.t - 3) = IXi i3] T[%] *
2 z

[z7~i] jest liczbg strukturalng dowolnego drzewa rozpietego na wszyst-

kich wierzchotkach grafu zastepczego oprécz wierzchotkédw incydentnych z
krawedzig a”,

" 3)aid+l = 1Ziil i ( [ij+d A [KAT 7Reme
z

- 1) % KAIGIXT _ @) " [«di A -
z = D=

jest liczba strukturalng dowolnego drzewa grafu zastepczego,

- wyznaczy6 liczby strukturalne zupedne.

5- Charakterystyki dynamiczne drgajacych podsysteméw manipulatoréw
robotéw w reprezentacji liczb strukturalnych

Przedstawimy sposéb wyznaczania charakterystyk dynamicznych, a w szcze-
goélnosci:
- podatnosci dynamicznej,
- widma czestosci drgan whasnych,
- wspétczynnikéw przekazywania zmiennych modelowanego bipergrafem wielo-
blokowym drgajacego mechanicznego podsystemu manipulatora robota.

Podatnos¢ dynamiczna uktadu mechanicznego, modelowanego hipergrafem
kX okresla zaleznosc:

1
det™A dettL
y CoAa— 1+, , Alr... (12)
ar det *A detA -
z D
gdzie: Y jest podatnoscia dynamiczna wyznaczong wzdduz +4ancucha a \

ar
jest ona réwna wagom miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami (30,

17Por. np. [3]-
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bipergrafu ktoérym przyporzadkowano! zmienne _jOif 1 rowna podat-

nosci dynamicznej Y.”, obliczonej w kierunku i-tej wspétrzednej

wywotanej sita harmoniczna, odpowiadajaca j~tej wspodrzednej, de.t A
z

ar
- funkcja wyznacznikowa pochodnej algebraicznej liczby strukturalnej kate~

gorii k, wyznaczonej wzgledem ~aécucha a , & 8 kA , <O < D_ _
i

Dij “ dIt ~ij” ~ij «“ ~ij*
Yi praktyce podatno$¢ dynamiczna Y wyraza sie za pomocg podatnosci

dynamicznych hipergrafow jednoblokowycﬁﬂ} przy zastosowaniu zaleznos$ci

n n
Vort (v 17T DI/ LL V" (13)
1=
D D D
_alaZy lar __paia2:rar jazag.’_ar  gar
°2 3**"ar a3ad***ar
(14)
ala2” “ar YaQas---8p ax: Yars
gdzies aa wyznacznikami charakterystycznymi elementarnych jednostko-
wych hipergraféw uktadow, Dql% jest wyznacznikiem charakterystycz-
r
nym bipergrafu zwartego wzd¥uz *ancuchow a”,a2,...ai>,Da - wyznacznikiem

r
charakterystyczbym hipergrafu zwartego wzd¥uz 4jancucha or, YO O
podatnoscig dynamiczna hipergrafu uktadu zwartego wzdduz +*ancuchoéw
al,a2,...,ar okreslona miedzy wierzchotkami +*ancucha al,...,YQ -podat-

nosciag dynamiczna hipergrafu uktadu mechanicznego, okreslona miedzy wierz-
chotkami 4ancucha a -

Réwnanie charakterystyczne drgajacego mechanicznego podsystemu manipu-
latora robota wyznaczamy przyréwnujgc do zero funkcja wyznacznikowa hiper-
grafu, czyli

D = det KA = det d = 0. (15)

z= 6D

ANStabelaryzowanych w przypadku podsysteméw modelowanych mechanicznymi
uktadami ciggtymi (poi’, np« [BJI )=
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Praktycznie roéwnanie charakteiystyczne wyznaczamy za pomoca podatnosci
dynamicznych jednoblokowych hipergraféw jako

n2 n,

D - 2 TT (Ya ° o <16)

Wspoétczynnik przekazywania zmiennej biegunowej wyznaczamy z zaleznosSci

Sim(kA , KA i .
i L IR ATy S

31 J2 det T %1

gdzies Sim jest.operatorem funkcji jednoczesnosci liczb strukturalnych”.

W praktycznym badaniu drgajacych mechanicznych podsysteméw manipulato-
réw robotéw, modelowanych bipergrafami stosuje sie oprécz wczesniej poda-
nego wzoru roéwniez zaleznos¢ w postaci

i2 all =~ a1l .12
N *
aj'lajs \Y; <18)

W dalszym ciggu do badan drgajacych podsysteméw manipulatoréw robotow
bedziemy stosowaé zaleznos$é (17), ktérg mozemy wyrazié jako funkcje podat-

nosci dynamicznej wspétczynnikow(i«=l ,...,n0). Natomiast wspo+-
Jl 32 2
czynniki - i-tego poduktadu bedziemy wyznacza¢ ze wzoru (18) .
3132

6. Uwagi korcowe

Sformutowany w pracy sposéb modelowania drgajacych podsysteméw mecha-
nicznych manipulatoréw robotéw za pomocag hipergraféw i liczb struktural-
nych zupednych umozliwia ped#na algorytmizacje obliczen. Zalgebraizowane
bowiem formudy, z ktérych wyznacza sie charakterystyki dynamiczne, zapi-
sujemy w postaci funkcji zdefiniowanych na pierscieniu £liczb struktural-
nych wyzszej kategorii i liczb strukturalnych zupednych.

~Por. np. [i] -

‘“Stusznos$é proponowanego ujecia wykazano np. w [3]-
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Ponadto charakterystyki te mozna wyrazi¢ poprzez Btabelaryzowane podat-
nosci dynamiczne okreslone w przypadku jednoblokowych hipergraféw modelu-
jacych elementarne poduktady drgajace ztozonego.podsystemu mechanicznego
Eanipulatora robota. Natomiast podatnosci dynamiczne elementarnych hiper-
graféow koduje sie w postaci podprograméw lub funkcji niestandardowych w
pamieci elektronicznych maszyn cyfrowych. Takie ujecie umozliwia badanie
drgajacych mechanicznych podsysteméw manipulatoréw robotéw wspomagane kom-

puterowo.
Szczegétowy przyktad obliczen numerycznych tg metodg jest w przygotowa-

niu.
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MOFIEJIHPOBABHE MEXAHHHECKHX HOFICHCTEM EOEOTOB H MAHHUymiOPOB
nfFIEPrPABAHH E CTPyKTyPHHHH HHCM15H

Pe3daue

B paCoxe saeica cnocod uoflejDtpoBaHHa- raneprpa$aua KOAeCjnoAHxcs. uexaHE-
vecjcax nofICHCTeM poSoxoB h j¢aHHuyjwropoB. f£ae. btoto onpeAeaaeioa. noHaxae
6JiovEoro HarpyseHHoro raneprpaija a Aaisxca ocHOBHHe CBoSoiBa raneprpaijia,
Koxopue jioAeiiapynx Koaedammaeca uexaHHVecKae cacxeMH o pacnpeAeaeHHuna a
cocpeAOTOEeHHHMH napaiieipauH. HcnoaBsya cbsbh raneprpaijjoB oo cxpyKxypHiwH
vacaauH k-—xofi KaieropHE h noMHim cxpyxxypHHMH vacaaiiHj aoKasau isexoA onpe-
Heaeana AHHauavecKHX xapaxiepaciaK BUAeaeHHBcx noAcacxeu, Ea3Hpys aa hohf-
ihhx: caeaexa rnneprpaij>a9 AonoaHaxeaBHoro cipyiciypHoro vacaa, xa6aanBi panos
npoa3BOABHx h AeHApatHoro seca npeflCTaBaeH aaropaxu aaredpaHaanaa» HcnoaB-
3ya "yHKijHHi onpeAeaaxeaBHyB h coBpeueHEOcxa onpeAejunoTca. AUHaMavecxae no-
AaiaaBocia, cneaxp vacxox a KO03$3>arcaeHiH nepe”aBaHaa noamcHofi nepeueBHofl.

R xsl sxofi peaa HcnojiBQOBaHH xadeaBHne AEHawH”~eoKHe noAaxaaBocxHj onpeAeaes-
Hiie aml npocxux oxpe3KOB-Koae(3aiomHxok uexaHaaecKax noAcacxeii uaaEnyaaxopoB

pofioioB.

MODELLING THE MECHANICAL SUBSYSTEMS OP ROBOTS AND MANIPULATORS USING
THE HYPERGRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS

Sunmary

The paper presents the method of modelling the hypergraphs of vibra-
ting mechanical subsystems of robots and manipulators. To this goal the
term of hypergraph polygon was defined and fundamental proporties of |mo-
delling hypergrapbs, (vibrating mechanical systems as well desorete as
oontinuaous were presented. Then the method of evaluation of dynamic cha-
racteristic for the distinguished mechanical systems was shown with the
use of the relations between hypergrapbs and structural numbers of K
category as well as structural complete numbers. At first the algeorithm
of algebraioation was®presented on the basis of terms of sceleton hyper-
graph, complemented structural number, table of derivatives, order, and
dendrit ballnnce.
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Then dynamic fleicibilities, frequency apsetram and transferring coojf-
fictions were found, uaing the determinant function and simuXtaneoua
function determined on the ring of structural numbers and tablod dynamic
flexibilities which were determined in cases of elementary parts of vii~
brating mechanical systems of robot manipulators.
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