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Streszczenie. W pracy przedstawiono sposób modelowania bipergra- 
fatni drgających mechanicznych podsystemów robotów i manipulatorów.
W tym celu określono pojęcie wieloblokowego hipergrafu obciążonego 
oraz podano podstawowe własności hipergrafów modelujących drgające 
układy mechaniczne zarówno dyskretne, ciągłe jak i dyskretno-oiągłe 
W dalszym ciągu pokazano sposób wyznaczania charakterystyk dynamicz 
nych wyróżnionych podsystemów mechanicznych, wykorzystując związki 
hipergrafów z liczbami strukturalnymi kategorii k i liczbami 
strukturalnymi zupełnymi. Przedstawiono najpierw algorytm algebra- 
izacji bazując na pojęciach szkieletu hipergrafu, liczby struktu­
ralnej dopełniającej, tablicy rzędów pochodnych i wagi dendrytowej. 
Następnie wyznaczono podatności dynamiczne, widmo częstości i współ 
czynniki przekazywania zmiennych stosując funkcjes wyznacznikową i 
jednoczesności, określone na pierścieniu liczb strukturalnych oraz 
stabelaryzowane podatności dynamiczne określone w przypadkach ele­
mentarnych odcinków drgających podsystemów mechanicznych manipula­
torów robotów.

1. Wprowadzenie

V? złożonych systemach S z inteligencją maszynową wyróżnia się mecha­
niczne podsystemy e S (j=1,...,m). Zjawiska dynamiczne zachodzące
w tych podsystemach można modelować za pomocą obciążonych hipergrafów 
kx(i) e kx (k=2,3,...,n). Określając jaki rodzaj zjawisk dynamicznych,
a w1 szczególności - rodzaj drgań modeluje elementarny hipergraf

i. ^tworzy się hipergraf X opisujący własności dynamiczne podsystemu mecha
1

nicznego robota i/lub manipulatora. Proponowana metoda opisu zjawisk dy-
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namicznych umożliwia badanie zarówno drgających podsystemów mechanicznych 
o parametrach rozłożonych w sposób ciągły, jak i podsystemów modelowanych 
układami dyakretno-oiągłymi.

Dyskretyzacji algebraicznej modelowanych zjawisk dynamicznych dokonuje 
się I wykorzystując związki hipergrafów z liczbami strukturalnymi wyższych 
kategorii i liczbami strukturalnymi zupełnymi.

Natomiast charakterystyki dynamiczne^ wyznacza się wykorzystując funk­
cje: wyznacznikową i jednoczesności określone na pierścieniach liczb struk­
turalnych.

W pracy bazując na pojęciach z teorii grafów i liczb strukturalnych, 
sformułowano modele drgających mechanicznych podsystemów robotów i mani­
pulatorów.

2. Podstawowe pojęcia teorii hipergrafów

Do opisu drgających ciągłych lub dyskrstno-ciągłych mechanicznych pod-

nazywa się zbiór punktów przestrzeni Ej, który jest ciągłym obrazem koła 
E (0,1) przy spełnieniu przez f warunków

i) 1) 3es* hpmeomorfizmem z wyjątkiem wierzchołków
gdzie f może nie być homeomorfizmea,

ii) .jipf (Fr(K(0,1 ))),

iii) uporządkowanie wierzchołków obrazu brzegu koła K(0,1 ) powin­
no być zgodne z porządkiem zbioru 1X.

Jeśli blokiem, to blok jest rozpięty
na wierzchołkach ixo’ ixr
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K r a w ę d z i ą  bloku nazywa się krzywa nalożaca do obrazu brzogu 
koła K(0,1), której końcami sa dwa kolejne wierzchołki. Zbiór wszystkich 
krawędzi bloku nazywa się brzegiem bloku.

Oznaczmy przez -n^ “ ergumentowa relację

ix x x x T2 » c3 e
razy

taką, żo A A
<M Z0» t3C1»*‘*»1xn ^ > e 3Xn3‘==:i> (0 < i , < n 3 O i  j3 « n 3 (1j:i3 3 izj35

C=i> ixi, D rxi3+i 3 ixi3+2 3 " ? :j3)*

H i p e r g r a f e m  *x nazywa się uporządkowana czwórkę

« < ZX,^Z,^X,P> , 11)

gdzie i

+ 0 jest zbiorem wierzchołków hiporgrafu,

gX <» j ^ 2^,...,|x^ 2^  - zbiorem bloków grafu rozpiętych na
wierzchołkaoh ze zbioru !̂ X,

3X - zbiorom relacji, P - przekształceniem 3X — * gX, określonym jako

i) P ̂3 ^ 2  ̂ i^o * 1Z1 ’" * * 1Xn3 ̂ ̂ ~ 2X h xo*1x1»” **1xn1^

dla
n3 e jl,2,...,nA oraz *x0 * ^

o i l , ) « ,  Clii,)«, (lxi, * ? V  ’ K « * ' ’1-

(c jest krotnością wiorzchołka).

L 3 $ n 3  u $ J 3 k n 3  - i  i 3  i  i p £ n  1 03  *
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10 V3 3
2X(1xi3^ ‘

W dalszym ciągu wprowadzimy pojęcie hipergrafu obciążonego jako modelu 
podsystemu manipulatora robota.

Hipergrafem o b c i ą ż o n y m  nazywamy uporządkowaną dwójkę

^  = < kX ,  t ^ >  , (2)

gdzie:
jest hipergrafem, f1 - odwzorowaniem przyporządkowującym wierzcboł-
k kkom .jZ hlpergrafu Z przemieszczenia uogólnione e

(j-| “ 0 ,1,...,n.j ).

Aby dokonaó algebraizacji zjawisk dynamicznych modelowanych hipergra- 
fami obciążonymi podamy pojęcie szkieletu hlpergrafu oraz jego podstawowe 
własności, z których wynikają niezmienniki hipergrafu obciążonego jako 
modelu mechanicznego podsystemu manipulatora robota.

S z k i e l e t e m  *zo hipergrafu ^Z jest multigraf liniowy nie­
zorientowany1 ,̂ otrzymany przez przyporządkowanie każdemu blokowi hiper­
grafu ^  drzewa rozpiętego na wszystkich wierzchołkach bloku.

Z określenia szkieletu wynika, że "przyporządkowanie każdemu blokowi
Irhipergrafu X drzewa" nie Jest pojęciem jednoznacznym. Każdemu bowiem 

bipergrafowi można przyporządkować klaBę grafów pierwszej kategorii, któ­
re są szkieletami danego hipergrafu.

L i c z b a  różnych szkieletów, które można przyporządkować danemu 
bipergrafowi jest równa

no
T T  /  (joJ \m - Jl card 'Cz , (3)
j2"1

gdzie:
n2 - Jest liczbą bloków hipergrafu,

zbiorem wszystkich drzew rozpiętych na wierzchołkach bloku
kT (J25.
2

^Jest to graf pierwszej kategorii (por. np. [3] )«
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Niezmienniki szkieletów wynikała z następujących twierdzeń I'
1° Jeżeli dowolny szkielet Jest grafom liniowym s p ó j n y m ,

to również każdy inny szkielet ^  JeBt grafem spójnym.
2° l i c z b a  c y k l o m a t y c z n a  n wszystkich szkieletów 

hipergrafu jest identyczna i równa

n2
n = 2

j2=1

gdzie:
v (Jp)card (£X ) jest stopniem inoydencji bloku,

n2 “ liczbą bloków,
n 1 - liczbą wierzchołków hipergrafu TC.

Na podstawie twierdzeń 1° i 2° można również wykazać, że spójność i licz­
ba cyklomatyczna są niezmiennikami hipergrafu.

W celu ujednolicenia sposobu przyporządkowania szkieletu hfpergrafowi 
stosujemy pojęcie drzewa Lagrange’a2  ̂ 1 szkieletu I>agrangel_ą3\

Sposób przedstawiania hipergrafów obciążonych pokazano na rys. 1.
Na rysunku 1a przedstawiono obciążony hipergraf jednoblokowy, natomiast 
na rys. 1b - szescioblokowy.

3. Modele drgających podsystemów manipulatorów robotów w postaci hiper­
grafów

Modele elementarnych odcinków drgających mechanicznych podsystemów ma­
nipulatorów robotów w postaci jednoblokowych hipergrafów obciążonych ze­
stawiono w tablicy 1. ,

Na podstawie informacji przedstawionych w tablicy 1 można przedstawić 
modele drgających podsystemów manipulatorów robotów w postaci wielobloko- 
wych hipergrafów obciążonych.

(3o).card(ipc ) - n2 - n.,, (4)

1 ̂ Dowody tych twierdzeń można znaleźć np. w [2].
2)* 3 'Sor. np. [4,5]





Tablica i

Drgania podsy­
stemów

(j»1,

Model podsystemu
S U )

Jednoblokowe hiper-
grafy kX (i)

1
(iai9 •••i n)

Hipergraf jako 
model podsystemu

kX 1 
1

Struktura wewnętrzna- 
hipergrafów jednoblo- 

kowycb __

wzdłużne
(skrętne)

o parametrach 
rozłożonych 
w sposób 
ciągły

kX ^  -  trójwierz- 
1 chołkowe

kX o < kX^1),...,kX^n ^'> 
1 1  1 '

Hio znana
giętne _ pięciov/ierz- 

1 chołkowe
kx  D < k x ( ^ , . . . , kx ( m) \  

1 1 x

giętno-
wzdłużno

kX (i  ̂ -  pięoio i 
1 trójwińrz- 

ohołkowe
A — \  A  j  o o o 9 A 9 
1 1 1

k y i m- r l )  k y ( n )  \A » • o o p A. /
1 1

złożone

o parametrach 
skupionych i 
rozłożonych w 
sposób ciągły 
(dyskretno- 
ciągły)

- trójwiarz- 
.1 chołkowe

- pięciowierz- 
1 . chołkowe

^  = . < kx ( 1 ) .... %
1 1  1 

k^(n)>

Częściowo znana 
(struktura jedno- 
blokowego hipergre-
fu kX^n' - modolu 

1
podkładu dyskret­
nego jest znanaj 

, jest to graf bie­
gunowy X)

-p-ro

Modelowanie 
mechanicznych 

podsystemów
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4. Dyskretyzacja algebraiczna hipergrafów opisujących drgające podsy­
stemy manipulatorów robotów metoda liczb strukturalnych

Yiykorzystując związki hipergrafów z liczbami strukturalnymi kate-
1

gorii k i liczbami strukturalnymi zupełnymi przedstawimy algebraizację 
reprezentacji hipergrafów jako modeli dynamicznych podsystemów manipula­
torów robotów.

Algorytm algebraizacji je3t następujący
o V V1 Wybieramy s z k i e l e t  X bipergrafu X.

1
2 Y/yznaczamy l i c z b ę  s t r u k t u r a l n ą  d o p e ł n i a ­

j ą c ą  szkieletu A^ jako iloczyn1  ̂ czynników pierwszych Jedno-
wierszowych, utworzonych z oznaczeń krawędzi wszystkich niezależnych
cykli szkieletu kX„ hipergrafu lcX.

0  1

3° Generujemy l i c z b ę  s t r u k t u r a l n a  k a t e g o r i i
k jako

k* - K ) l ‘ TT L“ ' 1 J ) ,  ( 5 )
i =1 r

gdzie: i oznaczs operacje przeniesienia wskaźników dolnych, TT jest ope­
ratorem mnożenia1  ̂ liczb strukturalnych kategorii (k-1 ).
4° Sprawdzamy identyczność kolumn w t a b l i c y  r z ę d ó w  p o ­

c h o d n y c h  a l g e b r a i c z n y c h  P, utworzonej z licz-
\rby strukturalnej A przez przekształcenie

(f2:kA — * p ) C = t > A A  (k"1Al|f Pij) (6)
k i j 1Rpij;

gdzie: f^ jest przekształceniem liczby strukturalnej kategorii k w ta­
blicę rzędów pochodnych algebraicznych o elementach p.y e Ii, i=1,...n, 
ja1,...,m (n jest liczbą wierszy, m - liczbą kolumn liczby strukturalnej 
i tablicy P).
5° Wyznaczamy l i c z b ę  s z r u k t u r a l n ą  z u p e ł n ą .

Jeśli w tablicy P nie ma kolumn identycznych, to liczba strukturalna 
jeBt równa

kA, (7 )

1 sensie iloczynu liczb strukturalnych.
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gdzie: 5 oznacza równość strukturalną liczb strukturalnych: zupełne;) i
kategorii k.

W przypadku, gdy w tablicy P są identyczne kolumny, czyli

(K^ *» K^g) / \  ^Piji 13 Pij2^  ^ 31 1 »...,n, (8 )

należy; 
pograj
tyczności, jako

- pogrupować kolumny liczby strukturalnej kA zgodnie z kryterium iden-

kA . kA, + kA„ + ... + kAH + kAM , (9)

v / jc // k Ugdzie: A, A ,..., A są liczbami strukturalnymi, co najmniej dwukp-k Mlumnowymi, w tablicach rzędów, których kolumny są identyczne, A jest 
liczbą strukturalną, której tablica rzędów nie ma kolumn identycznych,

zamienić liczbę st 
nie z zależnością

k M- zamienić liczbę strukturalną A na liczbę strukturalną zupełną, zgod-

n n
;AM - 2  2  $ i j  . (10>

3=1 i=1

k Mgdzie: n' jest liczbą kolumn liczby strukturalnej A ,

*/) § k-1-
^ij Aij>

- obliczyć wagi dendrytowe krawędzi grafu zastępczego (zupełnego)1  ̂utwo­
rzonego z hipergrafu; wagi te są następujące

aij(p) = “ 3 )aij+lnS/k (1xiz " 3 )aij-1 ) *
Z

p4 + 2 - *i
’ " 1)) 1xi ~ Pi " 1 ’

(11)

1 ̂ Por. np. [i] .
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gdzie?

^i( x - 3 )  -  kjL± ^ x . ± -  3) = LXi i3] 'l' [ % ]  *
2 Z

[ z ^ i ]  jest liczbą strukturalną dowolnego drzewa rozpiętego na wszyst­
kich wierzchołkach grafu zastępczego oprócz wierzchołków incydentnych z 
krawędzią a ^ ,

" 3)aiJ+1 = LZii;l] i ( [aij+J ^ [kAJ ’*•'**
Z

- 1) “ kAi(-ixi _ i) " [«ii ^ ’
Z ■ ") ■

jest liczba strukturalną dowolnego drzewa grafu zastępczego, 
- wyznaczyó liczby strukturalne zupełne.

5- Charakterystyki dynamiczne drgających podsystemów manipulatorów 
robotów w reprezentacji liczb strukturalnych

Przedstawimy sposób wyznaczania charakterystyk dynamicznych, a w szcze­
gólności:
- podatności dynamicznej,
- widma częstości drgań własnych,
- współczynników przekazywania zmiennych modelowanego bipergrafem wielo- 

blokowym drgającego mechanicznego podsystemu manipulatora robota.
Podatność dynamiczną układu mechanicznego, modelowanego hipergrafem

1
kX określa zależność:

det^A dettL
y .  - A — Ił. ,  A ir .. . ( 1 2 )

ar det *A d e t A  '
z <£)

gdzie: Y jest podatnością dynamiczna wyznaczoną wzdłuż łańcucha a \
ar

jest ona równa wagom między dwoma dowolnymi wierzchołkami (^3Ĉ ,

1 ̂ Por. np. [3] •
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bipergrafu którym przyporządkowano! zmienne .jOif 1 równa podat­
ności dynamicznej Y.^, obliczonej w kierunku i-tej współrzędnej
wywołanej siła harmoniczna, odpowiadająca j~tej współrzędnej, dę.t A

z ar
- funkcja wyznacznikowa pochodnej algebraicznej liczby strukturalnej kate~ 
gorii k, wyznaczonej względem ^aócucha a , & § kA , <£)■* < D.ij

Dij “ dIt ^ij’ ^ij “ ^ij*
Yi praktyce podatność dynamiczna Y wyraża się za pomocą podatności

*̂*1 }dynamicznych hipergrafów jednoblokowych J przy zastosowaniu zależności

n n
-r  c 1V  “ (v  T T  Di )/(D/ I I  V ’ (13)i=1

D D D Da1a2' " ar aia2"**ar a2a3," ar ar----- g---- =-B---------  g--- -̂----. ... 5—
°2 3**"ar a3a4***ar

(1 4 )

a1a2” ’ar Ya0a,...a„ ... Y,2“3..,ar **• iar>

gdzieś aa wyznacznikami charakterystycznymi elementarnych jednostko­
wych hipergrafów układów, Dq a jest wyznacznikiem charakterystycz-

1 2  r
nym bipergrafu zwartego wzdłuż łańcuchów a^,a2,...ai>,Da - wyznacznikiem

r
charakterystyczbym hipergrafu zwartego wzdłuż łjańcucha or, Y0 0

podatnością dynamiczna hipergrafu układu zwartego wzdłuż łańcuchów 
a1,a2,...,ar określona między wierzchołkami łańcucha a1,...,YQ -podat­
nością dynamiczna hipergrafu układu mechanicznego, określona między wierz­
chołkami łańcucha a .r

Równanie charakterystyczne drgającego mechanicznego podsystemu manipu­
latora robota wyznaczamy przyrównując do zero funkcja wyznacznikowa hiper­
grafu, czyli

D = det kA = det d  = 0. (15)
z- óD

 ̂̂ Stabelaryzowanych w przypadku podsystemów modelowanych mechanicznymi 
układami ciągłymi (poi’, np« [5J )•
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Praktycznie równanie charakteiystyczne wyznaczamy za pomocą podatności 
dynamicznych jednoblokowych hipergrafów jako

n2 n,

D  -  2  T T  ( Y a  ) °  ° *  <1 6 )

jp-1 ap-1 31 32

Współczynnik przekazywania zmiennej biegunowej wyznaczamy z zależności 

Sim(kA , kA ) Sim(si )O .n a >4 Uj-z “ 11 “ .12 z “ 11 “ 12-------- ^ „ .j.:------ a—
31 J2 det T % 1

gdzieś Sim jest.operatorem funkcji jednoczesności liczb strukturalnych^.
W praktycznym badaniu drgających mechanicznych podsystemów manipulato­

rów robotów, modelowanych bipergrafami stosuje się oprócz wcześniej poda­
nego wzoru również zależność w postaci

Y /_ Y
i.2 a 11 a 11 .12
a .. a .P  V  ^  * <18)j1 j2 j2

W dalszym ciągu do badań drgających podsystemów manipulatorów robotów 
będziemy stosować zależność (1 7), którą możemy wyrazić jako funkcję podat­
ności dynamicznej współczynników (i«=1 , ...,n0). Natomiast współ-

J1 32 2
czynniki ' i-tego podukładu będziemy wyznaczać ze wzoru (18) .

3 132

6. Uwagi końcowe

Sformułowany w pracy sposób modelowania drgających podsystemów mecha­
nicznych manipulatorów robotów za pomocą hipergrafów i liczb struktural­
nych zupełnych umożliwia pełna algorytmizację obliczeń. Zalgebraizowane 
bowiem formuły, z których wyznacza się charakterystyki dynamiczne, zapi­
sujemy w postaci funkcji zdefiniowanych na pierścieniu £liczb struktural­
nych wyższej kategorii i liczb strukturalnych zupełnych.

^Por. np. [i] •
“̂ Słuszność proponowanego ujęcia wykazano np. w [3].
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Ponadto charakterystyki te można wyrazić poprzez Btabelaryzowane podat­
ności dynamiczne określone w przypadku jednoblokowych hipergrafów modelu­
jących elementarne podukłady drgające złożonego.podsystemu mechanicznego 
Eanipulatora robota. Natomiast podatności dynamiczne elementarnych hiper- 
grafów koduje się w postaci podprogramów lub funkcji niestandardowych w 
pamięci elektronicznych maszyn cyfrowych. Takie ujęcie umożliwia badanie 
drgających mechanicznych podsystemów manipulatorów robotów wspomagane kom­
puterowo.

Szczegółowy przykład obliczeń numerycznych tą metodą jest w przygotowa­
niu.
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Praca została wykonana w ramach problemu CPBP 02213
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MOflEJIHPOBABHE MEXAHHHECKHX HOflCHCTEM EOEOTOB H MAHHUymiOPOB 
nfflEPrPABAHH E CTPyKTyPHHHH HHCM15H

P e 3 a u e

B paCoxe saeica cnocod uoflejDtpoBaHHa- raneprpa$aua KOAeCjnoAHxcs. uexaHE- 
vecjcax noflCHCTeM poSoxoB h ¡¿aHHuyjwropoB. £ae. btoto onpeAeaaeioa. noHaxae 
6JiovEoro HarpyseHHoro raneprpaija a Aaisxca ocHOBHHe CBoSoiBa raneprpaijia, 
Koxopue ¡¿oAeiiapynx Koaedammaeca uexaHHVecKae cacxeMH o pacnpeAeaeHHuna a 
cocpeAOTOEeHHHMH napaiieipauH. HcnoaBsya cbsbh raneprpaijjoB oo cxpyKxypHiwH 
vacaauH k— xofi KaieropHE h n o M H i m  cxpyxxypHHMH vacaaiiHj aoKasau isexoA onpe- 
Heaeana AHHauavecKHX xapaxiepaciaK BUAeaeHHBcx noAcacxeu, Ea3Hpys aa hoh£- 
ihhx: caeaexa rnneprpaij>a9 AonoaHaxeaBHoro cipyiciypHoro vacaa, xa6aanBi panos 
npoa3BOABHx h AeHApatHoro seca npeflCTaBaeH aaropaxu aaredpaHaanaa» HcnoaB- 
3 y a ^yHKijHHi onpeAeaaxeaBHyB h coBpeueHEOcxa onpeAejunoTca. AUHaMavecxae no- 
AaiaaBocia, cneaxp vacxox a K03$3>arçaeHiH nepe^aBaHaa noamcHofi nepeueBHofl. 
R xsl sxofi peaa HcnojiBQOBaHH xadeaBHne AEHawH^eoKHe noAaxaaBocxHj onpeAeaes- 
Hiie aml npocxux oxpe3KOB-Koae(3aiomHxoÆ uexaHaaecKax noAcacxeii uaaEnyaaxopoB 
pofioioB.

MODELLING THE MECHANICAL SUBSYSTEMS OP ROBOTS AND MANIPULATORS USING 
THE HYPERGRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS

S u n m a r y

The paper presents the method of modelling the hypergraphs of vibra­
ting mechanical subsystems of robots and manipulators. To this goal the 
term of hypergraph polygon was defined and fundamental proporties of | mo­
delling hypergrapbs, (vibrating mechanical systems as well desorete as 
oontinuaous were presented. Then the method of evaluation of dynamic cha­
racteristic for the distinguished mechanical systems was shown with the 
use of the relations between hypergrapbs and structural numbers of K 
category as well as structural complete numbers. At first the algeorithm 
of algebraioation was'presented on the basis of terms of sceleton hyper- 
graph, complemented structural number, table of derivatives, order, and 
dendrit ballnnce.



Modelowanie mechanicanyoh podsystemdw.. 435

Then dynamic fleicibilities, frequency apsetram and transferring coojf- 
fictions were found, uaing the determinant function and simuXtaneoua 
function determined on the ring of structural numbers and tablod dynamic 
flexibilities which were determined in cases of elementary parts of vii~ 
brating mechanical systems of robot manipulators.
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