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GRAP SKROTOW W KINEMATYCZNEJ ANALIZIE MANIPULATOROW ROBOTOW

Streszczenie s W kinematycznej analizie robotéw bardzo uzyteczne
jest stosowanie wspotrzednych w przestrzeni rzutowej. Umozliwia to
w spos6b zwarty opisanie ruchu przestrzeni euklidesowej w poréwna-
niu z zapisem we wsp6trzednych ogélnych. Okreslajac przeksztatcenie
chwilowych skretéw (Srub) w przestrzeni rzutowej sformutowano spo-
s6b wyznaczenia predkosci i przyspieszenia dowolnego punktu ogniwa,
a nastepnie procedure analizy Kkinematycznej mechanizmu manipulatora
metoda skretnikéw. Kolejne kroki rekurencyjnej redukcji skretnikéow j
przedstawiono w postaci.grafu transformacji zmiennych. Metode zilu-
strowano na przyktadzie analizy mechanizmu manipulatora-robota o
ruchliwosci szes¢. W dodatku przytoczono podstawowe pojecia i wkas-
nosci geometrii rzutowej.

1. Wprowadzenie

W kinematycznej analizie mechanizmu manipulatora mozna zastosowa¢ me-
tode sktadania ruchéw Srubowych, tzw. Bkretéw w przestrzeni rzutowej.*

Skretowi ciata sztywnego, zwanego dalej ogniwem, jako pojeciu mecha-
nicznpmu, nadaje sie w tej przestrzeni interpretacje matematyczna w posta-
ci grupy przeksztatcen rzutowych zdefiniowanej przez Kleina [i] -

Ostatnio za pomoca skretéw Lipkin i Duffy [2, 3] formutuja zadania
sterowania ruchami manipulatora robota.
Pojecie skretu wigze sie z pojeciami motoru i skretnika, ktérych teoria
by¥a rozwijana Juz przez Misesa [4], a nastepnie przez Dimentberga [5, 6] =
Zaznaczamy, ze innym sposobem badania kinematyki mechanizmu manipulatora

~Podstawowe pojecia i wkasnosSci geometrii rzutowej przedstawiono w dodat-
ku.
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jast np. metoda macierzy przejscia okreslanych dla par kinematycznych', '"Ba-
zujaca na transformacjach uktadéw wspoédrzednych przyporzadkowanych agnlwom
mechanizmu [?-10] . Metoda ta w realizacji numejrycznej jest jednak mniej
8fektywna ze wzgledu na konieczno$¢ rozniczkowania macierzy przejscia
wzgledem wspoétrzednych uogélnionych przyporzadkowanych parom kinematycz-
nym.

W pracy sformutowano analize kinematyczna mechanizmu manipulatora me-
toda sktadania skretéw, odwotujac sie réwniez do pojecia motoru i skret-
nika. Zakres analizy obejmuje okreslenie potozen predkosci i przyspieszen
punktéw poszczegélnych cztonéw mechanizmu, przy czym wielkosci kinematycz-
ne wyznacza sie w nieruchomym uktadzie odniesienia. W tym celu, w przes-
trzeni rzutowej opisujemy transformacje uktadéw wspétrzednych macierzami
przejscia okreslanych dla par kinematycznych.

Metode zilustrowano na przyktadzie modelu kinematycznego mechanizmu mani-
pulatora.

2. Okreslenie przeksztatcenia S$rubowego 1 skretnika w przestrzeni rzu-
towej

Jedna z waznych zalet stosowania wspo4rzednych w przestrzeni rzutowej
PR—* jest wkasnos¢, ze ruch przestrzeni Euklidesa R™ tzn. przeksztakcenie
postaci y o ux + b (x,y e B?) zachowuje d¥ugos¢ i réwnolegtos¢ woktoroéw,
jako ztozenie obrotu okreslonego macierzg 0 o wymiarze @B x 3) i prze-
suniecia rownolegtego b. Przeksztatcenie to jest réwnowazne w wspodrzed-
nych jednorodnych przeksztatceniu liczbowepu PR postaoi:

gdzie i
T - jest macierzg transformacji wspé4rzednych.
Tréjwymiarowy wektor r *= 1 wygodnie jest przedstawi¢ w

przestrzeni PR™ czwdrkami liczb rzeczywistych

r=[r*r?r™rjT  takimi, ze

2 ? ? ?
1* ri+r22r3+r4 *0 -
Q
2. Jr~r ™ J ~Xg, »
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ktére nazwiemy wspédrzednymi wektora r e PR, przy czyn zachodzi

ri?2r2*r3;rd4 “ xiixi™x3*1
Przeksztatcenie (1) nosi nazwe przekaztatoenia “afinicznego.

Def. 1. Przeksztakceniem Srubowym t nazywamy przeksztatcenie afiniczne,

w ktoérym wektor b jest rownolegty do osi kolinoaoji (obrotu).
Przeksztatcenie Srubowe w kinematyce nazywa sie réwniez skretem. 0§

przeksztatcenia Srubowego nazywamy linia, Srubowg a jej réwnanie ma poBtads

poz0+ ta, a o ) €D

gdzie:
to - jest wektorem predkosci katowej ruchu obrotowego.

W kinematyce mechanizméw manipulatoréw bedziemy interpretowaé¢ ruchy ogniw
jako ztozenie ciagu nastepujacych po sobie przeksztatcen Srubowych:

Q) N NDxFx kg *

Podobnie 0$ $rubowa dtancucha kinematycznego jest kombinacjag liniowag
chwillowych osi obrotu ogniw:

p oclPl + 0i2P2 * *** + anpn * ~
przy czym
2 M 4 o0
Pochodng wektora b po czasie nazwiemy predkosciag skretu i oznaczymy
przez vg,
Przejdziemy do zdefiniowania waznego pojecia w kinematyce mechanizméw

przestrzennych, jakim jest skretnik kinematyczny.

Def. 2. Skretnikiem kinematycznym nazwiemy uk#ad ztozony z wektora pred-
kosci katowej <0 i predkos$ci skretu

{*Vvs} (6)

gdzie:

m ®
s V f
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przy czym

k - nazywa sie parametrem kinematycznym skretnika,
v - jest wektorem predkosci dowolnego punktu niata.

Skretnik kinematyczny nazywany jest réwniez Sruba [3, 7] =
Wielkosci jx oraz k sa niezmiennikami przeksztatcen rzutowych. Rozpatrzmy
rzut dowolnego wektora v na kierunek linii Srubowej:

ta wfle, ~ cyTe

w

Udowodnimy, ze miara (i jest niezmiennikiem kolineacji uktadu wspotrzed-
nych:

™

uwzgledniajac, ze

Zauwazmy, ze skretnik mozna przedstawi¢ w postaci liczby zespolonej Clif-
forda [5] :

S « ta+ cvs *te(1 +"-e), (8)

gdzie:

c - jest symbolem (hiperliczbaj o wkasnosci o = 0.

Ogoélniejszym pojeciem od skretnika jest motor kinematyczny, rozumiany
jako uktad ztozony z predkosci bieguna, np. punktu A i predkosci kato-
wej ciata. Wtedy motor

MA « u) + CVp ©

Znajac motor ciata wyznacza sie jego skretnik

S «w+ cvfl bco(i +nc) 10)

gdzie
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Skretnik jest zatem szczeg6lnym przypadkiem motoru, a ich algebre omé6-
wiono szczeg6towo w pracach £4, 5, 6j e

Metode przeksztatcen Srubowych i skretnikéw zastosujemy w modelowaniu
kinematyki mechanizméw manipulatoréw - robotow.

3« Wyznaczanie predkosci 1 przyspieszenia dowolnego punktu ogniwa

Zatozmy, ;e dla i-tego ogniwa znany jest motor kinematyczny w biegunie
(rys. 1). Znamy réwniez przyspieszenie bieguna. Wspotrzedne wy-
szczeg6lnionych wektoréw okreslono w uktadzie wspéirzednych (x'Q, y», Zz0)
o osiach rownolegtych do osi uktadu nieruohomego (xQ, yQ, z0). Ukkad wspot-
rzednych (X,y,z) jest ukdtadem lokalnym zwigzanym na sztywno z ogniwem.

Rys. 1

Potozenie punktu P~ wzgledem nieruchomego uktadu wspétrzednyoh jest

okreslone réwnaniem

0)-*, 0V (,1)

gdzie
Toi = TO1 T12 <** *j-1.i-
\
jest macierzg przejscia ogniwa (od lokalnego uk#adu wspédrzednych ogniwa

do uktadu nieruchomego zwigzanego z ostoja 0).
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~j-1 i 09 nacierzatE* przejscia lokalnyoh uk#adéw wspérzednych ogniw o

wymiarach (4x4) i postaci (), rp - [zp.yp,sp*1]~ crta”sla wspotrzed-

ne punktu P< w ukdadzie lokalnym, rp”~ “=[Ep0~>yp02»zp0”»"1] okrad-
+a wspétrzedne P~ w uktadzie nieruchomym»

Zauwazmy, ze przeksztatcenie (11) jest ztozeniem ciagu kolejnych prze-
ksztatcen afinicznych o postaci (4)»
Znajac motor ogniwa M. nW, + cv, wyznaczamy jego skretnik

Ai 1 Ai
5- @ + cvQi (12)
gdzie
w2 A
] 1
wul a3
oraz réwnanie linii Srubowej ogniwa»
©
p » x0 + et « piy . [€0))
Predko$6é punktu P~ wyznacza sie na podstawie zaleznosci»
vp =t. + Bp u , (5)
ri Ai ri i
gdzie
0 z
-z" (16)
yp -zp

jest macierzg antysymetryczng, ktorej elementami sg wspodrzedne punktu Pj_
w uktadzie (s§, ¥j. z)-

Dokonujac kolineacji uktadéw wspétrzednych wyznaczamy wspédrzedne pun-
ktu Pt w uktadzie przesunietym

r—'g_, L Hoi rp_ an
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gdzie

koi “ *“ol “12 ** «j-1,i
jest macierzag kolineacji ogniwa (od ukdadu ¢:.,.y”~z~1) do uktadu wspot-
rzednych (x*, yj, zQt 1.
Sktadowe macierze Jj otrzymuje sie z macierzy T o postaci (1)
przez wyzerowanie wektora b.

Szczeg6towa postac¢ macierzy kolineacji KQi ogniwa i-tego jest nastepu-
Jaca«

Kol ** ["_ H- MT— L » as)
gdzie
Uoi * U0l Ul2 *e* Ui-1,i *

Przyspieszenie punktu P~ okreslamy zaleznoscia:

% U\ £i +\  “i (19)
gdzie:
° o eyp
—v;p 0 vp 0)
—va 0

Jest macierzag, ktorej elementami sa wspédrzedne wektora predkosci wzgled-
nej punktu Pjj Vp <& Vp - VAN |

Obecnie sformutujemy sposéb prowadzenia analizy kinematycznej mecha-
nizmu manipulatora majacego posta¢ otwartego (dancucha kinematycznego me-
todg rekurencyjnej redukcji skretnikéw ogniw. Zadanie sprowadza Bie do wyz-
naczania motoréw w biegunach par kinematycznych.

Przez biegun pary kinematycznej rozumiemy punkt nalezgcy Jednoczes$nie
do obydwu ogniw tworzacych te pare, w ktérym, okreslono poczatek lokalnego
uktadu wspétrzednych.



444 J. Wojnarowski, A. Eowak
4. Analiza kinematyczna manipulatora metoda skretnikow

Rozwazmy otwarty 4ancuch kinematyczny (rys. 2).

Z kazdym ogniwem zwigzano lokalny uktad wspédrzednych, w ktérym okres-
lono wektor predkosci katowej u)” ogniwa oraz podozenie bieguna nastep-
nej pary kinematycznej.

Ogniwo oznaczone przez O traktowane jest jako ostoja.

Rys. "2

Ralezy zwré6cié uwage na wzajemng orientacje uktadéw wspétrzednych,
pr3y przejsciu od jednego ogniwa do drugiego. W tym celu wprowadza sie ma-
cierz orientacji uktadéw wspétrzednych B

W przypadku niezgodnej orientacji uktadéw wspétrzednych nalezy utwo-
rzy¢ iloczyn macierzy kolineacji | 1. oraz macierzy orientacji ukta-
doéw wspotrzednych. Wtedy macierz przeksztatcenia afinicznego bedzie

Ti-1,i “ Pi-1,i Ki-1,i* @D
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gdzie

ﬁN [ \' Zl Zl

4

Bi * Dbli,b2i,b3il ~ 208t maolerzot ktérej elementami aa wspétrzedne bie-
guma A" w uktadzie wspotrzednych (xi_~, y~-1* zi-1~ ogniwa (i-1).
K,_i ~ Jest macierzg kolineacji uktadéw wspétrzednych ogniw pary,

(22)

Wi-1 i “es* macierz9. (3 x 3) utworzong z cosinuséw katéw, Jakie tworza
uktady wspétrzednych (z~, yJ 1, zjwp i (2, y», z*) w potozeniu poczat-

kowych ogniw "i-1" oraz "i", w przypadku uk¥adéw zorientowanych zgodnie

macierz ta Jest Jednostkowa»
Przedstawiamy nastepnie iteracyjny sposob redukoji skretnikéw ogniw mecha-
i

nizmu, Fformutujac zadanie wyznaczenia potozenia predkosci punktu P og-

niwa n-tego, traktowanego Jako ogniwo robocze.
1. Zato6zmy, ze okreslono skretnik dla pierwszego ogniwa»
S1=%0l + ~1°)* ~3)

gdzie»

wol “ Kol M1» YA\

<0
Réwnanie linii Srubowej ogniwa* p~ = p* = A,on,eN w@n °"i"

Wyznacza sie nastepnie predkos¢ bieguna Ag

Vag € st t Bo®r T @

gdzie:
Jest dowolnym punktem osi p~f

2. Okreslamy skretnik dla nastepnego ogniwa:

Sg -to02 (@ + ¢t2c) -too2 +|c»rS2 , (25)
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gdzies

"0 2 + 5802 W2 " Ko2“2 » <26 >

Predkos¢ skretnika ogniwa wynosi:

vs2 mIL2%2 *

T
Wo2 A,

/2" kK IF ~

Roéwnanie linii Srubowej ogniwa:

p2 “ *20 + ~e2’e2 7 *
1 o021

Zauwazmy, ¢e wektor predkosci skretnika ogniwa 2 mozna przedstawi¢ w pos-
taci kombinacji liniowej:

vs2 ° "1l vsl + "2 vs* A wol + 722 72 %2 - i2?)

gdzie:

2 *kg

Jest predkoscig elementarnego skretnika ogniwa 2, traktowanego Jako cia-
4o swobodne.

Wspétczynniki kombinacji liniowej wynosza:
0 A2 o N2
R SR BN
Zauwazmy, ze dla pierwszego ogniwa zachodzag zwigzki:

* n F o 0

“ol " “V fi ~1* Vbl * V»1l’ 1“ 1>

W ten sposc¢b predkos¢ skretnika ogniwa 2 Jest kombinacjag liniowa pred-
kosci elementamyoh skretnikéw ogniw 1 i 2.
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Réwniez réwnanie linii Srubowej ogniwo 2 mozna przedstawi¢ w postaci
kombinacji liniowej chwilowych osi obrotu ogniw 1 i 2s

p2 “ h P*+ h p2*- 28)
gdzie:
ZaN
€ E o # OJZ
Pi ° PI> p2 “ 27 e2 " JIMTI *
Wspétczynniki i T2 wyznacza sie ze wzorow:
[tus | I to* |
(29)

3« Dla dowolnego i-tego ogniwa (i > 2) odpowiednie wyrazenia okreslajag-
ce jego ruch Srubowy sa nastepujace:

Si -<o0o0i + vOi o “<0i0 +7;0), (30)
gdzie:
vsi ° AI(0* + R+ *** +col
woi TW2 * —  +wi » wi ° KoiWi »
ool TVj
ANtk oj o227\ E Vei"i+ B°i-iAiw°’1"1 * 32)

Zauwazmy, ze wektor predkosci skretnika mozna przedstawi¢ w posteci kom-
binacji liniowej wektoréw predkosci elementarnych skretnikéw ogniw 4ancu-
cha:
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Roéwnania oeil Srubowej i-tego ogniwa jest kombinacja liniowg ohwilowyoh osi
obrotu ogniw 4adoucha:

Pi = FAP* + P2p| + eee + PjP* t (34)

gdziej

4. W spos6éb rekurencyjny okreslamy skretnik dla ostatniego ogniwa:

Sp 0o * Von § €O, (Lt 80 - G5

(36)

oraz réwnanie linii Srubowej tego ogniwa:

pn mh p*+ h p2 + -* +:bnpn * @GN

Predkos¢ punktu P ogniwa wyznaczamy ze wzoru:
G8)

Szczeg6lnego oméwienia wymaga przypadek pary postepowej, utworzonej np.
z ogniw "i" oraz "i+l" (rys. 3).
Przez Ai+j oznaczono potozenie poczatkowe ogniwa (i+1), w ktorym A1 =
“ Aitl* Welftor S « Ai+7J Okresla przemieszczenie ruchu wzglednego
tego ogniwa.

Zak6zmy, ze wyznaczono skretnik dla ogniwa i-tego, wéwczas skretnik
ogniwa (1+1) jest nastepujacy
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gdzies
o _Tv
oi A’.I.+1
VBi+= “H i+l “oi” ~1+1 2 »
(o1 |
* -V +B A e, +Vv(®, (40)
itl ei °i Aitl 1
0 K
VO 2K b V.

Mozne udowodnié, ze miara i+l skretnika ogniwa z para postepowa wyraza
sie wzorem:

ARHL A+ Afy i “D
gdziet
Aiv % @i T v(0))/ W oil

Réwnanie linii Srubowej ogniwa (i+l) ma postac:
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Zauwazmy, ze dla pary postepowej linie Srubowe ogniw tej pary sa prostyni
réwnolegtymi. Przyspieszenia punktéw ogniw wyznacza sie weddug metody
przedstawionej w punkcie (3) pracy,.stosujac wzory (19), (20). W przypad"
ku pary postepowej (rys. 3) wykorzystujemy zaleznos$oi

ahjyp “ ARy T BAGup 681 + A, 22)@ft

gdzie:
0 y(0) v (®)

z Ty

V = Z 0 * o » (44)
o
-V /(O 0
- X0

jeBt macierzag, ktéorej elementami Sg sktadowe wektora predkosci ni-

ebu wzglednego (w uktadzie nieruchomym).
Ostatni sktadnik we wzorze (43) okresla przyspieszenie ruchu postepowego
ogniwa.

5. Graf rekurency.lne.i redukc.ii skretnikow

F_ekurencyjny algorytm redukcji skretnikéw otwartego tancucha kinematycz-
nego nozna zilustrowa¢ ca pomoca grafu Xg transformacji zmiennych skret®
nikéw (rys. 4). Graf ten reprezentuje ciag skretnikéw przyporzadkowanych
poszczegélnym ogniwom, ktéro otrzymuje sie przez ztozenie elementarnych
przeksztatcen Srubowych ogniw.

Rys. 4



Graf skretow w kinematycznej analizie... 451

Ti grafie XQ przez oznaczono predkos¢ dowolnego punktu i-tego

ogniwa, w szczeg6lnosci punkty P~ utozsamiamy z biegunami par kinema-
tycznych (PL = Ai+])*
W grafie tym liniami przerywanymi zaznaczono krawedzie o wagach réwnych
miarom skretnikow.

Réwnowaznym sposobem geometrycznej interpretacji ztozenia ruchéw Sru-
bowych ogniw mechanizmu jest graf transformacji zmiennych dla motoroéw,
ktéry przedstawiono na rys. 5.

W grafie tym wyodrebniono réwniez wierzchotek v odpowiadajacy predkosci
wzglednej pary postepowej w biegunie ky

Graf motoréw posiada znaczenie na etapie wyznaczania skretnikéw ogniw, w
celu okreslenia predkosci biegunéw par kinematycznych.

6. Przyk¥ad analizy kinematyczne.l mechanizmu manipulatora

Mechanizm manipulatora (rys. 6) o ruchliwosci Bze$é ma dwie pary obro-
towe klasy piagtej, jedna pare postepowag klasy piagtej i pare sferyczna klap-
sy trzeciej.

Z kazdym ogniwem zwigzano lokalny uk#ad wspétrzednych. Uk#ad (*Oty0»zo3
jest uktadem nieruchomym przez C' oznaczono poczatkowe potozenie punktu C.
Zatozono jednostajne zmiany parametréw.kinematycznych mechanizmu = ca'™t,
i=1,2,3,4,5, s = vt.

Potozenie poczatkowe mechanizmu zaznaczono na rys. 6c¢c. Wektory predkos$-
ci katowych w lokalnych uktadach wspédrzednych posiadaja nastepujaca re-
prezentacje macierzowg:
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to, a |0 *.u>j.cO0e»oj ® oraz Vv o ljo,v,0f0JdT

Macierze transformacji obrotowych uktadéw wspédrzednych,bedacs macie
rzami przejscia par kinematycznych przyjmuja nastepujace postacie:

“C1 -s1 0 1 0 0
ur - 81 cl 0 u2= 20 G2 -S2
0 0 1 S2 c2
1 0 0 C4C5 -S5 -54C5
03 0O n O ua -S3s4 C3C5 -C4S3-C334S5

0 0 1 C3S4+83C4S5 S3C5 C3C4-S354S5
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gdzies
przez O i S oznaczono funkoje coainus oraz sinus.

Potozenie punktu E w uktadzie nieruchomym wyznaczymy przez ztozenie
przeksztatcen aflnicznych

-0

o4 »

gdzies

To4 "™ TOl T12 T23 T34 »

L tl

101 12 00011
1 0]

*U. 13+S

1

23 3% oo0o0-1

© o O 1
e g re . [0,170,1,] T.

Predkos¢ punktu E wyznaczamy metoda skretnikéw, okreslajac motory w
biegunach par kinematycznych oraz skretniki poszczeg6lnych ogniw.

Graf ztozenia motordéw ilustruje rys. 7, w ktorym wagi krawedzi oznaczo-
ne przez odpowiadaja macierzom potozen biegunéw. Posta¢ tej macie-
rzy okresla wzor (16). Macierz Kc(.) w grafie odpowiada macierzy koline-
acji i1 jest okreslona wzorem (18). Zauwazmy, ze macierz ta powstaje z ma-
cierzy T przez wyzerowanie ostatniej kolumny z wyjatkiem elementu 1.

0

Redukujac graf wyznaczamy predkosoi poszczegélnych biegunéw:

VB = BAB T01 *V “01 - Kol 1 »
“ A ON02 + VB* wo2 =D kozwz»
v -V + W + BC"C?02, “03 02»

vD * VC + BCI/J02" w 03 a<uo2*
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o<u2
N2 \Y,

Jikoy wa 92 1 A8 1 A3 1

BAB BBC ®cc BMD Bde
v.a 1 V,, 1 \V 1 ’(\5 v
*o 8 C A\

Rys. 7

oraz predkos¢ punktu E:

VE " VD + - <flo4 "w 03 + KO3a,3>

Znajac predkosci katowe cooi oraz predkosci biegunéw mozemy okresli¢ skia-

dowe skretnikoéw poszczego6lnych ogniw:

@
02 B
S1 “wo01 + VAC “4501
52 “<1,02~ +/7J2CA” LA
SC,
n r a 2>
53 “w 02(1 +~30)»
0,04TyD
S4 "w04° + udo)* = |%4p ’
oraz réwnania linii Srubowych:
(0]
p2 . x20 + A e2, 02
2 = |ﬁ352ﬁ*
co
p3 = x30 + -~e2’ “ 04
©04
p4 m x40 + ed

Szczeg6towa analiza kinematyczna mechanizmu jest mozliwa metoda nume-
ryczng. Przedstawiony przyk#ad modelowania kinematyki mechanizmu manipu-
latora - robota ms znaczenie pogladowe w zakresie prezentowanej metody

analizy.
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7- Wnioski

Przedstawiony w jpracy, rekurencyjnyjalgorytm redukcji skretnikéw dla otwar-
tych tancuchéw kinematycznych stanowi podstawe do opracowania szczego6to-
wych programéw numerycznych.

Przedstawiony spos6b modelowania kinematyki meohanizmu manipulatora ~
wykorzystuje niezmiennicze wkasnosci przeksztatcen sSrubowych.

Graf transformacji zmiennych skretnikéw przedstawia organizacje ciagu
przeksztatcen Srubowych, prowadzacego do redukcji ruchéw Srubowych kolej-
nych ogniw mechanizmu. Istnieje potrzeba i mozliwos¢ wykorzystania przed-
stawionej w pracy metody redukcji skretnikéw w badaniu dynymiki mechaniz-
méw manipulatoréw, traktujgc ogniwa jako ciata nieodksztatcalne.

Praca wykonywana jest w ramahh CPBP-02.13
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DODATEK

D.1. Podstawowe pojecia 1 wkasnosci geometrii rzutowel

Geometria rzutowa bada wkasnosci Ffigur, ktére nie nie zmieniaja przy
operacjach rzutowania. Wprowadza sie przestrzen rzutowg, w ktéorej kazda
prosta przecina ptaszczyzne, w szczegdlnosci prosta rownolegta do niej
przecina ptaszczyzne w punkcie » .

Punkt X przestrzeni rzutowej jest okreslony czwérka wspétrzednych
X = |x1lex2,i3,x4| , przy czym przyjmujemy &a., = X, >y, Xj = z,

*4 = 1, gdzie x,y,z sg wspo¥rzednymi punktu w przestrzeni euklidesowej.

Ptaszczyzna jest okreslana zbiorem liczb U = ju.j.Ug.Ujjurd , punkt X
nalezy do ptaszczyzny, gdy

UTX = ulxlu2x2 + + UMD « O (0.1)

Wektorem w przestrzeni rzutowej o metiyce euklidesowej jest zbior
liczb r « [r.j,r2,r3,037.
Rzutem wektora y na wektor x nazywamy wektor y"«*~l, gdzie
T
uU*=
r we¥*

Okreslimy nastepnie przeksztatcenia rzutowe w przestrzeni RP~ a zwhkasz-
cza kolineacje, translacje i przeksztatcenie afiniozne. Niech X bedzie
punktem w przestrzeni rzutowej RPN,

Def. 1. Kolineaoja nazywamy przeksztatcenie RP-*~ RP~ okreslone naste-
puj acpt

x'<= Kx , (D.2)

gdzie

K jest macierza przeksztatcenia o postacit

gdzie

U jeat macierza obrotu, ktérej elementami sa cosinusy katéw pomiedzy
osiami uktadéw wspétrzednych.

Zauwazmy, ze zachodzi |S] ™ det K = 1.
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Odpowiednikiem kollneaoji w przestrzeni euklidesowej Jest obrét uktadu
wspotrzednych.

Def. 2. Translao.la nazywamy przeksztatcenie!

X -1 +0b , (0.4)

gdzie

b - [b~.bg.b”.0]T Jest wektorem przesuniecia réwnolegtego.

Def. 3. Przeksztakceniem afinlcznrm nazywamy ztozenie kolineacji i trans-

laojii
z’'m TJ*+ b - Tx , (D.5)

gdzie

T Jest maoierza przeksztatcenia o postaoii

J (D.6)

Tt

Zauwazmy, ze macierze T oraz K sa wymiaru (4 x 4)»

Przeksztatcenia rzutowe tworzg grupe przeksztatcen, ktéra w myoél pro-
gramu Kleina okresla geometrie rzutowg.

Metryczne wkasnosci geometrii rzutowej mozna okreslidé rozpatrujac na-
stepuj ac4 forme biliniowg [2, 3] 1

XT  Yf. o , ©®.7

gdzie

Zaleznos¢ (D.7) okresla ortogonalnos¢ dwoéoh punktow.
Parametr £ wystepujacy w macierzy moze przyjmowaé¢ wartosci £« 1,0,-1.
Okreslaja one odpowiednio przestrzen rzutowa o metryce eliptycznej, eukli-
desowej i biberbolicznej.

W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze przestrzeh ta posiada metryke
euklidesowg, przyjmujac £ » 0.
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W przypadku kolineaoji forma (D.7) przyjmuje postac:
xTé£ i” = xT(§ Dx » x,TATE Tx (0.8)

skad otrzymujemy, ze

6 £ ©-9

Kolineacja jest zatem niezmiennikiem wkasnosci metrycznych przestrzeni
rzutowej .

Réwnanie prostej w przestrzeni rzutowej przechodzacej przez punkt x
i réwnolegtej do wektora b ma postac:

p m xft Ae , (D-10)

gdzie:

Szersze oméwienia wkasnosci przestrzeni rzutowej mozna znalezé¢ w pracy

1]

TPA« BHHTOB B KHHEMATHHECKOM AHAJTH3E
MAHHHYj 1aTOPOB POEOTOB

P e 3 s u €

OneHt noze3Huu b KHHeuaiinecKOM asansse uexaHHsmob uaHKnyxaiopoB HBaaei-
cs npKKeHemie MeroAOB npoeKiHBHofi reoMeipHH. Sthmb MeioAaMH mosho npoCTO
onpeflenHiB ABHseHHe sBKJinnoBoro npocipaHCiBa no cpaBHeHHE) C oCgHMH koopah-
Hatauh. OnpeaeaHB npeBpameKHe bhhtob b npoeKTHBHOM npocipaHCTBe, npesciaB-
aeH cnoco6 onpeAeaeHHH CKopociH h ycKopeHHa npoH3BOJitHofi tohkh 3BeHa, a
lanse UEroA KHHeuaTireecKoro asaJiH3a MaHKnyaaiopa npH HcnojiB30BaHHH aareSpu
bhhtob. KTepanHOHHufi ajiropKm peAyKUHfi bhhtob HJunocTpHpyeTca rpa$OM Tpanc-
(topHaUKH nepeueHHtDC. UeioA bhhtob npeACiaBjteH Ha npHMepe MexaHH3Ma mshh-
nyjiHTopa C mecibD cieneHRMH iioabkxhocth. OcHOBHue noHaiHH h CBoficiBa npoeK-

THBHofi reoueipHH npeACTaBaeHH b AonoAHHiejibHbDc cseAeHHax.
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THE GRAPH OF WRENCHES IN THE KINEMATICA1 ANALYSIS
OF THE ROBOTIC MANIPULATORS

Summary

It is useful to apply the projective geometry in the Kinematical ana-
lysis of the robotic manipulators. This way enables description of the
motion of Euclidean space than using the general coordinates. Defining
the transformation of momentary twists (screws) in the projective space
the way determining velocity and accelaration of optional point link has
been _formulated. Using the method of wrenchs a procedure of kinematical
analysis of manipulators was presented. The successive steps of Iterative
reduction of wrenches can be shown in the terms of variables transforma-
tion graph. The method of wrenches illustrated an example of robotic ma-
nipulator with six degrees of mobility. The fundamental notions and pro-
perties of projective geometry are presented in the annex.
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