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GRAP SKRÓTÓW W KINEMATYCZNEJ ANALIZIE MANIPULATORÓW ROBOTÓW

Streszczenie s W kinematycznej analizie robotów bardzo użyteczne 
jest stosowanie współrzędnych w przestrzeni rzutowej. Umożliwia to 
w sposób zwarty opisanie ruchu przestrzeni euklidesowej w porówna
niu z zapisem we współrzędnych ogólnych. Określając przekształcenie 
chwilowych skrętów (śrub) w przestrzeni rzutowej sformułowano spo
sób wyznaczenia prędkości i przyspieszenia dowolnego punktu ogniwa, 
a następnie procedurę analizy kinematycznej mechanizmu manipulatora 
metoda skrętników. Kolejne kroki rekurencyjnej redukcji skrętników j 
przedstawiono w postaci.grafu transformacji zmiennych. Metodę zilu
strowano na przykładzie analizy mechanizmu manipulatora-robota o 
ruchliwości sześć. W dodatku przytoczono podstawowe pojęcia i włas
ności geometrii rzutowej.

1. Wprowadzenie

W kinematycznej analizie mechanizmu manipulatora można zastosować me
todę składania ruchów śrubowych, tzw. Bkrętów w przestrzeni rzutowej.* 

Skrętowi ciała sztywnego, zwanego dalej ogniwem, jako pojęciu mecha- 
nicznpmu, nadaje się w tej przestrzeni interpretację matematyczna w posta
ci grupy przekształceń rzutow ych zdefiniowanej przez Kleina [i] .

Ostatnio za pomocą skrętów Lipkin i Duffy [2, 3] formułują zadania 
sterowania ruchami manipulatora robota.
Pojęcie skrętu wiąże się z pojęciami motoru i skrętnika, których teoria 
była rozwijana Już przez Misesa [4] , a następnie przez Dimentberga [5, 6] • 
Zaznaczamy, że innym sposobem badania kinematyki mechanizmu manipulatora

^Podstawowe pojęcia i własności geometrii rzutowej przedstawiono w dodat
ku.
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jast np. metoda macierzy przejścia określanych dla par kinematycznych", "Ba
zująca na transformacjach układów współrzędnych przyporządkowanych ągnlwom 
mechanizmu [?-10] . Metoda ta w realizacji numejrycznej jest jednak mniej 
8fektywna ze względu na konieczność różniczkowania macierzy przejścia 
względem współrzędnych uogólnionych przyporządkowanych parom kinematycz
nym.

W pracy sformułowano analizę kinematyczna mechanizmu manipulatora me
toda składania skrętów, odwołując się również do pojęcia motoru i skręt
nika. Zakres analizy obejmuje określenie położeń prędkości i przyspieszeń 
punktów poszczególnych członów mechanizmu, przy czym wielkości kinematycz
ne wyznacza się w nieruchomym układzie odniesienia. W tym celu, w przes
trzeni rzutowej opisujemy transformacje układów współrzędnych macierzami 
przejścia określanych dla par kinematycznych.
Metodę zilustrowano na przykładzie modelu kinematycznego mechanizmu mani
pulatora.

2. Określenie przekształcenia śrubowego 1 skrętnika w przestrzeni rzu
towej

Jedną z ważnych zalet stosowania współrzędnych w przestrzeni rzutowej 
PR-* jest własność, że ruch przestrzeni Euklidesa R^ tzn. przekształcenie 
postaci y o ux + b (x,y e B ? ) zachowuje długość i równoległość woktorów, 
jako złożenie obrotu określonego macierzą 0 o wymiarze (3 x 3 ) i prze
sunięcia równoległego b. Przekształcenie to jest równoważne w współrzęd
nych jednorodnych przekształceniu liczbowepu PR^ postaoi:

gdzie i
T - jest macierzą transformacji współrzędnych.
Trójwymiarowy wektor r *= 1 wygodnie jest przedstawić w

przestrzeni PR^ czwórkami liczb rzeczywistych

r  = [ r ^ r ^ r ^ r j T takimi, że

2 ? ? ?
1* r1 + r2 ^ r3 + r4 * 0 ’

2. J r ^ r ^ J  ^Xg, ,
(2
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które nazwiemy współrzędnymi wektora r e PR^, przy czyn zachodzi
r1?r2*r3;r4 “ xiixi^x3*1 •

Przekształcenie (1) nosi nazwę przekaztałoenia 'afinicznego.

Def. 1. Przekształceniem śrubowym t nazywamy przekształcenie afiniczne, 
w którym wektor b jest równoległy do osi kolinoaoji (obrotu).

Przekształcenie śrubowe w kinematyce nazywa się również skrętem. Oś 
przekształcenia śrubowego nazywamy linia, śrubową a jej równanie ma poBtaós

p o z0 + ta, a o , (3 )

gdzie:
to - jest wektorem prędkości kątowej ruchu obrotowego.

W kinematyce mechanizmów manipulatorów będziemy interpretować ruchy ogniw 
jako złożenie ciągu następujących po sobie przekształceń śrubowych:

4/“ ^  ̂ 2* ** *&n *

Podobnie oś śrubowa łańcucha kinematycznego jest kombinacją liniową 
chwilowych osi obrotu ogniw:

p oclP1 + oi2P2 * *** + ocnpn * ^

przy czym

2 M  4 o

Pochodną wektora b po czasie nazwiemy prędkością skrętu i oznaczymy 
przez v g ,
Przejdziemy do zdefiniowania ważnego pojęcia w kinematyce mechanizmów 
przestrzennych, jakim jest skrętnik kinematyczny.

Def. 2. Skrętnikiem kinematycznym nazwiemy układ złożony z wektora pręd
kości kątowej <0 i prędkości skrętu

{ * V vs}' (6)

gdzie:

m (6)ss Oj V f
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przy czym
k - nazywa się parametrem kinematycznym skrętnika, 
v - jest wektorem prędkości dowolnego punktu ńiała.

Skrętnik kinematyczny nazywany jest również śruba [3, ?] •
Wielkości jx oraz k sa niezmiennikami przekształceń rzutowych. Rozpatrzmy 
rzut dowolnego wektora v na kierunek linii śrubowej:

Zauważmy, że skrętnik można przedstawić w postaci liczby zespolonej Clif
ford a [5] :

Ogólniejszym pojęciem od skrętnika jest motor kinematyczny, rozumiany 
jako układ złożony z prędkości bieguna, np. punktu A i prędkości kąto
wej ciała. Wtedy motor

ł a ■= f1 e, ^ c yTe
tu

Udowodnimy, że miara ¿i jest niezmiennikiem kolineacji układu współrzęd
nych:

(7)

uwzględniając, że

S « ta + cvs *te(1 +^-e), (8 )

gdzie:
oc - jest symbolem (hiperliczbąj o własności o = 0.

M, « u) + cv. A A (9)

Znajac motor ciała wyznacza się jego skrętnik

S « w  + cvfl b c o (i +n c) (10)

gdzie
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Skrętnik jest zatem szczególnym przypadkiem motoru, a ich algebrę omó
wiono szczegółowo w pracach £4, 5, 6j •

Metodę przekształceń śrubowych i skrętników zastosujemy w modelowaniu 
kinematyki mechanizmów manipulatorów - robotów.

3« Wyznaczanie prędkości 1 przyspieszenia dowolnego punktu ogniwa

Załóżmy, ¿ e dla i-tego ogniwa znany jest motor kinematyczny w biegunie 
(rys. 1). Znamy również przyspieszenie bieguna. Współrzędne wy

szczególnionych wektorów określono w układzie współrzędnych (x'Q, y^, z'0 )  

o osiach równoległych do osi układu nieruohomego (xQ, yQ, z0). Układ współ
rzędnych (x,y,z) jest układem lokalnym związanym na sztywno z ogniwem.

Rys. 1

Położenie punktu P^ względem nieruchomego układu współrzędnyoh jest 
określone równaniem

’ ‘0 ) - * „ i V  (,1)

gdzie

Toi = T01 T12 •** *i-1.i-
\

jest macierzą przejścia ogniwa (od lokalnego układu współrzędnych ogniwa 
do układu nieruchomego związanego z ostoja 0).
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^j-l i 09 nacierzaE* przejścia lokalnyoh układów współrzędnych ogniw o 
wymiarach ( 4 x 4 )  i postaci (1), rp - [zp ,yp,sp*1] ̂  crta^śla współrzęd

ne punktu P.< w układzie lokalnym, rp ^  “= [Ep0 ^>yp0^»zp0 »̂'!] okrad
ła współrzędne P^ w układzie nieruchomym»

Zauważmy, że przekształcenie (11) jest złożeniem ciągu kolejnych prze
kształceń afinicznych o postaci (¡4)»
Znając motor ogniwa M. nW, + cv, wyznaczamy jego skrętnik 

Ai 1 Ai

5 -  co + cvQi (12)

gdzie

W 2  Ai JL
“ “i— Ti c

(13)

oraz równanie linii śrubowej ogniwa»

co
p » x0 + e± « p i y  .

Prędkośó punktu P^ wyznacza się na podstawie zależności»

v p  =  t .  +  Bp u  ,
ri Ai r i  i

(14)

(15)

gdzie

0 z

-z'

yp -zp

(16)

jest macierzą antysymetryczną, której elementami są współrzędne punktu Pj_
w układzie (s0', yj, z^).o- * o- o

Dokonując kolineacji układów współrzędnych wyznaczamy współrzędne pun
ktu PŁ w układzie przesuniętym

r-p Ł H j r P., oi p. (17)



Sraf skrętów vt kinematycznej analizie.. 443

gdzie

koi “ “o1 “ 12 *** “i-1,i

jest macierzą kolineacji ogniwa (od układu (>:.,. y ^ z ^ l )  do układu współ
rzędnych (x^, yj, zQ't 1 -j).
Składowe macierze j otrzymuje się z macierzy T o postaci (1)
przez wyzerowanie wektora b.
Szczegółowa postać macierzy kolineacji KQi ogniwa i-tego jest następu
jąca«

[ - H M -Koi “ I” ---- r-T-| » (18)

gdzie

Uoi “ U01 U12 *•* Ui-1,i *

Przyspieszenie punktu P^ określamy zależnością:

%  " \  £i + \  “ i ’ (19)

gdzie:

0 v łzp “’yp
—v' zp 0 v*p (20)

I -vJLxp 0

Jest macierzą, której elementami są współrzędne wektora prędkości względ
nej punktu Pjj Vp «* Vp - vA^ .

Obecnie sformułujemy sposób prowadzenia analizy kinematycznej mecha
nizmu manipulatora mającego postać otwartego (łańcucha kinematycznego me
todą rekurencyjnej redukcji skrętników ogniw. Zadanie sprowadza Bię do wyz
naczania motorów w biegunach par kinematycznych.

Przez biegun pary kinematycznej rozumiemy punkt należący Jednocześnie 
do obydwu ogniw tworzących tę parę, w którym, określono początek lokalnego 
układu współrzędnych.
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4. Analiza kinematyczna manipulatora metoda skrętników 

Rozważmy otwarty łańcuch kinematyczny (rys. 2).
Z każdym ogniwem związano lokalny układ współrzędnych, w którym okreś

lono wektor prędkości kątowej u)^ ogniwa oraz położenie bieguna następ
nej pary kinematycznej.
Ogniwo oznaczone przez 0 traktowane jest jako ostoja.

Rys. '2

Rależy zwróció uwagę na wzajemną orientację układów współrzędnych, 
pr3y przejściu od jednego ogniwa do drugiego. W tym celu wprowadza się ma
cierz orientacji układów współrzędnych .

W przypadku niezgodnej orientacji układów współrzędnych należy utwo
rzyć iloczyn macierzy kolineacji | j_ oraz macierzy orientacji ukła
dów współrzędnych. Wtedy macierz przekształcenia afinicznego będzie

Ti-1,i “ Pi-1,i Ki-1,i* (21)
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gdzie

P
w  [ v 4 4  

[v44 (22)

Bi " [b1i,b2i,b3il ^ ?08t maolerz9.t której elementami aa współrzędne bie-
juna A^ w układzie współrzędnych (xi_^, y^-1* zi-1  ̂ogniwa (i-1).
bi
guna
K,_i ^ Jest macierzą kolineacji układów współrzędnych ogniw pary,
W i-1 i ^es* macierz9. (3 x 3) utworzoną z cosinusów kątów, Jakie tworzą 
układy współrzędnych ( z ^ ,  yJ__1, zj w p  i (z^, y^, z^) w położeniu począt
kowych ogniw "i-1" oraz "i", w przypadku układów zorientowanych zgodnie 
macierz ta Jest Jednostkowa»
Przedstawiamy następnie iteracyjny sposób redukoji skrętników ogniw mecha
nizmu, formułując zadanie wyznaczenia położenia i prędkości punktu P og
niwa n-tego, traktowanego Jako ogniwo robocze.

1. Załóżmy, że określono skrętnik dla pierwszego ogniwa»

S1 = “ ol + ^ 1°)* ^3)

gdzie»

w o1 “ Ko1 M 1» Y-\

<o
Równanie linii śrubowej ogniwa* p^ = p* =* A,o^,e^ «• m °"i' .
Wyznacza się następnie prędkość bieguna Ag

v, «= + B . to . f (24)Ag S1 C-|A2 ol

gdzie:
Jest dowolnym punktem osi p^f

2. Określamy skrętnik dla następnego ogniwa:

Sg -to02(1 + ¿t2c) -too2 +|c»rS2 , (25)



446 Jo Wojnarowski, A. Nowak

gdzieś

" 0 2  +  S 0 2  ’  W 2  "  K o 2 “ 2  » < 2 6 >

Prędkość skrętnika ogniwa wynosi:

vs2 m lL2 % 2  *

T
W o2 A,

/ 2 " k I F  ’

Równanie linii śrubowej ogniwa:

p2 “ *20 + ^ e2’e2 ” *
I o2l

Zauważmy, ¿e wektor prędkości skrętnika ogniwa 2 można przedstawić w pos
taci kombinacji liniowej:

vs2 ° ̂ 1 Vs1 + ̂ 2 Vs* “ ^1 W o1 + ̂ 2  ̂ 2 “ 2 • i2?)

gdzie:

2 *Łg

Jest prędkością elementarnego skrętnika ogniwa 2, traktowanego Jako cia
ło swobodne.
Wspćłczynniki kombinacji liniowej wynoszą:

o ^ 2  >\ i
'S “ n, » :

^2 <>* ^2
? T  ’ 2 * F ? '

Zauważmy, że dla pierwszego ogniwa zachodzą związki:

* , ^ ¿fc O- O
“ o1 " “V  f i  ^ 1 *  Vb 1 * V» 1 ’ 1 “ 1 * '

W ten sposćb prędkość skrętnika ogniwa 2 Jest kombinacją liniową pręd
kości elementamyoh skrętników ogniw 1 i 2.
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Również równanie linii śrubowej ogniwo 2 można przedstawić w postaci 
kombinacji liniowej chwilowych osi obrotu ogniw 1 i 2s

p2 “ h P * + h p2*’ (28)

gdzie:
CU ̂

te Jfc o ^ # 2
Pi ° Pl> p2 “ 2’ e2 " J^^TJ *

Współczynniki i f 2 wyznacza się ze wzorów:

| t u s  I I to* I

(29)

3« Dla dowolnego i-tego ogniwa (i > 2) odpowiednie wyrażenia określają
ce jego ruch śrubowy są następujące:

Si -<ooi + v 0i o “ <*>o i O  + ^ ¿ 0 ) ,  (30)

gdzie:

vsi ° ¿Ai(t0* + ł“)2 + *** +coi

woi 't’ W2 * —  + w i » w i ° KoiW i »

too1 TVj

^ i " k j 2” ’ \  E Vei " i + B°i-iAi w °’1"1 * (32)

Zauważmy, że wektor prędkości skrętnika można przedstawić w posteci kom
binacji liniowej wektorów prędkości elementarnych skrętników ogniw łańcu
cha:
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Równania oei śrubowej i-tego ogniwa jest kombinacja liniową ohwilowyoh osi 
obrotu ogniw łaóoucha:

Szczególnego omówienia wymaga przypadek pary postępowej, utworzonej np. 
z ogniw "i" oraz "i+1" (rys. 3 ).
Przez Ai+.j oznaczono położenie początkowe ogniwa (i+1), w którym A^+1 = 
“ Ai+1 * Wel£tor S «« Ai+'j Określa przemieszczenie ruchu względnego
tego ogniwa.

Załóżmy, że wyznaczono skrętnik dla ogniwa i-tego, wówczas skrętnik 
ogniwa (1+1) jest następujący

Pi = f^P* + P2p|  + ••• + PiP* t (34)

gdziej

4. W sposób rekurencyjny określamy skrętnik dla ostatniego ogniwa:

S ■= to + v c «• co (1 + u. o) . n on s^ v onv * n J ' (35)

(36)

oraz równanie linii śrubowej tego ogniwa:

pn m h p* + h p2 + - *  +:Jbnpn * (37)

Prędkość punktu P ogniwa wyznaczamy ze wzoru:

(38)

(39)
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gdzieś
co Tv oi A.

VBi+'-' “ >U i+1 “ oi’ ^ 1+1
1+1
2 »

* = V + B . te ,
i+1 ei °i Ai+1 1

Oi|

+ v(°) , (40)

v (0) a K vv o ,Ł+1 v •

Możne udowodnić, że miara ̂ i+ 1 skrętnika ogniwa z para postępowa wyraża 
się wzorem:

^i+1 “ ^ i  + ^iv i

gdzie t

(41)

^iv “ (% i T v(0))/|w oi|

Równanie linii śrubowej ogniwa (i+1) ma postać:
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Zauważmy, że dla pary postępowej linie śrubowe ogniw tej pary są prostyni 
równoległymi. Przyspieszenia punktów ogniw wyznacza się według metody 
przedstawionej w punkcie (3) pracy,.stosując wzory (19), (20). W przypad" 
ku pary postępowej (rys. 3 ) wykorzystujemy zależnośói

aA “ aA + BA 6oi + ^CA + 2.V)«oi+ i+2 Ai+1 i+2 01 i+2 01

gdzie:

0 y(0)
Z _v (°)

y

V = z 0 * « » (44)

1

O -V(0)
X

0

jeBt macierzą, której elementami są składowe wektora prędkości ni
ebu względnego (w układzie nieruchomym).
Ostatni składnik we wzorze (43) określa przyspieszenie ruchu postępowego 
ogniwa.

5. Graf rekurency.lne.i redukc.ii skrętników

F.ekurencyjny algorytm redukcji skrętników otwartego łańcucha kinematycz
nego nożna zilustrować ca pomocą grafu Xg transformacji zmiennych skręt' 
ników (rys. 4). Graf ten reprezentuje ciąg skrętników przyporządkowanych 
poszczególnym ogniwom, któro otrzymuje się przez złożenie elementarnych 
przekształceń śrubowych ogniw.

Rys. 4
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Ti grafie XQ przez oznaczono prędkość dowolnego punktu i-tego
ogniwa, w szczególności punkty P^ utożsamiamy z biegunami par kinema
tycznych (PŁ = Ai+-|)*
W grafie tym liniami przerywanymi zaznaczono krawędzie o wagach równych 
miarom skrętników.

Równoważnym sposobem geometrycznej interpretacji złożenia ruchów śru
bowych ogniw mechanizmu jest graf transformacji zmiennych dla motorów, 
który przedstawiono na rys. 5.

W grafie tym wyodrębniono również wierzchołek v odpowiadający prędkości 
względnej pary postępowej w biegunie k y

Graf motorów posiada znaczenie na etapie wyznaczania skrętników ogniw, w 
celu określenia prędkości biegunów par kinematycznych.

6. Przykład analizy kinematyczne.1 mechanizmu manipulatora

Mechanizm manipulatora (rys. 6) o ruchliwości Bześć ma dwie pary obro
towe klasy piątej, jedną parę postępową klasy piątej i parę sferyczna klap
sy trzeciej.

Z każdym ogniwem związano lokalny układ współrzędnych. Układ (*0ty0»zo3 
jest układem nieruchomym przez C ' oznaczono początkowe położenie punktu C. 
Założono jednostajne zmiany parametrów.kinematycznych mechanizmu = cn̂ t, 
i=1,2,3,4,5, s = vt.

Położenie początkowe mechanizmu zaznaczono na rys. 6c. Wektory prędkoś
ci kątowych w lokalnych układach współrzędnych posiadają następującą re
prezentację macierzową:
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“C1 -S1 0 1 0 0

U1 - S1 C1 0 U2 = 0 G2 -S2

_0 0 1_ 0 S2 C2_

1 0 0 C4C5 -S5 -S4C5

D3 0 11 0 U4 “ -S3S4 C3C5 -C4S3-C334S5
0 0 .1 C3S4+S3C4S5 S3C5 C3C4-S354S5

to, a |c0 *.u>j.c0e»oj ® oraz v o |jo,v,OfoJT

Macierze transformacji obrotowych układów współrzędnych,będacs macie 
rzami przejścia par kinematycznych przyjmują następujące postacie:
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gdzieś
przez O i S oznaczono funkoje coainus oraz sinus.
Położenie punktu E w układzie nieruchomym wyznaczymy przez złożenie 

przekształceń aflnicznych

,(0)
o4 »

gdzieś

To4 " T01 T12 T23 T34 '»

l 01

23

12
-L Ł 1

0 0 0 11

34

I 0|
"U. 13+S

I
0 0 0 ' 1

-  [.XE
(O) (0) (0) .1

E rE .  [o ,1^0 ,1 ,] T.

Prędkość punktu E wyznaczamy metoda skrętników, określając motory w 
biegunach par kinematycznych oraz skrętniki poszczególnych ogniw.

Graf złożenia motorów ilustruje rys. 7, w którym wagi krawędzi oznaczo
ne przez odpowiadają macierzom położeń biegunów. Postać tej macie
rzy określa wzór (16). Macierz Kc(.) w grafie odpowiada macierzy koline- 
acji i jest określona wzorem (18). Zauważmy, że macierz ta powstaje z ma
cierzy T ( O przez wyzerowanie ostatniej kolumny z wyjątkiem elementu 1.
Redukując graf wyznaczamy prędkośoi poszczególnych biegunów:

VB = BAB T01 * V “ 01 - K.

“ ^ 0^02 + VB* W02 = CD(

VĆ - V  + W  + BC'C?02, “ 03

0 1  1 »

01

02»

K02W Ź»

VD * VC + BCl/J02' w 03 a <u02*
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0̂2
J1 K0) woi '

o<u2

0) . 02 1
V

0̂3 1 ^03 1

BAB B BC ®cc BCD Bde

v. a 1 V„ 1 V 1
* °  8 C V '

>>Q

Rys. 7

oraz prędkość punktu E: 

VE " VD + ' <fl04 " w 03 + K03 a,3>

Znając prędkości kątowe cooi oraz prędkości biegunów możemy określić skła
dowe skrętników poszczególnych ogniw:

S1 “ w 01 + VAC “ 4,5 01

52 “<1,0 2 ^  + Ĵ,2C^’

53 “ w 02 (1 + ^ 3 o)»

S4 " w 0 4 °  + .u 4o)*

CO02 B

u Ś Ć ,
^ " r a 2 *

O,04TyD
= |%4P  ’

oraz równania linii śrubowych:

p2 . x20 + A e 2,

p3 = x30 + ~ e 2 ’

p4 ■ x40 + e4

CO
02

2 = |fc)r-i *02|

CO04
“4 ico04

Szczegółowa analiza kinematyczna mechanizmu jest możliwa metodą nume
ryczną. Przedstawiony przykład modelowania kinematyki mechanizmu manipu
latora - robota ms znaczenie poglądowe w zakresie prezentowanej metody 
analizy.
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7- Wnioski

Przedstawiony ,w ¡pracy, rekurencyjnyjalgorytm redukcji skrętników dla otwar
tych łańcuchów kinematycznych stanowi podstawę do opracowania szczegóło
wych programów numerycznych.

Przedstawiony sposób modelowania kinematyki meohanizmu manipulatora ~ 
wykorzystuje niezmiennicze własności przekształceń śrubowych.

Graf transformacji zmiennych skrętników przedstawia organizację ciągu 
przekształceń śrubowych, prowadzącego do redukcji ruchów śrubowych kolej
nych ogniw mechanizmu. Istnieje potrzeba i możliwość wykorzystania przed
stawionej w pracy metody redukcji skrętników w badaniu dynymiki mechaniz
mów manipulatorów, traktując ogniwa jako ciała nieodkształcalne.

Praca wykonywana jest w ramahh CPBP-02.13
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DODATEK

D.1. Podstawowe pojęcia 1 własności geometrii rzutowe.1

Geometria rzutowa bada własności figur, które nię nie zmieniają przy 
operacjach rzutowania. Wprowadza się przestrzeń rzutową, w której każda 
prosta przecina płaszczyznę, w szczególności prosta równoległa do niej 
przecina płaszczyznę w punkcie »  .

Punkt X przestrzeni rzutowej jest określony czwórką współrzędnych 
X = |x1tx2,i3 ,x4| , przy czym przyjmujemy a:., = x, => y, X j = z,
*4 = 1, gdzie x,y,z są współrzędnymi punktu w przestrzeni euklidesowej.

Płaszczyzna jest określana zbiorem liczb U = ju.j.Ug.UjjU^J , punkt X 
należy do płaszczyzny, gdy

UTX = u1x 1u2x2 + + u^x^ «« O (D.1)

Wektorem w przestrzeni rzutowej o metiyce euklidesowej jest zbiór 
liczb r « [r.j,r2,r3,oJ T.

Rzutem wektora y na wektor x nazywamy wektor y'«*^!, gdzie
T

U *= ,
r  w e *

Określimy następnie przekształcenia rzutowe w przestrzeni RP^ a zwłasz
cza kolineację, translację i przekształcenie afiniozne. Niech X będzie 
punktem w przestrzeni rzutowej RP^.

Def. 1. Kolineaoją nazywamy przekształcenie RP-*— RP^ określone nastę
puj acpt

x'<= Kx , (D.2)

gdzie

K jest macierzą przekształcenia o postacił

K - , (».»

gdzie
U jeat macierzą obrotu, której elementami są cosinusy kątów pomiędzy 
osiami układów współrzędnych.

Zauważmy, że zachodzi |S| *» det K = 1.
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Odpowiednikiem kollneaoji w przestrzeni euklidesowej Jest obrót układu 
współrzędnych.

Def. 2. Translao.la nazywamy przekształcenie!

X - I + b , (D.4)

gdzie
b - [b^.bg.b^.o]T Jest wektorem przesunięcia równoległego.

Def. 3. Przekształceniem afinlcznrm nazywamy złożenie kolineacji i trans- 
laojii

z ' m  TJ* + b - Tx , (D.5)

gdzie
T Jest maoierzą przekształcenia o postaoii

T - i i J j J
o ; 1 J (D.6)

Zauważmy, że macierze T oraz K są wymiaru (4 x 4)»
Przekształcenia rzutowe tworzą grupę przekształceń, która w myól pro

gramu Kleina określa geometrię rzutową.
Metryczne własności geometrii rzutowej można określió rozpatrując na

stępuj ąc4 formę biliniową [2, 3;] I

XT Yf. o , (D.7)

gdzie

Zależność (D.7) określa ortogonalność dwóoh punktów.
Parametr £ występujący w macierzy może przyjmować wartości £«» 1,0,-1. 
Określają one odpowiednio przestrzeń rzutowa o metryce eliptycznej, eukli- 
desowej i biberbolicznej.

W naszych rozważaniach przyjmujemy, że przestrzeń ta posiada metrykę 
euklidesową, przyjmując £ » 0.
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W przypadku kolineaoji forma (D.7) przyjmuje postać:

xT ś i" = xT (£ T)x » x ,T(TT €i. T)x£ c c (D.8)

skąd otrzymujemy, że

A tt <S T.
6 £ (D.9)

Kolineacja jest zatem niezmiennikiem własności metrycznych przestrzeni 
rzutowej.

Równanie prostej w przestrzeni rzutowej przechodzącej przez punkt x 
i równoległej do wektora b ma postać:

Szersze omówienia własności przestrzeni rzutowej można znaleźć w pracy

TPA« BHHTOB B KHHEMATHHECKOM AHAJTH3E 
MAHHHyjiaTOPOB POEOTOB

P  e 3 s  u  e

O n e H Ł  n o z e 3 H u u  b K H H e u a i i n e c K O M  a s a n s s e  u e x a H H s m o b  u a H K n y x a i o p o B  H B a a e i -  
c s  n p K K e H e m i e  M e r o A O B  n p o e K i H B H o f i  r e o M e i p H H .  S t h m b  M e i o A a M H  m o s h o  n p o C T O  
onpeflenHiB A B H s e H H e  sBKJin n o B o r o  n p o c i p a H C i B a  n o  cpaBHe H H E )  c o C ą H M H  k o o p a h -  . 
Hatau h .  O n p e a e a H B  n p e B p a m e K H e  b h h t o b  b n p o e K T H B H O M  n p o c i p a H C T B e ,  n p e s c i a B -  
a e H  c n o c o ó  o n p e A e a e H H H  C K o p o c i H  h  y c K o p e H H a  npoH3BOJiŁHofi t o h k h  3 B e H a ,  a  
l a n s e  ueroA K H H e u a T i r e e c K o r o  asaJiH3a M a H K n y a a i o p a  n p H  HcnojiB3 0 B a H H H  a a r e S p u  
b h h t o b .  K T e p a n H O H H u f i  a j i r o p K m  peAyKUHfi b h h t o b  H J u n o c T p H p y e T c a  r p a $ O M  T p a n c -  
(topHaUKH nepeueHHŁDC. U e i o A  b h h t o b  n p e A C i a B j t e H  H a  n p H M e p e  M e x a H H 3 M a  m s h h -  
nyjiHTopa c m e c i b D  c i e n e H R M H  iioabk x h o c t h .  O c H O B H u e  n o H a i H H  h  CBoficiBa n p o e K -  
THBHofi r e o u e i p H H  n p e A C T a B a e H H  b  AonoAHHiejibHbDc c s e A e H H a x .

p ■ xft Ae , (D.10)

gdzie:

[1].
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THE GRAPH OF WRENCHES IN THE KINEMATICA1 ANALYSIS 
OF THE ROBOTIC MANIPULATORS

S u m m a r y

It is useful to apply the projective geometry in the Kinematical ana
lysis of the robotic manipulators. This way enables description of the 
motion of Euclidean space than using the general coordinates. Defining 
the transformation of momentary twists (screws) in the projective space 
the way determining velocity and accelaration of optional point link has 
been .formulated. Using the method of wrenchs a procedure of kinematical 
analysis of manipulators was presented. The successive steps of Iterative 
reduction of wrenches can be shown in the terms of variables transforma
tion graph. The method of wrenches illustrated an example of robotic ma
nipulator with six degrees of mobility. The fundamental notions and pro
perties of projective geometry are presented in the annex.
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