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ELEMENTY SIATKOWEJ REPREZENTACJI OŚRODKÓW SPRĘŻYSTYCH

Streszczenie. Praca zawiera przykład identyfikacji parametrów 
elemeńiu siatkowego symetrycznego ośrodka sprężystego. Parametry 
zostały wyznaczone dla założenia jednorodnego stanu deformacji ele
mentu. Zwrócono uwagę na możliwość uogólnienia opisanej metody na 
modelowanie ośrodków o innych grupach symetrii własności sprężys
tych oraz ośrodki niąsprężyste w tym również z uwzględnieniem nie- 
mecbanicznych własności fizycznych, jak dylatacja temperaturowa, 
przewodnictwo ciepła. Wskazano na istotne różnice jakościowe prezen
towanego modelu w stosunku do modelu kontynualnego oraz innych mode
li dyskretnych. Różnice te czynią model szczególnie dogodny w anali
zie części maszyn o złożonej geometrii obszaru i obciążeniach wywo
łujących znaczne niejednorodności w stanie odkształcenia i napręże
nia.

1. Wstęp

Ośrodek siatkowy jako dyskretna reprezentacja materialnego ośrodka sprę 
żystego stanowi alternatywę dla kontinuum materialnego oraz dyskretnych mo 
deli numerycznych. V/ pracach [i, 2] omówiono podstawowe pojęcia związane 
z opisem ośrodka siatkowego. Kontynualne ujęcie zagadnień teorii sprężys
tości ośrodka znajduje uzasadnienie w metodach analizy mogących znaleźć 
zastosowanie w rozwiązywaniu sformułowanych tą drogą zadań. Uzasadnienie 
to jednak traci ważność w odniesieniu do modeli, których złożoność wyni
kająca z geometrii obszaru lub postaci warunków brzegowych nie pozwala na 
otrzymanie rozwiązania drogą analityczną. Stosowane w tym przypadku metody 
przybliżone opierają swą skuteczność na technice komputerowej. Przykładowo 
metoda różnic skończonych [3] , metoda elementów skończonych [4] , metodo 
elementów brzegowych [5] dostarczają sposobów poszukiwania rozwiązań z 
wykorzystaniem modeli będących przybliżeniem modelu ciągłego. Jakość tego
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przybliżenia jest tym gorsza im bardziej nieregularny charakter ma prze
bieg poszukiwanych wielkości w przedziałach bądź obszarach będących wyni
kiem podziału obszaru analizy w danym zadaniu. Sytuacja taka ma przykła
dowo miejsce w wielu przypadkach części maszyn o złożonym kształcie i ob
szarach spiętrzenia naprężeń. Wobec wynikających z istoty modelu ograni
czeń nawet zagęszczenie podziału nie musi prowadzić do znaczącej poprawy 
jakości rozwiązania. Y/ynika to z narzuconych modelem funkcji kształtu 
ograniczających w istotny sposób postać odkształcenia modelu a przez to 
nie dających możliwości wiernego odwzorowania stanu odkształcenia i na
prężenia badanego obiektu. Modelem dyskretnym dogodnym dla opisu i anali
zy numerycznej a przy tym wolnym od tej istotnej wady poprzednich jest 
reprezentacja siatkowa badanego obiektu. W reprezentacji tej parametry 
modelu identyfikowane są na siatkowej strukturze elementów reprezentują
cych ośrodek badanego ciała. Poniżej przedstawiony zostanie przykład ta
kiego elementu dla symetrycznego ośrodka sprężystego.

2. Element siatkowy symetrycznego ośrodka sprężystego izotropowego

Do identyfikacji parametrów sprężystych elementu siatkowego symetrycz
nego, jednorodnego, izotropowego ośrodka sprężystego przyjmiemy strukturę 
pokazaną na rys. 1 [i] .

Rys. 1
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Założono długości krawędzi prostopadłościennego obszaru elementu równe 
d^t d2, d^> Przyjęto grupę symetrii parametrycznej tożsamą z grupą syme
trii geometrycznej elementu. Na rys. 1 oznaczono numerami łączniki repre
zentujące poszczególne klaBy symetrii łączników. Zaznaczono również ukła
dy wersorów związane z tymi łącznikami. Oznaczono primami łączniki tej

(k)samej klasy różniące się kierunkiem. Łącznikom d v typu k«|1,2,3 przy
piszemy trójki parametrów sprężystych

d (ki  * < C (k\  3*k), G (k)> , k-1,2,3, (1)

natomiast łącznikom d^k^typu k»4,5,6 parametry sprężyste

d (k)  > C<k) , k«4,5,6. (2)

Dla identyfikacji parametrów założymy jednorodny stan deformacji elementu 
opisany tensorem deformacji
Odkształcenia wzdłużne łącznika d ^ k  ̂ oraz wartości jego wydłużenia okreś
lają wzory

£(jlc) a t (jk)^(jk)£ (i)^ m r (jk)g(jk) a
u X Ki.

Wartości składowych kąta obrotu łącznika d ^ k  ̂ o kierunkach odpowiednich
wersorów określone są zależnościami

$ < jk ) „  t U k )? ( j k ) £( i )  f ^ k )  _ t ^ k ) ^ ) £ ( i )  . (4)

Siła wzajemnego oddziaływania węzłów jest określona zależnością

F ^ k ) m t ^ k ^ti^k ^ćAi'̂ i,̂ k ^ C ^ k \  (5)K i Ki.

przy czym znak plus oznacza siłę wzajemnego przyciągania, minus - odpycha
nia. Siła F ^  oddziaływania na węzeł e ^  a pochodząca od łącznika 
¿(Jk) wynoej, zatem

a na węzeł e^k ^

p(3) „ p(Jk)^.(Jk) , (6)

(7)
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lloment wzajemnego oddziaływania węzłów posiada składowe określone nastę
pująco

2 (Jk) *» , U (;Jk) = 6 t ^ k)t1 (;,k)£ ^ k)is(Jk) (8)

a odpowiednie momenty oddziaływania na węzły wynoszą

* 2^k^t^k  ̂, M^) = M^k^t^k  ̂, (9)

£ i ^  b _ij(dk)tr(Jk) , > -g(dfc)ę(JiO . (10)

Postać wzorów (5) wynika z relacji

, ( 1 1 )

natomiast wzorów (8 ) z relacji

U (id) _ ó(ij)(̂ (id)2h ^(di)2+ ^(ij)f(ji)) f

jj(ij) . g(id)$(iJ)2+ 3  (Ji)2+ f  (ij)^(ji)}
G

(12)

opisujących związki odkształcenia wzdłużnego łącznika A r z  energią 
odkształcenia wzdłużnego oraz związki składowych llwzględnycb kątów
obrotu węzłów łącznika <f(i ) i <f(d) 0raz cięciwy łącznika ^ ^ d )  odpo
wiednio ,ę(id)( -jidi) o r a z •sj3(id)f 4’ (di) w dwóch wzajemnie prostopad
łych płaszczyznach zawierających węzły e ^  i e^d) z energią Ug^d) 
giętnego odkształcenia łącznika. Kąty obrotu węzłów przyjęto przy tym za

f(d) „ <^U) „ 0> (13^

skąd wynika

$(Jk) . ę U J )  „ £  (jk)f $(Jk) = ^(kj) = -v (Jk) # (14)

Energia odkształcenia łącznika Jest równa sumie energii odkształcenia 
wzdłużnego i giętnego
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przy czym dla łączników typu 4,5,6 bierzemy pod uwagę jedynie pierwszy 
składnik. Wyrażając energię odkształcenia łącznika przez składowe tensora 
deformacji elementu siatkowego otrzymamy

D(Jk) u i a/3^) £ ) c(i) ilfilu “ 2 Hclmn *kl £ mn ’

gdzie

A (jk) „ r (jk)2c (jk)t (jk)t (jk)t (jk)t (jk) 
klmn k 1 m n

+ 6t (jk)t (jk)(?(jk)?(jk)i (jk)+ 5 (jk)r(jk)|(jk)) # (n)
k m  l n  l n

Energia odkształcenia elementu siatkowego określana 'jest następująco

3 2  * ( 1 8 ) 
(jk)

. u(1) " 2 * (19) 

gdzie

4 L L  -  2  • ( » ,
< ]k )

Gęstość energii odkształcenia elementu siatkowego określona jest zależ
nością

gdzie jest objętością wielościanu elementu siatkowego.
Ha podstawie gęstości energii elementu siatkowego sformułujemy równania 
konstytutywne elementu określające związki tensora deformacji elementu 
siatkowego z tensorem naprężeń ( > ^  tego elementu

rf(i) 2u (i)
111 ' '

kl mn klmn *

(22)
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gdzie wprowadzono oznaczenia

a (i) _ _ L _  «(i)klmn ^Sclmn * (23>V

Tensor B ^ ^ n  nazywany tensorem sztywności ośrodka siatkowego- Teneo-/ . \ T
rowa miara stanu naprężenia jest możliwa do określenia w przypadku A
określoności tensora deformacji elementu siatkowego. W podobny sposób moż
na określić tensor naprężenia w elemencie dualnym- W przypadku gdy dualny, 
element siatkowy jest elementem brzegowym postać tensora sztywności w rów
naniu (22) nie ulega zmianie, należy jedynie odpowiednio interpretować 
zbiór łuczników elementu oraz objętość jego obszaru.

Podstawą doboru wartości parametrów sprężystych elementu siatkowego 
jest porównanie współrzędnych tensora sztywności elementu siatkowego z 
wartościami wyznaczonynni doświadczalnie.

*= B ^ ośw,) . (24)klmn klmn '

Dane dotyczące elementu siatkowego z rysunku 1 potrzebne do określenia 
wartości jego parametrów zestawiono w tabeli 1 . Występujące w danych mia
ry kątów a 1, oc2, o o k r e ś l o n e  są wymiarami elementu

dg d^ d_
tg«, - , tgoo, * -gt , tgo^ = ^ (25)

Podstawiając dane do wzoru (19) i wykorzystując wzory (20) i (24) - 
otrzymuje się układ równań, z którego można wyznaczyć wartości parametrów 
sprężystych elementu. Ich rodzaj i liczba zostały tak dobrane w rozważa
nym przykładzie, że rozwiązanie jest jednoznaczne dla ośrodka izotropowe
go.

Jeżeli założymy przykładowo, że własności ośrodka są określone stałymi 
Lamego A  i ji to otrzymamy z (24) następujący układ równań

4C^1 ^ r^ 1 ^2+ 4 C ^ r ^ 2coB^o:2+ 4 C ^ r ^ 2cos^<X.| *(2^+51)01 dgd^ , 

4C (2)r(2)2+4C (5)r (5)2sin40.̂ +4C (ć)r(6)2coa4oCj s ią u + ^ d . jd g d ^  ,

4C (3)r(3)2+4C (4)r (4)2sin40.2+4C (6)r(6)2si1140̂  = (2jl+J,0d1d2d;} ,

4 C ^ r ^ 2Bin2oc1cos2ac1 » JAd^dgd^ ,



Elementy siatkowej reprezentacji... 467

Tabela 1

Numer g
klasy
łącznika

1 2 3 4' 4*’ 5 ’ 5*5 6» 6»*

liczb a  
łączników  
typu g

4 4 4 2 2 2 2 2 2

c (g) C(1 ) c (2) c (3 ) c<4 >
c (5) C 6)

G(g) G G G 0 0 0

fi(g) G G G 0 0 0

r (r)
d1 d2 d3 )/d2 + d2' / d 2 + d2 H + di

t { * J 1 0 0 COBOi, coso^ COBCCj COSOCj 0 0

t (g)
x2 0 1 0 0 0 sina^ sinotj COSOC-, -cosocj

t (g)
*3 0 0 1 -sino^ sina^ 0 0 -sino^ •sinckj

£ (g )
X1 0 1 0 - - - - - -

? (g) 0 0 1 - - - - - -

t ^ ) -1 0 0 - - - ■■ - -

t { g ) 0 0 -1 - - - - - -

* (g )
2 1 0 0 - - - - - -

r (g )
3 0 -1 0 - - - - - -

4 C ^ r ^ ^ s lr ^ c C g C o s ^ a ^  ■ J^d.jdjdj, 

A C ^ ^ T ^ ^ 2 Bi.n2ctjCOBZot.̂  »ft-d^gd^i 

8C(5)r (5)2Bln2Q;̂ oos2(X]+24G _ ąud^gdy

8C(4)r U ) 2 e i A 2lcos20£2+24G . ą j u ^ d ^ ,
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8C (6)r (6)2Bin2ĉ Cioa2a3+240 » 2ji d ^ d j .

Wybierając z 6 ostatnich równań 4 i dołączając pierwsze 3 równania otrzy
mamy układ równań niezależnych, którego rozwiązaniem są wartości parame
trów określone następująco

cl”  * 1"  l **1 ‘ “ <3J> >

°(2)« i 

° D )  -  -  < | > ‘ > ] .

j . 2 d 2 ’

dp d? 1- (jS) )J ,

- 1 4 )  1 X d g - 1 5 )  1 2 d )C t  sin 2a^ * c 7  sin2«,

°i6) “ ł  Slńfeg » 0 “ T? dl d2d3(̂ ~A.)

(26)

Zwraca uwagę fakt, iż na podstawie przy
jętej grupy symetrii struktury geometrycz
nej elementu uzyskaliśmy bogatszą grupę 
symetrii własności sprężystych. Na podob
nej zasadzie dla poczynionych założeń do
tyczących struktury oraz parametrów sprę
żystych można dokonać identyfikacji zbio
rów wartości tych parametrów odpowiadają
cych grupom symetrii zawartym w grupie 
symetrii sprężystej ośrodka izotropowego 
i zawierającym grupę symetrii ośrodka orto- 
tropowego włącznie z tą ostatnią.

Dla ośrodka dwuwymiarowego będącego 
modelem w zagadnieniach tarczowych bądź 

Rys. 2 lokalną reprezentacją powłok w teorii bez-
momentowej, to znaczy o zerowej sztywnoś

ci nB zginanie, odpowiednią dla elementu siatkowego strukturę przedstawia 
rys. 2. W tabeli 2 zestawiono dane dotyczące tego elementu siatkowego.

Biorąc pod uwagę przypadek płaskiego stanu odkształcenia na omówionej 
poprzednio zasadzie otrzymano układ równań do wyznaczenia parametrów sprę
żystych modelu
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Tabela 2

Numer g
klasy
łącznika

liczba 
łączników 
klasy g

c (g) Q (g) r (g) t (g) t<s) '?{«) ę(g)
*2

1 2 C (1 ) G d1 1 0 0 1

2 2 c (2) G d2 0 i -1 0

3’ 1 c <3 >. 0 fdi +di cos oc -sin a sina COBCX

3” 1 c (3) 0 / d?+d2 COSOC sinoc ■sina cosec

2c(1)r (1)2 + 2C^3^r^3^2oos4a  = ( 2 ^ + Md.,d2,

2c (2)r (2)2 + 2c (3M 3^2sin4a  = (2jj + iUd.,d2,

2C^3 ^r^3 2̂sin2occos2a ■»Ad.jdj,,

4C^3 ^r^3 2̂sin2«cos2a + 12G ■» Z y d-jdg .

Rozwiązaniem tego układu równań aa wartości parametrów

Dla płaskiego stanu naprężenia układ równań do wyznaczania parametrów 
sprężystych modelu ma postać

2c(1)r (1)2 + 2 C ^ r ^ 2cos4a *= (2lt -ł- ’

2C(2)r (2)2 + 2C(3)r (3)2ain4a ■» (2^ + f ^ ^ d g  ,
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4C^^r^^sin^DCcos^o; + 12G= 2y d^dg , 

2C^^r(3)2sln2d:ooe%C«=>-̂ S|Li. .

Rozwiązaniem tego układu równań są wartości parametrów

2 _
,(1) 2U ¿1 +il(1 - ¿(g^) )' “ ^ T f E T

c(2) - ^ k - 3“ ^ ^ 1 )
2 ,

(28)

2 2
(3) ¡HW d 1 + d25 „ 1  , , U(2U.-h)

- - ,a-fg/iyj;,J2"' » G ■ s did2 % + x ' -

W przypadku zagadnień dynamicznych, w których nie występuje rozprasza
nie energii element siatkowy ośrodka należy uzupełnić jedynie o parametr 
masy. Masę przyporządkowuje się węzłom elementu siatkowego. Wartość masy 
w ogólnym przypadku przyjmuje się równą dla wszystkich węzłów i oblicza 
według wzoru

j(i) « P(i)V (1)1 ” T T T (29)

gdzie:

/’(i) _ doświadczalnie wyznaczona średnia gęstość masowa w obszarze
elementu siatkowego,

r(i) objętość elementu siatkowego,
n ^  - liczba węzłów elementu siatkowego.

Dla węzłów zawartych jednocześnie w kilku elementach siatkowych wartości 
tych parametrów sumują się.

3. 0 możliwości uogólnienia reprezentacji siatkowej

Przedstawiony przykład identyfikacji parametrów elementu siatkowego 
może zostać uogólniony tak w kierunku reprezentacji ośrodków o odmiennych 
grupach symetrii sprężystej np. ośrodki ortotropowe lub niesymetryczne -
typu Cosserat, jak też reprezentacji ośrodków niesprężystycb. Jakościowa 
różnica tego modelu w stosunku do innych reprezentacji dyskretnych polega
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na tym, że stan odkształcenia nie jest poddany ograniczeniom przez narzu
cenie a'priori postaci opisujących go funkcji. Y/łaściwości ośrodka siatko
wego wynikają z postaci założeń będących podstawą procedury identyfikacji 
parametrów łączników elementów. II przedstawionym przykładzie parametry te 
gwarantują spełnienie empirycznie Określonych relacji konstytutywnych two
rzywa elementu dla przypadku jednorodnego stanu jego deformacji. YI prze
ciwnym razie tensorowe miary stanu deformacji i naprężenia elementu nie 
3ą określone, możliwy jest jednak do opisania stan przemieszczeń oraz ener
gia odkształcenia elementu. W przypadku empirycznych danych dotyczących 
związków konstytutywnych elementów poddanych niejednorodnemu stanowi de
formacji - np. w warunkach względnych obrotów granicznych płaszczyzn ob
szaru elementu - zachodzi możliwość wzbogacenia modelu o dalsze parametry 
gwarantujące odwzorowanie w modelu tych doświadczalnych charakterystyk. 
Podobne możliwości zachodzą w przypadku uwzględnienia w modelu ośrodka 
cech Teologicznych a także niemecbanicznych właściwości jak przewodnictwa 
ciepło lub dylatacji temperaturowej. Z tego względu omówiony typ elementu 
jak i metodę identyfikacji jego parametrów należy traktować wyłącznie ja
ko przykładowe.
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3JIEMEHTH CEIEBOii PEnPE3EHTAmiH YllPyniX CPEJl 

P e 3 o u e

. B paóoie coflepsnioa npnnep H^eHiH$HKauHH napaiieipoB ceioHHax sneMeHTOB 
CKMueipH^eoKofi ynpyrofi cpeflu. HaHHHe napaMeipu C hjih  onpeAexeHH r x k  yciaHO- 
BjieKBa o^HopoAHoro cooto-shhx Ae^opMaiwn ajieneHia. Habies bo3mokhoctł oóoó- 
neHHJŁ onHCHBaeuoro ueiofla Ha wofleJiH penipoB o ApyrHMH rpynnaiiH ynpyroii chm- 
MeipHH, a TaKse Ha Heynpyrae neHipn• MoaeJib no3Boasei ysHTHBaTb leMnepaxyp- 
Hyjo AHJiataiiHzi h TenjionpoBoflHocTb.

yKa3HBaK)xoa oyneeiBeHHue pa3HHHH Messy 3xhm t hhom Mosejia a spyraMH He- 
npepaBHtaiH h AHCKpeiHHMH. 3th pa3H«m ciaHOBHi o t o m , hto saHHae Moment 
ocoóeHHO nparosHa npa aHanH3e oseMeHioB uamHH co cjioshoA reoMeipaeit a aa- 
rpy3Kax npHBOflHiqKX k HeosHopoflHofi seiopManHH a HanpjuceHHB.

THE ELEMENTS OP THE REPRESENTATION OP THE ELASTICS MEDIA 

S u m m a r y

The paper contains an examples of the identification of the net ele
ment! parameters of the symetrical net type elastic medium. These para
meters were determined for the assumption of the homogenuous deformation 
state of the element. The possibility of the generalization of the descri
bed method for the modeling media with different symetric groups of elas
tic properties and non elastic media was presented. The model allows to 
take into account the temperature dilatation and heat conduction.

The important difference between this type of model and other conti
nuous and discreet - type was presented. These differences make the model 
especially convenient in the analysis of the machines elements with com
plex geometry and load which cause considerable nonhomogeneity in the de
formation and tension state.


