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ELEMENTY SIATKOWEJ REPREZENTACJI OSRODKOW SPREZYSTYCH

Streszczenie. Praca zawiera przykdtad identyfikacji parametroéw
elemeniu siatkowego symetrycznego osrodka sprezystego. Parametry
zostaty wyznaczone dla zatozenia jednorodnego stanu deformacji ele-
mentu. Zwrécono uwage na mozliwos¢ uogdlnienia opisanej metody na
modelowanie o$rodkéw o innych grupach symetrii wkasnosci sprezys-
tych oraz osrodki nigsprezyste w tym réwniez z uwzglednieniem nie-
mecbanicznych wkasnosci fizycznych, jak dylatacja temperaturowa,
przewodnictwo ciepta. Wskazano na istotne roéznice jakosSciowe prezen-
towanego modelu w stosunku do modelu kontynualnego oraz innych mode-
li dyskretnych. Réznice te czynig model szczeg6lnie dogodny w anali-
zie czesci maszyn o zdozonej geometrii obszaru i obcigzeniach wywo-
+ujacych znaczne niejednorodnosci w stanie odksztakcenia i1 napreze-
nia.

1. Wstep

OSrodek siatkowy jako dyskretna reprezentacja materialnego osrodka spre
zystego stanowi alternatywe dla kontinuum materialnego oraz dyskretnych mo
deli numerycznych. VW pracach [i, 2] oméwiono podstawowe pojecia zwigzane
z opisem osrodka siatkowego. Kontynualne ujecie zagadnien teorii sprezys-
tosci osrodka znajduje uzasadnienie w metodach analizy mogacych znalezé
zastosowanie w rozwigzywaniu sformutowanych ta drogg zadan. Uzasadnienie
to jednak traci waznos¢ w odniesieniu do modeli, ktdérych ztozonos¢ wyni-
kajagca z geometrii obszaru lub postaci warunkéw brzegowych nie pozwala na
otrzymanie rozwigzania droga analityczng. Stosowane w tym przypadku metody
przyblizone opieraja swa skuteczno$¢ na technice komputerowej. Przyktadowo
metoda réznic skonczonych [3] , metoda elementéw skonczonych [4] , metodo
elementow brzegowych [5] dostarczajg sposobow poszukiwania rozwigzan z
wykorzystaniem modeli bedacych przyblizeniem modelu cigagtego. Jakos$¢ tego
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przyblizenia jest tym gorsza im bardziej nieregularny charakter ma prze-
bieg poszukiwanych wielkosci w przedziatach badz obszarach bedacych wyni-
kiem podziatu obszaru analizy w danym zadaniu. Sytuacja taka ma przykta-
dowo miejsce w wielu przypadkach czesci maszyn o ztozonym ksztatcie i ob-
szarach spietrzenia naprezen. Wobec wynikajgacych z istoty modelu ograni-
czen nawet zageszczenie podziatu nie musi prowadzi¢ do znaczacej poprawy
jakosci rozwiagzania. Y/ynika to z narzuconych modelem funkcji ksztattu
ograniczajacych w istotny sposéb posta¢ odksztalcenia modelu a przez to
nie dajacych mozliwosci wiernego odwzorowania stanu odksztatcenia i na-
prezenia badanego obiektu. Modelem dyskretnym dogodnym dla opisu i anali-
zy numerycznej a przy tym wolnym od tej istotnej wady poprzednich jest
reprezentacja siatkowa badanego obiektu. W reprezentacji tej parametry
modelu identyfikowane sg na siatkowej strukturze elementéw reprezentuja-
cych os$rodek badanego ciata. Ponizej przedstawiony zostanie przyktad ta-
kiego elementu dla symetrycznego osrodka sprezystego.

2. Element siatkowy symetrycznego osrodka sprezystego izotropowego
Do identyfikacji parametrow sprezystych elementu siatkowego symetrycz-

nego, jednorodnego, izotropowego osrodka sprezystego przyjmiemy strukture
pokazang na rys. 1 [i] .-

Rys. 1
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Zatozono dtugosci krawedzi prostopadtosciennego obszaru elementu réwne
d~t d2, d™> Przyjeto grupe symetrii parametrycznej tozsama z grupg syme-
trii geometrycznej elementu. Na rys. 1 oznaczono numerami 4aczniki repre-
zentujace poszczeg6lne klaBy symetrii +*acznikéw. Zaznaczono réwniez ukda-
dy wersoréw zwiazane z tymi 4gcznikami. Oznaczono primami 4aczniki tej

samej klasy roézniagce sie kierunkiem. tacznikom dsk) typu k«|1,2,3 przy-
piszemy tréjki parametréw sprezystych

d (ki * <C(k\ 3*k), G(k)> , k-1,2,3, (€D)
natomiast #gcznikom d*k~typu k»4,5,6 parametry sprezyste

d® > C<k) , k«4,5,6. @)
Dla identyfikacji parametrow zatozymy jednorodny stan deformacji elementu

opisany tensorem deformacji

Odksztatcenia wzddtuzne #gcznika d ™ k” oraz wartosci jego wydduzenia okres-
lajg wzory

£(lo a tgk)™N"gkE @m”» m r gk)ggk) a
u X Kii -

Wartosci sktadowych kata obrotu #acznika d~k”~ o kierunkach odpowiednich
wersorow okreslone sagzaleznosciami

$<jk) ., tUK)?(jk)E() f  ~k) _thk)N ) E(T) . (4)
Sita wzajemnego oddziatywania wezdow jest okreslona zaleznosciag
FAK) m tK’\k’\ti’\ik’\éA%'i’_\i,’\ k~ACAKN\ o)

przy czym znak plus oznacza site wzajemnego przyciggania, minus - odpycha-
nia. Sita F ~ oddziatywania na wezet e » a pochodzaca od tgcznika
¢(Jk) wynoej, zatem

pP(3) .. pUON.K) , ®

a na wezet e~k”

Q)
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lloment wzajemnego oddziatywania wezddéw posiada sktadowe okreslone naste-
pujaco

2@K) ., UGX) = 6t K)TL GLKEN KB IK) (8

a odpowiednie momenty oddziatywania na wezdty wynoszag
* DAKNENKN M/\): MAKAENKN (9)
£iN b _ijj@d)tr@k) , > -g(dfc)e(Jio . 0)
Posta¢ wzoréw (5) wynika z relacji

, (11)
natomiast wzoréw @) z relacji

Uid) _ 6Cii) ¢ (id)2h ~(di)2+ ~(iDFGi)) f
@)
amn - g(id)$(iJ)2+3 (Ii2+ f (iid"G D}

opisujacych zwigzki odksztatcenia wzddtuznego #gcznika A r =z energia
odksztatcenia wzdtuznego oraz zwiagzki skitadowych Ilwzglednycb katoéw

obrotu wezdéw #acznika <Ff(i) i <Ff(d) Oraz cieciwy 4gcznika ~~d) odpo-
wiednio g(id)( -jidi) oraz P (id)Ff 4° (di) w dwéch wzajemnie prostopad-
4+ych ptaszczyznach zawierajacych wezty e ~ i1 e~d) z energig Ug”d)

gietnego odksztatcenia *acznika. Katy obrotu wezdéw przyjeto przy tym za

f(d) ,, <MU)L, O a@asn»
skad wynika
$Jk) .eUJ) ,, £ gKFf $IKk) = ki) = v QK # a4)

Energia odksztatcenia #acznika Jest roéwna sumie energii odksztakcenia
wzdduznego i gietnego
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przy czym dla #acznikéw typu 4,5,6 bierzemy pod uwage jedynie pierwszy
sktadnik. Wyrazajac energie odksztatcenia tgcznika przez sktadowe tensora
deformacji elementu siatkowego otrzymamy

LIJD(Jk) y é ﬁéS’\) £ ) (i% ilfil

[
Imn *k1~ £ mn ~
gdzie

AGK L, r(K2c GOttt Gt gk
kImn k 1 m n
+ Gtk(jk)t (jk)(?(Jk)?l(jk)i ak+ 5(jk)rl(jk)|(ik)) # (n)
m n n

Energia odksztatcenia elementu siatkowego okreslana Tjest nastepujaco

3 2 * (18)
(€19]

u@) "t 2 * a9

gdzie

4LL -

- (»,

2
<Jk)
Gestos¢ energii odksztalcenia elementu siatkowego okreslona jest zalez-
noscig

gdzie jest objetosciag wieloscianu elementu siatkowego.

Ha podstawie gestosci energii elementu siatkowego sformutujemy réwnania
konstytutywne elementu okreslajace zwigzki tensora deformacji elementu
siatkowego z tensorem naprezen (> tego elementu

rf(i)  2u (D)
m - .
(22)

kl mn klmn *
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gdzie wprowadzono oznaczenia
] L <« i
afdn - v N cl)mn * (23>

Tensor B~”~n nazywany teniPR?m sztywnosci osrodka siatkowego- Teneo-

rowa miara stanu naprezenia jest mozliwa do okreslenia w przypadku A
okreslonosci tensora deformacji elementu siatkowego. W podobny sposéb moz-
na okresli¢ tensor naprezenia w elemencie dualnym- W przypadku gdy dualny,
element siatkowy jest elementem brzegowym posta¢ tensora sztywnosci w réw-
naniu (22) nie ulega zmianie, nalezy jedynie odpowiednio interpretowac
zbior ducznikéw elementu oraz objetos¢ jego obszaru.

Podstawg doboru wartosci parametréw sprezystych elementu siatkowego
jest pordéwnanie wspétrzednych tensora sztywnosci elementu siatkowego z
wartosciami wyznaczonynni doswiadczalnie.

kimn = BKIRRW-) - @)

Dane dotyczgce elementu siatkowego z rysunku 1 potrzebne do okreslenia
wartosci jego parametrow zestawiono w tabeli 1. Wystepujace w danych mia-
ry katéw al, o2, ookreslone sa wymiarami elementu

dg an d_
tg«, - , tgoo, * -gt ,  tgon = 25)

Podstawiajac dane do wzoru (19) i wykorzystujac wzory (20) i (24) -
otrzymuje sie ukdad réwnan, z ktérego mozna wyznaczy¢ wartosci parametrow
sprezystych elementu. Ich rodzaj i liczba zostaty tak dobrane w rozwaza-
nym przyktadzie, ze rozwigzanie jest jednoznaczne dla osrodka izotropowe-
go.

Jezeli zatozymy przyktadowo, ze whasnosci osrodka sag okreslone statymi
Lamego A 1 ji to otrzymamy z (24) nastepujacy ukdad réwnan

4CNIAFALA2+ 4 C N r N 2coBM0o:2+ 4 C A r N 2cos™<X.| *(27+51)01 dgd”™ ,
4C (2)r(2)2+4C (5)r (5)2sind0.M+4C () r(6)2coaddCj sigu+~d.jdgdn

4C (3)r(3)2+4C (4)r (4)2sin402+4C (6)r(6)2sil0™ = Qjl+DHd1d2d3} ,

4 C "~ r ~ 2Bin2oclcos2acl » JAd~dgd”™



Elementy siatkowej reprezentacji...

Numer g
klasy 1 2 3 4' 4%’
tacznika
liczba
tacznikow 4 4 4 2 2
typu g
c(9) Cd) ¢(2) c(3) c<4>
G(9) G G G 0
fi(g) G G G 0
r(r .
r) a1 I R
t{*J 1 0 0 QOBO;, coso”™
150 0 10 0 0
iég) 0 0 1 -sino~ sinan
£49) 0 1 0 - -
?(9) 0 0 1 . B
t") -1 0 0 - -
t{g) 0 0 -1 - -
*
(9) 1 0 o0 - -
r(g) - . -
3 0 1 0

4CAr~nslricCgCos™a” mind.jdjdj,

ACAATAN2BINZtCOBZ »ft-d gdhi

8C (5)r (5)2BInQ;~00s2(X]+246 _ gud”™gdy

8C(Aru)2e i A 2lcos2@R2+24G

- ajundn,

5’ 5*5
2 2
c(5)
0
0
/d2 + d2
By By
sina”  sinotj
0 0
- -

6»

QoB3G,

-sino”
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Tabela 1

B6»*

-c0s0cCj

esinckj
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8C(6)r (6)2Bin2c* Goa2a3+240 »

Wybierajac z 6 ostatnich réwnan
mamy ukdad réwnan niezaleznych,
trow okreslone nastepujaco

j- 2
cl” * T ] - c
_ dp
°(2)« i -
°D) - .
-14) 1Xdg -15) 1
C t sin 2a** ¢ 7

°i6) “1t SlAfeg » 0« T2 d

Rys. 2

ci nB zginanie, odpowiedniag dla
rys. 2. W tabeli 2 zestawiono dal

G. Wrdébel
2pidn~dj -

4

i dotaczajac pierwsze 3 réwnania otrzy-
ktérego rozwigzaniem sg wartosci parame-

<|>*>]. @6

ld2d3(*~A.)

Zwraca uwage fakt, iz na podstawie przy-
jetej grupy symetrii struktury geometrycz-
nej elementu uzyskalismy bogatszg grupe
symetrii wkasnosci sprezystych. Na podob-
nej zasadzie dla poczynionych zatozeh do-
tyczgcych struktury oraz parametréw spre-
zystych mozna dokonac¢ identyfikacji zbio-
row wartosci tych parametrow odpowiadajg-
cych grupom symetrii zawartym w grupie
symetrii sprezystej osrodka izotropowego

i zawierajacym grupe symetrii osrodka orto-
tropowego wkacznie z ta ostatnig.

Dla osrodka dwuwymiarowego bedgcego
modelem w zagadnieniach tarczowych badz
lokalna reprezentacja powktok w teorii bez-
momentowej, to znaczy o zerowej sztywnos-
elementu siatkowego strukture przedstawia
ne dotyczgce tego elementu siatkowego.

Biorgc pod uwage przypadek ptaskiego stanu odksztatcenia na omoéwionej

poprzednio zasadzie otrzymano uktad réwnan do wyznaczenia parametréw spre-

zystych modelu
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Numer g liczba
klasy Facznikow c@ Q@ r@ t@ t<s)
+acznika klasy g
c@
1 2 G d1 1 0
c (@ R
2 2 G d2 0 i
> c<3> R
3 1 0 fditdi cos «© -sina
”» c(@3 R
3 1 (€) 0 /d2+d2 COosoC sinoc

2c(r (1)2 + 2C 3~r"3/200s4a = (27 +Md.,d2,

2c@)r@2)2 + 2c(3M 372sinda = @+ ild.,d2,

2CN3~r"372sin2ccos2a mAd.jdj, ,

4CN3~rM3M2sin2ccos2a + 12G » Zy d-jdg .

Rozwigzaniem tego ukdtadu réwnan aa wartosci parametrow

"2{«)
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Tabela 2

e
*2

COBCX

cosec

Dla ptaskiego stanu naprezenia ukdtad réwnan do wyznaczania parametroéw

sprezystych modelu ma postac

2c(Dr )2 + 2 C ™~ r N 2cosda = QIt + ”

2C(Dr ()2 + 2CB)r(3)2ainda » (2*+ F~r~rdg ,
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ACrnrnAnsinADCcos”o; + 12G= 2y d/dg

2CMNr (3) 2sIn2d:ooefC«=>-"S|Li. .

Rozwigzaniem tego uktadu réwnan sg wartosci parametrow

2 _

N O RPN g A+ - (@) )

c2) - Nk -3“n A1 ) @8

Cnigff B> Cms Yo 43

W przypadku zagadnien dynamicznych, w ktdérych nie wystepuje rozprasza-
nie energii element siatkowy osrodka nalezy uzupe#ni¢ jedynie o parametr
masy. Mase przyporzadkowuje sie wezdom elementu siatkowego. Wartos¢ masy
w og6lnym przypadku przyjmuje sie rowng dla wszystkich wezd6éw i oblicza
weddug wzoru

i@ « PV D (29)
1 A i
gdzie:
/7 (1) _ doswiadczalnie wyznaczona Srednia gestos¢ masowa w obszarze
elementu siatkowego,
r(i objetosé elementu siatkowego,
n A" - liczba wez#6w elementu siatkowego.

Dla wez46w zawartych jednoczes$nie w kilku elementach siatkowych wartosci
tych parametréw sumuja sie.

3. 0 mozliwosci uogélnienia reprezentacji siatkowej

Przedstawiony przyktad identyfikacji parametréw elementu siatkowego
moze zosta¢ uogolniony tak w kierunku reprezentacji osrodkéw o odmiennych
grupach symetrii sprezystej np. osrodki ortotropowe lub niesymetryczne -

typu Cosserat, jak tez reprezentacji osrodkéw niesprezystycb. Jakosciowa
réznica tego modelu w stosunku do innych reprezentacji dyskretnych polega
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na tym, ze stan odksztatcenia nie jest poddany ograniczeniom przez narzu-
cenie a“priori postaci opisujacych go funkcji. Y/#asciwosci osrodka siatko-
wego wynikaja z postaci zatozen bedacych podstawg procedury identyfikacji
parametrow dacznikéw elementéw. 1l przedstawionym przyktadzie parametry te
gwarantuja spednienie empirycznie Okreslonych relacji konstytutywnych two-
rzywa elementu dla przypadku jednorodnego stanu jego deformacji. Y prze-
ciwnym razie tensorowe miary stanu deformacji i naprezenia elementu nie

33 okreslone, mozliwy jest jednak do opisania stan przemieszczen oraz ener-
gia odksztatcenia elementu. W przypadku empirycznych danych dotyczgcych
zwigzkow konstytutywnych elementéw poddanych niejednorodnemu stanowi de-
formacji - np. w warunkach wzglednych obrotéw granicznych ptaszczyzn ob-
szaru elementu - zachodzi mozliwo$s¢ wzbogacenia modelu o dalsze parametry
gwarantujace odwzorowanie w modelu tych doswiadczalnych charakterystyk.
Podobne mozliwosci zachodzg w przypadku uwzglednienia w modelu osrodka
cech Teologicznych a takze niemecbanicznych whkasciwosci jak przewodnictwa
ciepto lub dylatacji temperaturowej. Z tego wzgledu oméwiony typ elementu
jak i metode identyfikacji jego parametréow nalezy traktowaé¢ wydacznie ja-
ko przyktadowe.

LITERATURA.

[ G. Y/ROBEL: Siatkowy model os$rodka ortotropowego. Zb. ref. Sympozjon
""Modelowanie w mechanice™ PTMTS, Beskid SI. 1984, str. 415-424-

[21 G. Y/ROBEL: Modele siatkowe w analizie stereomechanicznej osrodkéw
sprezystych. ZN WSI w Opolu Nr 109, seria: Konferencje, Matematyka
z. 9, Metody matematyczne w technice t. Il, Opole 1985, str. 527-536.

[31 E. KACKI: Elektroniczna technika obliczeniowa. PYW, Warszawa 1986.
[4] 0.C. ZIENKIEWICZ: Metoda elementow skonczonych. Arkady, Warszawa 1970.

[5] C.A. BREBBIA, S. WALKER: Boundary Element Techniques in Engineering.
Wyd. w jezyku rosyjskim, Moskwa, Mir 1982.



472 G. Wrobel

3JIEMEHTH CEIEBOii PEnNPE3EHTAmiH YIIPyniX CPEJI

Peld3oue

. B padoie coflepsnioa npnnep H”"eHiH$HKauHH napaiieipoB ceioHHax sneMeHTOB
CKMueipH~eoKofi ynpyrofi cpeflu. HaHHHe napaMeipu Chjih onpeAexeHH rxk yciaHO-
BjiekBa o~HopoAHoro cooto-shhx Ae”opMaiwn ajieneHia. Habies bo3mokhoct% 0606-
neHHJt onHCHBaeuoro ueiofla Ha wofleJiH penipoB o ApyrHMH rpynnaiiH ynpyroii chm-
MeipHH, a TaKse Ha Heynpyrae neHipne Moaeldib no3Boasei ysHTHBaTb leMnepaxyp-
Hyjo AHJiataiiHzi h TenjionpoBoflHocTb.

yKa3HBaK)xoa oyneeiBeHHue pa3HHHH Messy 3xhm thhom Mosejia a spyraMH He-
npepaBHtaiH h AHCKpeiHHMH. 3th pa3H«m ciaHOBHi o0 tom, hto saHHae Moment
oco6eHHO nparosHa npa aHanH3e oseMeHioB uamHH co cjioshoA reoMeipaeit a aa-
rpy3Kax npHBOFIHigKX k HeosHopoflHofi seiopManHH a HanpjuceHHB.

THE ELEMENTS OP THE REPRESENTATION OP THE ELASTICS MEDIA

Summary

The paper contains an examples of the identification of the net ele-
ment! parameters of the symetrical net type elastic medium. These para-
meters were determined for the assumption of the homogenuous deformation
state of the element. The possibility of the generalization of the descri-
bed method for the modeling media with different symetric groups of elas-
tic properties and non elastic media was presented. The model allows to
take into account the temperature dilatation and heat conduction.

The important difference between this type of model and other conti-
nuous and discreet - type was presented. These differences make the model
especially convenient in the analysis of the machines elements with com-
plex geometry and load which cause considerable nonhomogeneity in the de-
formation and tension state.



