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OKRESLENIE ODPOWIEDZI UKLADU DYNAMICZNEGO PRZY
WYKORZYSTANIU FORMULY ANALITYCZNEJ

Streszczenie. Przedstawiono formude analityczng umozliwiajaca
wyznaczenie odpowiedzi ukdadu dynamicznego na dowolne wymuszenie.
Metoda wykorzystuje wspédrzedne fazowe i réwnania charakterystyczne
z jego pierwiastkami.

1 WSTEP

W pracy przedstawiono formude analityczng umozliwiajaca wyznaczenie
odpowiedzi uk#adu dynamicznego na dowolne wymuszenie pCt). Stosowanie
metody nie wymaga znajomosci techniki operatorowej ani wstepnej analizy
przypadkéw drgan swobodnych i harmonicznych. Odwrotnie, przypadki te daja
sie prosto wyprowadzi¢ na podstawie przedstawionej formuty.

2. ODPOWIEDZ UKLADU DLA DOWOLNYCH WARUNKOW POCZATKOWYCH

Rozwazania prowadzace do okreslenia formuty analitycznej wyprowadzono
dla klasy uktadéw dynamicznych dajacych sie opisa¢ roéwnaniem roézniczkowym
liniowym drugiego rzedu postaci:

mx + kx + cx = p(t). @)
Wyprowadzenie formuty analitycznej zaczniemy dla przypadku”®gdy p(t)=0j
wowczas réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci:
x+t>x+g'%x:O_ @)
Wprowadzajac wspédrzedne fazowe CI, 33 roéwnanie Cii mozemy zapisac:
ST x2=—u>8xl—7z><2 R gdzie: X =X, Xy, n.:k/_m > 0, u%zdra> 0. 13)
v przypadku gdy 77=0,2 réwnania (3) mozna wyrugowa¢ czas i otrzyma¢ roz-

X

wigzanie réwnan w postaci x2(x*). Dla 70 wprowadzimy nowe zmienne ul»u2:
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ktére pozwolg rozseparowadé ukdtad (3) do postaci:

upFay s umagu, ®
gdzie aj=a2 byé dowolnymi staktymi niekoniecznie rzeczywistymi.
W ¢ lu wyznaczenia statych nalezy wstawlé transformacje

(@) do (B) i zauwazyc¢,ie muszg by¢ spednione warunki na te state"tj.

A High,= 0 . cbyr@ Y =0, Gl
a2b214<aoZb22: 0. _b21+(2a _*.h)'gz =0- G

Dla dowolnych statych af.a’dla ktérych
1 o, t N a |, a
l—?' Lai+p® lx o !L—?_ SaZip i 0 )

jedynym ro wigzaniem Jest rozwigzanie b =0, (i,J=1,2).
Rozwigzanie rézne od zera otrzymamy Jedynie dla wybranych wartosci aj="t
a = X takich, dla ktérych

x, & _, X .d _, @)

-1 -1 ,X2+#)
Dla wartosci a =X ,a = X2 spedniajacych warunki (8) uktady réwnan (6)
staja sie uktadami roéwnan zaleznych. Istnieje wtedy nieskonczenie wiele
rozwigzan ukdadu (6 ) i (6 ). Warunki(S) mozna zapisa¢ w postaci Jednego
warunku,tzw. roéwnania charakterystycznego

X2+p X + <@= 0, ©

ktérego pierwiastki sa réwne X ,X2.
Powyzszy rezultat umozliwia nastepujaca ogo6lnie znang konstrukcje roz-
wigzania roéwnania (2):
- wyznaczenie pierwiastkéw \~. X2 réwnania (9),

- rozwiniecie uktadu (3) dla a:\" ~ przez zwykty rozdziat zmiennych,
du du
tj.- V—Xu —» —Ui— :det —» In u=xt +VC =) uV:C ei,

- podstawienie rozwigzan u do uktadu (4), ktérego rozwigzanie daje funkcje
XJj(t)-x2(t). W szczegblnosci dla x~t)=x(t) otrzymamy znang postac

x()=x, ()=d e\"+d_e'z*", o)
gdzie state d~,d2 zaleze¢ beda od warunkéw poczatkowych x(0),x(0).

3. ROZWIAZANIE DLA DOWOLNEGO WYMUSZENIA p(t)

W przypadku réwnania (1) wprowadzenie wspédrzednych fazowych daje
x¥=x2, x2=-uzxj-px2+p(t) . p()=p( O/ra. 1)
Zastosujemy transformacje B postaci (4) do uktadu (11) zaznaczajac,ze ws-
potczynniki b'l] tej transformacji spedniajg warunki (6) dla al=>1< 52 =X2:
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X.b *=bb a o,
i 11
—b||+(X|+n)b22 = 0. 13)
Xb +M b =0,
2 21 o 12
_bzli(xzﬂ’))bzz - 0 s

Podstawiajac rownanie (11) do zrdézniczkowanych zwigzkéw (4) i uwzglednia-
jac zaleznosci (13)' i (14) ostatecznie otrzym 'emy:
U= X (b X b X0+
uy= X £b X *hy X2)+92 p- s
Uwzgledniajac rownanie (4) zaleznos¢ (15) wyrazimy w postaci:
up= Xy +b,p
U2: X2U2+b22p' (16)
Udad réwnan (16) Jest uktadem dwu réwnan rozseparowanych pierwszego rze-

du o jednakowej postaci. Rozwigzanie réwnan (16) +atwo otrzyma¢ np.

znang metoda wariacji statych E2»33. Stosujac te metode dla réwnan
(6) otrzymujemy:

. O=6.eVE +b. IMPe € drjeXd, an

gdzie C oznacza pewna stata catkowania (i=1,2). Rozwiagzanie x(t)
rownania (1) wuzyskamy na podstawie transformacji D odwrotnej do
transformacji B. WprowadzZzmy wiec oznaczenia:

D=B . as)
gdzie B oznacza macierz wspétczynnikéw transformacji (4):

b. |>b12

B =

- 19
b by
Stosujac zapis macierzowy transformacje te mozemy zapisa¢ w postaci:
u = Bx, (20)
gdzie u» oznaczono wektory kolumnowe:
(21)
Mhozac lewostronnie roéwnanie (20) przez macierz D=B 1 otrzymamy
dnu +d LU,
x =bu = 4" gy (22)

21 1 22 2
skad po uwzglednieniu postaci (17) mamy

xH=dhuN+ d2U2=Cle\* " +C20 7 2% +gne*inJpe*ke"dtgze2*" Jpe Nendt, (23)
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gdzie state m02 .sg réwne

Cr=Cdn -9 A T x="xz
A _ - = (P4)

ComChn 9708 5 Xx

Podstawiajac stale g*. g*. postaci (34) do (33) otrzymujemy ostatecznie

@ =Cie Lse2eXotmigxt-x YJoVvGPcwe Kitat-e*2t Jpeeye Kit arl. D
i * *o *
Otrzymanyzwigzek(25) moze by¢ "traktowany jako wygodna formuta

otrzymywaniaodpowiedzi x(t) uktadudynamicznego postaci (1) na dowolne
wymuszenie p(t) dla dowolnych warunkéw poczatkowych x(t), x(t).
Wystepujace w nim state, X», X2»sg pierwiastkami charakterystycznymi roéw-
nania (1). State zalezg od warunkéw poczatkowych x(0),x(0).
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Peo»me

npencTaBJieHo weron Mcnojib3y»uiMii «jpa30BHe koopjimhotw h xapaKTepHCTMHec-
KJie ypaBHMGHMFI. npouenypa npMMeHwwa b CMCTewax cC ojlhkm cTeneHeM cbo6ohm.

AN ANALYTICAL FORMULA FOR THE DETERMINATION OF DYNAMIC SYSTEMS RESPONSE
FOR ANY KIND OF EXCITATION

Summary

An analytical formula for the determination of a dynamic system res-
ponse for any kind of excitation was presented. Solution for the one deg-
ree of freedom models was considered. The method use characteristic equa-
tion with its roots.



