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WSTĘP

U m i e j ę t n o ś ć  o k r e ś l e n i a  p r z e m i e s z c z e ń  o r a z  s t a n ó w  o d k s z t a ł c e n i a  i 

n a p r ę ż e n i a  m a  i s t o t n e  z n a c z e n i e  w  p r o c e s i e  p r o j e k t o w o - k o n s t r u k c y j n y m  

e l e m e n t ó w  m a s z y n  i  b u d o w l i .  T a k  r o z u m i a n e  z a d a n i e ,  p o l e g a j ą c e  n a  

p r z e w i d y w a n i u  o d p o w i e d z i  c i ą g ł e g o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o ,  o  o k r e ś l o n e j  

p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j ,  n a  d a n e  w y m u s z e n i e ,  j e s t  z a d a n i e m  z  z a k r e s u  

analizy.

W  t r a d y c y j n y c h  z a g a d n i e n i a c h  a n a l i z y  p r z y j m u j e  s i ę  z w y k l e  m o d e l  

l i n i o w y  r z e c z y w i s t e g o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o  i b a d a  s i ę  j e g o  z a c h o w a n i e  p r z y  

o b c i ą ż e n i a c h  s t a t y c z n y c h  i d y n a m i c z n y c h .

W  m o d e l o w a n i u  w i e l u  o b i e k t ó w  m e c h a n i c z n y c h  t a k i e  p o s t ę p o w a n i e  j e s t  

j e d n a k  n i e w y s t a r c z a j ą c e .  U w z g l ę d n i e n i e  n i e l i n i o w o ś c i  C g e o m e t r y c z n y c h  i 

f i z y c z n y c h ! )  o r a z  l o k a l n y c h  z j a w i s k  m e c h a n i c z n y c h  b ę d ą c y c h  r e z u l t a t e m  

k o n t a k t u  z  I n n y m i  c i a ł a m i  s t a j e  s i ę  c z ę s t o  p i l n ą  k o n i e c z n o ś c i ą .  R ó w n i e ż  

u w z g l ę d n i e n i e  s t o c h a s t y c z n e j  n a t u r y  w a r u n k ó w ,  w  j a k i c h  d z i a ł a  u k ł a d ,  

u m o ż l i w i a  w y j ś c i e  p o z a  r a m y  a n a l i z y  k o n w e n c j o n a l n e j .

Z n a m i e n n ą  c e c h ą  l a t  o s t a t n i c h  j e s t  f a k t ,  ż e  o p r ó c z  w y m i e n i o n y c h  

t r a d y c y j n y c h  o r a z  n i e k o n w e n c j o n a l n y c h  z a g a d n i e ń  a n a l i z y ,  r o z p a t r y w a n e  s ą  

t a k ż e  p r o b l e m y  s y n t e a y  k o n s t r u k c j i  C analiza wrażliwości i optymalizacja). 
I n f o r m a c j e  u z y s k a n e  z  a n a l i z y  n i e  d a j ą  b o w i e m  w y s t a r c z a j ą c e j  i n f o r m a c j i  

p o t r z e b n e j  w  p r o j e k t o w a n i u  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  e l e m e n t ó w  

m a s z y n .

Z a g a d n i e n i e m  o k r e ś l e n i a  w p ł y w u  z m i e n n y c h  p r o j e k t o w y c h ,  o p i s u j ą c y c h  

k s z t a ł t  b r z e g u  c i a ł a ,  n a  z m i e n n e  s t a n u  i p r z y j ę t e  c h a r a k t e r y s t y k i  

m e c h a n i c z n e  u k ł a d u  z a j m u j e  s i ę  analiza wrażliwości kształtu.

Optymalizacja Kształtu  p o l e g a  n a  w y z n a c z e n i u  t a k i c h  z m i e n n y c h  

k s z t a ł t o w y c h ,  a b y  f u n k c j o n a ł  j a k o ś c i ,  o p i s u j ą c y  p r z y j ę t e  k r y t e r i u m  

o p t y m a l i z a c j i ,  o s i ą g a ł  m i n i m u m  p r z y  s p e ł n i e n i u  w a r u n k ó w  o g r a n i c z a j ą c y c h .  

W y m i e n i o n e  w y ż e j  t y p y  z a g a d n i e ń ,  a  w i ę c

-  anali za Ckonwencjonalna i niekonwencJona lnaJ ,

-  analiza wrażliwości kształtu,

- optymalizacja kształtu*

s t a n o w i ą  p o d s t a w o w e  e t a p y  r a c j o n a l n e g o  p r o j e k t o w a n i a  p o s t a c i

k o n s t r u k c y j n e j  e l e m e n t ó w  m a s z y n .

W  p r a k t y c e  i n ż y n i e r s k i e j  u n i w e r s a l n ą  d r o g ą  u z y s k a n i a  r o z w i ą z a ń  

w y m i e n i o n y c h  z a g a d n i e ń  j e s t  z a s t o s o w a n i e  m e t o d  n u m e r y c z n y c h ,  t a k i c h  j a k  

m e t o d a  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  C M E S D ,  m e t o d a  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h  C M R S 3  l u b  

Metoda Elementów Brzegowych  C M E B 2 ) .

W  n i n i e j s z e j  p r a c y  p o d j ę t o  p r ó b ę  s f o r m u ł o w a n i a  i z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  w y b r a n y c h  z a g a d n i e n i a c h  analizy Ckonwencjonalnej i 
niekonwencjonalnej^) , analizy wrażliwości  i optymalizacji g e o m e t r y c z n e j
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p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  c i a ł  o d k s z t a ł c a ł n y c h .

M e t o d a  e l e m e t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  o s t a t n i o  i n t e n s y w n i e  r o z w i j a n a  i 

z n a j d u j e  c o r a z  s z e r s z e  z a s t o s o w a n i e  w  o b l i c z e n i a c h  i n ż y n i e r s k i c h .  W y k a z  

p o d s t a w o w y c h  p r a c  m o n o g r a f i c z n y c h  i s p e c j a l i s t y c z n y c h ,  s e r i i  w y d a w n i c z y c h  

o r a z  m a t e r i a ł ó w  l i c z n y c h  k o n f e r e n c j i  n a u k o w y c h  p o ś w i ę c o n y c h  m e t o d z i e  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  z o s t a ł  p r z e d s t a w i o n y  w  d o d a t k u  d o  p r a c y .

I s t o t ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  s p r o w a d z e n i e  z a d a n i a  

b r z e g o w e g o  l u b  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w e g o ,  o p i s a n e g o  u k ł a d e m  r ó w n a ń  

r ó ż n i c z k o w y c h  c z ą s t k o w y c h  z  o d p o w i e d n i m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  i 

p o c z ą t k o w y m i ,  d o  r ó w n o w a ż n e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o k r e ś l o n y c h  t y l k o  n a  

b r z e g u  r o z p a t r y w a n e g o  c i a ł a .  S k o ń c z e n i e  w y m i a r o w a  a p r o k s y m a c j a  t y c h  r ó w n a ń  

p r o w a d z i  d o  u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h .

G ł ó w n ą  z a l e t ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  z m n i e j s z e n i e  o  J e d e n  

r z ą d  w y m i a r u  r o z w i ą z y w a n e g o  z a g a d n i e n i a ,  d z i ę k i  c z e m u  d y s k r e t y z a c j i  

p o d l e g a  t y l k o  p o w i e r z c h n i a  c i a ł a  w  p r z y p a d k u  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  l u b  

b r z e g u  o b s z a r u  d w u w y m i a r o w e g o  w  p r z y p a d k u  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h .  W  t e n  s p o s ó b  

l i c z b a  d a n y c h ,  j a k i e  n a l e ż y  p r z y g o t o w y w a ć  d o  o b l i c z e ń  k o m p u t e r o w y c h ,  j e s t  

z n a c z n i e  m n i e j s z a  n i ż  w  i n n y c h  m e t o d a c h  n u m e r y c z n y c h .  M e t o d a  t a  p r z y  t y m  

s a m y m  s t o p n i u  d y s k r e t y z a c j i  d a j e  z w y k l e  d o k ł a d n i e j s z e  w y n i k i  n i ż  m e t o d y ,  

k t ó r e  w y m a g a j ą  d y s k r e t y z a c j i  c a ł e g o  o b s z a r u  z a j m o w a n e g o  p r z e z  c i a ł o .

W y m i e n i o n e  z a l e t y  w s k a z u j ą ,  ż e  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  m o ż e  b y ć  

e f e k t y w n ą  m e t o d ą  n u m e r y c z n ą  w  a n a l i z i e  i o p t y m a l i z a c j i  c i a ł  

o d k  s z t a ł c a l n y c h .

R o z d z i a ł  1 n i n i e j s z e j  p r a c y  p o ś w i ę c o n o  o m ó w i e n i u  p o d s t a w  m e t o d y  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  D o k o n a n o  t e g o  n a  p r z y k ł a d z i e  z a g a d n i e ń  l i n i o w y c h  

s t a t y c z n e j  i d y n a m i c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

W  r o z d z i a l e  2  p o k a z a n o  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  p r o b l e m ó w  n i e l i n i o w y c h  

m e c h a n i k i  o ś r o d k ó w  c i ą g ł y c h  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  z  

u w z g l ę d n i e n i e m  n i e l i n i o w o ś c i  g e o m e t r y c z n y c h ,  n i e l i n i o w o ś c i  f i z y c z n y c h  o r a z  

n i e l i n i o w y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .  R o z w a ż o n o  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e  w  

o p i s i e  m a t e r i a l n y m  i p r z e s t r z e n n y m .

W  r o z d z i a l e  3  s f o r m u ł o w a n o  z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  c i a ł  p r z e s t r z e n n y c h  i 

o b r o t o w o - s y m e t r y c z n y c h  z  u w z g l ę d n i e n i e m  z j a w i s k a  t a r c i a  w  s t r e f i e  s t y k u .

W  r o z d z i e l e  4  p r z e d s t a w i o n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

d o  a n a l i z y  s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h ,  p r o p a g a c j i  f a l  w  

o ś r o d k a c h  s t o c h a s t y c z n y c h  o r a z  w p ł y w u  l o s o w e g o  b r z e g u  n a  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  

w ł  a s n y c h .

W  r o z d z i a l e  5  p o k a z a n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  

z a g a d n i e ń  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  c i a ł  s p r ę ż y s t y c h  

p o d d a n y c h  o b c i ą ż e n i o m  s t a t y c z n y m  i  d y n a m i c z n y m .

U w a g i  k o ń c o w e  i w n i o s k i  p r z e d s t a w i o n o  w  r o z d z i a l e  6.

P r a c a  n i n i e j s z a  j e s t  w y n i k i e m  p r z e s z ł o  o ś m i o l e t n i c h  s t u d i ó w  i p r a c  

a u t o r a ,  k t ó r e  p r o w a d z o n e  b y ł y  w  r a m a c h  P r o b l e m u  W ę z ł o w e g o  0 5 . 1 2  P A N ,  

C e n t r a l n e g o  P r o g r a m u  B a d a ń  P o d s t a w o w y c h  C P B P  0 2 . 0 1 .  P A N  o r a z  w  z a k r e s i e  

b a d a ń  w ł a s n y c h .



1. WPROWADZENIE DO METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH -  ZAGADNIENIA LINIOWE 
TEORII SPRĘZYSTOSCI

1.1. UWAGI WSTĘPNE

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  m e t o d ą  k o m p u t e r o w ą ,  k t ó r a  d z i ę k i  

i n t e n s y w n e m u  r o z w o j o w i  s t a ł a  s i ę  w  o s t a t n i c h  l a t a c h  a t r a k c y j n ą  i 

a k c e p t o w a l n ą  m e t o d ą  n u m e r y c z n ą  m e c h a n i k i ,  a l t e r n a t y w n ą  d o  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

s k o ń c z o n y c h  i m e t o d y  r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .

P o d s t a w  a n a l i t y c z n y c h  m e t o d y  d o s z u k a ć  s i ę  m o ż n a  w  k l a s y c z n e j  t e o r i i  

p o t e n c j a ł u  C K e l l o g  1 1 . 3 8 3  3,. k t ó r a  z n a l a z ł a  z a s t o s o w a n i e  w  f o r m u ł o w a n i u  

z a d a ń  b r z e g o w y c h  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  C K u p r a d z e  C l .  4 6 3  3 w  p o s t a c i  

w i e l o w y m i a r o w y c h  o s o b l i w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C M i c h l i n  C l . 5 5 3  3.

S p r o w a d z e n i e  z a d a n i a  b r z e g o w e g o ,  o p i s a n e g o  w  p e w n y m  o b s z a r z e  u k ł a d e m  

c z ą s t k o w y c h  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h ,  d o  u k ł a d u  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o k r e ś l o n y c h  

n a  b r z e g u  t e g o  o b s z a r u  s t a ł o  s i ę  p o d s t a w ą  m e t o d y ,  k t ó r a  n a z y w a  s i ę  metodą 
brzegowych równa.r\ cahhowych. W y m i a r  k l a s y c z n e g o  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  

s f o r m u ł o w a n e g o  w  k a t e g o r i a c h  t e j  m e t o d y  o b n i ż o n y  j e s t  o  j e d e n  r z ą d .  A b y  

j e d n a k  p r a k t y c z n i e  w y k o r z y s t a ć  t ę  n i e w ą t p l i w ą  z a l e t ę  m e t o d y ,  n a l e ż y  

d y s p o n o w a ć  e f e k t y w n ą  t e c h n i k ą  n u m e r y c z n ą ,  k t ó r a  p o z w a l a  r o z w i ą z a ć  

o t r z y m a n y  u k ł a d  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  m e t o d ą  p r z y b l i ż o n ą ,  k t ó r a  m a j ą c  z a  

p o d s t a w ę  a n a l i t y c z n e  s f o r m u ł o w a n i e  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  w  p o s t a c i  u k ł a d u  

b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  u m o ż l i w i a  i c h  p r z y b l i ż o n e  r o z w i ą z a n i e  p r z e z  

d y s k r e t y z a c j ę  b r z e g u - c i a ł a  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  i a p r o k s y m a c j ę  f u n k c j i  

b r z e g o w y c h  z a  p o m o c ą  f u n k c j i  i n t e r p o l a c y j n y c h .  W  w y n i k u  t a k i e j  p r o c e d u r y  

o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h ,  w  k t ó r y m  n i e w i a d o m e  o d n o s z ą  s i ę  

t y l k o  d o  b r z e g u  u k ł a d u .

R o z w i n ę ł y  s i ę  d w a  p o d e j ś c i a  w  f o r m u ł o w a n i u  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h  w  

p o s t a c i  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h :  p o d e j ś c i e  b e z p o ś r e d n i e  i p o d e j ś c i e

p o ś r e d n i e .  W  u j ę c i u  b e z p o ś r e d n i m  z a d a n i e  f o r m u ł o w a n e  j e s t  w p r o s t  z a  p o m o c ą  

w i e l k o ś c i  m a j ą c y c h  b e z p o ś r e d n i  s e n s  f i z y c z n y  C n p .  w  p o s t a c i  p r z e m i e s z c z e ń  

i s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h D . W  u j ę c i u  p o ś r e d n i m  z a g a d n i e n i e  b r z e g o w e  

r o z w i ą z y w a n e  j e s t  d l a  f u n k c j i ,  k t ó r e  n i e  m a j ą  p r o s t e g o  z n a c z e n i a  

f i z y c z n e g o ,  a l e  z  k t ó r y c h  m o ż n a  w y z n a c z y ć  p o s z u k i w a n e  w i e l k o ś c i .  U j ę c i e  

b e z p o ś r e d n i e ,  j a k o  b ą r d z i e j  u n i w e r s a l n e ,  z d o b y ł o  s o b i e  n a j w i ę k s z e  

z a s t o s o w a n i  e.

N a z w a  "metoda, elementów brzegowych** p o j a w i ł a  s i ę  w  l i t e r a t u r z e  

p r z e d m i o t u  p o d  k o n i e c  l a t  s i e d e m d z i e s i ą t y c h  C p o r .  B r e b b i a  C l . 6 3 5  i o d  t e g o  

c z a s u  j e s t  s t o s o w a n a  d o  o k r e ś l e n i a  t e c h n i k i  n u m e r y c z n e j  b a z u j ą c e j  n a  

k l a s y c z n y m  b r z e g o w o - c a ł k o w y m  s f o r m u ł o w a n i u  z a d a ń  b r z e g o w y c h  f i z y k i  

m a t e m a t y c z n e j .
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S z y b k i  r o z w ó j  i z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  s ą  z w i ą z a n e  z  p o w s t a j ą c y m  

o p r o g r a m o w a n i e m  k o m p u t e r o w y m .  O p i s  p o n a d  1 3 0  p r o g r a m ó w  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h  z n a j d u j e  s i ę  w  p r a c y  [ 1 . 5 6 3 .  W  t e j  s a m e j  p r a c y  p o d a n y  j e s t  

t a k ż e  a k t u a l n y  w y k a z  b a d a c z y  C W h o ' s  W h o D  z a j m u j ą c y c h  s i ę  p r o f e s j o n a l n i e  t ą  

m e t o d ą .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  j a k o  u n i w e r s a l n a  m e t o d a  k o m p u t e r o w a ,  

z n a l a z ł a  z a s t o s o w a n i e  w  w i e l u  p r o b l e m a c h  m e c h a n i k i .  J e d n y m  z  p i e r w s z y c h  

z a s t o s o w a ń  m e t o d y  b y ł y  z a g a d n i e n i a  b r z e g o w e  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

A u t o r e m  p i e r w s z e j  o r y g i n a l n e j  p r a c y  C 1 9 6 7  r.2> n a  t e m a t  z a s t o s o w a n i a  

b e z p o ś r e d n i e g o  u j ę c i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h  

s t a t y c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  j e s t  R i z z o  E l . 7 0 3 .  N a s t ę p n i e  p o j a w i ł y  s i ę  

p r a c e  C r u s e * a  C l . 2 2 ,  1 . 2 3 ,  1 . 2 4 3 ,  w  k t ó r y c h  a u t o r  r o z w i n ą ł  z a s t o s o w a n i e

m e t o d y  d o  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  e l a s t o s t a t y k i .

Z n a c z n y  w k ł a d  d o  r o z w o j u  m e t o d y  m i a ł y  t a k ż e  p r a c e  L a c h a t a  i W a t s o n a  

C l . 4 8 ,  1 . 4 9 3  o r a z  W a t s o n a  C l . 7 9 3 ,  w  k t ó r y c h  p r z e d s t a w i o n o  u d o s k o n a l o n ą

s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w ą  d y s k r e t y z a c j ę  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ,  p o p r z e z  

w p r o w a d z e n i e  f u n k c j i  i t e r p o i a c y j n y c h  i e l e m e n t ó w  b r z e g w y c h  w y ż s z y c h  

r z ę d ó w .  P r a c e  z  t e g o  z a k r e s u  r o z w i j a n e  b y ł y  t a k ż e  p r z e z  K u h n a  i M o h r m a n n a  

C l . 4 5 3 .

Z a g a d n i e n i a  o b r o t o w o - s y m e t r y c z n e  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

r o z w a ż a n e  b y ł y  p r z e z  R i z z o  i S h i p p y  C l . 7 1 ,  1 . 7 2 ,  1 . 7 5 3 .  W i l s o n  i C r u s e

C l . 8 4 3  o r a z  U g o d c z i k o w  i H u t o r j a ń s k i  C l . 7 8 3  p o d a l i  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  

m e t o d y  d l a  o ś r o d k ó w  a n i z o t r o p o w y c h .

P r a c e  z  z a k r e s u  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  

s t a t y c z n y c h  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  b y ł y  k o n t y n u o w a n e  t a k ż e  w  k r a j u .  W a r t o  t u  

w y m i e n i ć  p i e r w s z ą  p r z e g l ą d o w ą  p r a c ę  B i j a k - ł o c h o w s k i e g o  C l . 5 3  o r a z  p r a c e  

w y k o n y w a n e  p r z e z  B u r c z y ń s k i e g o  C l . 1 0 ,  1 . 1 3 ,  1 . 1 8 3 .

S t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  d y n a m i c e  z a p o c z ą t k o w a ł y  

p r a c e  C r u s e * a  i R i z z a  C l . 2 5 3  i C r u s e ’ a  C l . 2 1 3  w  1 9 6 8  r . .  W  p r a c a c h  t y c h  

z a s t o s o w a n o  p r z e k s z t a ł c e n i e  c a ł k o w e  L a p l a c e * a  d o  e l i m i n a c j i  c z a s u  z  r ó w n a ń  

o p i s u j ą c y c h  z a c h o w a n i e  s i ę  u k ł a d u .  I n n e  p r a c e  d o t y c z ą c e  z a s t o s o w a n i a  

p r z e k s z t a ł c e ń  c a ł k o w y c h  w  d y n a m i c e  z w i ą z a n e  s ą  z  t a k i m i  n a z w i s k a m i  j a k  

S h i p p y  C l . 7 4 3 ,  M a n o l i s  i B e s k o s  C l . 5 2 ,  1 . 5 3 3 ,  K o b a y a s h i  i N i s h i m u r a

C l . 4 3 3 ,  M a n o l i s  C l . 5 0 3 ,  R i z z o ,  S h i p p y  i R e z a y a t  C l . 7 3 3 ,  K o b a y a s h i  Cl. 4 0 3  , 

K i t a h a r a  i N a k a g a w a  C l . 3 9 3 ,  B u r c z y ń s k i  i J o h n  C l . 1 7 3 .

K o n c e p c j ę  t e c h n i k i  n u m e r y c z n e j  k r o k ó w  c z a s o w y c h  w  r o z w i ą z a n i u  

d y n a m i k i  o ś r o d k a  s p r ę ż y s t e g o  p o d a l i  p o  r a z  p i e r w s z y  C o l e ,  K o s l o f  i M i n s t e r  

C l . 1 9 3 .  Z a s t o s o w a n i e  t e g o  u j ę c i a  k o n t y n u o w a l i  T a n a k a  i T a n a k a  C l . 7 7 3 ,  

M a n o l i s  C l . 5 0 3 ,  M a n s u r  i B r e b b i a  C l . 5 4 3 ,  R i c e  i S a d d  C l . 6 9 3 ,  M a n o l i s ,  

A h m a d  i B a n e r j e e  C 1 . 5 1 3 ,  S p y r a k o s  i A n t e s  C l . 7 6 3 ,  B a n e r j e e ,  A h m a d  i 

M a n o l i s  C l . 2 3 ,  A h m a d  1 B a n e r j e e  C l .  1 3 .
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A l t e r n a t y w n e  u j ę c i e  d y n a m i k i  o ś r o d k a  s p r ę ż y s t e g o *  p o l e g a j ą c e  n a  

w y k o r z y s t a n i u  r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h  e l a s t o s t a t y k i  i u t w o r z e n i u  m a c i e r z y  

b e z w ł a d n o ś c i  p o d a l i  N a r d i n i  i B r e b b i a  C l . 5 9 - 1 . 6 3 »  1 . 7 1 ,  H a i s h e n g  C l . 3 1 ] »  

K a n a r a c h o s  i P r o v a t i d i s  C l . 3 7 ] .  U j ę c i e  t o  b y ł o  s t o s o w a n e  t a k ż e  p r z e z  

F e d e l i ń s k i e g o  i B u r c z y ń s k i e g o  C l . 1 5 ,  1 . 2 8 ,  1 . 2 9 ] .

Z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  m o d e l o w a n i a  s t a t y k i  i 

d y n a m i k i  u k ł a d ó w  p r ę t o w y c h ,  j a k o  z a g a d n i e ń  j e d n o w y m i a r o w y c h ,  r o z p a t r y w a n e  

b y ł o  p r z e z  B u r c z y ń s k i e g o  C l . 1 1 ,  1 . 1 2 ] ]  o r a z  B u r c z y ń s k i e g o  i A d a m c z y k a

C l . 1 4 ] .

P o d s t a w y  m a t e m a t y c z n e  m e t o d y  w  z a k r e s i e  b a d a ń  d o k ł a d n o ś c i  i 

z b i e ż n o ś c i  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  r o z w a ż a n e  b y ł y  p r z e z  W e n d l a n d a  

C l . 8 0 - 1 . 8 2 ]  .

Z  k s i ą ż k o w y c h  o p r a c o w a ń  u j m u j ą c y c h  o b s z e r n i e  t e m a t y k ę  z a s t o s o w a n i a  

a n a l i t y c z n e g o  u j ę c i a  c a ł k o w e g o  d o  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  

o r a z  d a j ą c y c h  p o d s t a w y  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  n a l e ż y  w y m i e n i ć  

n a s t ę p u j ą c e  p r a c e :  K u p r a d z e  C l . 4 6 ,  1 . 4 7 ] ,  J a s w o n  i S y m m  C l . 3 4 ] ,  P a r t o n  1

P e r l i n  C l . 6 4 ] ,  B r e b b i a  C l . 6 ] ,  B a n e r j e e  i B u t t e r f i e l d  C l . 4 ] ,  B r e b b i a  i 

W a l k e r  C l .  9 3 ,  H a r t m a n n  C l . 3 4 ] ,  C r o u c h  i S t a r f i e l d  C l . 2 0 ] ,  B r e b b i a ,  T e l l e s  

i W r ó b e l  C l . 8 ] ,  U g o d c z i k o v  i H u t o r j a ń s k i  C l . 7 8 ] ,  G o m e z - L e r a  i A l a r c o n  

C l . 3 0 ] ,  K o b a y a s h i  C l . 4 1 ,  1 . 4 2 ] ,  B a n e r j e e ,  A h m a d  i M a n o l i s  C l .  3 1 .  K u h n

C l . 4 4 ]  o r a z  B u r c z y ń s k i , G r a b a c k i  i O r k i s z  C l . 1 6 ] .

W  r o z d z i e l e  n i n e j s z y m  p r z e s t a w i o n o  w p r o w a d z e n i e  d o  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h .  N a  p r z y k ł a d z i e  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h  i d y n a m i c z n y c h  t e o r i i  

s p r ę ż y s t o ś c i  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

o r a z  i c h  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w ą  a p r o k s y m a c j ę .  N a  k o ń c u  r o z d z i a ł u  p o k a z a n o  

w ł a s n e  p r z y k ł a d y  z a s t o s o w a ń  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  a n a l i z i e  

z a g a d n i e ń  l i n i o w y c h .

1.2. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W STATYCZNEJ TEORII SPRĘŻYSTOŚCI

1 . 2 . 1 .  B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  s t a t y c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i

R o z p a t r y w a n e  j e s t  c i a ł o  l i n i o w o - s p r ę ż y s t e  z a j m u j ą c e  o b s z a r  O  w

p r z e s t r z e n i  E u k l i d e s a  £ d  C d = 2  l u b  3 3  z  b r z e g i e m  d Q = r .  Z a k ł a d a  s i ę ,  ż e

b r z e g  J e s t  p o w i e r z c h n i ą  L a p u n o w a  z  n o r m a ł ą  n  C r y s . 1 . 1 3 .  P o d  w p ł y w e m

d z i a ł a n i a  s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h  b = C b . 3  o r a z  o b c i ą ż e ń  p o w i e r z c h n i o w y c h  p = C p . 3

w  c i e l e  p o w s t a j e  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  u C x 3 -Cu . C x 3 3 o r a z  z w i ą z a n e  z  n i m  p o l a

o d k s z t a ł c e ń  £.. i n a p r ę ż e ń  o. ..
m «-J

P o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C x 3 ,  o d k s z t a ł c e ń  o r a z  n a p r ę ż e ń  p o w i n n y

s p e ł n i a ć  n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i  C p o r .  N o w a c k i  C l .  64]2):

-  r ó w n a n i a  r ó w n o w a g i  :

a .. . +  b . C x 3  *  O ,  x « 0 .  C l .  1 3»•j. j t
-  z w i ą z k i  k o n s t y t u t y w n e :

9.. -  C. £ , C l .  2 3i j  Ljkl k l



związki między przemieszczeniami i odkształceniami:

£ C il) = Cu. + u  . 3 / 2 ,
w j  J»l

w a r u n k i  b r z e g o w e  C m i e s z a n e ) :

u  Cx3 = U ° C x 3 ,  x « r  ,

p C x 3  = a  n  -  p  C x )  , x«=F , 
>■ ■ t j  J i  2

g d z i e  T ^ U  =  r  o r a z  F ^ q r = 0.

Cl. 33

C l . 43 

C l .  53

R y s .  1 . 1  C i a ł o  o d k s z t a ł c a l n e  o b c i ą ż o n e  s t a t y c z n i e  

F i g .  1 . 1  T h e  d e f o r m a b l e  b o d y  l o a d e d  s t a t i c a l l y

C e c h y  s p r ę ż y s t e  m a t e r i a ł u  s p e c y f i  k u j ą c e  j e g o  w e w n ę t r z n ą  b u d o w ę  

z a w a r t e  s ą  w  t e n s o r z e  C = C c . . kŁ3. P o n i e w a ż  i s t n i e j ą  n a s t ę p u j ą c e  s y m e t r i e  

t e n s o r a  C:

' i j k l  “  C j ik l  Ck U j
C l . 63

w i ę c  i s t n i e j e  t y l k o  21 s k ł a d o w y c h  t e n s o r a  C  r ó ż n y c h  o d  z e r a .  J e s t  t o  

m a k s y m a l n a  l i c z b a  s k ł a d o w y c h  o p i s u j ą c a  n a j o g ó l n i e j s z y  p r z y p a d e k  

a n i z o t r o p i i  m a t e r i a ł u .

W  p r z y p a d k u  j e d n o r o d n e g o  o ś r o d k a  i z o t r o p o w e g o  s k ł a d o w e  t e n s o r a  C  

w y r a ż a j ą  s i ę  n a s t ę p u j ą c o :

c  = \ 6.  ó  , + p C 6  6.t + 6  6 . , 3 ,  C l .  73
Ljkl l j k l tk  j l  lI jk

g d z i e  A. i p  s ą  s t a ł y m i  L a m e g o ,  6 . j e s t  s y m b o l e m  K r o n e c k e r a .

U w z g l ę d n i a j ą c  z w i ą z k i  C l . 23  i C l . 33 w  C l . 13  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i a  

p r z e m i e s z c z e n i o w e  s t a t y c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i :

L u  = b , x e O ,
8

g d z i e  e l e m e n t y  o p e r a t o r a  L ^ u  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

Cl. 83
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C L  u2). =  - C c .  u  O ,  . C l .  92)
a t  Łjkl k » l  j

W  p r z y p a d k u  o ś r o d k a  i z o t r o p o w e g o  o p e r a t o r  L ^ u  m a  p o s t a ć :

L u  =  -fj^u - C X  +  / j D g r a d  d i v u .  C l .  102)
8

K o r z y s t a j ą c  z  z a s a d y  w z a j e m n o ś c i  p r a c  B e t t i e g o  z a d a n i e  b r z e g o w e  

o p i s a n e  r ó w n a n i e m  o p e r a t o r o w y m  C l .  82) z  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  C l .  42) i C l .  52)

m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w  r ó w n o w a ż n e j  p o s t a c i  c a ł k o w e j .

W p r o w a d ź m y  f o r m ę  b i l i n i o w ą  z a l e ż n ą  o d  d w ó c h  p ó l  p r z e m i e s z c z e ń  u  i u *  :

■ I -
A C  u ,  u *  2) =  \<y. C u 2 > *  Cu'2)dfi. C l .  112)1 uj vj

a

F o r m a  b i l i n i o w ą  / Ł C u , u ’ D p o s i a d a  w ł a s n o ś ć  s y m e t r i i :

A C  u ,  u*2> =  A C  u *  ,u2> , V u , u * .  C l .  122)

K o r z y s t a j ą c  z  t w i e r d z e n i a  G a u s s a - O s t r o g r a d s k i e g o  o t r z y m u j e  s i ę :

A C  u» u* 2) = I a  n u *  d r  -  I o-.. u ł dO .
J tj j t J u

r  O

U w z g l ę d n i a j ą c ,  ż e  p  =<?. n  i o. =  - C L  u2). o r a z  w p r o w a d z a j ą c  w e k t o r  
i  i j  J »-J*J ® *■

n a p r ę ż e n i a  P  z w i ą z a n y  z  n o r m a ł ą  n ,  k t ó r y  p r z y p o r z ą d k o w u j e  p r z e m i e s z c z e n i e

u  s i l e  p o w i e r z c h n i o w e j  p  w  s p o s ó b . n a s t ę p u j ą c y :

p  =  CP  u2) =  a  n .  -  c. „ u  n  , ' C l . 142)
ł  n  ł v j  j  i j k l  k ,  l  j

o t r z y m u j e  s i ę :

A C u , v 2 )  — ' J V ^ u * u * d r  +  J*Ls U * u * d O .  C l .  152)

r  O

Z a m i e n i a j ą c  m i e j s c a m i  u  i u ’ o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  s y m e t r i ę  f  o r  m y  b i  1 i n i  o w e  j 

o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e  z a s a d ę  B e t t i e g o :

jCL u * u *  -  L  u *  *u2)dft =  \CJ> u *  * u  -  3> u * u * 2 ) d r .  C l .  162)J ° • J n
o  r

J e ś l i  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  u *  s p e ł n i a  r ó w n a n i e :
■ \ v  '

L u *  =  b *  » x e O ,  C l . 172)
9

t o  u w z g l ę d n i a j ą c  C l .  82), z a l e ż n o ś ć  C l .  162) p r z y j m u j e  z n a n ą  p o s t a ć  z a s a d y

w z a j e m n o ś c i  p r a c :

| C b * u *  -  b *  * u 2 ) d O  =  C P  u *  * u  -  P  u * u * 5 d r .  C l . 1 8 5
J J n /



J e ś l i  z a ł o ż y ć ,  ż e  c a ł a  p r z e s t r z e ń  8 d  w y p e ł n i o n a  J e s t  o ś r o d k i e m  o  

s t a ł y c h  m a t e r i a ł o w y c h  c Ljkl o r a z  w  p r z e s t r z e n i  t e j  d z i a ł a  w  c h a r a k t e r z e  

s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h  b *  J e d n o s t k o w a  s i ł a  s k u p i o n a :

b *  C y 5  =  Ó C y - x 5 I ,  C l . 1 9 5

g d z i e  I  J e s t  m a c i e r z ą  J e d n o s t k o w ą  P ° i e  p r z e m i e s z c z e ń

u * = U C x , y \ )  J e s t  r o z w i ą z a n i e m  p o d s t a w o w y m  C r o z w i ą z a n i  e m  K e l v i n a 5  

s p e ł n i a j ą c y m  r ó w n a n i e :

L  U C x , y 3  =  < 5 C x - y 3 I ,  x , y e * a . C l . 2 0 3a

U w z g l ę d n i a j ą c  C l . 1 9 5  o r a z  C l . 2 0 5  w  z a s a d z i e  w z a j e m n o ś c i  C l . 1 8 5  o t r z y m u j e  

s i ę  w z ó r  S o m i g l i a n y :
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uCx3 = Ju C x .y 3 p C y 3 d rC y 3  -  J p C x , y}uC уЭdPC уЭ + JuC  x . уЗ Ь С  уЗ dOC уЗ , C l . 213

Г  Г  о  _хеП .
g d z i e

P C  х , у 5  = Г р  С х . у 5 1  =  \у> U C  у , х 5 1 С 1 . 2 2 5

L lk Jdxd L n<y> J

Z n a j ą c  r o z k ł a d  p r z e m i e s z c z e ń  u C y 5  i s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h  p C y 5  n a  

b r z e g u  Г  o r a z  m a j ą c  d a n e  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  b  m o ż n a  w y z n a c z y ć  z e  w z o r u

C l . 2 1 5  r o z k ł a d  p r z e m i e s z c z e ń  w  d o w o l n y m  p u n k c i e  x e Q .

D z i a ł a j ą c  n a  z a l e ż n o ś ć  C l .  2 1 5  o p e r a t o r e m  n a p r ę ż e n i a  <^n(x) o t r z y m u j e

s i ę  w z ó r  n a  s k ł a d o w e  s t a n u  n a p r ę ż e n i a :

C l . 2 3 5

</..С x3 = jo LjkC X . y3 Pkr  y3 d r c  y3 - J s .  ^C x . y3 u kC y3 d r c  уЗ +J d  х . уЗ Ь^С уЗ dOC уЗ .

Г  Г  О

g d z i e

х е О »

D  . C x , y 5  =  c. - U  C x , y 5 ,  C l .  2 4 5
t j k  Ł j lm  fot

m

a
S C x , y 5  =  c . --------  P  C x * y 5 , C l . 2 5 5

t j k  L j lm  ^  I k

m

W  o g ó l n y m  p r z y p a d k u  m a t e r i a ł u  a n i z o t r o p o w e g o  r o z w i ą z a n i e  p o d s t a w o w e  

w y g o d n i e  j e s t  p r z e d s t a w i ć  w  p o s t a c i  C p o r .  [ 1 . 8 4 ,  1 . 7 8 3 5 :

1

U. C x , y 5 =  -------------  R . . C v  , v  5 ,  C l .  2 6 5
LJ 2 1 i 1 2Bn | x - y |  J

g d z i e
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R  C v  , v ) =  <1> K _1C C 5 d s ,  C l . 2 7 5
ij i 2 J  Vj

| C | = i

p r z y  c z y m  i o k r e ś l a j ą  o r i e n t a c j ę  w e k t o r a  C x - y 5 .

C a ł k a  C l . 2 7 5  o k r e ś l o n a  J e s t  n a  J e d n o s t k o w y m  o k r ę g u  l e ż ą c y m  w  

p ł a s z c z y ź n i e  n o r m a l n e j  d o  C x - y 5  i p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p o c z ą t e k  u k ł a d u  

w s p ó ł r z ę d n y c h ,  d s  j e s t  e l e m e n t e m  d ł u g o ś c i  j e d n o s t k o w e g o  o k r ę g u .

F u n k c j a  K ~ * C £ 5  o k r e ś l o n a  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą :

K ' * C C 3 = [ c . ,  c.c J ' 1 . C l . 2 8 3
vj Łjkm k m

g d z i e  c. . j e s t  t e n s o r e m  a n i z o t r o p o w y c h  w ł a s n o ś c i  s p r ę ż y s t y c h  m a t e r i a ł u .
i jkm

C a ł k ę  C l . 2 7 5  w  p r z y p a d k u  o g ó l n y m ,  d l a  o k r e ś l o n e g o  t y p u  a n i z o t r o p i i ,  

o b l i c z a  s i ę  n u m e r y c z n i e  C p o r .  [ 1 . 8 4 3  5.

W  p r z y p a d k u  c i a ł a  i z o t r o p o w e g o  s k ł a d o w e  t e n s o r ó w  U C x , y 5  o r a z  P C x , y 5  

d a n e  s ą  w z o r a m i :

U  C x , y 5  = ------------------------ ( C 3  -  4iOÓ +  r .  r ,  1 ,

lJ 16nCl-wDM r w 1
1 _ &r

P  C x , y 3  =  -  -------------------  IC C 1 - 2 z O  <5 +  3 r .  r ,  3 ------- -  C l - 2 t O C r ,  n - r  n , 3  ,

lj 8rcC 1 - łO  r *  I  lJ 1 J J -J 1 J

C l .  2 9 3  

C l .  3 0 3

d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  o r a z

1

8 n C  1 - i O  h
U. C x , y 5  *  -  ------------------  fc3 -  4 v 5 1 n C r 5 6 .  . -  r ,  r , .1, C l .  3 1 5
lj 8 n C l - v 3 p  ^  W. >  J

1 d r  C l .  3 2 3

P  C x , y 3  =  -  ------------------- f t C l - 2 i > 3 < 5  +  2 r , . r ,  ] -------  -  C l - 2 v 3 C r  . n - r  .n.3|,

ij 4 nc i - v 3  r  >■ lJ 1 J 0n  1 J >J 1 J

d l a  p ł a s k i e g o  s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a .  »

W  p o w y ż s z y c h  w z o r a c h  ł> j e s t  l i c z b ą  P o i s s o n a ,  r  o z n a c z a  o d l e g ł o ś ć  

z d e f i n i o w a n ą  n a s t ę p u j ą c o :

r C x ,  y 3  = C r r 3 * / ! , r  =  x . C y 3  - x . C x 3 ,  C l . 3 3 3
V V V V V

n a t o m i a s t

a r  r i
r  , =    =    . C l .  3 4 5

<9x C y 5  rt

W z ó r  S o m i g l i a n y  C l . 2 1 5  m o ż e  b y ć  u ż y t e c z n y ,  g d y  z n a n y  j e s t  r o z k ł a d  

w s z y s t k i c h  p r z e m i e s z c z e ń  i s i ł  b r z e g o w y c h .  W  z a d a n i u  b r z e g o w y m  p o p r a w n i e  

s f o r m u ł o w a n y m  z n a n e  s ą  p r z e m i e s z c z e n i a  n a  c z ę ś c i  b r z e g u  F ^  o r a z  s i ł y  

p o w i e r z c h n i o w e  n a  c z ę ś c i  b r z e g u  G d y  p u n k t  x  z d ą ż a  d o  b r z e g u ,  w z ó r

C l . 2 1 5  s t a j e  s i ę  r ó w n a n i e m  c a ł k o w y m .  T e n  g r a n i c z n y  p r z y p a d e k  m o ż n a  

r o z w a ż y ć  u m i e j s c a w i a j ą c  p u n k t  x  w  t e n  s p o s ó b ,  ż e  o t o c z o n y  j e s t  o n



p o w i e r z c h n i ą  o  p r o m i e n i u  £ C r y s . 1 . 2 ) .  W ó w c z a s  b r z e g  V p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  

n a s t ę p u j ą c o :

r  =  e r  -  r  )  +  r * .  C l .  3 5 3
£  £

n a t o m i a s t  w z ó r  S o m i g l i a n y  p r z y j m u j e  p o s t a ć :

=  lim /

£+O V J
u C x )  *  lim \ | U C x , y 5 p C y 5 d r C y 5  -  | P C  x »y )  u C  y ) d r c y )

£-*O
r - r  + r~  r - r  + r~

£ £ £ £ C l .  3 6 )

+ J u C x ,y )b C y 5 d O C y ) | ,

O*

g d z i e  O *  j e s t  o b s z a r e m  p o w s t a ł y m  w  w y n i k u  o t o c z e n i a  p u n k t u  ź r ó d ł o w e g o  x  

s f e r ą  o  p r o m i e n i u  £.

R y s .  1 . 2  L o k a l i z a c j a  p u n k t u  ź r ó d ł o w e g o  x  n a  b r z e g u  c i a ł a  

F i g .  1 . 2  S o u r c e  p o i n t  x  l o c a t e d  o n  t h e  b o u n d a r y

P o n i e w a ż  J ą d r o  U C x » y )  p o s i a d a  s ł a b ą  o s o b l i w o ś ć ,  O C r -1) d l a  <2=3 i 

O C l n r )  d l a  d = 2 ,  w i ę c  p i e r w s z a  i t r z e c i a  c a ł k a  p o  p r a w e j  s t r o n i e  i s t n i e j ą  w  

z w y k ł y m  s e n s i e  J a k o  c a ł k i  n i e w ł a ś c i w e ,  n a t o m i a s t  d r u g ą  c a ł k ę  m o ż n a  

p r z e d s t a w i ć  w  p o s t a c i  s u m y  d w ó c h  c a ł e k .  Z a l e ż n o ś ć  C 1. 3 6 )  p r z y j m u j e  t e r a z  

p o s t a ć :

-  l i m .  
£+0

uCx3 = Ju C x .y 3 p C y 3 d rC  y3 + J u c  x , y3 bC y3 dOC y3 

r  O

|  J  P C  x , y 3  u C  y 3 d r c y 3  +  J  P C x .  y 3 u C y 3 d r C y 3  j.

C l .  3 7 3

r - r

T r z e c i a  c a ł k a  w  z a l e ż n o ś c i  C l . 3 7 )  i s t n i e j e  w  s e n s i e  w a r t o ś c i  g ł ó w n e j



C a u c h y ’ e g o  z  u w a g i  n a  o s o b l i w o ś ć  J ą d r a  P C x , y 3 ,  O C r  2 3 d l a  <2=3 i O C r  *3 d l a  

<2=2, n a t o m i a s t  o s t a t n i ą  c a ł k ę  m o ż n a  p r z e k s z t a ł c i ć  n a s t ę p u j ą c o :
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lim. P C  x , y 3  u C  y 3  d r c  y 3  =  lim | P C x , y 3 C u C y 3  -  u C x 3  3 d r C y 3

£->0 J £-*0
r  r

I

C l .  3 8 3

+  lim. u C x 3 |  P C  x , y 3  drc y 3  . 
c-»0

r*£

P i e w s z e  w y r a ż e n i e  c a ł k o w e  p o  p r a w e j  s t r o n i e  z a l e ż n o ś c i  C l . 3 8 }  J e s t  

r ó w n e  z e r u  z  u w a g i  n a  c i ą g ł o ś ć  p r z e m i e s z c z e ń ,  d r u g a  c a ł k a  w r a z  z  l e w ą  

s t r o n ą  z a l e ż n o ś c i  C l .  3 6 3  t w o r z y ,  p o  w y ł ą c z e n i u  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C x 3 ,  

n a s t ę p u j ą c e  w y r a ż e n i e :

c C x 3  = 1  +  lim I P C x , y 3 d r C y 3 . C l . 3 9 3

£-*0 J
r*£

O s t a t e c z n i e  w y r a ż e n i e  C l . 3 6 3  p r z y j m u j e  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć :

c C x 3 u C x 3 + J P C x . y 3 u C y 3 d r C y 3 = J u C x . y 3 p C y 3 d r C y 3 + J l J C x , y 3 b C y 3 d O C y 3  C l .  4.03

r  r  O

W  p r z y p a d k u  b r z e g u  g ł a d k i e g o 1* c C x 3 = C  1 / 2 3 1 .  C a ł k ę  o s o b l i w ą  

w y s t ę p u j ą c ą  p o  l e w e j  s t r o n i e  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C l . 3 9 3  n a l e ż y  r o z u m i e ć  w  

s e n s i e  w a r t o ś c i  g ł ó w n e j  C a u c h y * e g o  C p o r .  M i c h l i n  C l . 5 5 3 3 .  W e k t o r o w e  

r ó w n a n i e  c a ł k o w e  C l .  4 1 3  t w o r z y  u k ł a d  <2 o s o b l i w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .  J e ś l i  

p u n k t  x  l e ż y  w e w n ą t r z  o b s z a r u  O ,  t o  c C x 3 = I  i w ó w c z a s  z a l e ż n o ś ć  C l . 4 0 3  j e s t  

z n a n y m  j u ż  w z o r e m  S o m i g l i a n y .

R ó w n a n i e  C l . 4 0 3  o p i s u j e  p r o b l e m  b r z e g o w y  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  z a r ó w n o  

d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h ,  j a k  i p r o b l e m ó w  d w u w y m i a r o w y c h .

D l a  o b s z a r ó w  n i e s k o ń c z o n y c h  0 ~ = 8 d \ C f l U T 3 ,  <2=2 l u b  3 ,  C t z w .  z e w n ę t r z n e  

z a d a n i e  b r z e g o w e 3 , r ó w n a n i e  C l . 4 0 3  z a c h o w u j e  s w o j ą  w a ż n o ś ć ,  a l e  p r z y  

s p e ł n i e n i u  p r z e z  p r z e m i e s z c z e n i a  i s i ł y  d o d a t k o w y c h  w a r u n k ó w .  J e ś l i  

r o z p a t r u j e  s i ę  o b s z a r  z a w a r t y  m i ę d z y  i T ,  g d z i e  T^  j e s t  p o w i e r z c h n i ą  

k u l i  o  p r o m i e n i u  p ,  p o p r o w a d z o n y m  z  p u n k t u  x  l e ż ą c y m  n a  b r z e g u  w e w n ę t r z n e j  

p u s t k i  r ,  t o  r ó w n a n i e  C l . 4 0 3  m a  p o s t a ć :

T a k ż e  w  p r z y p a d k u  b r z e g u  s k ł a d a j ą c e g o  s i ę  z  u k ł a d u  c i ą g ł y c h  c z ę ś c i  

b r z e g o w y c h ,  m a c i e r z  s t a ł y c h  c C x 3 ,  x e T ,  w  p u n k t a c h  n i e c i ą g ł o ś c i  w y r a ż o n a  

b y ć  m o ż e  e x p l i c i t e  C p o r .  H a r t m a n n  C l . 3 3 ,  1 . 3 4 3  3. J e d n a k ż e  w

o b l i c z e n i a c h  p r a k t y c z n y c h  s t a ł e  c C x 3  o b l i c z a  s i ę  z w y k l e  p r z e z  

u w z g l ę d n i e n i e  p r z e m i e s z c z e n i a  c i a ł a  J a k o  b r y ł y  s z t y w n e j  C p .  1 . 2 . 2 .  3.
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C1. 413

r r o
p

J e ś l i  t e r a z  p+oo, t o  r ó w n a n i e  C l .  4 1 3  p r z y j m u j e  p o s t a ć  i d e n t y c z n ą  z  

C l . 4 0 3  j e ś l i  s p e ł n i o n y  J e s t  w a r u n e k :

W a r u n e k  C l .  4 2 3  s p e ł n i o n y  J e s t  w ó w c z a s ,  g d y  u C y 3 = O C p  *3 o r a z

I s t n i e j ą  r o z m a i t e  m o d y f i k a c j e  p r e z e n t o w a n e j  w y ż e j  w e r s j i  m e t o d y

n i e o s o b l i w e ,  n p .  m e t o d y  b r z e g o w e  o p a r t e  n a  m e t o d z i e  T r e f f t z a  C p o r .  

Z i e l i ń s k i  i H e r r e r a  [ 1 . 8 5 3 3 .  W  p r a k t y c e  n a j w i ę k s z e  z a s t o s o w a n i e  z d o b y ł o  

s f o r m u ł o w a n i e  b e z p o ś r e d n i e  i d l a  t e g o  u j ę c i a  z o s t a n i e  p r z e d s t a w i o n y  s p o s ó b  

d y s k r e t y z a c j i  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C l . 4 0 3 .

1 . 2 . 2 .  D y s k r e t y z a c j a  n u m e r y c z n a

R ó w n a n i e  C l . 4 0 3  r o z w i ą z y w a n e  j e s t  w  s p o s ó b  p r z y b l i ż o n y  z  

u w z g l ę d n i e n i e m  d a n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w y c h ,  p r z y  

z a s t o s o w a n i u  d y s k r e t y z a c j i  b r z e g u  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  i a p r o k s y m a c j i  

f u n k c j i  b r z e g o w y c h  z a  p o m o c ą  f u n k c j i  k s z t a ł t u .  O p i s a n y  n i ż e j  s p o s ó b ,  

o p a r t y  n a  u j ę c i u  k o l o k a c y j n y m ,  z y s k a ł  n a j w i ę k s z e  z a s t o s o w a n i e  w  p r a k t y c e .

B r z e g  c i a ł a  s p r ę ż y s t e g o  d z i e l o n y  J e s t  n a  e l e m e n t y  b r z e g o w e  T * ,  

e = l , 2  W  p r z y p a d k u  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  s ą  t o  p o w i e r z c h n i o w e

e l e m e n t y  w  k s z t a ł c i e  p ł a s k i c h  l u b  z a k r z y w i o n y c h  w  p r z e s t r z e n i  c z w o r o k ą t ó w  

C r y s . l . 3 a 3  l u b  t r ó j k ą t ó w  C r y s . l . 3 b 3 .  W  p r o b l e m a c h  d w u w y m i a r o w y c h  e l e m e n t y  

b r z e g o w e  r e p r e z e n t o w a n e  s ą  p r z e z  o d c i n k i  k r z y w o l i n i o w e  C r y s . l . 3 c 3  l u b  

p r o s t o l i n i o w e .

K a ż d y  e l e m e n t  p r z e c h o d z i  p r z e z  p e w i e n  u k ł a d  b r z e g o w y c h  p u n k t ó w  

w ę z ł o w y c h .  W s p ó ł r z ę d n e  p r o s t o k ą t n e  x = C x ^ 3  d o w o l n e g o  p u n k t u  e l e m e n t u  

b r z e g o w e g o  w y r a ż a j ą  s i ę  p o p r z e z  w s p ó ł r z ę d n e  p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  x w = C x ^ 3  w

l i m  I [ PCx , y 3 uCy 3 -  U C x , y 3 p C y 3  3 d r C y 3  *  O. C l . 4 2 3
p-+oo J

r
P

p C y 3 = O C p 2 3 ,  g d z i e  z n a k  O  c h a r a k t e r y z u j e  a s y m p t o t y c z n e  z a c h o w a n i e  s i ę  p r z y  

p -*co .

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  u m o ż l i w i a j ą c e  s f o r m u ł o w a n i e  p o ś r e d n i e  l u b

p o s t a c i :

x C J f 3 = M C £ 3 x v C l . 4 3 3

g d z i e  m a c i e r z  f u n k c j i  i n t e r p o l a c y j n y c h  C f u n k c j i  k s z t a ł t u }  M C J 3  m a
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p o s t a ć :

MC?}
= K c o ] . C l . 4 5 3

p r z y  c z y m  I  J e s t  k w a d r a t o w ą  m a c i e r z ą  J e d n o s t k o w ą  o  w y m i a r z e  dxdt M ^ C ? } ,  

w * l , 2 » . . W ^ ,  J e s t  f u n k c j ą  k s z t a ł t u ,  g d z i e  W ^ w y r a ż a  l i c z b ę  p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  

n a  e l e m e n c i e  r*.

F u n k c j e  k s z t a ł t u  M ^ C £ Z >  o k r e ś l o n e  w  l o k a l n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  

£ = C £ . >  s ą  o p i s a n e  p o d o b n y m i  w z o r a m i  J a k  w  m e t o d z i e  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  

Cpor. 11. 863 3.

a)

b)

4 - ( 4 , 4 a )

c)
S i

R y s .  1 . 3  E l e m e n t y  b r z e g o w e  

F i g .  1 . 3  B o u n d a r y  e l e m e n t s

B r z e g o w e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C x 3  i s i ł  p C x D  s ą  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  T *  

a p r o k s y m o w a n e  w  l o k a l n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  £ = < £ . 3  z a  p o m o c ą  w a r t o ś c i  

w ę z ł o w y c h  u * v  i p * v  o r a z  o d p o w i e d n i c h  f u n k c j i  k s z t a ł t u :
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g d z i e  N C £ 3  j e s t  m a c i e r z ą  f u n k c j i  k s z t a ł t u .

F u n k c j e  k s z t a ł t u  m a j ą  p o s t a ć  w i e l o m i a n ó w  (3-tego r z ę d u .  G d y  (3-01 * t o  

a p r o k s y m o w a n a  w i e l k o ś ć  j e s t  s t a ł a  w  g r a n i c a c h  e l e m e n t u ,  g d y  n a t o m i a s t  /9=1, 

2  l u b  3 ,  t o  m a m y  d o  c z y n i e n i a  o d p o w i e d n i o  z  a p r o k s y m a c j ą  l i n i o w ą ,  

k w a d r a t o w ą  l u b  s z e ś c i e n n ą .  C z ę s t o  p r z y  a p r o k s y m a c j i  g e o m e t r i i  b r z e g u  i 

f u n k c j i  b r z e g o w y c h  p r z y j m u j e  s i ę  t a k i e  s a m e  f u n k c j e  i n t e r p o l a c y j n e ,  t z n .  

M C £ 3  = N C £ 3 ,  C p r z y p a d e k  i z o p a r a m e t r y c z n y D .

W  p r z y p a d k u  o g ó l n y m  w y s t ę p o w a n i a  s i ł  o b j ę t o ś c i  o w y c h  b ,  w  c e l u  

u ł a t w i e n i a  o b l i c z a n i a  c a ł e k  p o  o b s z a r z e  O ,  o b s z a r  w e w n ę t r z n y  O  m o ż e  

r ó w n i e ż  p o d l e g a ć  d y s k r e t y z a c j i . P r z e p r o w a d z a  s i ę  t o  z a  p o m o c ą  k o m ó r e k  

w e w n ę t r z n y c h  Q q , e ? = l , 2 , . . Q .  K o m ó r k i  w e w n ę t r z n e  Q q  w  p o s t a c i  s e g m e n t ó w  

o b j ę t o ś c i o w y c h  l u b  p o w i e r z c h n i o w y c h  p r z y p o m i n a j ą  s w o j ą  g e o m e t r i ą  i o p i s e m  

e l e m e n t y  s k o ń c z o n e  C l . 8 6 ] .  S i ł ę  o b j ę t o ś c i o w ą  a p r o k s y m u j e  s i ę ,  w  l o k a l n y m  

u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  7) = C t)^3 k a ż d e j  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e j  Q q , z a  p o m o c ą

w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  b v  i f u n k c j i  i n t e r p o l a c y j n y c h  <£C7)3:

b C  x C  7)3 3 =<pC Y)3 b v . C l .  4 7 3

R ó w n a n i e  c a ł k o w e  C 1 . 4 0 3  w  w y n i k u  o p i s a n e j  p r o c e d u r y  d y s k r e t y z a c y j n e j  

p r z y j m u j e  p o s t a ć :

E W  p

cCxa3uCxa3 + ^  J  u*U P [ x a ,y C f3 3 N C ? 3 J C fD d rC f3  = 
e = i v =i J 

r *
C l . 4 8 3

e  w  p a  v  p

I  2  P  I ^ . y C ? 3 ] N C < 3 J C < 3 d r C < 3  I b<łV U C  x a , y C  7)3 ] # C  7)31 C  7)3 d O C  7)3,
o = l w = i J  q = l  V = i  j

r °  n«

g d z i e  j a k o b i a n y  J C £ 3  i IC7)3 o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

J C £ 3  = d r / d ^  =  | g ix g 2 | , g  =[ 0 M C  { 3 / 3 ^ 3  x w , C l .  4 9 3

I C t)3 = d O / d 7 ) =  |a 4x a 2 * a 3 1 » a ^ = [  d 0 C 7 ) 3 / ^ 7 ) i 3 x v . C l .  5 0 3

P u n k t y  x a , a = l , 2 , . .  W, u t o ż s a m i a n e  s ą  z e  w s z y s k i m i  p u n k t a m i  w ę z ł o w y m i  

w y s t ę p u j ą c y m i  n a  b r z e g u  T. R ó w n a n i e  C l . 4 8 3  m o ż n a  d o p r o w a d z i ć  d o  

n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i  a l g e b r a i c z n e j :

I H I  < u >  =  I G 1  < p >  +  < B > ,  C l .  5 1 3

C1 . 463



g d z i e  m a c i e r z e  k o l u m n o w e  < u >  i < p >  z a w i e r a j ą  . w ę z ł o w e  w a r t o ś c i  

p r z e m i e s z c z e ń  u * v  i s i ł  p * v  b r z e g o w y c h ,  m a c i e r z  l H I  o k r e ś l o n a  j e s t

r ó w n a n i e m :  t H ] = [ C J + I H J ,  g d z i e  I C 1  j e s t  m a c i e r z ą  d i a g o n a l n ą  z a w i e r a j ą c ą

s t a ł e  c ,  n a t o m i a s t  m a c i e r z e  k w a d r a t o w e  [ H I  i I G I  z a l e ż ą  o d  c a ł e k  

b r z e g o w y c h ,  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < B >  z a l e ż y  o d  s i ł  o b j ę t o ś c i  o w y c h .

O b l i c z e n i e  m a c i e r z y  I H J  i E G ]  z  o d p o w i e d n i ą  d o k ł a d n o ś c i ą  s t a n o w i  

j e d e n  z  i s t o t n y c h  e t a p ó w  d y s k r e t r y z a c j i  z a g a d n i e n i a .  E l e m e n t y  t y c h

m a c i e r z y  z a l e ż ą  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  t y p u :

Jv = [*FwCx<l,ę5dę, Cl. 52}a® J

r *

gdzie FvCxa, =R[ xa, y C O  ] N Cę3JCf3. R=U l u b  P .
w lj lj

W  c e l u  o b l i c z e n i a  J v  n a l e ż y  w p i e r w  z b a d a ć  z a c h o w a n i e  s i ę  w y r a ż e n i a
as

p o d c a ł k o w e g o  F w C x a , £ }  w  o b r ę b i e  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  F  . W y r ó ż n i ć  m o ż n a

t u t a j  d w a  p r z y p a d k i :  a }  g d y  x a «rT&  o r a z  b }  g d y  x CŁe T <i\  G d y  x a <e'T~, t o

w y r a ż e n i e  p o d c a ł k o w e  j e s t  o g r a n i c z o n e  i c a ł k a  o b l i c z a n a  j e s t  p r z y

p o m o c y  k w a d r a t u r  G a u s s a :

rni m2
_v V  \  .{TO > . ( m i w. a (m > (m >J = ) ) A i A 2FCx,Jf 1 ^ 2}, Cl. 53}
aa L-u r 9r - 1 s = 1

g d z i e  A*™**, A^m2> s ą  w s p ó ł c z y n n i k a m i  w a g i  r z ę d u  i

W ł a ś c i w y  w y b ó r  m^ i j e s t  i s t o t n y  z e  w z g l ę d u  n a  z a p e w n i e n i e  t a k i e j

s a m e j  d o k ł a d n o ś c i  o b l i c z e n i a  w s z y s t k i c h  e l e m e n t ó w  m a c i e r z y .

G d y  x a e r * ,  t o  w y r a ż e n i e  p o d c a ł k o w e  p o s i a d a  o s o b l i w o ś ć  t y p u  O C r  *}

d l a  R = U  i O C r  2 } d l a  R = P  d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  o r a z  O C i r u O  d l atj
R = U  i O C r  } d l a  R - P  d l a  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h .  K o n i e c z n o ś ć  o b l i c z a n i a  

lj «-J
c a ł e k  o s o b l i w y c h  s t a n o w i  j e d e n  z  t r u d n i e j s z y c h  e t a p ó w  s k o ń c z e n i e

w y m i a r o w e j  a p r o k s y m a c j i  b r z e g o w e g o  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o .  P r o b l e m  t e n

r o z w i ą z a ć  m o ż n a  p r z e p r o w a d z a j ą c  r e g u ł  a r y z a c j ę  c a ł k i  o s o b l i w e j .  P o l e g a  t o

n a  w y d z i e l e n i u  z  w y r a ż e n i a  p o d c a ł k o w e g o  c z ę ś c i  o s o b l i w e j ,  k t ó r a  m o ż e  b y ć

s c a ł k o w a n a  a n a l i t y c z n i e ,  n a t o m i a s t  p o z o s t a ł a  c z ę ś ć  n i e o s o b l i w a  j e s t

o b l i c z a n a  n u m e r y c z n i e  C p o r .  C l . 3 2 ] } .

I s t n i e j e  t a k ż e  i n n y  s p o s ó b  , k t ó r y  p o z w a l a  o b l i c z y ć  j e d n o c z e ś n i e

c a ł k ę  o s o b l i w ą  i s t a ł e  c. C x a } p r z e z  u w z g l ę d n i e n i e  p r z e m i e s z c z e n i a  c i a ł a

J a k o  b r y ł y  s z t y w n e j .

Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  c i a ł o  j a k o  b r y ł a  s z t y w n a  d o z n a j e  j e d n o s t k o w e g o

p r z e m i e s z c z e n i a  w  d o w o l n y m  k i e r u n k u ,  o t r z y m u j e m y  z  r ó w n a n i a  C l .  5 1 } ,  ż e
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CH]IL=0, Cl.54}

g d z i e  1^ j e s t  w e k t o r e m  j e d n o s t k o w e g o  p r z e m i e s z c z e n i a  b r y ł y  w  k i e r u n k u  1. 

O s t a t e c z n i e  d i a g o n a l n e  e l e m e n t y  m a c i e r z y  C H ]  s ą  o k r e ś l o n e  n a s t ę p u j ą c o :
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h  = -  Y h  . Cl.553

W  p r z y p a d k u  c i a ł a  n i e s k o ń c z o n e g o  l u b  p ó ł  n i e s k o ń c z o n e g o  z a l e ż n o ś ć  C l .  5 3 3  

p r z y j m u j e  p o s t a ć  C p o r .  t l . 8 1 3 :

h  = 1 -  V h  . C l . 5 8 3

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  r ó w n a n i e  C l .  51!) p o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  

p r z y j m u j e  p o s t a ć  l i n i o w e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

[ A 3 M = M .  C l . 5 7 3

g d z i e  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < X >  z a w i e r a  n i e w i a d o m e  w a r t o ś c i  s i ł  w ę z ł o w y c h  n a  

b r z e g u  i p r z e m i e s z c z e ń  n a  b r z e g u  1"^, m a c i e r z  k o l u m n o w a  < Y >  z a l e ż y  o d  

d a n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h .

M a c i e r z  k w a d r a t o w a  I A 1  j e s t  m a c i e r z ą  p e ł n ą  i n i e s y m e t r y c z n ą ,  c o  j e s t  

g ł ó w n ą  w a d ą  k o l o k a c y j n e g o  s f o r m u ł o w a n i a  m e t o d y .  J e d n a k ż e  w y m i a r y  t e j  

m a c i e r z y  s ą  m n i e j s z e  n i ż  w y m i a r y  m a c i e r z y  s z t y w n o ś c i , j a k ą  u z y s k u j e  s i ę  

s t o s u j ą c  m e t o d ę  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  d o  t a k i e g o  s a m e g o  z a g a d n i e n i a .

J e ś l i  o b s z a r  O  p o d z i e l i ć  n a  p o d o b s z a r y  O ^ ,  s = l , 2 , . . S ,  k a ż d y  z

b r z e g i e m  t o  d l a  k a ż d e j  c z ę ś c i  c i a ł a  m o ż n a  n a p i s a ć  r ó w n a n i e  t y p u

C l . 5 1 5 ,  k t ó r e  w r a z  z  o d p o w i e d n i m i  w a r u n k a m i  z g o d n o ś c i  s i ł  i p r z e m i e s z c z e ń  

n a  d o p r o w a d z i  d o  u t w o r z e n i a  m a c i e r z y  w s p ó ł c z y n n i k ó w  ( A l  b ę d ą c e j

m a c i e r z ą  b l o k o w o - p a s m o w ą  C p o r .  p . 1. 2. 5 3 .

S t o s u j ą c  p o d e j ś c i e  e n e r g e t y c z n e  C p o r .  C l . 6 7 3  3  l u b  m e t o d ę  G a l e r k i n a  

C l . 6 6 3  m o ż n a  o t r z y m a ć  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  z  s y m e t r y c z n ą  m a c i e r z ą  

w s p ó ł c z y n n i k ó w ,  J e d n a k ż e  c z a s  o b l i c z e ń  p o t r z e b n y  d o  w y z n a c z e n i a  e l e m e n t ó w  

t e j  m a c i e r z y  j e s t  z n a c z n i e  d ł u ż s z y  n i ż  w  u j ę c i u  k o l o k a c y j n y m .

U k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  C i .  57!) r o z w i ą z a ć  m o ż n a  J e d n ą  z e  z n a n y c h  

m e t o d ,  n p .  m e t o d ą  G a u s s a .

Z i a j ą c  p r z e m i e s z c z e n i a  i  s i ł y  n a  c a ł y m  b r z e g u  T ,  p r z e m i e s z c z e n i a  

w e w n ą t r z  c i a ł a  o b l i c z a  s i ę  z e  w z o r u  S o m o g l i a n y  C l . 2 1 5 .  S k ł a d o w e  t e n s o r a  

n a p r ę ż e ń  w y z n a c z a  s i ę  z  z a l e ż n o ś c i  C l .  233.

W z ó r y  C l . 2 1 3  o r a z  C l . 2 3 3  p o  d y s k r e t y z a c j i  p r z y j m u j ą  p o s t a ć

u C x 3 “ t G C x 3  ] < p >  -  I H C x 3 1 < u >  +  < B C x 3 > *  x«=G, C l .  5 8 3

o C x 3  * 1  D C x 3 1 < p >  -  I S C x 3  ] < u >  +  < B C  x 3 > , xefl, C l .  5 9 3

g d z i e  m a c i e r z e  C D C x 3 1  i C S C x 3 1  z a l e ż a  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  o

j ą d r a c h  z a l e ż n y c h  o d  D  . i Sijk ijk
W  w i e l u  z a s t o s o w a n i a c h  i n t e r e s u j ą c a  J e s t  z n a j o m o ś ć  s k ł a d o w y c h  s t a n u  

n a p r ę ż e n i a  n i e  t y l k o  w e w n ą t r z  c i a ł a ,  a l e  t a k ż e  n a  b r z e g u .  M E B  p o z w a l a  n a  

s t o s u n k o w o  d o k ł a d n e  o k r e ś l e n i e  n a p r ę ż e ń  n a  b r z e g u ,  c o  m a  i s t o t n e  z n a c z e n i e
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n i e  t y l k o  w  a n a l i z i e  w y t r z y m a ł o ś c i o w e j ,  a l e  j e s t  b a r d z o  c e n n e  w  

o p t y m a l i z a c j i  i a n a l i z i e  w r a ż l i w o ś c i  k s z t a ł t u  C p o r .  r o z .  52).

W  c e l u  o k r e ś l e n i a  n a p r ę ż e ń  n a  b r z e g u  w y g o d n i e  j e s t  w p r o w a d z i ć  w  

p u n k c i e ,  w  k t ó r y m  s z u k a n e  j e s t  n a p r ę ż e n i e ,  l o k a l n y  k a r t e z j a ń s k i  u k ł a d  

w s p ó ł r z ę d n y c h  x j{, k < s t l , 2 , 3 3 ,  t a k i  ż e  o s i e  i x ^  s ą  s t y c z n e  d o  b r z e g u .  

P r z e m i e s z c z e n i a  w  t y m  u k ł a d z i e  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  z a l e ż n o ś c i ą

u *  = N u “ m  , C l .  6 0 3

p r z e z  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :  ^ _ = 0 .  S C u ^   ̂ +  u j ̂  . 

T e r a z  s k ł a d o w e  s t a n u  n a p r ę ż e n i a  m o ż n a  w y r a z i ć  z a l e ż n o ś c i a m i :

C l . 6 1  a 3

a = C vp +2GC £ + i>£ 3 /C1 —1>3 , C1. 61 b3
11 9 11 22

>y =[ vp +2GC& + x>£ 3/C1—1>3, C1.61c3
22 3 22 11

W  p r z y p a d k u  p ł a s k i e g o  s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a  p o w y ż s z e  w z o r y  p r z y j m u j ą  

p o s t a ć :

C l .  6 2 3

Cf = C  Ł>p + 2 G « e  3.
11 2  1 1

I n n y m  s p o s o b e m  o k r e ś l e n i a  n a p r ę ż e ń  b r z e g o w y c h  J e s t  z a s t o s o w a n i e  w z o r u  

Cl. 2 3 3  d l a  x-»r. J e d n a k ż e  t a k i e  u j ę c i e  j e s t  z  p u n k t u  w i d z e n i a  d o k ł a d n o ś c i  i 

e f e k t y w n o ś c i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  m a ł o  k o r z y s t n e  z  u w a g i  n a  p o j a w i e n i e  

s i ę  s i l n y c h  o s o b l i w o ś c i  w  j ą d r a c h  D  i S  C n p .  w  z a g a d n i e n i a c h

2 3
t r ó j w y m i a r o w y c h  s ą  t o  o s o b l i w o ś c i  r z ę d u  1 / r  i 1 / r  3.

1 . 2 . 3 .  S z c z e g ó l n e  p r z y p a d k i  s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h

W  p r z e d s t a w i o n y m  o g ó l n y m  p r z y p a d k u  w y s t ę p o w a n i a  s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h ,  

a b y  o b l i c z y ć  c a ł k ę  p o  o b s z a r z e  O ,  z a p r o p o n o w a n o  d y s k r e t y z a c j ę  w n ę t r z a  

c i a ł a  z a  p o m o c ą  k o m ó r e k  O q , q - l , 2 , .  . Q. I s t n i e j e  j e d n a k  s z e r o k a  k l a s a  s i ł  

o b j ę t o ś c i o w y c h ,  m a j ą c y c h  w a ż n e  p r a k t y c z n e  z n a c z e n i e ,  d l a  k ó r y c h  c a ł k i  

o k r e ś l o n e  n a  o b s z a r z e  O  d a j ą  s i ę  s p r o w a d z i ć  d o  c a ł e k  b r z e g o w y c h .  T a k  j e s t  

w  p r z y p a d k u ,  g d y  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  s ą  z a c h o w a w c z e ,  t z n .  m o g ą  b y ć  

r e p r e z e n t o w a n e  p r z e z  g r a d i e n t  p e w n e j  s k a l a r n e j  f u n k c j i .  D o  t e j  k l a s y  s i ł  

o b j ę t o ś c i o w y c h  n a l e ż ą  o b c i ą ż e n i a  g r a w i t a c y j n e  C c z y i  i c i ę ż a r  w ł a s n y 3  o r a z  

s i ł y  o d ś r o d k o w e  p o w s t a ł e  w  w y n i k u  o b r o t u  c i a ł a  w o k ó ł  ,s t a ł e j  o s i .  R ó w n i e ż  

o b c i ą ż e n i e  w y n i k ł e  z  o d z i a ł y w a n i a  s t a c j o n a r n e g o  p o l a  t e m p e r a t u r  T C x 3 ,



%

s p e ł n i a j ą c e g o  r ó w n a n i e :

A T C  x 3  = 0 ,  C l . 6 3 3

m o ż e  b y ć  p r z e d s t a w i o n e  p r z e z  c a ł k ę  b r z e g o w ą .

P o d s t a w ą  t r a n s f o r m a c j i  c a ł e k  o k r e ś l o n y c h  n a  o b s z a r z e  O  d o  c a ł e k  

o k r e ś l o n y c h  n a  b r z e g u  r  m o ż e  b y ć  w y r a ż e n i e  r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e g o  t e o r i i  

s p r ę ż y s t o ś c i  U _  p r z e z  t e n s o r  G a l e r k i n a  G _  w  p o s t a c i :

1

U. .= G -----------------<5.,, ., C l .  6 4 3
tj t).kk a C l - Ł » 3  J

g d z i e  t e n s o r  G _  o k r e ś l o n y  j e s t  n a s t ę p u j ą c o :

G. — r ó. ,/C8n/j3 C l . 6 5 3«.j

d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h ,  o r a z

G  . = r  2 1 n C  r  "*3 / C  8*^/3 C 1. 6 6 3

d l a  p ł a s k i e g o  s t a n u  o d k s z t a ł c e n i a .

J e ś l i  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  o  s t a ł e j  g ę s t o ś c i  m a s y  p  z n a j d u j e  s i ę  w  s t a ł y m  

p o l u  g r a w i t a c y j n y m  g., t o

b  = p g . ,  C l .  6 7 3
J J

i c a ł k a  o b j ę t o ś c i o w a  w y r a ż a j ą c a  w p ł y w  s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h  t r a n s f o r m u j e  s i ę  

d o  c a ł k i  b r z e g o w e j :

B. = p g  f [ g . . —  ----------  G  I n  d r .jJ L tj,k 2C1_y:> tk,jJ k C l . 6 8 3

G d y  c i a ł o  o b r a c a  sit„ z e  s t a ł ą  p r ę d k o ś c i ą  k ą t o w ą  w o k ó ł  o s i

p r z e c h o d z ą c e j  p r z e z  p o c z ą t e k  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h ,  w ó w c z a s  s i ł y  

o b j ę t o ś c i o w e  o k r e ś l o n e  s ą  r ó w n a n i e m :

b  =g. .x., C l .  6 9 3
J >-J i

g d z i e  g  , = p C Ó  co co -to to 3.
LJ tj m  m  i j

S i ł a  o b j ę t o ś c i o w a  r e d u k u j e  s i ę  d o  c a ł k i  b r z e g o w e j  w  p o s t a c i :

B = 9 j k f ( x  fG k " ------  G kln ~ ------  S n.jdr. C l .  7 0 3
U 2 C l - v 3  t m 'kJ  "* 2 C 1 -i>3 vk V

W  p r z y p a d k u  s t a c j o n a r n e g o  p o l a  t e m p e r a t u r  T C x 3  w p ł y w  s i ł
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B  =   I  o* fc O . , , T  -  G  T  .3 n  d r , C l .  7 1 31 <- 1-y J J lk-kj lk-k J

g h d z i e  ot j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  r o z s z e r z a l n o ś c i  c i e p l n e j .

T e m p e r a t u r ę  T i  j e j  p o c h o d n ą  T ^  n a  b r z e g u  T  o t r z y m u j e  s i ę  w  w y n i k u  

r o z w i ą z a n i a  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  p r z e p ł y w u  c i e p ł a  o p i s a n e g o  r ó w n a n i e m  

r ó ż n i c z k o w y m  C l . 6 3 3  w r a z  z  o d p o w i e d n i m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i .

1 . 2 . 4 .  C i a ł a  o b r o t o w o - s y m e t r y c z n e

W  p r z y p a d k u  c i a ł  o  s y m e t r i i  o b r o t o w e j  s f o r m u ł o w a n i e  z a d a n i a  

b r z e g o w e g o  z a  p o m o c ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  p r o w a d z i  d o  o b n i ż e n i a  

w y m i a r u  z a d a n i a  o  2  r z ę d y ,  p o n i e w a ż  b r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  o k r e ś l o n e  s ą  

t y l k o  n a  t w o r z ą c e j  L , k t ó r e j  o b r ó t  w o k ó ł  o s i  s y m e t r i i  t w o r z y  p o w i e r z c h n i ę  

c i a ł a .

W p r o w a d ź m y  c y l i n d r y c z n y  u k ł a d  w s p ó ł r z ę d n y c h  C p , © , z 3 ,  a  n a s t ę p n i e  

r o z w i ń m y  w  s z e r e g  F o u r i e r a  p r z e m i e s z c z e n i a  u C x 3  i s i ł y  b r z e g o w e  p C x 3 :

or> r
l i ' -n = ± *-

m C x 3  = 0 .  S m  C x 3  +  ) | m C x 3 s i n n 0 ^ +  m C x 3 c o s n © ^  J C l .  7 2 3

m = u ,  p

o r a z  r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e :

^  *  r  ( S i n n ©  X
T  C x , y 3 *  T C x ,  y 3  j I d © ,  C l .  7 3 3

J l c o s n ©  y
-n T = U , P

© = © C  x 3  - © C  y 3

g d z i e  z n a k  C 3  n a d  x  i y  o z n a c z a ,  ż e  p u n k t y  x  i y  s ą  z d e f i n i o w a n e  p r z e z  

w s p ó ł r z ę d n e  p i  z ,  au n , c u n , s p r' o r a z  c p n  s ą  w s p ó ł c z y n n i k a m i  r o z w i n i ę c i a  

F o u r i e r a .

T e r a z  b r z e g o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  w  w e r s j i  b e z p o ś r e d n i e j  m o ż n a  

p r z e d s t a w i ć  z a  p o m o c ą  d w ó c h  r ó w n a ń  w e k t o r o w y c h  C d i a  u p r o s z c z e n i a  p o m i n i ę t o  

s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e } :

c C  x 3  * u " c  x 3  =  [ |  [ u ~ C  x . y 3  “p n C y 3  - U n °C x . y 3  c p n C y 3  j 
L

-  [ p ~ C  x . y3 s u r’C y3 ~ P  n a C x , y3 ° u n C y3 ] J-pC yD d L C  y3 , C 1. 743



c C  x 3 " u ł’C x 5  = J ^  | u n ’C x  . y'y p n C y 3  -rU'’!-C x , y 3  sp ł‘C y O  jj 

L

- J p ncC x . y J  ,‘u n C y 3  + p r,aC x , y D  “ u n C y 3  J J p C  y 3  d L C  y 3  , C l .  7 5 3

r i = 0 . 1 , 2 , .  . 00.

T w o r z ą c a  «1 j e s t  d y s k  r e t  y z o w a n a  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

p o d o b n e  j a k  b r z e g  w  z a d a n i a c h  d w u w y m i a r o w y c h .  O s t a t e c z n i e  o t r z y m u j e  s i ę  

d y s k r e t n ą  p o s t a ć  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C l . 7 4 3  i C l . 7 5 3 :

[ H  ] < ł' u * > = t G  ] { n p * > .  C l .  7 6 3n ri

g d z i e  [ ] i s ą  m a c i e r z a m i  k w a d r a t o w y m i  f$Wx6W, W  j e s t  c a ł k o w i t ą

l i c z b ą  w ę z ł ó w  n a  L ,  < n u  > i < n p  > s ą  m a c i e r z a m i  k o l u m n o w y m i  z a w i e r a j ą c y m i  

p o  6W w a r t o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  w ę z ł o w y c h  “ u " ,  i s i ł  * p r’, Ł p n .

J e ś l i  o p r O c z  o s i o w o - s y m e t r y c z n e j  g e o m e t r i i  c i a ł a  r ó w n i e ż  w a r u n k i  

b r z e g o w e  s ą  o s i  o w o - s y m e t r y c z n e ,  t o  p o z o s t a j e  t y l k o  n = 0  s k ł a d o w y c h  

r o z w i n i ę c i a  F o u r i e r a .  W ó w c z a s  d o  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  w y s t a r c z y  t y l k o  

r ó w n a n i e  C l .  7 5 3  z  4’p M i * u n  r ó w n y m i  z e r u ,  a  w  r ó w n a n i u  C l .  7 6 3  n = O  i 

m a c i e r z e  r e d u k u j ą  s i ę  d o  w y m i a r u  3Wn3W. W  p r z y p a d k u  n i e s y m e t r y c z n y c h  

w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  r ó w n a n i e  C l . 7 6 3  j e s t  r o z w i ą z y w a n e  s u k c e s y w n i e  d l a  

k a ż d e j  w a r t o ś c i  n.

1 . 2 . 5 .  C i a ł a  p r z e d z i a ł a m i  j e d n o r o d n e

J e ż e l i  c i a ł o  j e s t  n i e j e d n o r o d n e ,  t o  t e n s o r  s t a ł y c h  m a t e r i a ł o w y c h  

c^ klC x 3  z a l e ż y  o d  p o ł o ż e n i a  p u n k t u  x. W  t y m  p r z y p a d k u  z a g a d n i e n i e  

b r z e g o w e  m o ż n a  s f o r m u ł o w a ć  t a k ż e  w  p o s t a c i  c a ł k o w e j .  J e d n a k ż e  n i e ł a t w y m  

p r o b l e m e m  j ę s t  u z y s k a n i e  r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e g o ,  k t ó r e  p o w i n n o  s p e ł n i a ć  

r ó w n a n i e  o  z m i e n n y c h  w s p ó ł c z y n n i k a c h .  Z a g a d n i e n i e  z n a c z n i e  s i ę  u p r a s z c z a ,  

j e ś l i  n i e j e d n o r o d n o ś ć  m o ż e  b y C  a p r o k s y m o w a n a  u k ł a d e m  f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  

s t a ł y m i  .

P o d z i e l m y  o b s z a r  O  z a j m o w a n y  p r z e z  c i a ł o  n a  p o d o b s z a r y  t a k ,  ż e

U  O  = Q  i fj O  = 0 .  C i a ł o  n i e j e d n o r o d n e  m o ż n a  " a p r o k s y m o w a ć  * u k ł a d e m  c i a ł
TTl

j e d n o r o d n y c h  o  w ł a s n o ś c i a c h  o p i s a n y c h  s t a ł y m i  c < m ^ ,  j e ś l i  p r z y j m i e m y ,  ż e

Vtjkl c .,Cx3 - y c<rł?
ijki L  v jk l

g d z i  e

f 0<m)

*  “ l i

O  d l  a  V x e Q
rn

d l  a  V x « £ )

D l a  i l u s t r a c j i  z a g a d n i e n i a  r o z w a ż a n e  j e s t  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  s k ł a d a j ą c e



s i ę  z  d w ó c h  p o d o b s z a r ó w  j e d n o r o d n y c h  i O b s z a r y  i r o z d z i e l o n e

s ą  b r z e g i e m  w e w n ę t r z n y m  i o g r a n i c z o n e  z  z e w n ą t r z  b r z e g i e m  z e w n ę t r z n y m  

T, n a  k t ó r y m  d a n e  s ą  m i e s z a n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  w  p o s t a c i  C l . 4 3  i C i .  5 3  

C r y s . i . 4 a 3 .  P r o b l e m  a n a l i z y  o p i s a n e g o  z a g a d n i e n i a  p o l e g a  n a  p o d z i a l e  

r o z w a ż a n e g o  c i a ł a  n a  d w a  j e d n o r o d n e  o b s z a r y  i r o z p a t r z e n i u  k a ż d e g o  z  n i c h  

o s o b n o  C r  y s . 1 . 4 b 3 .
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b)

R y s .  1 : 4  C i a ł o  p r z e d z i a ł a m i  j e d n o r o d n e  p o d z i e l o n e  n a  d w a  p o d o b s z a r y  

F i g .  1 . 4  T h e  z o n e d  b o d y  d i v i d e d  i n  t w o  h o m o g e n e o u s  s u b r e g i o n s

D l a  k a ż d e g o  p o d o b s z a r u  m o ż n a  n a p i s a ć  b r z e g o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  t y p u  

C l . 4 0 3  l u b  p o  d y s k r e t y z a c j i  b r z e g u  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y n i  u t w o r z y ć  

m a c i e r z o w e  r ó w n a n i a  w  p o s t a c i  C l . 5 1 3 .  O t r z y m u j e  s i ę  w ó w c z a s :

< u  > 
&

*  F t G  3 ! C 0 * 3 1
< P 4>

♦  -

< B  > 
1

< u x>
1

L  i i J
< B  > 

2

C l . 7 7 3

d l a  p o d o b s z a r u  o r a z
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< u  3 2
*  I C G  3 1 C G 1 ]]

< p 2 >
+  .

< B  >
A

C u 1 }2
L 2 2 J

<P2> .
< B  3 2

C1 .7 8 3

d l a  p o d o b s z a r u  O^.

W a r u n k i  z g o d n o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  i r ó w n o w a g i  s i ł  n a  b r z e g u  m a j ą  p o s t a ć :

C u  3  =  < u  >  =  < u  > < p * >  =  - < p ^ >  =  < p ‘>. C 1 . 7 9 3

Ł ą c z ą c  r ó w n a n i e  C l . 7 7 3  z  C l . 7 8 3  o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  C l . 7 9 3  o t r z y m u j e  s i ę  

n a s t ę p u j ą c e  r ó w n a n i e  m a c i e r z o w e :

C H I 3
1

r < u  > 1  
1

C H  3 
1

- C  G 1 3 
1

C 0 3
C u 1 } _ C G  3i [ 0 3 <Pl>

. + •
<B 3 

1

[ 0 3 C H I 3
2

C G 1 3 
2

C H  3 
2

C p 1 }
< u  >2 J

[ 0 3 IG 3 
2

<B > 
2

C l . 8 0 3

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  r ó w n a n i e  C l . 8 0 3  m o ż n a  p r z e k s z t a ł c i ć  

d o  p o s t a c i  C l . 5 7 3 ,  w  k t ó r e j  n i e z n a n e  w i e l k o ś c i  n a  b r z e g u  z e w n ę t r z n y m  o r a z  

p r z e m i e s z c z e n i a  i  s i ł y  n a  T  z n a j d u j ą  s i ę  w  m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  C X 3  , 

n a t o m i a s t  [ A l  J e s t  m a c i e r z ą  b l o k o w o - p a s m o w ą '

1 . 3 .  M E T O D A  E L E M E N T Ó W  B R Z E G O W Y C H  W  D Y N A M I C Z N E J  T E O R I I  S P R Ę Ż Y S T O Ś C I

1 . 3 . 1 .  B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  d y n a m i c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o s c i

R o z p a t r y w a n e  J e s t  c i a ł o  s p r ę ż y s t e ,  z a j m u j ą c e  o b s z a r  Oc<Sd  C < 2 = 2  l u b  3 3  

z  b r z e g i e m  T ,  p o d d a n e  d z i a ł a n i u  s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h  b C x , t 3 ,  x ^ ,  o r a z  

w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  w  p o s t a c i :  

p r z e m i e s z c z e ń  C r y s . 1 . 5 3 :

i  s i ł

u C x , t 3 = u C x , t 3  , x«gT ,

p C  x , t 3  = p  C x , t 3  , i c e T ^ ,

C l . 8 1 3

C l .  8 2 3

g d z i e  t e 7 ' = C 0 , T ]  J e s t  c z a s e m ,  1 M J  r ^ r  o r a z  r 2 = ®-

R u c h  c i a ł a  o p i s a n y  J e s t ,  w  r a m a c h  l i n i o w e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i ,  

h i p e r b o l i c z n y m  r ó w n a n i e m  r ó ż n i c z k o w y m :

L  u C x , t 3 = L  u C x , t 3  +  p u C x ,  t 3 = b C x ,  t 3  , w e d ,a s C l . 8 3 3

g d z i e  e l e m e n t y  o p e r a t o r a  e l i p t y c z n e g o  L ^  o p i s a n e  s ą  z a l e ż n o ś c i ą  C l . 9 3 ,  p 
J e s t  g ę s t o ś c i ą  o ś r o d k a .

R ó w n a n i e  C l . 8 3 3  s p e ł n i o n e  j e s t  d l a  t > 0 ,  a  p r z y  t = 0  p o w i n n o  s p e ł n i a ć  

w a r u n k i  p o c z ą t k o w e :

u C x , 0 3  = u  C x 3 , u C x , 0 3 = u  C x 3 ,  x e O .  C l .  84,3



R y s . 1 . 5  C i a ł o  o d k s z t a ł c a ł n e  o b c i ą ż o n e  d y n a m i c z n i e  

F i g .  1 . 5  T h e  d e f o r m a b l e  b o d y  l o a d e d  d y n a m i c a l l y

R ó w n a n i e  C l .  8 3 3  m o ż n a  r o z w a ż a ć  n a  c a ł e j  o s i  c z a s o w e j  C -oo» +oo3 w  k l a s i e  

f u n k c j i  u o g ó l n i o n y c h  i w ó w c z a s  m a  p o s t a ć :

L d u C x . t 3 = b C x , t 3  . C 1 . 8 5 3

- o o <  t <  0 0 , X < E O ,

g d z i e

b C  x , t 3  = b C  x , t 3  +pi u  C  x 3  6 ł C t 3  -»-u C x 3  SC t 3  1 , C l . 8 0 }

<5Ct3 i ó* C t 3  s ą  o d p o w i e d n i o  d y s t r u b u c j ą  D i r a c a  i j e j  p o c h o d n ą ,  n a t o m i a s t  

p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  i s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h  s ą  o k r e ś l o n e  n a  o s i  c z a s o w e j  w  

s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

- C

: x * t 3 .  t> o ,
m C  x , t 3  m = u ,  b. C l .  8 7 3

t < 0 ,

D o d a t k o w o  w  o b s z a r z e  O  r o z p a t r y w a n e  j e s t  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  u ' C x , t 3 ł 

k t ó r e  s p e ł n i a  r ó w n a n i e :

L ^ u *  C x , 1 3 = b  * C x , 1 3  ,

~oo< t <  co, xefi.

R ó w n a n i a  C l . 8 5 3  i  C l . 8 8 3  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

C l . 8 8 3

L  u  =  b  - p u , C 1 . 8 9 a 3

L u *  =  b *  - p u * C 1 . 8 9 b 3
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R o z p a t r u j ą c  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  u *  w  c h w i l i  c z a s u  C t - r 3  o r a z  p o l e  u  w  

c h w i l i  r  o t r z y m u j e  s i ę  n a  p o d s t a w i e  C l . 1 6 3 »  ż e

C L  u C y ,  t 3 * u *  C y ,  t - r 3  -  L  u ‘ C y ,  t - r 3  * u C y ,  r 3  ] d f i C y 3  =  
s  a

O

C 1. 9 0 3

\IP u *
n  i y  >

C y ,  t - r 3  * u C y ,  r 3  -  P  u C y , r 3  * u * C y ,  t - T 3  3 d r C y 3  .
n  < y  >

Z a l e ż n o ś ć  C l .  9 0 3  s c a ł k o w a n a  p o  r  w  p r z e d z i a l e  C-co, oa> p r z y b i e r a  p o s t a ć :

| C u * # L  u  -  L  u * * u 3 d O  =  \CP u *  * u  -  u *  u 3 d r ,  C l .  9 1 3
J a a J n

o  r

g d z i e  s y m b o l  *  o z n a c z a  s p l o t  w z g l ę d e m  c z a s u .

P r z y j m u j ą c ,  ż e  g ę s t o ś ć  o ś r o d k a  n i e  z a l e ż y  o d  c z a s u  o r a z  u z g l ę d n i a j ą c  

w z o r y  C l . 8 9 3  w  C i . 9 1 3  o t r z y m u j e  s i ę  z a s a d ę  w z a j e m n o ś c i  p r a c  d l a  

z a g a d n i e n i a  n i e u s t a l o n e g o  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i :

I C u * * b  -  b ‘ * u 3 d f t  =  \CJ> u * * u  *- u * # * »  u 3 d r .  C l . 9 2 3

Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  u * = U C x , y * Ł 3  J e s t  w y w o ł a n e  p r z e z  

j e d n o s t k o w ą ,  c h w i l o w ą  s i ł ę  s k u p i o n ą  b *  = ó C  y - x 3  <5C 1 3 1  d z i a ł a j ą c ą  w  

n i e o g r a n i c z o n e j  p r z e s t r z e n i  s p r ę ż y s t e j ,  o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e  b r z e g o w e  

r ó w n a n i e  c a ł k o w e  d y n a m i c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i :

c C x 3 u C x . t 3  ♦  J P C x , y , t 3 # u C y . t 3 d r C y 3  *  J U C x ,  y ,  t 3 # p C  y , t3drc y 3

r  r

a
g d z i e

J p C x . y . t i * u C y . t > d r C y 3  « j l

ł
Ci

P C x , y , t 3 *  [p  C x , y , t 3 ]  *  I *  U C x . y , t 3 l  , C i .  94,3
L Jaxd L J

C 1 . 9 3 3

+  | U C x , y , t 3 * b C y , t 3 d O C y 3  .

n a t o m i a s t  p C y , t 3  j e s t  w e k t o r e m  s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h .

G d y  p u n k t  XGCi t o  c C x 3 = I  i p o l e  n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  c i a ł a  o k r e ś l o n e  j e s t  

n a s t ę p u j ą c o :
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[ ■ v - y , t 3 # P kC y , t 5 d r C  y5 J w - y , t  i> y , O  d r c  yl>

C1. 955

K kC x , y , t 3 * b )(C y , t 3 d a : y 3 .

X<=n.

g d z i e

D  C x . y . t D  =  c  ,ijk ŁJŁW

S  C x , y , t )  =  c
ijk ijlm

<*x
n

Ć

&*

U u C » . y . O .

P ^ C x . y . O

C l . 9 6 5

W  p r z y p a d k u  j e d n o r o d n e g o  o ś r o d k a  i z o t r o p o w e g o  r o z w i ą z a n i e  p o d s t a w o w e  

U C x ,  y , t D “ [ U _ C x , y ,  t )  3 m a  p o s t a ć :

U  C x , y , 0  = _ L _  L _ H  6 r  _ L . l  .

Anpc. I r  c  ■*
2 v 2

C 1 . 9 8 D

g d z i e

(t- -
v  c  j  +

d l a  t < r / c

f r - T )
d l a  t > r / c

d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h ,  o r a z

C 1. 9 9 )

g d z i e

H C t  -  a )

f  C t . a D  =

f  C t . a D  =  H C  t - a ) jt l n £ t  +  J t 2 - a z J - J t 2 - a 2 |

H  -  f u n k c j a  H e a v i s i d e * a ,  

d l a  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h .



W e  w z o r a c h  C l .  9 8 )  i C l .  99') c ^ = [  C X . + 2 ^ ) / p ]  2 o z n a c z a  p r ę d k o ś ć  f a l i

d y l a t a c y j n e j ,  n a t o m i a s t  c z = C / j / p ) 1/2 o z n a c z a  p r ę d k o ś ć  f a l i  s k r ę t n e j  w  

o ś r o d k u  s p r ę ż y s t y m .

R ó w n a n i e  c a ł k o w e  C l . 9 3 )  J e s t  s ł u s z n e  z a r ó w n o  d l a  z a g a d n i e ń  

w e w n ę t r z n y c h  C a  w i ę c  c i a ł  o g r a n i c z o n y c h ) ,  J a k  i d l a  p r o b l e m ó w  

z e w n ę t r z n y c h ,  g d z i e  m a m y  d o  c z y n i e n i a  z  n i e o g r a n i c z o n y m  l u b  

p ó ł  o g r a n i c z o n y m  o ś r o d k i e m  s p r ę ż y s t y m 2 *.

R ó w n a n i e  C l . 9 3 )  r o z w i ą z a ć  m o ż n a  w  d z i e d z i n i e  c z a s o w e j ,  s t o s u j ą c  

m e t o d ę  k r o k ó w  c z a s o w y c h ,  l u b  w  d z i e d z i n i e  t r a n s f o r m a t ,  s t o s u j ą c  m e t o d ę  

t r a n s f o r m a c j i  c a ł k o w y c h  L a p l a c e ’a  l u b  F o u r i e r a .

1 . 3 . 2 .  M e t o d a  k r o k ó w  c z a s o w y c h

I s t n i e j ą  d w a  s p o s o b y  r o z w i ą z y w a n i a  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C l . 9 3 )  w  

d z i e d z i n e  c z a s u .  W  p i e r w s z y m  u j ę c i u  k a ż d y  k r o k  c z a s o w y  A t  r o z w a ż a n y  j e s t  

j a k o  n o w e  o d d z i e l n e  z a d a n i e ,  w  k o n s e k w e n c j i  c z e g o  n a  k o ń c u  k a ż d e g o  k r o k u  

n a l e ż y  o b l i c z y ć  p r z e m i e s z c z e n i a  i p r ę d k o ś c i  w e w n ą t r z  o b s z a r u  O  i t r a k t o w a ć  

j e  j a k o  w a r u n k i  p s e u d o p o c z ą t k o w e  d l a  n a s t ę p n e g o  k r o k u .  W  d r u g i m  u j ę c i u  

c a ł k o w a n i e  p o  c z a s i e  p r z e p r o w a d z a  s i ę  z a w s z e  s t a r t u j ą c  o d  c h w i l i  

p o c z ą t k o w e j  t = 0  i d l a t e g o  p r z e m i e s z c z e n i a  i p r ę d k o ś c i  n i e  m u s z ą  b y ć  

o b l i c z a n e  d l a  k r o k ó w  p o ś r e d n i c h .  D r u g i e  u j ę c i e  J e s t  s z c z e g ó l n i e  e f e k t y w n e  

d l a  z a g a d n i e ń  z  j e d n o r o d n y m i  w a r u n k a m i  p o c z ą t k o w y m i .  N i ż e j  p r z e d s t a w i o n e  

j e s t  u j ę c i e  d r u g i e ,  w  k t ó r y m  d l a  u p r o s z c z e n i a  r o z w a ż a ń  p r z y j ę t o ,  ż e  

w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  s ą  z e r o w e .

O k r e s  c z a s u  t e  C O , t  3 d z i e l o n y  j e s t  n a  M  k r o k ó w  c z a s o w y c h  A t  =  t  -  k to
t  , w = l , 2 , . . / f .  P r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  b = 0 ,  f o r m u ł a  c a ł k o w a  C l .  9 3 )  o d n i e s i o n aTO-i
d o  c h w i l i  t ^  m o ż e  b y ć  z a p i s a n a  w  p o s t a c i  

t

c C x ) u C x , t ^ )  +  J  J t P C x , y ,  t ^ - T ) u C y , T ) - U C x , y , t _ - T ) p C y , r )  3 d r d r  =  

t  r
to-  1

C l . l O O )
t r

m- 1

' X I  1
t  r
r - i

C P C x , y , t  - t ) u C y , r )  -  U C x , y , t  - r )  p C y , r ) 3 d r d r ,TO TO
.71=1,2, . . M.

P r z y j m u j e  s i ę ,  ż e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C y , T )  i s i ł  b r z e g o w y c h  p C y , r )  

z m i e n i a j ą  s i ę  l i n i o w o  w  k a ż d y m  p r z e d z i a l e  c z a s u  A t

J e s t  t o  b a r d z o  w a ż n a  z a l e t a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  p o n i e w a ż  n i e  

t r z e b a  w p r o w a d z a ć  s z t u c z n e j  g r a n i c y  n i e s k o ń c z o n e g o  o b s z a r u  C j a k  t o  J e s t  

w  p r z y p a d k u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  l u b  m e t o d y  r ó ż n i c  

s k o ń c z o n y c h ) , n a  k t ó r e j  n a r z u c a  s i ę  s p e c j a l n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  

s y m u l u j ą c e  f i z y c z n e  z a c h o w a n i e  s i ę  b a d a n e g o  z j a w i s k a  d y n a m i c z n e g o  w  

n i e s k o ń c z o n o ś c i  .
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u C y . O  *  Nm u m i Cy5 + Nm u ^ C y }

p C y , t D = Nm p m *CyD + Nm p mC y 3 ,

gdzie funkcje interpolacyjne czasu mają postać

t  - T  t  - t
N m  =  _ m   £ N m  = ----- 2» ^

At m At

0mCT3 = H [r-Cm-13 At) -  H C t -  m  At],

przy czym umCy5 = uCy.t^D oraz pmCy5 = pCy.t^D, zaś H jest funkcją 

Heaviside’a.

For muł a całkowa Cl. 1005 przyjmuje teraz postać

c i . i o i :

cCx5uCx,t 5 + |pmCx.y3uCy.t 3drCy5 = [l/^.yDpCy.t 5drCy3 + RCx.t 3.
tm j m l  m  m

g d z i e

UmC x ,y D = C l / A t l  I C r - t  5 U C x . y , t  - T 3 d T ,  
J m - l  m

t
m- l

t
n

P mC x , y 3 - i  l / A t ]  I c T - t  _ 3 P C x » y , t  - T ^ d r ,

t

♦ I I  I |lJ C x , y .  t ^ - r D p C y ,  t D -  P C x , y ,  t ^ - T D u C y ,  tO  j c

m

R C x . t  } -C l / A t ]  I fpC x  » t  D i e t  —iO U C x , y ,  t  - r l d r  
m  II m-i I m  m

r  t
m- 1

t
m

- u C x , t  D I C t  - r D P C x , y , t  - l O d r l d r C y D
m-l J m  m  J

t
m -  1

t

|U C x ,y » t  - r D p C y . r D  -  P C x , y , t  - rD u C y »  I d r d r C y D .

r - 1

W p r z y p a d k u  g d y  N ^ = N ^ = 0 , S ^ C tO , t o  o p i s a n a  p r o c e d u r a  k r o k ó w  c z a s o w y c h

r e d u k u j e  s i ę  d o  a p r o k s y m a c j i  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  i  s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h  
p r  z e d z i  a ł a m i  s t  a ł y m i  .



R ó w n a n ie  C l .  1 0 1 5 ,  d l a  k a ż d e j  c h w i l i  c z a s u  m o ż n a  s p r o w a d z i ć  d o

u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  w c z e ś n i e j  o m ó w io n y c h .  W ty m  c e l u ,  p o d o b n i e  

J a k  w p r z y p a d k u  z a g a d n i e n i a  s t a t y c z n e g o ,  n a l e ż y  p r z e p r o w a d z i ć  

d y s k r e t y z a c j ę  b r z e g u  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  1 a p r o k s y m o w a ć  

b r z e g o w e  p r z e m i e s z c z e n i a  i  s i ł y  z a  p o m o c ą  w a r t o ś c i  w ę z ło w y c h  i  f u n k c j i  

k s z t a ł t u .  W r e z u l t a c i e  d l a  k r o k u  m  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  

a l g e b r  a i  c z n y c h

IAm] <Xm> = [Fm] <Zm> + <Rm>. , „
YTL — 1  , C ,  . .  n

g d z i e :

-  CA**] i  I F m] s ą  m a c i e r z a m i  k w a d r a t o w y m i , k t ó r y c h  e l e m e n t y  z a l e ż ą  o d  

c a ł e k  b r z e g o w y c h  o  J ą d r a c h  UmC x , y3  i  P mC x , y 3 ,

-  <Xm> j e s t  m a c i e r z ą  k o lu m n o w ą  z b u d o w a n ą  z  n i e z n a n y c h  w a r t o ś c i  

p r z e m i e s z c z e ń  i  s i ł  b r z e g o w y c h  w c h w i l i  t ^ ,

-  < Z m> J e s t  m a c i e r z ą  k o lu m n o w ą  z a l e ż n ą  o d  d a n y c h  w a r t o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  

1 s i ł  b r z e g o w y c h  o r a z  c a ł e k  b r z e g o w y c h  o  j ą d r a c h  UmC x , y3  i  P mC x .y 3 ,

-  <R m> J e s t  m a c i e r z ą  k o lu m n o w ą ,  k t ó r e j  e l e m e n t y  z a l e ż ą  o d  h i s t o r i i  p r o c e s u  

d y n a m i c z n e g o  p o p r z e d z a j ą c e g o  c h w i l ę  t ^ .

W p r z y p a d k u  z a g a d n i e ń  t r ó j w y m i a r o w y c h ,  z  u w a g i  n a  p r o s t o t ę  r o z w i ą z a ń  

p o d s t a w o w y c h  U C x , y , t 3  i  P C x , y , t 3  c a ł k o w a n i e  p o  c z a s i e  m o ż e  b y ć  

p r z e p r  o w a d z o n e  a n a l i  t y c z n i  e  C p o r  . C1 . 1 3  3 .

1 . 3 . 3 .  Metoda transformacji całkowych

M e to d a  t a  p o l e g a  n a  w y e l i m i n o w a n i u  c z a s u  z  r ó w n a ń  r u c h u  o ś r o d k a  

s p r ę ż y s t e g o  p r z e z  z a s t o s o w a n i e  t r a n s f o r m a c j i  c a ł k o w e j  L a p l a c e * a :

oo

f C x . s 3 = J f  < f C x . t 5 >  = J  f C x . O e ~ ° l d t .  C l .  1 0 2 5

O

l u b  F o u r i e r a :

oo

? C x ,w 3  = y  < f C x , t 3 >  = J  f C x , t 3 e " v6* d t .  C l .  103D

-oo

W r e z u l t a c i e  h i p e r b o l i c z n e  r ó w n a n i e  C l . 8 3 3  s p r o w a d z a  s i ę  d o  r ó w n a n i a  

e l i p t y c z n e g o ,  n a t o m i a s t  w e k to r o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  C l . 9 3 3  p r z y j m u j e  

p o s t a ć :

c C x 3 u C x ,s 3  + J p Cx , y ,  s 3 u C y , s 3 d r C y 3  = |u C x ,  y ,  s 3 p C y , s 3 d r C y 3

r  r



g d z i e  U C x ,y , s 3 = .£  C U C x ,y , t3 3  i  P C x ,y , s 3 = ,* ' C P C x ,y , t 3 3 .

R ó w n a n ie  c a ł k o w e  C l . 1 0 4 3  d l a  u s t a l o n e g o  p a r a m e t r u  p r z e k s z t a ł c e n i a  

L a p l a c e * a  s  ma p o s t a ć  p o d o b n ą  d o  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h .  D l a t e g o  p r o c e d u r a  

r o z w i ą z a n i a  J e s t  t a k a  s a m a .  P o l e g a  o n a  n a  r o z w i ą z a n i u  t e g o  r ó w n a n i a  d l a  

s z e r e g u  w a r t o ś c i  p a r a m e t r u  s  z a  p o m o c ą  d y s k r e t y z a c j i  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i 

w z g lę d e m  n i e z n a n y c h  w a r t o ś c i  b r z e g o w y c h  t r a n s f o r m a t  p r z e m i e s z c z e ń  u C x ,s 3  

i  s i ł  p C x ,s 3  n a  p o d s t a w i e  d a n y c h  w a ru n k ó w  b r z e g o w y c h  i  p o c z ą t k o w y c h ,  

w y r a ż o n y c h  w p o s t a c i  t r a n s f o r m a t .

Na k o ń c o w y m  e t a p i e  r o z w i ą z a n i a  n a l e ż y  p r z e p r o w a d z i ć  n u m e r y c z n e  

o d w r a c a n i e  C p o r .  C l . 2 0 ,  1 . 2 7 ,  1 . 8 3 3 3  o t r z y m a n y c h  t r a n s f o r m a t  p r z e m i e s z c z e ń  

i  s i ł  k o r z y s t a j ą c  z e  w z o r u :

i ft+ia>  ____ _

f C x . t 3  =  ----------- [  f C x , t 3 e “ 'd s .  i = V  - 1 .  C l .  1 0 5 3
2  n i  i .  .
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g d z i e  (3>0  o r a z  R eC s3 > /? > 0 .

P o w y ż s z a  c a ł k a  J e s t  o k r e ś l o n a  n a  p ł a s z c z y ź n i e  z e s p o l o n e j  i  r ó w n a n i e  

c a ł k o w e  C l . 1 0 4 3  p o w in n o  b y ć  r o z w i ą z a n e  d l a  z e s p o l o n y c h  w a r t o ś c i  p a r a m e t r u  

s , k t ó r y  p r z y j m u j e  p o s t a ć :

s  =  (3 +  iC 2 r c /T 3 n ,  C l .  1 0 6 3

g d z i e  n  z m i e n i a  s i ę  o d  1 d o  N i  o b e j m u j e  c a ł y  p r z e d z i a ł  c z a s u  T .

J e ś l i  s t o s u j e  s i ę  p r z e k s z t a ł c e n i e  F o u r i e r a ,  t o  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  

C l .  1 0 4 3  ma t a k ą  s a m ą  p o s t a ć ,  z  ty m  ż e  w m i e j s c e  p a r a m e t r u  p r z e k s z t a ł c e n i a  

L a p la c e *  a  n a l e ż y  p o d s t a w i ć  s - i  o>. R ó ż n i c a  j e s t  n a t o m i a s t  w o d w r a c a n i u  

t r a n s f o r m a t ,  p o n i e w a ż  s t o s u j e m y  t e r a z  n a s t ę p u j ą c y  w z ó r :

oo

f C x . O  »  J f C x .c £ > e l2 ,I " l d u .  C l .  107D

-0 0

W p r a k t y c e  d o l n ą  i  g ó r n ą  g r a n i c ę  c a ł k o w a n i a  z a s t ę p u j e  s i ę  s k o ń c z o n y m i

w a r t o ś c i a m i  c z ę s t o ś c i  o>.

O p i s  d y n a m i k i  o ś r o d k a  w d z i e d z i n i e  t r a n s f o r m a t  c a ł k o w y c h  u m o ż l i w i a  

z a s t o s o w a n i e  p r z e d s t a w i o n e g o  u j ę c i a  d o  z a g a d n i e ń  d y n a m i k i  i  q u a s i - s t a t y k i  

c i a ł  l e p k © s p r ę ż y s t y c h  C p o r .  C l . 7 4 ,  1 . 5 2 ,  1 . 1 7 ,  1 . 3 6 3  3 .

R ó w n a n ie  s t a n u  d l a  c i a ł a  l e p k o - s p r ę ż y s t e g o  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć

n a s t ę p u j ą c o :

P C D 3 s . .C x , t3  = FC D 3e. C x , t 3 .  C l .  1 0 8 3
tj Vj

g d z i e  PCD3 i  FCD3 s ą  l i n i o w y m i  o p e r a t o r a m i  r ó ż n i c z k o w y m i :
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PCD2> = J  a rD r * F C D D =  j  b rD r , D=d/«*t, D r= d r/ d t r, C1.109Z)
r = o r - o

n a t o m i a s t  s. . i e. . s ą  d e w i a t o r a m i  n a p r ę ż e ń  i o d k s z t a ł c e ń .
V) M

W y k o r z y s t u j ą c  a n a l o g i ę  s p r ę ż y s t o - l e p k o s p r ę ż y s t ą  z a d a n i e

b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e  l e p k o s p r ę ż y s t o ś c i  r o z w i ą z u j e m y  w  d z i e d z i n i e  

t r a n s f o r m a t  L a p l a c e * a  tak s a m o ,  j a k  z a d a n i e  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i ,  z  t y m  ż e  

w  m i e j s c e  s t a ł y c h  L a m e g o  p  i X  n a l e ż y  w  r o z w i ą z a n i u  p o d s t a w o w y m  w s t a w i ć  

n a s t ę p u j ą c e  w i e l k o ś c i  z a l e ż n e  o d  p a r a m e t r u  p r z e k s z t a ł c e n i a  c a ł k o w e g o  s :

fj C s )  = FC sD /\. 2PC sD ] , X CsZ) = X +C 2/32> C /j-a j Cs2>3. C 1 .1 1 0 D
V  V  V

W a d ą  m e t o d y  t r a n s f o r m a c j i  c a ł k o w y c h  j e s t  k o n i e c z n o ś ć  s t o s o w a n i a  

n u m e r y c z n e g o  o d w r a c a n i a  t r a n s f o r m a t  n a  k o ń c o w y m  e t a p i e  r o z w i ą z a n i a  

z a d a n i  a 4>

1 .3 .4 1 .  D r g a n i a  u s t a l o n e  d y n a m i c z e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .  W a r t o ś c i  w ł a s n e

D u ż e  z n a c z e n i e  p r a k t y c z n e  m a  a n a l i z a  d r g a ń  p r z y  w y m u s z e n i u  

h a r m o n i c z n y m .  W ó w c z a s  w p ł y w  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  m o ż n a  p o m i n ą ć ,  n a t o m i a s t  

s i ł a  o b j ę t o ś c i o w a  b C x , t D  o r a z  b r z e g o w e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C x , t D  i sił 

p C x , t D  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

p C K . t ^ p C y . u D e ' 1“ 1, C i . 1 1 1 3

g d z i e  b C x , 6 £ ,  u C x , w )  i pCx,<*0 s ą  z e s p o l o n y m i  a m p l i t u d a m i  sił 

o b j ę t o ś c i o w y c h ,  p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h .

Z a d a n i e  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e  r e d u k u j e  s i ę  t e r a z  d o  z a d a n i a  b r z e g o w e g o  

o p i s a n e g o  r ó w n a n i e m  r ó ż n i c z k o w y m  o  o p e r a t o r z e  e l i p t y c z n y m  L ^ :

L ^ u C x , oO = L u C x ,o O  -  po>2u C x ,c*0 = b C x , aO . Cl. 1125
d a

w r a z  z  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  o k r e ś l o n y m i  d l a  a m p l i t u d :

pC x , aO =p°C x , oD , x e T  . C 1. i 135

I s t n i e j e  d u ż a  k l a s a  z a g a d n i e ń  d y n a m i k i  s t o c h a s t y c z n e j ,  g d z i e
r o z w i ą z a n i e  w  d z i e d z i n i e  t r a n s f o r m a t  F o u r i e r a ,  w  p o s t a c i  g ę s t o ś c i  
w i d m o w y c h  l o s o w y c h  p r z e s t r z e n n o - c z a s o w y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń ,  sił i 
n a p r ę ż e ń  d a j e  w y s t a r c z a j ą c ą  c h a r a k t e r y s t y k ę  a n a l i z o w a n e g o  p r o c e s u
d y n a m i c z n e g o  o ś r o d k a  b e z  k o n i e c z n o ś c i  p o w r o t u  d o  d z i e d z i n y  c z a s o w e j  
C p o r  . r o z . 45.
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B r z e g o w e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  p r z y j m u j e  t e r a z  p o s t a ć :

cCx5uCx,<o5 + JPCx,y,CL>5uCy,<o5drC

r

y5 = juCx,y,oo5pCy»co5drCy5

r
Cl.1145

+ C x , y , w ) b C y , w 5  dOC y5

O

gdz i e  UCx,y,to5 J e s t  r o z w i ą z a n i e m  p o d s t a w o w y m  o p e r a t o r a  L d .

P o w y ż s z e  r ó w n a n i e  m o ż n a  o t r z y m a ć  w  s p o s ó b  f o r m a l n y  w s t a w i a j ą c  s = ic ó  w  

r ó w n a n i u  C l . 1 0 4 5 ,  o p i s u j ą c y m  d r g a n i a  n i e u s t a l o n e  w  d z i e d z i n i e  t r a n s f o r m a t  

Lapl a c e  * a .

D y s k r e t y z u j ą c  b r z e g  c i a ł a  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  i 

a p r o k s y m u j ą c  a m p l i t u d y  uCx,o>5, pCx,<o5, d l a  k a ż d e j  w a r t o ś c i  <o=CtoL5, 

1=1,2,.., z a  p o m o c ą  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  i f u n k c j i  k s z t a ł t u ,  o t r z y m u j e  s i ę  

n a s t ę p u j ą c y  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

[ HC co5 1 < uC co5 > = IGC <o5 1 < pC a>5 > + <BC<o5>, <o=C 0^5 , 1=1,2,.. C l . 1 155

g d z i e  k w a d r a t o w e  z e s p o l o n e  m a c i e r z e  [HC<o5] i IGC<o5 3 s ą  o b l i c z a n e  d l a  c i ą g u

w a r t o ś c i  1 = 1 , 2 .......

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e  C l . 1 1 3 5 ,  r ó w n a n i e  C l . 1 1 5 5  m o ż n a  

t r a n s f o r m o w a ć  d o  n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

R ó w n a n i e  t o  d l a  c i a ł  o g r a n i c z o n y c h  p o s i a d a  J e d n o z n a c z n e  r o z w i ą z a n i e  z

W  p r z y p a d k u  J e d n o r o d n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i p r z y  z e r o w y c h  s i ł a c h  

o b j ę t o ś c i o w y c h  r ó w n a n i e  C l . 1 1 6 5  p r z y j m u j e  p o s t a ć :

K o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  w a r u n k i e m  i s t n i e n i a  n i e t r y w i a l n e g o  

r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  C l . 1 1 7 5  J e s t ,  a b y

P i e r w i a s t k i  r ó w n a n i a  Cl. 1 1 8 5  s ą  w a r t o ś c i a m i  w ł a s n y m i  p r o b l e m u  Cl. 1175.

[ AC <05J<XC<05 > = < YC <o5 > , <o=C co5 , 1 = 1 , 2 , . . C l . 1 155

2  CO
w y j ą t k i e m  p r z y p a d k u ,  g d y  <o n i e  J e s t  w a r t o ś c i ą  w ł a s n ą  o p e r a t o r a  L^.

I AC <o5KXC<o5 > = 0. C l . 1 1 7 5

d e t  | [ AC <o5 1 | = 0. C1. 11 85
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Ponieważ macierz CACoOl jest pełna i niesymetryczna, więc numeryczne 

określenie wartości własnych Jest pracochłonne . Znając wartości własne 

można następnie obliczyć postacie stosując równanie Cl.1175.

1.3.5. Alternatywne sformułowanie dynamiki ośrodka sprężystego w ujęciu 

metody elementów brzegowych^

Główną wadą przedstawionych metod rozwiązania zagadnienia 

dynamicznego teorii sprężystości była konieczność obliczania macierzy 

współczynników dla każdej chwili czasu Cmetoda kroków czasowych} lub dla 

ciągu wartości parametru przekształcenia całkowego Cmetody transformacji 

całkowych}. Wynika to z faktu, że rozwiązanie podstawowe elastodynamiki 

zależy od czasu. Prezentowane niżej alternatywne ujęcie bazuje na 

rozwiązaniu podstawowym statycznej teorii sprężystości UCx,y5 i wymaga 

tylko Jednokrotnego obliczenia macierzy współczynników. Prezentowana 

metoda umożliwia utworzenie macierzy masy układu sprężystego tylko na 

podstawie dyskretyzacji brzegu układu mechanicznego.

Stosując do wzoru Cl.835 formułę Greena opartą na rozwiązaniu 

podstawowym operatora L otrzymuje się

cCx5uCx,t5 + JPCx.y5uCy.t5drCy5 = JUCx, y5pCy, t5drCy5

T T Cl.1195

JpCx.y3uCy.t3drCy3 = Jll 
r

♦ JuCx.y3bCy.Ł3dOCy3 - pJuCx,y3uCy.t3dOCy3.

O  O

Ostatnia całka po prawej stronie równania C1.119> zawiera nieznane pole

przyśpieszeń uCy. ti «Cu^Cy,Ł33 wewnątrz obszaru O. Zakłada się. że pole to

można wyrazić w postaci sumy iloczynów nieznanych funkcji czasu 
"i **i
Ct3 =Ca X O 3 i znanych funkcji współrzędnych f JCy3, yeti.:

u.cy.ta - a|ct3fjcy3. ci .1203

Funkcje bazowe fJCy3 można wybrać w różny sposób. Jedną z najprostszych 

klas funkcji bazowych opisuje relacja Cpor. t i . 59-i . 63] 3:

fjCy3 • RCA.,y3. Ci.1213

gdzie RCA^,y5 jest odległością od pewnego punktu A. do punktu y.

Jeżeli wyrażenie potraktować Jako pseudosiłę objętościową, to

wywołuje ona w nieskończonej przestrzeni sprężystej pole 

pseudoprzemieszczeń spełniające równanie:

L C*j 3 = <5 fj.® U  U
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Stosując teraz wzór Greena 1 uwzględniając Cl. 1203. człon inercyjny w 

formule Cl. 1193 przyjmuje postać:

a jCt3 JuCx.y3f jCy3dOCy3=ajCt3|-cCx3*JCx3

O

Cl. 1223

+ Jucx,y35:jcy3drcy3 - JpCx.y3*JCy3drCy3j.

gdzie i ZJCyZ> są wektorami pseudopr zemi eszczeń i pseudonaprężeń

wywołanych w nieograniczonej przestrzeni sprężystej przez pseudo-

siłę objętościową

Ostatecznie równanie Cl. U S D  przyjmuje postać:

c C x 3 u C x . t 3  + J p C x , y 3 u C y . t 3 d r C y 3  - J u C x ,  y 3 p C y . Ł 3 d r C y 3

r  r

p|-cCx3*jCx3 + JuCx.y3TJCy3drCy3 - JpCx.y3»jCy3drCy3jaJCt3

r  r

I '

Cl.1835

+ UCx.yDbCy.tDdOCy},

O

gdzie pokrywa się z w-tyra punktem węzłowym na brzegu r.

Aproksymując poła przemieszczeń uCytO *  sił brzegowch pCy,t5 oraz pola 

pseudopr zemi eszczeń ^CyZ) i pseudosił ZJCy5 za pomocą funkcji kształtu i 

wartości węzłowych otrzymuje się

CHI <uCtD> + IG) <pCO> -pCIHII*; - IGI ir])<aCt5> * <BCO>.

Macierze I HI i IGI określone są identycznie do zagadnienia statycznego 

natomiast macierze 14«] i IZI zawierają wartości węzłowe funkcji 4̂  i Z'*. 

Zależność Cl. 1203 zapisana dla wszystkich punktów węzłowych yeA., 

j=1,2,.. W, przybiera następującą postać macierzową

<iiCt)> * IDl <aCO>,

gdzie I Dl jest macierzą kwadratową zawierającą wartości funkcji f*Cy} w 

punktach węzłowych.



O s t a t e c z n i e  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h ,  k t ó r y  w  

p o s t a c i  m a c i e r z o w e j  m a  pos t a ć :
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[ Ml <uC t3> + I HI <uC t 3 >  =  IG 1 <pC t 3 >  +  < B C t 3 > , Cl. 1243

g d z i e  m a c i e r z  b e z w ł a d n o ś c i  w y r a ż a  s i ę  z a l e ż n o ś c i ą :

[Ml = - p C lH U W  -  I G 1 I Z 1 D I D 1 * 1. C l . 1253

P o  u w z g l ę d n i e n i u  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ,  r ó w n a n i e  C l . 1 2 4 3  p r z y j m u j e  postać:

o k r e ś l o n y c h  p r z e z  w a r u n k i  b r z e g o w e  C l . 823 i C l . 813. M a c i e r z e  CM*], C H * 1, 

IG*), £ H* *] , IM'*] o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

g d z i e  A  r e p r e z e n t u j e  m a c i e r z e  M, H  i G, n a t o m i a s t  w s k a ź n i k i  1 i 2  o d n o s z ą  

s i ę  d o  c z ę ś c i  b r z e g u  i

R ó w n a n i e  r u c h u  C l . 1 2 6 3  j e s t  r o z w i ą z y w a n e  m e t o d ą  b e z p o ś r e d n i e g o  

c a ł k o w a n i a  w z g l ę d e m  c z a s u ,  np. m e t o d ą  N e w m a r k a ,  W i l s o n a  l u b  H o u b o l t a .

D r g a n i a  s w o b o d n e  s ą  s z c z e g ó l n y m  p r z y p a d k i e m  o p i s y w a n y m  p r z e z  r ó w n a n i e  

r u c h u  C l . 1263. P r z y j m u j ą c ,  ż e  n a  u k ł a d  n i e  d z i a ł a j ą  w y m u s z e n i a  z e w n ę t r z n e  

C < u ^ > = 0  i < p z> = 0 3 ,  o r a z  ż e  p r z e m i e s z c z e n i a  z m i e n i a j ą  s i ę  h a r m o n i c z n i e  w  

cza s i e :

(M']<u> + IH’l<u> = IG* K p  > ♦ IH**]<u > + IM* ' K u  >
2  2  2  i i

C l . 1263

g d z i e  j e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  n i e z n a n y c h  p r z e m i e s z c z e ń  n a  b r z e g u  r  ,

n a t o m i a s t  m a c i e r z a m i  k o l u m n o w y m i  sił i p r z e m i e s z c z e ń

C l . 1 273

< u  > 
2

2 .
-Có <U > , 

2
C 1 . 1 2 8 3

r ó w n a n i e  r u c h u  Cl..1 2 6 3  r e d u k u j e  s i ę  d o  p o s t a c i :

CIH' ] - U)2I M ‘ n < u  > = o.
2

C l . 1 293

R ó w n a n i e  C l . 1 2 9 3  p r z e d s t a w i a  u o g ó l n i o n e  z a g a d n i e n i e  w ł a s n e  w  

a l t e r n a t y w n y m  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .



1 .4 .  PRZYKŁADY ZASTOSOWAŃ 

P r z y k ła d  1 . 1 .

D l a  i l u s t r a c j i  z a s t o s o w a ń  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  o b l i c z e ń  

s p r ę ż y s t y c h  e l e m e n t ó w  m a s z y n  o b c i ą ż o n y c h  s t a t y c z n i e  r o z w a ż o n o  s y m e t r y c z n y  

ząb p r o s t y  k o ł a  z e w n ę t r z n i e  u z ę b i o n e g o  Cpor. B u r c z y ń s k i  i M r ó w c z y ń s k a  

[1.1833.

W  l i t e r a t u r z e  p r z e d m i o t u  n a j c z ę ś c i e j  r o z p a t r u j e  s i ę  w y o d r ę b n i o n y  z 

koła z ę b a t e g o  p o j e d y n c z y  z ą b  o b c i ą ż o n y  s i ł ą  s k u p i o n ą  w  g ó r n e j  c z ę ś c i  

zarysu. W p ł y w  s ą s i e d n i c h  z ę b ó w  jest n a j c z ę ś c i e j  ' p o m i  jany. G ł ę b o k o ś ć  

z a m o c o w a n i a  w y o d r ę b n i o n e j  c z ę ś c i  z ę b a  z a l e ż y  o d  r o d z a j u  k o ł a  z ę b a t e g o  i 

może b y ć  u w a r u n k o w a n a  p r z y j ę t ą  m e t o d ą  o b l i c z e n i o w ą  Cpor. M u l l e r  C l . 5833.

O b l i c z e n i a  w y k o n a n o  d l a  z ę b a  s t a l o w e g o  o  n a s t ę p u j ą c y c h  p a r a m e t r a c h :  

liczba z ę b ó w  w  k o l e  z =30. w s p ó ł c z y n n i k  o r z e s u n i ę c i a  z a r y s u  x*0, z ę b a t k a  o  

kącie z a r y s u  cx  =20'"', pr o m i e ń  z a o k r  ą g l e n i a  g ł o w y  z ę b a  h ^ = 0 ,38.

W s z y s k i e  w y m i a r y  z ę b a  o d n i e s i o n o  d o  m o d u ł u ,  tak ż e  u z y s k a n o  g e o m e t r i ę  

zarysu z ę b a  w  w i e l k o ś c i a c h  b e z w y m i  a r o w y c h .  Z ą b  u t w i e r d z o n o  n a  b r z e g u  

o k r e ś l o n y m  p u n k t a m i  A B C D  Crys. 1 . 6 3  i o b c i ą ż o n o  j e d n o s t k o w ą  s i ł ą  s k u p i o n ą .  

N a p r ę ż e n i a  g ł ó w n e  i p r z y j m u j ą  n a  b r z e g u  p o d s t a w y  z ę b a  w a r t o ś c i

e kstre m a l n e .  P o  s t r o n i e ,  g d z i e  p r z y ł o ż o n o  s i ł ę ,  n a p r ę ż e n i a  g ł ó w n e  o s ą  

s t y c z n *  d o  b r z e g u  s w o b o d n e g o  i m a j ą  z n a k  d o d a t n i ,  a n a p r ę ż e n i a  c/^ s ą  

n o r m a l n e  d o  b r z e g u .  P o  s t r o n i e  p r z e c i w n e j  n a p r ę ż e n i a  g ł ó w n e  a ^ s ą  s t y c z n e  

do b r z e g u  i m a j ą  z n a k  u j e m n y ,  a  n a p r ę ż e n i a  a  ̂ s ą  n o r m a l n e .

Z w y k l e  z a  p o d s t a w ę  o b l i c z e ń  w y t r z y m a ł o ś c i o w y c h  p r z y j m u j e  s i ę  n a p r ę ż e n i a  

po r o z c i ą g a n e j  s t r o n i e  z ę b a ,  g d y ż  t a m  n a j c z ę ś c i e j  r o z p o c z y n a  s i ę  i n i c j a c j a  

p ę k n i ę c i a  z m ę c z e n i o w e g o ,  c h o c i a ż  jak p o k a z u j ą  o b l i c z e n i a ,  p o  ś c i s k a n e j  

s t r o n i e  z ę b a  b e z w z g l ę d n e  w a r t o ś c i  n a p r ę ż e ń  s t y c z n y c h  s ą  w i ę k s z e  n i ż  p o  

s t r o n i e  r o z c i ą g a n e j .  D l a t e g o  z a  n a p r ę ż e n i a  k r y t e r i a l n e  p r z y j m u j e  s i ę  

m a k s y m a l n e  rozciącja.iące n a p r ę ż e n i a  g ł ó w n e  a
1 l m a x  5 )

Z a r y s  z ę b a  p o d z i e l o n o  n a  1 1 8  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  W y n i k i  

o b l i c z e ń  n a p r ę ż e ń  g ł ó w n y c h  p o  o b u  s t r o n a c h  z ę b a  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s . 1.6. 

M a k s y m a l n e  n a p r ę ż e n i e  r ó w n e  b y ł o  3 . 6 2 1  j e d n o s t e k  n a p r ę ż e n i a .

N a  i d e n t y c z n e j  s i a t c e  b r z e g o w e j  z b u d o w a n o  m o d e l  n u m e r y c z n y  z ę b a  z a  

p o m o c ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  C l . 863. S i a t k a  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  

p o s i a d a ł a  3 S 6  t r ó j k ą t n y c h  e l e m e n t ó w  z l i n i o w y m i  f u n k c j a m i  k s z t a ł t u  i m i a ł a  

2 5 3  w ę z ł ó w  Crys. 1.73. M a k s y m a l n e  n a p r ę ż e n i e  g ł ó w n e  w  p o d s t a w i e  z ę b a  p o  

s t r o n i e  s i ł y  o b c i ą ż a  iącej w y n o s i ł o  a  = 3 . 1 2 6  jed. nap. i b y ł o  z n a c z n i e
lmcuc

m n i e j s z e  o d  w a r t o ś c i ,  j a k ą  u z y s k a n o  s t o s u j ą c  m o d e l  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  

R ó ż n i c e  w y n i k a j ą  m. in. z t e g o ,  ż e  s t o s u j ą c  t r ó j k ą t n e  e l e m e n t y  s k o ń c z o n e  z 

l i n i o w y m i  f u n k c j a m i  k s z t a ł t u  o t r z y m u j e  s i ę  n a p r ę ż e n i a  s t a ł e  w e w n ą t r z
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J) W  p r a c y  w ł a s n e j  Cl. 183 r o z w a ż a n o  t a k ż e  i n n e  m o d e l e  d y s k r e t n e  zęba, 
z w i e r a j ą c e  78, 98, 138, 1 5 8  i 1 7 8  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  P o d a n o  
t a m  t a k ż e  g l o b a l n e  i l o k a l n e  k r y t e r i a  a d a p t a c y j n e  u m o ż l i w i a j ą c e  
z a g ę s z c z e n i e  s i a t k i  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .



Rys. 1 . 6  D y s k r e t y z a c j a  z ę b a  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y n i .  W y k r e s  n a p r ę ż e ń  g ł ó w n y c h

Fig. 1 . 6  B o u n d a r y  e l e m e n t  d i s c r e t i z a t i o n  o f  a  too t h .  D i a g r a m  o f  p r i n c i p a l
s t r e s s e s
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Rys. 1 . 7  D y s k r e t y z a c j a  z ę b a  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  

Fig. 1 . 7  D i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  t o o t h  u s l n g  f l n l t e  e l e m e n t s

e l e m e n t u  s k o ń c z o n e g o .  Z w y k l e  o d n o s i  s i ę  j e  d o  ś r o d k ó w  c i ę ż k o ś c i  

p o s z c z e g ó l n y c h  e l e m e n t ó w .  J e d n a k ż e  ś r o d e k  c i ę ż k o ś c i  e l e m e n t u  s k o ń c z o n e g o  

p r z y l e g ł e g o  d o  b r z e g u  n i e  l e ż y  w p r o s t  n a  b r z e g u ,  l e c z  J e s t  o d  n i e g o  

o d d a l o n y  w  k i e r u n k u  w n ę t r z a .

D l a  t e g o  s a m e g o  p o z i o m u  d y s k r e t y z a c j i  m e t o d a  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  d a j e  

z w y k l e  m n i e j  d o k ł a d n e  w y n i k i  o b l i c z e ń  n i ż  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

Cpor. [1. 5 7 ,  1'. 6835. O d n o s i  s i ę  t o  s z c z e g ó l n i e  d o  z a g a d n i e ń ,  w  k t ó r y c h

o k r e ś l a  s i ę  n a p r ę ż e n i a  n a  b r z e g u  cia ł a .  %

*W o b l i c z e n i a c h  p r z e p r o w a d z o n y c h  z a  p o m o c ą  m e t o d y  o d w z o r o w a ń  

w i e r n o k ą t n y c h  C l . 5 8 ] ,  b ę d ą c ą  J e d n ą  z  b a r d z i e j  r o z p o w s z e c h n i o n y c h  i 

z a a k c e p t o w a n y c h  m e t o d  s ł u ż ą c y c h  d o  o k r e ś l a n i a  n a p r ę ż e ń  w  p o d s t a w i e  z ę ba,  

d la z ę b a  o  t a k i c h  s a m y c h  p a r a m e t r a c h  j a k  a n a l i z o w a n y  w  n i n i e j s z e j  p r a c y ,  

o t r z y m a n o  m a k s y m a n l e  n a p r ę ż e n i e  g ł ó w n e  & ±max r ó w n e  3 , 6 2 9  jed. nap.

W y n i k i  o b l i c z e ń  n a p r ę ż e ń  u z y s k a n ę  z a  p o m o c ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

są b a r d z o  z b l i ż o n e  d o  t y c h  j a k i e ,  o t r z y m a n o  s t o s u j ą c  m e t o d ę  od,wzorowań 

w i e r n o k ą t n y c h .  Ś w i a d c z y  t o  o  t ym, ż e  m e t o d a  e l e m e n t ó w .b r z e g o w y c h  J e s t  

s k u t e c z n ą  i e f e k t y w n ą  t e c h n i k ą  n u m e r y c z n ą  w  a n a l i z i e  w y t r z y m a ł o ś c i o w e j  

zębów.

I n n e  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  s t a t y c z n y c h  o b l i c z e ń  

e l e m e n t ó w  m a s z y n  z n a l e ź ć  m o ż n a  w  p r a c y  a u t o r a  C l . 13].
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Rys. 1 . 8  D y s k r e t y z a c j a  w s p o r n i k a :  a 3 e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  
bD e l e m e n t a m i  s k o ń c z o n y m i

Fig. 1 . 8  D i s c r e t i z a t i o n o f a  b r a c t e t  b y  m e a n s  o f : aD b o u n d a r y e l e m e n t s ,
b3 f i n i t e  e l e m e n t s

Rys. 1 . 9  P i e r w s z a  p o s t a ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  w s p o r n i k a  

Fig. 1 . 9  T h e  f i r s t  m o d e  o f  f r e e  v i b r a t i o n  o f  t h e  b r a c k e t
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Przykład 1.2.

D l a  i l u s t r a c j i  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  

d y n a m i c z n y c h »  w  w e r s j i  o p i s a n e j  w  p. 1 . 3 . 5 ,  r o z w i ą z a n o  z a g a d n i e n i e  w ł a s n e  

dla w s p o r n i k a  p r z e d s t a w i o n e g o  n a  rys. 1.9.

Z a ł o ż o n o ,  ż e  u k ł a d  z n a j d u j e  s i ę  w  p ł a s k i m  s t a n i e  o d k s z t a ł c e n i a  i 

w y k o n a n y  j e s t  z m a t e r i a ł u  o  n a s t ę p u j ą c y c h  w ł a s n o ś c i a c h :  m o d u ł  Y o u n g a

0,21xl042C Pal , l i c z b a  P o i s s o n a  i>=0,3, g ę s t o ś ć  p = 7 8 6 0 C  k g / m 9 ] .

Do d y s k r e t y z a c j i  u k ł a d u  z a s t o s o w a n o  4 8  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

Crys. 1. 8 a D . W  w y n i k u  o b l i c z e ń  w y z n a c z o n o  t r z y  p i e r w s z e  c z ę s t o ś c i  drgań. 

W y n o s i ł y  o n e  k o l e j n o  a>i= 2 1 2 2 C  s -13 C o k r e s  d r g a ń  O, 2 9 6 * 1 0 ~ 2 C s3 3 , 

u  = S 1 7 6 [ s " ‘] i M  = 5 7 4 1  [ s “1] .
2 3

J e d n o c z e ś n i e  w y k o n a n o  o b l i c z e n i a  z a  p o m o c ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

s kończ o n y c h .  D o  d y s k r e t y z a c j i  u ż y t o  1 0 8  e l e m e n t ó w  c z t e r o w ę z ł o w y c h  

Crys.l.SbD. O t r z y m a n y  t ą  m e t o d ą  o k r e s  d r g a ń  w y n o s i ł  0 , 3 1 2 * 1 0  2Cs3.

N a  rys. 1 . 9  p r z e d s t a w i o n o  p i e r w s z e  p o s t a c i e  d r g a ń  w ł a s n y c h  o t r z y m a n e  z a  

pomocą o b u  metod.

P r z e d s t a w i o n y  p r z y k ł a d ,  a  t a k ż e  w i e l e  i n n y c h  r e z u l t a t ó w  n u m e r y c z n y c h  

o t r z y m a n y c h  d l a  z a g a d n i e ń  w ł a s n y c h  i d r g a ń  w y m u s z o n y c h  Cpor. p r a c e  

B u r c z y n s k i e g o  i F e d e l i ń s k i e g o  C l . 15, 1 . 2 8 ,  1 . 2 9 3 3 ,  w s k a z u j ą  n a  d u ż ą

d o k ł a d n o ś ć  i e f e k t y w n o ś ć  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  r o z w i ą z y w a n i u  

z a g a d n i e ń  d y n a m i k i  o ś r o d k a  s p r ę ż y s t e g o .
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2. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ANALIZIE ZAGADNIEN NIELINIOWYCH

2.1. UW*GI WSTĘPNE

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h *  j a k o  u n i w e r s a l n a  m e t o d a  n u m e r y c z n a  

m e c h a n i k i , « « z n a l a z ł a  n a  j w i ę k s z e  z a s t o s o w a n i e  w  r o z w i ą z y w a n i u  z a g a d n i e ń  

liniowych. P r z e b i e g  r z e c z y w i s t y c h  z j a w i s k  i p r o c e s ó w  m e c h a n i c z n y c h  

z a c h o d z ą c y c h  w  o d k s z t a ł c a l n y c h  c i a ł a c h  s t a ł y c h  w y k r a c z a  z w y k l e  p o z a  r a m y  

modeli l i n i o w y c h  Cpor. пр. [ 2 . 1 9 ,  2 . 3 9  , 2 . 4 2  , 2 . 5 2  , 2 . 6 0  , 2 . 6 1 ,  2 . 7 5 3 3 .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  j a k o  r o z w i j a j ą c a  s i ę  i n t e n s y w n i e  m e t o d a  

numery c z n a ,  n i e  z n a l a z ł a  j e s z c z e  t a k  s z e r o k i e g o  z a s t o s o w a n i a  d o  

n i e l i n i o w y c h  z a g a d n i e ń  m e c h a n i k i ,  jak m e t o d a  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  

Cpor. пр. C2. 27. 2 . 5 3 ,  2 . 7 4 3 3 .  Z a  p o m o c ą  t e j  m e t o d y  m o ż n a  jedn a k

s f o r m u ł o w a ć  i r o z w i ą z a ć  n i e l i n i o w e  p r o b l e m y  m e c h a n i k i  p o s ł u g u j ą c  s i ^  

p o w s z e c h n i e  s t o s o w a n y m i  p r o c e d u r a m i  p r z y r o s t o w y m i  i i t e r a c y j n y m i .

P i o n i e r s k ą  p r a c ą  p o ś w i ę c o n ą  z a s t o s o w a n i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

do z a g a d n i e ń  f i z y c z n i e  n i e l i n i o w y c h  był a r t y k u ł  S w e d l o w a  i C r u s e * a  [2.623 

i  1971r W  p r a c y  tej p o  r a z  p i e r w s z y  s f o r m u ł o w a n o  p r z e s t r z e n n e  z a g a d n i e n i e  

p l a s t y c z n e g o  p ł y n i ę c i a  w  p o s t a c i  c a ł k o w e j ,  u w z g l ę d n i a j ą c e j  o d k s z t a ł c e n i a  

plastyczne.

P ł a s k i e  z a g a d n i e n i a  t e o r i i  p l a s t y c z n o ś c i  o r a z  s p r ę ż y s t o - p l a s t y c z n e  

s k r ę c a n i e  p r ę t a  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  r o z w a ż a n e  b y ł o  w  

pra c y  M e n d e l  s o n a  i A l b e r t s a  С 2 . 4 0 3 .  '

M u k h e r j e e  С 2 . 4 3 3  s f o r m u ł o w a ł  p ł a s k i e  z a g a d n i e n i e  t e r m o - s p r ę ż y s t o  - 

p l a s t y c z n o ś c i  w  u j ę c i u  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o r a z  w s k a z a ł  n a  p e w n e  

n i e p r a w i d ł o w o ś c i  w  f o r m u ł a c h  p r e z e n t o w a n y c h  w  p r a c a c h  M e n d e l s o n a .

B a r d z o  w a ż n y  w k ł a d ,  d o  b a d a n i a  z a g a d n i e ń  n i e s p r ę ż y s t y c h  w  u j ę c i u  

b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  w n i ó s ł  Bui C2. 9 3 ,  k t ó r y  p r z e d s t a w i ł *  p o p r a w n i e  

s f o r m u ł o w a n e  w y r a ż e n i a  n a  g r a d i e n t  • c a ł k i  o s o b l i w e j  c z ł o n u  n i e l i n i o w e g o  

z a w i e r a j ą c e g o  o d k s z t a ł c e n i a  p l a s t y c z n e .  % *

W  p r a c a c h  T e l l e s a  i B r e b b i  C2.fi, 2 . 6 6 - 2 . 6 9 3  p o d a n o  k o m p l e t n e  

s f o r m u ł o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d l a  z a g a d n i e ń  t r ó j w y m i a r o w y c h  i 

d w u w y m i a r o w y c h  t e o r i i  p l a s t y c z n o ś c i  w  u j ę c i u  o d k s z t a ł c e ń  i n a p r ę ż e ń  

w s t ę p n y c h  o r a z  p s e u d o s i ł  o b j ę t o ś c i o w y c h .

N a s t ę p n i e  p o j a w i ł o  s i ę  w i e l e  p r a c .  w  k t ó r y c h  m e t o d a  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h  s t o s o w a n a  b y ł a  o d  r ó ż n y c h  p r o b l e m ó w  n i e s p r ę ż y s t y c h .  W a r t o  t u  

wym i e n i ć  n a s t ę p u j ą c e  prace: B a n e r j e e  i M u s t o n e  [ 2 . 5 3 ,  B a n e r j e e  i C a t h i e  i 

Davies [ 2 . 2 3 ,  B a n e r j e e  i C a t h i e  [ 2 . 3 3 ,  M u k h e r j e e  [2. 4 5 3  , N a s h i m u r a  i 

Kobayashi С 2. 493 , B e n i t e z ,  Al ar c o n , Br e b b i  a  i T e l l e s  C2.7 J ,  O l i v e r i a  F a r i a ,  

Mota S o a r e s ,  P e r e i r a  i B r e b b i a  С 2. 5 5 3 ,  B a n e r j e e  i D a v i e s  [2. 4 3 ,  M a i  er i 

Novati C 2 . 3 3 3 ,  M a i e r  i P o l i z z o t t o  [ 2 . 3 6 3 ,  M u s t o n e  [ 2 . 4 8 3 ,  B a n e r j e e  i' 

Rav e e n d a  £ 2  63, H e n r y  i B a ner jee [ 2 . 2 0 ,  2 . 2 1 3 ,  T e l l e s  i C a r r e r  C2. 713 o r a z  

o p r a c o w a n i e  B u r c z y ń s k i e g o  [2.103. «
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P r o b l e m y  p l a s t y c z n e g o  p r z y s t o s o w a n i a  d o  o b c i ą ż e ń  c y k l i c z n i e  z m i e n n y c h  

w  c z a s i e 01 b a d a l i  M a i e r  i N a p p i  [ 2 . 3 2 3  o r a z  M a i e r  i P o l i z z o t t o  [2.373.

P r ó b ę  s y m e t r y c z n e g o  u j ę c i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  

s p r ę ż y s t o - p l a s t y c z n y c h  p o d j ę l i  M a i e r  [ 2 . 3 1 ] ,  M a i e r  i P o l i z z o t t o  [ 2 . 3 8 ]  i 

P o l i z z o t t o  [ 2 . 5 7 - 2 . 5 9 ] ,  M a i e r ,  N o v a t i  i S i r t o r i  [2. 3 5 ]  o r a z  N o v a t i  i 

B u r c z y ń s k i  [2.51].

Z a g a d n i e n i a  n i e l i n i o w o ś c i  g e o m e t r y c z n y c h  f o r m u ł o w a n e  b y ł y

n a s t ę p u j ą c y c h  p r a c a c h :  N o v a t i  i B r e b b i a  [ 2 . 5 0 ]  o r a z  C h a n d r a  i M u k h e r j e e

[ 2 . 1 5 - 2 . 1 8 ,  2.46].

P r o b l e m y  n i e l i n i o w e  g e o m e t r y c z n i e  i f i z y c z n i e  d l a  p ł y t  r o z w a ż a n e  b y ł y  

p r z e z  n a s t ę p u j ą c y c h  a u t o r ó w :  K a m i y a  [2.2 2 ,  2 . 2 3 ] ,  K a m i y a  i S a w a k i  [2.24,

2 . 2 5 ] ,  K a m i y a ,  S a w a k i ,  N a k a m u r a  i F u k u i  [2. 2 6 ]  o r a z  T a n a k a  [2.6 3 ,  2.64].

U o g ó l n i o n ą  k o n c e p c j ę  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  

p r o b l e m ó w  o p i s a n y c h  n i e l i n i o w y m  r ó w n a n i e m  o p e r a t o r o w y m  p r z e d s t a w i l i  T o s a k a  

i K a k u d a  [2.72].

Z a s t o s o w a n i e  n i e o s o b l i w e j  w e r s j i  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  o p a r t e j  

n a  m e t o d z i e  T r e f f t z a ,  p r z e d s t a w i ł  d l a  z a g a d n i e ń  s p r ę ż y s t o - p l a s t y c z n y c h  

Z i e l i ń s k i  [2.73].

Z  o p r a c o w a ń  k s i ą ż k o w y c h  l u b  s a m o d z i e l n y c h  r o z d z i a ł ó w  m o n o g r a f i c z n y c h  

u j m u j ą c y c h  t e m a t y k ę  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  

n i e l i n i o w y c h  n a l e ż y  w y m i e n i ć :  T e l l e s  i B r e b b i a  [ 2 . 7 0 ] ,  M u k h e r j e e  [2. 4 4 3 ,

T e l l e s  [ 2 . 6 5 3 ,  M a i e r ,  N o v a t i  i P e r e g o  [ 2 . 3 4 3  o r a z  M u k h e r j e e  i C h a n d r a  

[2. 473 .

O m ó w i o n e  w y ż e j  p r a c e  d o t y c z ą  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

d o  n i e l i n i o w y c h  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h .

O s t a t n i o  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  z n a l a z ł a  t a k ż e  z a s t o s o w a n i e  w  

n i e l i n i o w y c h  z a g a d n i e n i a c h  d y n a m i c z n y c h .  P i e r w s z ą  p r ó b ę  z a s t o s o w a n i a  

m e t o d y  d o  s f o r m u ł o w a n i a  p r o b l e m ó w  d y n a m i c z n y c h  z n i e l i n i o w o ś c i a m i  

g e o m e t r y c z n y m i  i f i z y c z n y m i  p o d j ę l i  B u r c z y ń s k i  i A d a m c z y k  [2. 1 1 ,  2.13.

Ci s a m i  a u t o r z y  s t o s o w a l i  t a k ż e  m e t o d ę  d o  z a g a d n i e ń  d y n a m i c z n y c h  z 

n i e l i n i o w y m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  C2. 1 2 ,  2.133.

K a n t o n i  i B e s k o s  [ 2 . 2 8 - 2 . 3 0 3  z a s t o s o w a l i  m e t o d ę  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

d o  d y n a m i c z n y c h  z a g a d n i e ń  s p r ę ż y s t o - p l a s t y c z n y c h  i 1 e p k o - p l a s t y c z n y c h .

U o g ó l n i o n e  s f o r m u ł o w a n i e  d y n a m i c z n y c h  z a g a d n i e ń  n i e l i n i o w y c h  

m e c h a n i k i  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  u w z g l ę d n i a j ą c e  

n i e l i n i o w o ś c i  g e o m e t r y c z n e  C w  o p i s i e  m a t e r i a l n y m  i p r z estrzennymi), 

f i z y c z n e  i n i e l i n i o w e  w a r u n k i  b r z e g o w e  p r z e d s t a w i l i  B u r c z y ń s k i  i A d a m c z y k  

[2. 143 .

W  n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  p r z e d s t a w i o n o ,  n a  p o d s t a w i e  o r y g i n a l n y c h  p r a c  

w ł a s n y c h ,  s f o r m u ł o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d l a  n i e l i n i o w o ś c i  

g e o m e t r y c z n y c h ,  f i z y c z n y c h  o r a z  d l a  n i e l i n i o w y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .

^  ang. " s h a k e d o w n "
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Z a g a d n i e n i e  u j ę t o  w  s p o s ó b  o g ó l n y  i j e d n o l i t y  d l a  w y m i e n i o n e j  k l a s y  

n i e l i n i o w o ś c i  u w z g l ę d n i a j ą c  j e d n o c z e ś n i e  d y n a m i c z n y  s t a n  o ś r o d k a  

m e c h a n i c z n e g o .

2.2. N I E L I N I O W O Ś C I  G E O M E T R Y C Z N E

2.2.1. O p i s  m a t e r i a l n y

P r z y j m u j e  się, ż e  w  c h w i l i  p o c z ą t k o w e j  t =0, r o z p a t r y w a n y  o ś r o d e k ,  

w y p e ł n i a j ą c y  o b s z a r  O c ? d C<2=2 l u b  33 i o g r a n i c z o n y  b r z e g i e m  T, o p i s a n y  

jest w  k a r t e z j a ń s k i m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  L a g r a n g e ’a  x^ z b a z ą  e 

C£-l »..<£>. W  c h w i l i  n a s t ę p n e j  t > 0  o ś r o d e k  pr zemi e s z c z a j ą c  s i ę  w y p e ł n i  

obszar V  o g r a n i c z o n y  b r z e g i e m  S. B ę d z i e  o n  o p i s a n y  w  k a r t e z j a ń s k i m  

u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  E u l e r a  z^ z t ą  s a m ą  b a z ą  e _  Z a k ł a d a  s ię, ż e  r  i S  

s p e ł n i a j ą  w a r u n k i  p o w i e r z c h n i  L a p u n o w a .

O d w z o r o w a n i e  o b s z a r u  O  w  V  m a  pos t a ć :

z = u . C x . t 3  + x ,  x  «=Q, z eV*T, T = C 0 :t3, t<=C0,c*D, C 2 . 1 3
L L k 5. L L

g d z i e  u  j e s t  s k ł a d o w ą  w e k t o r a  p r z e m i e s z c z e n i a  u C x , t3 =C u  C x , 0 3  .
c L

D e f o r m a c j a  o ś r o d k a  o p i s a n a  z a l e ż n o ś c i ą  C2. 13 g e n e r u j e  p o l e  

o d k s z t a ł c e ń  i n a p r ę ż e ń .  W  o p i s i e  m a t e r i a l n y m  L a g r a n g e ’a  t e n s o r  o d k s z t a ł c e ń  

s k o ń c z o n y c h  G r e e n a  m a  pos t a ć :

. = u. . + u  . + u. , u, . = 2 e  + 2 n  ., C 2 . 2 3
ij I.J JA i,k k.j tj ij

g d zie w y r a ż e n i a  e. . i n. p r z e d s t a w i a j ą  l i n i o w ą  i n i e l i n i o w ą  c z ę ś ć  t e n s o r a

•V
T e n s o r o w i  G r e e n a  o d p o w i a d a  t e n s o r  n a p r ę ż e ń  K i r c h h o f f a  T  . k t O r y

O
s p e ł n i a  r ó w n a n i a  r u c h u  S i g n o r i n i e g o  Cpor. C 2. 1933:

- C T  z  ,3, + p u  = b  , Cx, .t3<=0xT=0 . C2. 3a3
kj t,k j i u k T  *

T, z. n  = p  , C x  t t 3 e T x T = r  , C2. 3b3
k.J Ł»k J L V T

gdzie n. j e s t  j e d n o s t k o w y m  w e k t o r e m  n o r m a l n y m  d o  b r z e g u  T, b  i p 

p r z e d s t a w i a j ą  o d p o w i e d n i o  s i ł ę  o b j ę t o ś c i o w ą  i p o w i e r z c h n i o w ą ,  k t ó r e  

o d n i e s i o n e  s ą  d o  k o n f i g u r a c j i  p o c z ą t k o w e j .

Z a k ł a d a m y ,  ż e  p o l e  p r z e m i e s z c z e ń  s p e ł n i a  j e d n o r o d n e  w a r u n k i  

początkowe. N i e  z m n i e j s z a  t o  o g ó l n o ś c i  r o z w a ż a ń ,  b o w i e m  k a ż d e  

n i e j e d n o r o d n e  z a g a d n i e n i e  p o c z ą t k o w e  m o ż n a  s p r o w a d z i ć  d o  j e d n o r o d n e g o  

p r z y j m u j ą c ,  ż e  w  s i l e  o b j ę t o ś c i o w e j  b  u w z g l ę d n i o n e  j e s t  w y m u s z e n i e  r u c h u



ośrodka warunkami początkowymi Cpor. roz. 15.

Uwzględniając C2.13 w równaniach C2. 35 otrzymuje się:

C2. 4a3

C2. 4b5

<,dzie

Wielkości b* oraz p* traktować można odpowiednio Jako pseudosiłę

objętościową i pseudosiłę powierzchniową. Wówczas równania C2. 45 są 

identyczne z równaniami Eulera występującymi w teorii małych odkształceń. 

Do ich rozwiązania zastosować można sposób opisany poniżej.

Rozważane Jest zagadnienie przestrzeni sprężystej obciążonej w chwili 

czasu t“r, w punkcie y*Cy.5 siłą skupioną działającą w kierunku wersora 

e^ W przestrzeni tej powstanie pole przemieszczeń U mCx.y,t-r5 Cpor wzór 

Cl. 9955, które Jest odpowiedzią na Jednostkowy impuls ó^m<5Cx-y5óCt-T5. 

Rozwiązanie podstawowe U generuje pole odkształceń E i naprężeń Tim ijm ujm
Naprężenia T, spełniają równania ruchu Eulera:

- T  + p i l  = <5. < 5 C x -y 3 < 5 C t-r5 , C x .y 5 « S dijm.j im i.m C2. 5a5

C2.5b5

i są związane z odkształceniami prawem Hooke‘a:

T. - 2#jE . + <5 XE,,
Ljm tjm Lj kkm

C2. 65

gdzie

E . ■ CU . ♦ ULjm tm.j jm,J.

W celu wyprowadzenia brzegowych formuł całkowych w opisie Lagrange*a 

pomnóżmy równanie C2,4a) przez rozwiązanie podstawowe elastodynamiki 11 ̂  i 

scałkujmy po obszarze Otrzymujemy wtedy.



gdzie d O ^ - d O C x 3 d T .

S t o s u j ą c  t w i e r d z e n i e  G a u s s a - G s t r o g r a d s k i e g o  o r a z  b i o r ą c  p o d  u w a g ę  

j e d n o r o d n o ś ć  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  r ó w n a n i e  C2. 73 p o  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  

p r z y j m u j e  p o s t a ć :
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-fu p. dr ♦ fu. T u  ,dO ♦ fpU. u d O  =* fu b .d O  -  fE T  dO .
J im i T 1 im,j kj i,k T J im i T J im i T  I ijm ij T

C2. 83

g d zie d r T = d r C x 3 d T .

P o d o b n e  o p e r a c j e  w y k o n y w a n e  s ą  z r ó w n a n i e m  C2. 53. J e ś l i  p o m n o ż y ć  g o  

przez u^ i s c a ł k o w a ć  p o  o b s z a r z e  . t o  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć  

całkową:

—  fu. P  d r  +
J i im T

fpU u.dfl
J im i T

“ u  C y , t 3  —  |T e. d O  . 
m  J ijm ij T

C 2  93

r
T

o
T

Ci
T

O d e j m u j ą c t e r a z  o d r ó w n a n i  a C2. 93 r ó w n a n i e  C 2 . 83 o t r z y m u j e  s i ę

o s t a t e c z n i e C B u r c z y ń s k i i A d a m c z y k t a .  1433:

u ^ C y , t 3  = fu p  d r  -
| i m  i. T

|P u  d r  «- fu b  d d
1 im i T I im i T

r
T

C 2 . 1 0 3

fu T, u  , d O  ♦ fcT e  - E  . T 3 d O  .
I im ,j kj i, k T J L j m t j  i j:n i j T

o  n
T  T

P o w y ż s z e  w y r a ż e n i e  p r z e d s t a w i a  u o g ó l n i e n i e  f o r m u ł y  c a ł k o w e j  

S o m o g l i a n y  n a  d y n a m i c z n e  z a g a d n i e n i a  g e o m e t r y c z n i e  n i e l i n i o w e  w  o p i s i e  

ma t e r i a l n y m .  J e ś l i  w  f o r m u l e  c a ł k o w e j  C 2 . 1 0 3  p o m i n ą ć  c z ł o n y  n i e l i n i o w e  

C d w i e  o s t a t n i e  c a ł k i 3 ,  t o  b ę d ą  o n e  p r z e d s t a w i a ć  z n a n y  w z ó r  S o m o g l i a n y  d l a  

z a g a d n i e ń  g e o m e t r y c z n i e  l i n i o w y c h  Cpcr. roz. 13. I n n e  s z c z e g ó l n e  p o s t a c i e  

f o r m u ł y  C2. 103 z a l e ż ą  o d  p r z y j ę t e g o  r ó w n a n i a  k o n s t y t u t y w n e g o  ośr o d k a .  

P r o b l e m  t e n  r o z w a ż a n y  j e s t  w  p. 2. 3.



2.2.2. Opis przestrzenny

P o s ł u g u j ą c  s i ę  o p i s e m  p r z e s t r z e n n y m  Eulera. w y p r o w a d z i ć  m o ż n a  

r ó w n a n i a  a n a l o g i c z n e  d o  C 2 . 1 0 3 .  W  o p i s i e  t y m  t e n s o r  o d k s z t a ł c e ń  A l m a n s i e g o  

m a  postać:

2̂ . . = D.u. + D.u. - D.u, D.u, = 2e . - 2n * C2.113
uj j u u j t k j k ij uj

g d z i e  D C  3 =dC 3/<*z .
J J

T e n s o r o w i  o d p o w i a d a  t e n s o r  n a p r ę ż e ń  C a u c h y * e g o  a _ . P o w i n i e n  o n

s p e i n i a ć  r ó w n a n i a  r u c h u  E u l e r a  Cpor. £ 2 . 5 4 3  3:

-D .cr . + p D  v. = b  , Cz, . t 3 e V x T = V
J U J Ł Ł u k T,

C2. 123

o  n . = p. , Cz, , t 3 e S x T = S
l j j k  T

g d z i e  v^=Dtu^, J e s t  o p e r a t o r e m  p o c h o d n e j  m a t e r i a l n e j .

R o z w i ą z a n i e  p o d s t a w o w e  d l a  p r z e s t r z e n i  n i e o g r a n i c z o n e j  U ^ C z , y * t - r 3  

g e n e r u j e  pola: o d k s z t a ł c e ń  E. . i n a p r ę ż e ń  a . . P o l e  n a p r ę ż e ń  &
ujm ujm ujm

p o w i n n o  s p e ł n i a ć  r ó w n a n i e :

-Do.. + p D  V. = 6 . 6 C z - y 3 ó C t - T 3 , Cz,y3«s*d ,
j ujm t u m  u m

g dzi e  V. = D  U.
u m  Ł um

P r z y j m u j e m y  l i n i o w y  z w i ą z e k  k o n s t y t u t y w n y :

g d z i e

C2. 133

o'.. * 2/jE. . + \ 6  E  » C2. 143
ujm ujm uj k k m

E. =  C D U  + D U  3/2. 
ujm u jm j u m

P o d o b n i e  J a k  p o p r z e d n i o ,  w  c e l u  w y p r o w a d z e n i a  f o r m u ł y  c a ł k o w e j  t y m  

r a z e m  w  o p i s i e  E u l e r a »  m n o ż y m y  r ó w n a n i e  C2. 1 2 3  p r z e z  , c a ł k u j e m y  p o

o b s z a r z e  V  i k o r z y s t a j ą c  z t w i e r d z e n i a  G a u s s a - O s t r o g r a d s k i e g o  o t r z y m u j e m y :



- | U  p d S  + |E cf d V  + fu. p D  C v. 5 d V  
I i m  i  I i j m  t j  J  t m  t  i

S  V  V

O s t a t n i ą  c a ł k ę  w y s t ę p u j ą c ą  p o  l e w e j  s t r o n i e  r ó w n a n i a  C2. 153 p r z e k s z t a ł c i ć  

można w  n a s t ę p u j ą c y  s p o s ó b :

[u p D  C v  3 d V  = |D C U  p v ) d V  - [u v . D p d V  - V  pv.dV. C2. 163
J  i m  t i  J  Ł i m  i  J  t m  v l  J  t m  i

V  V  V  V

K o r z y s t a j ą c  z t w i e r d z e n i a  o  p o c h o d n e j  m a t e r i a l n e j  c a ł k i  o b j ę t o ś c i o w e j  

Cpor. £2. 1 9 3 3  o r a z  z r ó w n a n i a  c i ą g ł o ś c i  o t r z y m u j e  się:
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J u m b.dV. C 2 . 1 5 3

V

[u p D C v 3 d V  = D  U  p v . d V  - V  p v  .
I im t i l I t m  ł I i m  1

V  V  V

dV. C2. 175

N a s t ę p n i e  r ó w n a n i e  C2. 135 m n o ż o n e  J e s t  p r z e z  i c a ł k o w a n e  p o  V. P o

p r z e k s z t a ł c e n i a c h  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i e ,  k t ó r e  o d j ę t e  o d  r ó w n a n i a  C2. 155 

d a j e  w  r e z u l t a c i e  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś ć :

Ó C t - T 5 u  C y , t 5  = fu. p . d S  -  [p u.dS + |u b  d V
m  I l  m  l  I t m  ł  I i m  l

C 2. 185

5 f p C V  u. -v.U. 5 d V  + fC a. . e  .-E. . o-. 5dV. 
tj t m  t t t m  J u j m i j  t jm t j

C a ł k u j ą c  r ó w n a n i e  C2. 185 z e  w z g l ę d u  n a  c z a s  w  p r z e d z i a l e  C O , t 5  i 

u w z g l ę d n i a j ą c  J e d n o r o d n o ś ć  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  o t r z y m u j e m y  z a l e ż n o ś ć  

b ę d ą c ą  o d p o w i e d n i k i e m  r ó w n a n i a  C 2 . 1 0 5  w  o p i s i e  p r z e s t r z e n n y m  C B u r c z y ń s k i  i 

A d a m c z y k  t 2 . 1 4 3  5:

u C y , t 5  = |U p  d S  - |P u  d S  + |u. b .dV +  |Co\ e. -E. . o . 5 d V  . C2. 195
m I t m  t  T  I t m  t  T  J  i m  t  T  J  t j m  t j  t j m  i j  T

P r z e d s t a w i o n e  z o s t a ł y  d w a  s p o s o b y  o p i s u  z a c h o w a n i a  s i ę  c i a ł a  

o d k s z t a ł c a l n e g o  w  u j ę c i u  c a ł k o w y m .  F o r m u ł a  C 2 . 105 r e p r e z e n t u j e  u o g ó l n i o n y  

wzór S o m i g l i a n y  w  o p i s i e  m a t e r i a l n y m  C L a g r a n g e * a 5 » n a t o m i a s t  f o r m u ł a  

C 2 . 195 w  o p i s i e  p r z e s t r z e n n y m  C E u l e r a 5 .
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Zakłada się, że rozpatrywany ośrodek Jest Jednorodny i izotropowy 

oraz że równanie konstytutywne ośrodka da się przedstawić w następującej 

ogólnej postaci:

2 . 3 .  N IE L IN IO W O Ś C I F IZ Y C Z N E

T . = CC(© y « CC. + N « T*-. + T.., C2.20D
v j  u j k t  k l  i j k l  i j f c l  k l  t j  t j

gdzie tensory i charakteryzują własnosci materiałowe.

Za pomocą równania C2.205 opisaó można własności wielu znanych 

materiałów, z których wykonuje się elementy maszyn i budowli.

Rozwalane są następujące przypadki: 

a) jeżeli ciało Jest liniowo-sprężyste, lub sprężysto-plastyczne podczas 

procesu biernego, to tensory materiałowe mają postać:

C « iK-6 ó + <5 ,6.0 + \ó. .6 » C2. 21a5
v j k l  v k  j l  i l  j k  i j  k l

N = O, C2.21 b5
Łjkl

gdzie X i /j stałe Lamego;

b5 dla ośrodka sprężysto-plastycznego w procesie aktywnym, gdy stosowana 

jest deformacyjna teorii plastyczności, tensory materiałowe wyrażają się 

zależności ami:

C . = K<5. .6 , C2. 22a5
Ł j k l  c j  k l

N..,, - amC£..D[ó.tó, - 6 . Ą / 33,  C2. 22b5
i j k l  < 0  i k  j l  ł j  k l

gdzie

K *  C2/j +  3 X 5 / 3 ,

natomiast związek między intensywnością naprężenia i intensywnością

odkształcenia £ dany Jest zależnością o. =2mC*: }£ . , przy czym<o ^ <l> <u> <Ł> r J J
mC£^2 Jest funkcją intensywności odkształceń Cpor. C2.5235;

c5 dla nieliniowego ośrodka sprężystego tensor wyraża się

zależnością C2.21a5» natomiast
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N . . . .  =  c  y  &.  <5., ♦  c  y .  A  +  c  ł ' . , 6 „ ,  C 2 . 2 3 3
t j k l  i n n  l j  k l  2 ij U  a t k  jl

gdzie c . i ea są stałymi sprężystymi.

Równania konstytutywne w formie przyrostowej. zlinearyzowanej w 

otoczeniu konfiguracji aktualnej, mają postać:

A T . .  =  C O Ó . ' ^ , *  C C . . „  +  Ń  ,.,3Ał',1 =  A T 1". +  A T  . . C 2 . 2 4 3
L J  L j k l  k l  i j k l  i j k l  k l  i j  L j

gdzie tensor R ^  określony Jest następująco:

- dla przypadku b3

2 dm 1 1
N ... «  N. + ------------------------- £ *  C v -------------- & r  3CY  . ---------------- <5 r  3.

i j k l  L j k l  3  <1> k l  g  k l  n n  V J 3  W  o s

< L>

dla przypadku cD

N. , = N. + Cc «5. .<5, + c ł5.,6,Oy + c y% .6.t.
ijkl Ljkl l  i j  k l  2  ik jl n n  3  kj vl

W podobnej formie co zależność C2.24D można zapisać równania teorii 

plastycznego płynięcia Cpor. C2.523D, przy czym

4*i F. ,F. .i j  k l

N uki
l / h  +  2 *jF  F

m n  m n

g d z i e

9F
F  = --------- . h  =  -1 /t C O F /Q y v .3 F. ],

U  ^  U  U
Ł j

n a t o m i a s t

F C T  . r P =  O
i j  l j

J e s t  warunkiem plastyczności, w którym * Jest współczynnikiem wzmocnienia, 

a plastyczna c^ęść tensora prędkości odkształcenia ma postać:

OF
Y P -  X  
LJ

X Jest n ie u je m n y m  w s p ó ł c z y n n i k i e m  p r o p o r c j o n a l n o ś c i .



W e  w s z y s t k i c h  p r z e d s t a w i o n y c h  w y ż e j  r ó w n a n i a c h  k o n s t y t u t y w n y c h  

z a s t o s o w a n o  o p i s  L a g r a n g e ' a .  W  o p i s i e  E u l e r a  m a j ą  o n e  t a k ą  s a m ą  p o s t a ć ,  z 

t y m  ż e  T  n a l e ż y  z a s t ą p i ć  p r z e z  t y . ., n a t o m i a s t  y  . p r z e z  £. ..
ij ł j  t j  i j

U w z g l ę d n i a j ą c  z w i ą z k i  k o n s t y t u t y w n e  C2. 2 0 5  w  z a l e ż n o ś c i a c h  C2. 105 i 

C2. 195 o r a z  p r z y j m u j ą c ,  ż e  p u n k t  y  z d ą ż a  d o  b r z e g u  c i a ł a  T  l u b  S, 

o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  d w a  u k ł a d y  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h :

- d l a  o p i s u  m a t e r i a l n e g o :
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C2. 255

C y 5 u  C y , t 5  = [u. p.dr - jP. u.dr +  |U. b. d O  
m  i J v m  i T  I im t T  I l m  l T

- C T  n  - E  T  + U  T .  u. d  Ci 5 d O  .
i j m  ł j i j m  uj i m . j  k j  l ,k T  T

dla o p i s u  p r z e s t r z e n n e g o :

C 2. 2 6 5

CyDu Cy, t2)= [u p  dS — jP. u. dS + i U. b.dV + Cc. . n. E.. o . .5dV .
im i I i m  i T  J i m v T  I t m i T  J vjm ij łji« ij T

S  S  V V
T  T  T  T

S t a ł e  c. z a l e ż ą  o d  p o ł o ż e n i a  p u n k t u  y  i o k r e ś l o n e  s ą  p o d o b n i e  j a k  w  

r o z d z i a l e  1.

R ó w n a n i a  C2. 255 i C2. 2 6 5  t w o r z ą  d w a  u k ł a d y  n i e l i n i o w y c h  o s o b l i w y c h  

r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ?>, w  k t ó r y c h  n i e w i a d o m e  w y s t ę p u j ą  w  o b s z a r z e

d o m k n i ę t y m  Ci U T  l u b  V  U S. P o d s t a w o w a  z a l e t a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  

p o l e g a j ą c a  n a  t ym, ż e  n i e w i a d o m e  w y s t ę p u j ą  t y l k o  n a  b r z e g u  c i a ł a  

C o b o w i ą z u j ą c a  w  z a g a d n i e n i a c h  l i n i o w y c h 5 ,  w  o g ó l n y m  p r z y p a d k u  z a g a d n i e n i a  

n i e l i n i o w e g o  n i e  w y s t ę p u j e .  J e ś l i  j e d n a k  z a s t o s u j e  s i ę  d o  r o z w i ą z a n i a  

r ó w n a ń  C2. 255 i C2. 2 6 5  p r o c e d u r ę  i t e r a c y j n ą ,  p o m i j a j ą c  w  p i e r w s z y m  

p r z y b l i ż e n i u  c z ł o n y  n i e l i n i o w e ,  t o  n i e w i a d o m e  w y s t ą p i ą  t y l k o  n a  b r z e g u  

c ia ł a .  C a ł k i  o b j ę t o ś c i o w e  o b l i c z a  s i ę  w  t a k i m  p r z y p a d k u  n a  p o d s t a w i e  

r o z w i ą z a n i a  z p o p r z e d n i e j  i t e r a c j i .  P r z y  o b l i c z e n i a c h  n u m e r y c z n y c h  

d y s k r e t y z a c j i  p o d l e g a  b r z e g  c i a ł a ,  n a t o m i a s t  w n ę t r z e  o b s z a r u  Ci l u b  V  

n a l e ż y  p o d z i e l i ć  z a  p o m o c ą  k o m ó r e k  w e w n ę t r z n y c h ,  k t ó r e  u m o ż l i w i a j ą  

o b l i c z e n i e  c a ł e k  o b j ę t o ś c i o w y c h .

7> D o k ł a d n i e  s ą  t o  u k ł a d y  r ó w n a ń  cał k o w o - r  ó ż n i  c z k o w y c h , p o n i e w a ż  o p r ó c z  
n i e z n a n y c h  w a r t o ś c i  b r z e g o w y c h  p r z e m i e s z c z e ń  i sił p o w i e r z c h n i o w y c h  
n i e z n a n e  s ą  t a k ż e  g r a d i e n t y  p r z e m i e s z c z e ń  w e w n ą t r z  ciała.



2.4. METODA PRZYROSTOWA
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M i m o  ż e  b i b l i o g r a f i a  z z a k r e s u  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  j e s t  d o ś ć  o b s z e r n a ,  

to p r a c e  p o ś w i ę c o n e  o s o b l i w y m  r ó w n a n i o m  c a ł k o w y m  z a w i e r a j ą  p r z e w a ż n i e  

k l a s y c z n e  j u ż  r o z w i ą z a n i a  T r i c o m i e g o  1 G i r a r d a .  W y j ą t k i e m  w  t y m  z a k r e s i e  

są m. in. p r a c e  Mi chi i n a  [ 2 . 4 1 ]  i P o g o r z e l s k i e g o  £2. 56]. W  p r a c a c h  t y c h  

z n a l e ź ć  m o ż n a  w a r u n k i  w y s t a r c z a j ą c e  i s t n i e n i a  i j e d n o z n a c z n o ś c i  r o z w i ą z a ń  

l i n i o w y c h  r ó w n a ń  o s o b l i w y c h .  W  p r a c y  C 2 . 56] p r z e d s t a w i o n o  t a k ż e  p e w n ą  

k l a s ę  n i e l i n i o w y c h  r ó w n a ń  o s o b l i w y c h  p o d a j ą c  w a r u n k i  w y s t a r c z a j ą c e  

i s t n i e n i a  r o z w i ą z a n i a .

R ó w n a n i a  C2. 252) i C2. 2 6 5  s p e ł n i a j ą  w a r u n k i  p o d a n e  w  [2.5 6 ]  w  c a ł y m  

o b s z a r z e  y e d  CV5. N i e  w i a d o m o  j e d n a k ,  j a k  w y g l ą d a  p r o b l e m  i s t n i e n i a  

r o z w i ą z a ń ,  g d y  d o  r ó w n a ń  t y c h  d o ł ą c z y  s i ę  s p r z ę ż o n e  z n i m i  r ó w n a n i a  

o k r e ś l o n e  n a  b r z e g u  y e T C S 5 .

J e ś l i  z n a n y  j e s t  r o z k ł a d  p r z e m i e s z c z e ń  i sił p o w i e r z c h n i o w y c h  n a  

c a ł y m  b r z e g u ,  t o  w t e d y  r ó w n a n i a  C2. 2 5 5  i C 2 . 2 6 5 ,  w  m y ś l  t w i e r d z e n i a  

s f o r m u ł o w a n e g o  w  [ 2 . 5 6 ] ,  m a j ą  r o z w i ą z a n i a ,  k t ó r e  m o ż n a  u z y s k a ć  d r o g ą  

iteracji. D l a t e g o  w y d a j e  s i ę  c e l o w e  s t o s o w a n i e  m e t o d  p r z y r o s t o w y c h ,  d z i ę k i  

k t ó r y m  u k ł a d y  r ó w n a ń  C 2 . 2 5 5  i C 2 . 2 6 5  z m i e n i a j ą  s i ę  w  s k o ń c z o n ą  l i c z b ę  

l i n i o w y c h  u k ł a d ó w  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .  T e  o s t a t n i e  m a j ą  j e d n o z n a c z n e  

r o z w i ą z a n i a ,  k t ó r e  o t r z y m a ć  m o ż n a  m e t o d ą  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń .

R o z w a ż a n a  j e s t  l i n i o w a  c z ę ś ć  p r z y r o s t u  A u ^ C y , t 5  o t r z y m a n a  w  w y n i k u  

n a s u n i ę c i a  n a  r ó w n a n i e  C2. 2 5 5  o p e r a t o r a  A t d C O / # t .  U w z g l ę d n i a j ą c  

j e d n o r o d n o ś ć  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  o t r z y m u j e  się:

r r Ci
T T T

C2. 275

T

R ó w n a n i e  C 2 . 275 z a p i s a ć  m o ż n a  w  z w a r t e j  p o s t a c i :

t

o T

C2. 285
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gdzie przez AR.Cx.t3 oznaczano nieznane przyrosty sił i przemieszczeń na 

brzegu w przedziale czasu At. natomiast, wielkości A6 Cy.t3 wyrażają znane 

przyrosty tych samych wielkości, dane przez warunki brzegowe.

Jądra zależą od rozwiązań podstawowych. natomiast Jądra są

zależne równi eż od pochodnych funkcji przemieszczeń i przedstawiają 

nieliniową część równania C2.273.

Równanie CS. 263. opisujące zachowanie się ośrodka w opisie 

przestrzennym, zapisać można w podobnej postacit

I [ K .c Cy3u Cy.t3 - L . Cz,y,t-T3R. Cz.T3n dSCz3im L J | J mik l k

O S

Jn ^Cz .y ,t - r ;D^u^dYCzS I d T  + G^Cy.O.

C2.293

W równaniu C2.293 skorzystano z zależności L “CL 6 /n )n =L n .
m i  m i  I k  1  k  m i k  k

Aby równanie C2. 2S3 można było przedstawić w postaci przyrostowej, 

należy najpierw wyprowadzić wzór na pochodną materialną całki 

powierzchniowej Cpor. Burczyński i Adamczyk [2.1413:

C2. 303

D [f ndS=D [f dV=|  f dV + |f vŁ ndS=|f  n + f v,n,ldS.
ij i i tj i.i w  J i,t k.k k J L ^  u U  k kj

S V V S S

Nasuwając teraz operator At D C  O  na równanie C2. 29D i uwzględniając 

Jednorodność warunków początkowych otrzymuje się:

t

c Cy3AuCy.t3 = I M d c l  ,R 3Au n + L l Rn. IdS
i m  i  J  I J  J. k  m i k  i  a a  m i k  i  k j

o S

C2. 313

|Nl + N Au + N . , AC D u . 3 + N ACD, u. 3]dV dr + AG Cy.t3 ,
J  L  m  mL »■ m i k  k i m  k k j  I m  *

V

gdzie

« • 3 / ł W ' 3 l, N = D N  . N =0N / K D u 3 .
m i  i m  m i k  m  k i

Złożona postać równań C2.313 wynika z faktu uwzględnienia zmiany



№

kształtu obszaru V W przedziale czasu At. Jeżeli w. przedziale tyra pominąć 

wpływ zmiany odkształceń objętości owych na wartości poszukiwanych 

przyrostów przemieszczeń w obszarze V, to równania C2. 313 przyjmują 

uproszczoną postać:

Odpowiednikiem równań C2.283 i C2.323, opisujących dynamiczne 

zachowanie się ośrodka, są w statyce następujące równania całkowe:

V

w opisie przestrzennym.

2 . 5 .  D Y  S K R Ę T Y Z A C J A

Czas dysk ret ujemy na M przedziałów C kroków} o długości w

sposób następujący:

Zakłada się dalej, ie przyrosty poszukiwnych wielkości są w 

poszczególnych przedziałach czasu stałe*1. Wówczas równania C2.283 można 

zapisać następująco:

t

cimC y3 Au ̂ C y , Ł3 J[J*
o S

CL. AR. + R. D L ,3dS
'mi i. i Ł mi'i Ł mi'

C2. 323

dr + AGmCy,t3.

V

C2. 333

r o

w opisie materialnym oraz

S
C2. 3 4 3

te <t = oh; <a=1.2,
Ck

C2. 353

** Jest to szczególny przypadek interpolacji liniowej czasu opisany w 
p. 1.3.2.
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i m  i /  I I m  l■ £ [ ! l
C y 3 A u “ Cy3 =  ) I I L ^ C  X . yD A s Ą  x 3 drc x3

C2. 363

[n oi,}. C x , y ; i / }_ł3Ai/J d O C x D  + A G a Cyi ,
m i k  r , e  i , k 1 ~

g d z i e  w p r o w a d z o n o  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

. ca ca a - i  -  . ^  „
A u  = u  - u  = u  C y , t  ) - u  C y . t  5,

m m  m m  Ol m  Ot— 1

oi . f t o
u  = ) A u  , u  =0,
m  /  m  m

Na/3 = [ nJ "

ft= ±

V
\J*^ ~ [ l  , C x . y . t a  - T 3 d T ,  N 01̂  =  [n  . C x . y , Ł a  - r ; u ^ 1 3 d T .
m i  I m i  m i  | m t k  - ~

t u - t

R ó w n a n i a  C2. 3 2 5  p o  d y s k r e t y z a c j i  c z a s u  p r z y j m u j ą  p o s t a ć :

g d z i  e

c C y5 A u
v m

“CyD = V  [ fcL^AR  ̂ + R^iLa/,2 dŜ ~1
i /  I J m i  i v m i

ft=± L

[  [Ka ^C z , y ;  D u(^ *3 + Na/? ACD lA d V /? ‘1 
J V. m  k i m i k  k u

v^-‘ J
+ A G  Cy3.

M 0^  = L  C z . y . t  - t „  3 - L  C z . y . t  -t,J>,
m i  m i  Ol /ł-l mi O* fi

ic“ ^  = N  C z . y . t  - t „  ; D u ^ ' * 3  - N  C z . y . t  - t ^ D i / * 1} 
m  m  a  p - i’ i k m  a  () k i

V
n “ ^  = [n
m i k  I i

' . C z » y , t  - T ; D  u ^ _15dr. 
m i k  a  k i

V i

C2. 375
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P o r ó w n a n i e  r ó w n a ń  C2. 3 6 3  i C2. 3 7 3  w s k a z u j e ,  ż e  r o z w i ą z a n i e  

n i e l i n i o w e g o  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e g o  w  c h w i l i  t^, w  o p i s i e  p r z e s t r z e n n y m ,  

m i m o  p r o s t s z e j  n i e l i n i o w e j  f u n k c j i  N^, n i ż  w  o p i s i e  m a t e r i a l n y m ,  w y m a g a  

p a m i ę t a n i a  w s z y s t k i c h  p o P rzec*n i-c h  k o n f i g u r a c j i  o b s z a r u  \ p - ' L, ( J - l , 2,. . a .  

Jest t o  d u ż e  u t r u d n i e n i e  w  p r a k t y c z n e j  r e a l i z a c j i  n u m e r y c z n e j .  O p i s  

m a t e r i a l n y  n i e l i n i o w e g o  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e g o  w  u j ę c i u  c a ł k o w y m  J e s t  

k o r z y s t n i e j s z y ,  p o n i e w a ż  n i e  p o s i a d a  t e g o  m a n k a m e n t u .

D a l s z a  u w a g a  s k u p i o n a  b ę d z i e  n a  r ó w n a n i a c h  C 2 . 363. J e s t  t o  u k ł a d  

l i n i o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o k r e ś l o n y c h  w  o b s z a r z e  fl U T. R o z w i ą z a n i e  

n u m e r y c z n e  w y m a g a  p r z e p r o w a d z e n i a  d y s k r e t y z a c j i  w n ę t r z a  c i a ł a  O  w r a z  z 

j e g o  b r z e g i e m  r  i p o s z u k i w a n i u  r o z w i ą z a n i a  w  t y m  o b s z a r z e .  J e ż e l i  J e d n a k  

p r z y j ą ć  d o  r o z w i ą z a n i a  p r o c e d u r ę  i t e r a c y j n ą ,  w  k t ó r e j  c a ł k ę  o b j ę t o ś c i o w ą  

o b l i c z a  s i ę  n a  p o d s t a w i e  z n a n y c h  w i e l k o ś c i  z p o p r z e d n i e j  i t e r a c j i ,  t o  

n i e w i a d o m e  w y s t ę p u j ą  t y l k o  n a  b r z e g u  r. C a ł k ę  o b j ę t o ś c i o w ą  m o ż n a  o b l i c z a ć  

za p o m o c ą  d o w o l n e j  m e t o d y  p r z y b l i ż o n e j .  W p r a k t y c e  o b s z a r  O d z i e l i  s i ę  n a  

kom ó r k i  w e w n ę t r z n e  O q , <?=1,2,.. ,Q, Cpor. roz. 1 . 3  i z a  i c h  p o m o c ą  o b l i c z a  

c ałki o k r e ś l o n e  n a  o b s z a r z e  O.

R ó w n a n i a  C 2 . 363 w  p o s t a c i  i t e r a c y j n e j  z a p i s a ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

C y5 Aua,<N+4> = fLa a A R a -<Nłl>d r  +  fNa a C x . y ; u a -‘U u a '‘“ dfl - AH°\ C2. 385
ti i J  m i  i I m i k  r ,8 i,k m

g d z i e

a-1

A H “ Cy5

P-

= V  [  [l “ ^  A R ^ d r  + [ n ^  C x . y ; l / 3-1} A u '3 d f i l
/  I m i  i J m i k  r ,9 i,k I

W  k a ż d y m  k r o k u  i t e r a c j i  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  u k ł a d  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

C2.383, d l a  y«T, i z n a l e ź ć  n i e z n a n e  p r z e m i e s z c z e n i a  i s i ł y  n a  b r z e g u ,  a 

n a s t ę p n i e  k o r z y s t a j ą c  z C2.383, d l a  i c łrii,B̂ mŁł o b l i c z y ć  g r a d i e n t y

p r z e m i e s z c z e ń  w e w n ą t r z  o b s z a r u P> O. P o c h o d n e  p r z e m i e s z c z e ń  o b l i c z y ć  m o ż n a  

z a  p o m o c ą  m e t o d y  r ó ż n i c o w e j  l u b  s k o r z y s t a ć  z r ó w n a ń  C2.383, d l a  y e f i i 

c . —6  ..
mi mi

Z  u w a g i  n a  s i l n ą  o s o b l i w o ś ć  J ą d r a  N mik o p e r a c j a  r ó ż n i c z k o w a n i a  

a n a l i t y c z n e g o  w y m a g a  s p e c j a l n e g o  p o t r a k t o w a n i a  Cp>or. B i u  C2.933.

W  l i t e r a t u r z e  p r z e d m i o t u  Cpor. np. C2.6, 2 . 8 ,  2 . 6 5 3  3 g r a d i e n t o m
p r z e m i e s z c z e ń  p r z y p i s u j e  s i ę  z w y k l e  i n t e r p r e t a c j ę  f i z y c z n ą  w  p o s t a c i  
o d k s z t a ł c e ń  l u b  C p o  u w z g l ę d n i e n i u  p r a w  k o n s t y t u t y w n y c h  o ś r o d k a 3  
n a p r ę ż e ń .  D l a t e g o  i t e r a c y j n o - p r z y r o s t o w e  p r o c e d u r y  n o s z ą  n a z w ę  
s f o r m u ł o w a ń  z a  p o m o c ą  o d k s z t a ł c e ń  p o c z ą t k o w y c h  l u b  n a p r ę ż e ń  
p o c z ą t k o w y c h .



R ó ż n i c z k u j ą c  C2. 383 w z g l ę d e m  o t r z y m u j e  się:

f. a a  . _ a,<N+i> f»,ao< a-i^ . a, < n > , _ . f;a . _
|L AR. d r  + N  .. C x , y ; u  )Au. , d O  + A H  , C2. 393
I mi.j l J mik.j r,B t ,k m,;

0 - 0

g d z i e  J e s t  i n f i n i t e z y m a l n ą  s f e r ą  Cdi a  d = 33 l u b  o k r ę g i e m  Cdi a  33 o

p r o m i e n i u  £  w  p u n k c i e  y, n a t o m i a s t  c z ł o n  o p r ó c z  p o c h o d n e j

z a w i e r a  t a k ż e  w y r a ż e n i e  p o w s t a ł e  w  w y n i k u  c a ł k o w a n i a  J ą d r a  N mik P °  

p o w i e r z c h n i  tej sfery.

U k ł a d  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C 2 . 3 8 3  s p r o w a d z a m y  d o  p o s t a c i  a l g e b r a i c z n e j  

a p r o k s y m u j ą c  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  r®, e - 1 , 2 ,  £, p o s z u k i w a n e

w i e l k o ś c i  A R ^  z a  p o m o c ą  f u n k c j i  k s z t a ł t u  N W C £ 3  i w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  A R ^  

Cpor. roz. 1.3:

A j Ą o  = N W C ? 3 A R ^ V . C2. 405

T a k ż e  o b s z a r  O  d z i e l i m y  n a  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e  O q , <y=l,2,..,Q, k t ó r e

u m o ż l i w i a j ą  o b l i c z e n i a  c a ł e k  o b j ę t o ś c i o w y c h  o  J ą d r a c h  N  . .. W  t y m  c e l u
mik,j

r ó w n i e ż  g r a d i e n t y  p r z e m i e s z c z e ń  w e w n ą t r z  o b s z a r u  Ci s ą  a p r o k s y m o w a n e  p r z e z  

f u n k c j e  i n t e r p o l a c y j n e  i w a r t o ś c i  w ę z ł o w e .

J e ś l i  t e r a z  w  r ó w n a n i a c h  C 2 . 383 c a ł k i  b r z e g o w e  z a s t ą p i  s i ę  p r z e z  s u m ę  

c a ł e k  p o  e l e m e n t a c h  r ®  t o  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

[ A a ] M a,<N+1> -  m a 'W> +  C 2 . 4 1 3

g d z i e  I A a ] J e s t  m a c i e r z ą  k w a d r a t o w ą  z a l e ż n ą  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  z 

r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h ,  ^ x ^a, j e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą ,  k t ó r e j

e l e m e n t a m i  s ą  n i e z n a n e  p r z y r o s t y  p r z e m i e s z c z e ń  i sił w ę z ł o w y c h  A R  n a  

b r z e g u ,  < Y > a,<N> J e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  z a l e ż n ą  o d  d a n y c h  w a r u n k ó w  

b r z e g o w y c h  i sił o b j ę t o ś c i o w y c h ,  n a t o m i a s t  < H > a  J e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą ,  

k t ó r e j  e l e m e n t y  z a l e ż ą  o d  z n a n y c h  p r z y r o s t ó w  sił i p r z e m i e s z c z e ń ,  o d  

h i s t o r i i  o d k s z t a ł c e n i a  o ś r o d k a  o r a z  g r a d i e n t ó w  p r z e m i e s z c z e ń  o b l i c z o n y c h  z 

p o p r  z e d n i  ej i t e r  acJ i .

Z n a j ą c  r o z k ł a d  p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h  w  c h w i l i  t ^  n a l e ż y  

n a s t ę p n i e  o b l i c z y ć  g r a d i e n t y  p r z e m i e s z c z e ń  w e w n ą t r z  o b s z a r u  O  k o r z y s t a j ą c  

z z a l e ż n o ś c i  c a ł k o w e j  C2. 3 9 3 .



2.6. NIELINIOWE WARUNKI BRZEGOWE

R o z w a ż a n y  J e s t  o ś r o d e k  1 i n i o w o - s p r ę ż y s t y ,  w  k t ó r y m  s t a n

o d k s z t a ł c a n i a  o p i s u j e  t e n s o r  o d k s z t a ł c e ń  i n f i  n i t e z y m a l n y c h  o k r e ś l o n y  

n a s t ę p u j ą c o :

v  = C u  +  u  .3/2. C2. 423
ij ja

P r z y j m u j e m y  d l a  u p r o s z c z e n i a ,  ż e  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  s ą  z e r o w e ,  

n a t o m i a s t  s i ł y  p o w i e r z c h n i o w e  s ą  n i e l i n i o w y m i  f u n k c j a m i  p r z e m i e s z c z e ń  

brzego w y c h .

A n a l i z o w a n e  z a g a d n i e n i e  o p i s u j e  c z ę s t o  s p o t y k a n y  w  p r a k t y c e  

p r z y p a d e k ,  w  k t ó r y m  c i a ł o  o d k s z t a ł c a l n e  p r z y m o c o w a n e  J e s t  n a  c z ę ś c i  b r z e g u  

do n i e o d k s z t a ł c a l n e g o  o ś r o d k a  z a  p o m o c ą  n i e w a ż k i c h  p o d a t n y c h  e l e m e n t ó w  o  

n i e l i n i o w y c h  c h a r a k t e r y s t y k a c h .  N a  b r z e g u  t a k i e g o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o  

spełni o n e  p o w i  n n y  b y ć  n a s t ę p u j  ą c e  w a r  u n k  i :

T  C x , t 3 n .  =  p.C x »t , ; u, 3 , x eT, C2. 433
ł j  J i k

g d z i e

p  Cx, t ; U ,  3 
i k

•p.C x , t ; u fc3 g d y  »

p.C x , t 3  g d y  x ^  ,
»■ P

p.Cx,t3 g d y  x « T  ,

r=r U r U r .n u p

R ó w n a n i a  c a ł k o w e  t a k  s f o r m u ł o w a n e g o  p r o b l e m u  m a j ą  p o s t a ć  C B u r c z y ń s k i  i 

A d a m c z y k  C 2 . 13, 2 . 1 4 3 3 :

C2. 443

c ^ C  y3  U.C y ,  t 3  *  J [ K  C x ,  y , t - r 3 p . C x , t ; u fc3 d r  -  J p ^ C x , y , t - T 3 u ^ C x , r 3 d r j d T .

o r

P r z y j m u j ą c  s p o s ó b  d y s k r e t y z a c j i  o p i s a n y  z a l e ż n o ś c i ą  C2. 353 , r ó w n a n i a  

C 2 . 443 m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  n a s t ę p u j ą c o :
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g d z i e

u°* = u  С у »t Э , ?>aC x ; ufS = ł> .C x ,i  ; ufS »
m  m  a  ł к l a ’ к

u “ ^  = [u. C x , y . t  - T 3 d T .  P 0(3 = |P. Cx,
i m  I i m  a  Ł m  I i m

V *  t /3 - i

y,Ł -rDd r ,

G C y D = У  [ Г U 0^5 x ; и ( Ъ  d r  + Г p ^ d r  - \ р ° ^  u 1*
/  I I l m  l к Г) I i m  i u  | i m  l

f i = *  Г Г г
d r

ot

j U. C x , y , t  -тЗр.Сх» r D d r  -  I P  C x , y , t  -r2)u.Cx, r D d r
Ш  a  V P  J Ł m  ' CA Ł u

dr.

О Г
P

F u n k c j a  G ^ C y 3  w y s t ę p u j ą c a  w  r ó w n a n i u  C2. 453 z a l e ż y  o d  z n a n y c h  

w a r t o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  i sił n a  b r z e g u  w  c h w i l i  o r a z  h i s t o r i i

o d k s z t a ł c e n i a .

D y s k r e t y z u j ą c  b r z e g  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  Г*. e = l , 2 , . , . E ,  i 

a p r o k s y m u j ą c  p r z e m i e s z c z e n i a  i s i ł y  b r z e g o w e  p r z e z  f u n k c j e  k s z t a ł t u  i 

w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e  u k ł a d  n i e l i n i o w y c h  r ó w n a ń  

a l g e b r a i c z n y c h :

[ A a ] < F C u » “  -  łGł". с 2. 463

g d z i e  [ A 01] j e s t  m a c i e r z ą  k w a d r a t o w ą  z a l e ż n ą  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  z 

r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h ,  < F C i D > a  J e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  , k t ó r e j  

e l e m e n t a m i  s ą  n i e l i n i o w e  f u n k c j e  w a r t o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  w  w ę z ł a c h  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  n a  p o w i e r z c h n i  Г  , n a t o m i a s t  e l e m e n t y  m a c i e r z y  

k o l u m n o w e j  < G >  z a l e ż ą  o d  d a n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  i h i s t o r i i  

o d k s z t a ł c e n i a .
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3. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ANALIZIE KONTAKTU CIAL STAŁYCH

3.1. UWAGI WSTĘPNE

W  z a g a d n i e n i a c h  a n a l i z y  w y t r z y m a ł o ś c i o w e j  r ó ż n y c h  e l e m e n t ó w  m a s z y n  

c z ę s t o  p o j a w i a  s i ę  p r o b l e m  o k r e ś l e n i a  n a p r ę ż e ń  i p r z e m i e s z c z e ń  l o k a l n y c h  

w y w o ł a n y c h  o d d z i a ł y w a n i e m  i n n e g o  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o .  A n a l i z a  

n i e h e r t z o w s k i e g o  k o n t a k t u ,  u w z g l ę d n i a j ą c a  d o w o l n y  k s z t a ł t  k o n t a k t u j ą c y c h  

s i ę  p o w i e r z c h n i  c i a ł  s t a ł y c h  o r a z  z j a w i s k o  t a r c i a  m i ę d z y  t ymi 

p o w i e r z c h n i a m i , m o ż l i w a  j e s t  o b e c n i e  d z i ę k i  z a s t o s o w a n i u  m e t o d  

n u m e r y c z n y c h .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  J e s t  w y j ą t k o w o  d o g o d n ą  m e t o d ą  n u m e r y c z n ą  

w  a n a l i z i e  z a g a d n i e ń  k o n t a k t o w y c h ,  p o n i e w a ż  u w z g l ę d n i a  w  s p o s ó b

b e z p o ś r e d n i  f a k t ,  ż e  r z e c z y w i s t e  e l e m e n t y  m a s z y n  s t y k a j ą  s i ę  z e  s o b ą  

p o w i e r z c h n i a m i  z e w n ę t r z n y m i .  I n n ą  z a l e t ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  

f o r m u ł o w a n i u  z a g a d n i e ń  k o n t a k t o w y c h  j e s t  m o ż l i w o ś ć  b e z p o ś r e d n i e g o

u w z g l ę d n i e n i a  n o r m a l n y c h  i s t y c z n y c h  sił p o w i e r z c h n i o w y c h  w  s t r e f i e  styku.

Z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  j e s t  z e  s w e j  i s t o t y  z a d a n i e m ,  k t ó r e  m o ż n a  

z a k w a l i f i k o w a ć  d o  p r o b l e m ó w  b r z e g o w y c h  o  n i e l i n i o w y c h  w a r u n k a c h  

b r z e g o w y c h ,  p o n i e w a ż  s i ł y  p o w i e r z c h n i o w e  w  s t r e f i e  s t y k u  z a l e ż ą ,  w  o g ó l n y m  

p r z y p a d k u ,  o d  p r z e m i e s z c z e ń  b r z e g o w y c h  w  s p o s ó b  n i e l i n i o w y .  W y o d r ę b i e n i e  

t y c h  p r o b l e m ó w  z k l a s y  z a g a d n i e ń  o p i s y w a n y c h  w  roz. 2  Cp. 2. 63 w y n i k a  z e  

s p e c y f i k i  i w a ż n o ś c i  z a g a d n i e ń  k o n t a k t o w y c h .  N i e l i n i o w o ś ć  r o z p a t r y w a n e g o  

z j a w i s k a  p o w o d u j e ,  ż e  d o  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  n a l e ż y  z a s t o s o w a ć  t e c h n i k ę  

i t e r a c y j n o - p r z y r o s t o w ą .

O r y g i n a l n y  d o r o b e k  z w i ą z a n y  z z a s t o s o w a n i e m  m e t o d y  e l e m e n t ó w

b r z e g o w y c h  d o  r o z w i ą z a n i a  d w u w y m i a r o w e g o  z a g a d n i e n i a  k o n t a k t u  w n i o s ł y  

p r a c e  A n d e r s s o n a ,  F r e d r i k s s o n a  i P e r s o n a  C 3 . 83, A n d e r s s o n a  C 3 . S - 3 . 7 3  o r a z  

A n d e r s s o n a  i P e r s o n a  [3.93.

M o ż l i w o ś ć  w y k o r z y s t a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  a n a l i z y  

k o n t a k t u  r o z p a t r u j e  t a k ż e  W i t k o w s k i  [ 3 . 2 6 3 ,  t r a k t u j ą c  j e d n a k  o m a w i a n ą  

m e t o d ę  t y l k o  j a k o  n a r z ę d z i e  s ł u ż ą c e  d o  o k r e ś l e n i a  p o d a t n o ś c i  ciała.

W  p r a c a c h  B u r c z y ń s k i e g o  i A d a m c z y k a  [ 3 . 2 - 3 . 4 ,  3 . 1 0 - 3 . 1 2 3  u o g ó l n i o n o  

p r a c e  A n d e r s s o n a  n a  p r z y p a d e k  t r ó j w y m i a r o w y  o r a z  o s i o w o - s y m e t r y c z n y  i 

s f o r m u ł o w a n o  z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  k o ł a  k o l e j o w e g o  z s z y n ą  i k o ł a  z o s i ą  

z e s t a w u  w a g o n o w e g o .

Z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  k o n t a k t u  

r o z p a t r y w a n e  b y ł o  t a k ż e  w  i n n y c h  p r a c a c h .  W a r t o  t u  w y m i e n i ć  n a s t ę p u j ą c e  

p o z y c j e :  P a r i s  i G a r r i d o  [3. 2 0 ,  3 . 2 1 3 ,  T s u t a  i Y a m a j i  [3. 2S3,

A b d u l  - M i h s i n , B a k r  i Pałcer [3.1 3 ,  K u i c h  [ 3 . 1 7 3 ,  M a r g e n o v  i i n n i  [3. 1 8 3 , 

K a r a m i  i F e n n e r  [ 3 . 1 6 3 ,  J in, R u n e s s o n  i S a m u e l s s o n  [ 3 . 1 4 3 ,  P a n a g i o t o p o u l o s  

[ 3 . 1 9 3 ,  Sel v a d u r a i  [ 3 . 2 2 3 ,  T a k a h a s h i  i B r e b b i a  [ 3 . 2 3 3 ,  T rał li i A l e s s a n d r i  

[ 3.2 4 3  o r a z  J o d k o  [3.153.

W  r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  r o z p a t r z o n o  z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  z t a r c i e m  

s p r ę ż y s t y c h  c i a ł  p r z e s t r z e n n y c h  o r a z  o m ó w i o n o  s p o s ó b  m o d e l o w a n i a  p o ł ą c z e ń
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w t ł a c z a n y c h  e l e m e n t ó w  m a s z y n  o  s y m e t r i i  o b r o t o w e j  s t o s u j ą c  u j ę c i e  m e t o d y  

e l e m n t ó w  b r z e g o w y c h  p r z e d s t a w i o n e  w  o r y g i n a l n y c h  p r a c a c h  w ł a s n y c h .

3.2. S F O R M U Ł O W A N I E  P R O B L E M U

R o z w a ż a n e  s ą  d w a  l i n i o w o - s p r ę ż y s t e  c i a ł a  z a j m u j ą c e  o d p o w i e d n i o  

o b s z a r y  0 A  i 0 D i o g r a n i c z o n e  p o w i e r z c h n i a m i  T A  i T B C r y s . 3 .  laD. C i a ł a  t e  

pod w p ł y w e m  c z y n n i k ó w  z e w n ę t r z n y c h  p o d l e g a j ą  z b l i ż e n i u .  S k u t k i  t e g o  

z b l i ż e n i a  s ą  a n a l i z o w a n e  o d  c h w i l i  o d p o w i a d a j ą c e j  z e t k n i ę c i u  o b u  ciał. O d  

tego m o m e n t u  w r a z  z e  w z r o s t e m  o b c i ą ż e n i a  w z r a s t a ć  b ę d z i e  p o l e  p o w i e r z c h n i ,  

na k t ó r e j  o b a  c i a ł a  s i ę  s t y k a j ą .  P o w i e r z c h n i a  t a  o z n a c z a n a  J e s t  p r z e z  r^.

P o ł o ż e n i e  p o w i e r z c h n i  T c j e s t  n a  p o c z ą t k u  a n a l i z y  k o n t a k t u  n i e z n a n e .  

W c h w i l i  p o c z ą t k o w e j  w y r ó ż n i ć  m o ż n a  t y l k o  n a  b r z e g a c h  o b u  c i a ł  c z ę ś c i  

p o w i e r z c h n i  T A  i T B , k t ó r y c h  f r a g m e n t y  w  n a s t ę p n y c h  c h w i l a c h  w e j d ą  w
C C A B

k o n t a k t  Crys. 3. Ib2>. W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  i P c n i e  m u s z ą  b y ć  i d e n t y c z n e  z 

p o w i e r z c h n i a m i  o d p o w i a d a j ą c y m i  p o  o d k s z t a ł c e n i u  p o w i e r z c h n i  Jeśl,i

o z n a c z y ć  p r z e z  T A  i T® p o w i e r z c h n i e ,  k t ó r e  p o  o d k s z t a ł c e n i u  p r z e j d ą  w  

p o w i e r z c h n i ę  r^, t o  p o w i n n y  z a c h o d z i ć  n a s t ę p u j ą c e  z w i ą z k i :

r K  3  r K  2  f K . K = A ,B . C3. 13
c c

N a  p o w i e r z c h n i a c h  T A  i r* w p r o w a d z a  s i ę  l o k a l n e  u k ł a d y  w s p ó ł r z ę d n y c h  

Crys. 3.22). A n a l i z a  k o n t a k t u  p r z e p r o w a d z o n a  b ę d z i e  m e t o d ą  p r z y r o s t o w ą ,  tzn. 

p r z y r o s t o m  o b c i ą ż e n i a  o d p o w i a d a ć  b ę d ą  p o s z u k i w a n e  p r z y r o s t y  p r z e m i e s z c z e ń .  

W i e l k o ś ć  u°'n , p r z e d s t a w i o n a  n a  rys. 3 .2, o z n a c z a  o d l e g ł o ś ć  m i ę d z y  

p o w i e r z c h n i a m i  w  n - t y m  k r o k u  o b c i ą ż e n i a .  N a  t e j  c z ę ś c i  b r z e g u ,  k t ó r a  

w e s z ł a  w  k o n t a k t ,  s p e ł n i o n y  J e s t  w a r u n e k  u°'n=0.

W i e l k o ś ć  a  d e f i n i u j e  p o ł o ż e n i e  p o w i e r z c h n i  T c  i J e s t  p o c z ą t k o w o  

n i e znana. D o p i e r o  g d y  u d a  s i ę  o k r e ś l i ć  p r z e m i e s z c z e n i a  u^ i u^ t a k i e ,  ż e  w  

Cn+12) k r o k u  o b c i ą ż e n i a  p u n k t y  P ^  i P b z e t k n ą  s ię, t o  ca m o ż e  b y ć  w y z n a c z o n a  

ze wzoru:
a  ,  n t  t

u
i

a  =  -----------  C3. cO
o  ,  n

U

W s k a ź n i k  ói m o ż n a  t r a k t o w a ć  j a k o  p a r a m e t r  o k r e ś l a j ą c y  u m i e j s c o w i e n i e  

l o k a l n e g o  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h ,  w  k t ó r y m  z o s t a ł o  z d e f i n i o w a n y c h  s z e ś ć  

n o w y c h  s k ł a d o w y c h  p r z e m i e s z c z e ń  v*C, K -A ^ B . W  t y m  p r z y p a d k u  oi p o w i n n o  b y ć  

z a d a n e  a p r i o r i , np. a=0,5. Z  d r u g e j  s t r o n y  a  m o ż e  b y ć  o b l i c z o n a  z 

p o p r z e d n i e g o  k r o k u  o b c i ą ż e n i a  i a k t u a l i z o w a n a  w  k a ż d y m  n a s t ę p n y m  krok u .  W  

t y m  p r z y p a d k u  w  C n + 1 D  k r o k u  w i e l k o ś ć  j e s t  o k r e ś l a n a  z z a l e ż n o ś c i :

a  ,  n
u
i

a  =-•  4  C3. 33
A ,  n  B  ,  n

U  +  U
1 1

W  p r z e c i w n y m  r a z i e  p r z y j m u j e  s i ę  d o  o b l i c z e ń  a  zJeże l i  u ^  + u^ *0. 

k r o k u  Cn-13.
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/

b)

Rys. 3.1 D w a  c i a ł a  w  k o n t a k c i e  

Fig. 3.1 T w o  b o d i e s  i n  c o n t a c t
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Rys. 3 . 2  D e f i n i c j a  l o k a l n y c h  u k ł a d ó w  w s p ó ł r z ę d n y c h  w  s t r e f i e  k o n t a k t u  

Fig. 3 . 2  D e f i n i t i o n  o f  l o c a i  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  i n  t h e  c o n t a c t  z o n e

P r z y r o s t y  p r z e m i e s z c z e ń  i s ił» j a k i c h  d o z n a j ą  c i a ł a  A i B , o k r e ś l a n e  

b ędą w  u k ł a d a c h  w s p ó ł r z ę d n y c h  z a c z e p i o n y c h  n a  p o w i e r z c h n i a c h  r *  i r* 

C r v s . 3 . 2 3 ,  n a t o m i a s t  w  u k ł a d a c h  w s p ó ł r z ę d n y c h  z a c z e p i o n y c h  n a  p o w i e r z c h n i  

f pr.zyrosty p r z e m i e s z c z e ń  z d e f i n i o w a n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

C3. 43

K ~ A t B t i>2»3.

S k ł a d o w e  p r z e m i e s z c z e ń  A v * ,n i n t e r p r e t o w a ć  m o ż n a  j a k o  o d l e g ł o ś c i  

j a k i e  m u s z ą  p r z e b y ć  p u n k t y  b r z e g o w e ,  a b y  o s i ą g n ą ć  p o w i e r z c h n i ę  

C a ł k o w i t a  w a r t o ś ć  p r z e m i e s z c z e ń  o b l i c z a n a  j e s t  n a s t ę p u j ą c o :

K=A >B . C 3. 53

P o d c z a s  o b c i ą ż a n i a  t w o r z ą  s i ę  n o w e  w i ę z y  o g r a n i  c z a j a c e

o d k s z t a ł c a l n o ś ć  ciał a .  J e ś l i  p o w i e r z c h n i e  r *  i r ” p o k r y ć  p ł a s k i m i  

e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i ,  t o  w ó w c z a s  m o ż n a  o k r e ś l i ć  t a k i e  p r z y r o s t y

o b c i ą ż e n i a ,  p r z y  k t ó r y c h  p r z e j ś c i e  d o  n o w e g o  s t a n u  o d b y w a ć  s i ę  b ę d z i e  p r z y  

nie z m i e n i o n y c h  w a r u n k a c h  k o n t a k t u .
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3 . 3 .  TA RCIE MIĘDZY POWIERZCHNIAMI KONTAKTU

N a j p r o s t s z y m  s p o s o b e m  u w z g l ę d n i e n i a  z j a w i s k a  t a r c i a  j e s t  p r z y j ę c i e  

m o d e l u  C o u l o m b a ,  w  k t ó r y m  s i ł y  s t y c z n e  p ^  o k r e ś l o n e  s ą  p r z e z  w s p ó ł c z y n n i k  

t a r c i a  n  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

p  s u p  » C 3 .65
r i

g d z i e

p *  J c p  5 2 + C p  
* T  2  * 3

/j = const.

P r z y j ę c i e  d o  o b l i c z e ń  m o d e l u  C o u l o m b a  p r o w a d z i  j e d n a k  d o  m a ł o  

d o k ł a d n y c h  w y n i k ó w  Cpor. C3. 5 - 3 . 7 ,  3.9 3 5 .  Z  b a d a ń  d o ś w i a d c z a l n y c h  w i a d o m o ,  

ż e  w s p ó ł c z y n n i k  t a r c i a  z a l e ż y  m. in. o d  w i e l k o ś c i  n a c i s k u  m i ę d z y  c i a ł a m i ,  

k s z t a ł t u  p o w i e r z c h n i ,  w ł a s n o ś c i  f i z y k o c h e m i c z n y c h  m a t e r i a ł u .

W  p r a c y  C3 . 1 3 3  p r z y j m u j e  s ię, ± e  l i c z b a  t a r c i a  z a l e ż y  o d

w s p ó ł c z y n n i k a  t w a r d o ś c i  h  i w z g l ę d n e g o  p o ś l i z g u  s t y k a j ą c y c h  s i ę

p o w i e r z c h n i  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

AiCvT ,h5 =  AikCl - Cl -  ^ / ^ ) e x p C  - h \ r ^  3 , C3. 75

g d z i e  f j^  j e s t  w a r t o ś c i ą  p o c z ą t k o w ą  w s p ó ł c z y n n i k a  t a r c i a ,  n a t o m i a s t  f j j e s t  

w a r t o ś c i ą  k o ń c o w ą  C g r a n i c z n ą } .

G d y  ‘O t r z y m u j e  s i ę  m o d e l  C o u l o m b a .

P o  n  k r o k a c h  o b c i ą ż e n i a  w z g l ę d n y  p o ś l i z g  m o ż n a  o b l i c z y ć  z e  wzoru:

n l ,  A  , n B , n„2 . - A .n  B , 2 „
v  * ^ C u  + u  5 + C u  + u  ' 5 C 3 . 8}
T  2  2  3 3

W s p ó ł c z y n n i k  t a r c i a  /j z m i e n i a  s i ę  w  s p o s ó b  c i ą g ł y  w r a z  z o b c i ą ż e n i e m .  T e n  

f a k t  n a l e ż y  u w z g l ę d n i ć  w  o b l i c z a n i u  p r z y r o s t ó w  sił s t y c z n y c h .  P r z y j m u j e  

się, ż e  s i ł y .  s t y c z n e  z w i ą z a n e  s ą  z n o r m a l n y m i  n a c i s k a m i  w  s p o s ó b  

n a s t ę p u j ą c y :

P L = ^ P Łt * = * 2 ,3 , C 3 . 9}

g d z i e

M  cos*>,

P 3 = M  sin*>.

P a r a m e t r  o k r e ś l a  k i e r u n e k  w y p a d k o w e j  s i ł y  s t y c z n e j  C r y s . 3 .  35, a  J e g o  

s p o s ó b  w y z n a c z a n i a  p r z e d s t a w i o n y  J e s t  p o n i ż e j  Cpor. C3. 4, 3 . 1 0 - 3 . 1 2 3 5 .



81 -

Fig. 3 . 3  D i r e c t i o n  o f  a  s l i p  i n  t h e  c o n t a c t  a r e a

Z a k ł a d a  się, ż e  p o  n  k r o k a c h  o b c i ą ż e n i a  n a  c z ę ś c i  p o w i e r z c h n i  r"c 

wystąpi z j a w i s k o  p o ś l i z g u .  W ó w c z a s  w  C n + 1 5  k r o k u  k i e r u n e k  s i ł y  t a r c i a  J e s t  

taki sam. J a k  s i ł y  s t y c z n e j  d o  p o w i e r z c h n i  w  n - t y m  kroku.

O t r z y m u j e  s i ę  w i ę c

COStp =

y n -s2 . ^ n.2f p  ) + C p  5
2 *9

C3. 105

P r z y j m u j e  się, ż e  w  k a ż d y m  n a s t ę p n y m  k r o k u  k i e r u n e k  s i ł y  t a r c i a  p o k r y w a  

się z k i e r u n k i e m  p o ś l i z g u ,  t j .

c o s tp  = - C3. llaD

A , n + l  B , n t l s 2 , . A , n + l  B . n + 1 . , 2
C u  + u  5 +  C u  + u  5

s tru p  = C3. llbD

J . A . n + l  B , n + 1 . 2  , , A , n + l  B , n + 1 ~ 2
C u  + u  5 +  C u  + u  5

2 2 3 9



Z n a k  m i n u s  w e  w z o r a c h  C3. 112) o z n a c z a ,  ż e  z w r o t y  sił t a r c i a  m a j ą  b y ć  

p r z e c i w n e  d o  w z g l ę d n e g o  p o ś l i z g u .

R ó ż n i c z k i  sił s t y c z n y c h  m o ż n a  z a p i s a ć  w  p o s t a c i :
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dp^ = i-2,3. C 3.122)

Z m i e n i a j ą c  t e r a z  r ó ż n i c z k i  n a  p r z y r o s t y  o t r z y m u j e  się:

g d z i e

;jn_1A p n , i=2 . 3 .  C3. 133

. n  n-i n-2
A fj * fJ -  fJ »

p r z y  c z y m  w z g l ę d n y  p o ś l i z g  o k r e ś l o n y  j e s t  r ó w n a n i e m  C3. 82).

P r z y r o s t y  w s p ó ł c z y n n i k a  t a r c i a  o k r e ś l o n e  s ą  n a  p o d s t a w i e  p o p r z e d n i e g o  

k r o k u  o b c i ą ż e n i a .  Z a s t o s o w a n i e  w z o r u  C3. 132) d o  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  

p r o w a d z i ł o  d o  p o p r a w n y c h  w y n i k ó w  o b l i c z e ń  Cpor. C3.715.

3.4. W A R U N K I  B R Z E G O W E  W  S T R E F I E  K O N T A K T U

Z a k ł a d a  się, ż e  n a  t y c h  c z ę ś c i a c h  p o w i e r z c h n i  r A  i r", d l a  k t ó r y c h  

u ° ,n= 0  C a  w i ę c  w  t y c h  m i e j s c a c h ,  g d z i e  c i a ł a  s i ę  s t y k a j ą } ,  w y r ó ż n i ć  m o ż n a  

n a s t ę p u j ą c e  s t r e f y :

- s t r e f y  a d h e z y j n e  r A i P B ,
J  J  C a  C a

- s t r e f y  p o ś l i z g u  r A  i P B .
C s  C o

J e s t  o c z y w i s t e ,  ż e  z a c h o d z ą  n a s t ę p u j ą c e  z w i ą z k i :

TK 2 TK U  rK o r a z  rK n r K  =  0. C3.143
C  C a  C s  C a  1 * C a

K = A , B

W y m ó g  p r a w i d ł o w e g o  r o z w o j u  k o n t a k t u  n a r z u c a  p o t r z e b ę  s f o r m u ł o w a n i a  

o d p o w i e d n i c h  w i ę z ó w  g e o m e t r y c z n y c h  i f i z y c z n y c h ,  k t ó r e  w  s t r e f i e  k o n t a k t u  

w p r o w a d z a j ą  o g r a n i c z e n i a  n a  d o w o l n ą  d e f o r m a c j ę  o b u  ciał. W i ę z y  

g e o m e t r y c z n e  w y n i k a j ą  z w a r u n k u  z g o d n o ś c i  p r z e m i e s z c z e ń  w  s t r e f i e  

k o n t a k t u .  Ż ą d a  s ię, a b y  w a r t o ś c i  p r z e m i e s z e ń  n o r m a l n y c h  p u n k t ó w  b ę d ą c y c h  w  

k o n t a k c i e  b y ł y  p r z e c i w n y c h  z n a k ó w  i r ó w n e  c o  d o  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n y c h .  T o  

s a m o  d o t y c z y  p r z e m i e s z c z e ń  s t y c z n y c h  w  s t r e f i e  a d h e z y j n e j .  S i ł y
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p o w i e r z c h n i o w e  p^ w  s t r e f i e  k o n t a k t u  p o w i n n y  b y ć  d l a  o b u  c i a ł  J e d n a k o w e .

W i ę z y  f i z y c z n e  n a r z u c a j ą  o g r a n i c z e n i a ,  a b y  w  s t r e f i e  p o ś l i z g u  s i ł y  

s t y c z n e  b y ł y  z w i ą z a n e  z s i ł a m i  n o r m a l n y m i  p r a w e m  t a r c i a ,  n a t o m i a s t  s i ł y  

n o r m a l n e  p o w i n n y  b y ć  u j e m n e .  P o w y ż s z e  o g r a n i c z e n i a  m o ż n a  z a p i s a ć  w  p o s t a c i  

n a s t ę p u j ą c y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  w  s t r e f i e  k o n t a k t u :

r* U r*
C a  C s

A v  + A v  = O.
i i

A p  - A p

C 3 . 1 3 a 3

p  <0. K = *A .B , i= 1 . 2 . 3

r “  : A v *  ł A v S = O. t=2 , 3 .  
C a  l i

C3. 1 5b}

r* : ApK = Ap^ + IJ ApK . K=A.B; i =1,2,3. C3. IScJ
C o  i i i

W a r t o  n a d m i e n i ć ,  ż e  z  u w a g i  n a  s p e c y f i k ę  f o r m u ł o w a n i a  z a d a n i a  

b r z e g o w e g o  w  p o s t a c i  c a ł k o w e j ,  w  k t ó r e j  p r z e m i e s z c z e n i a  b r z e g o w e  i s i ł y  

p o w i e r z c h n i o w e  w y s t ę p u j ą  w  s p o s ó b  j a w n y  w  r ó w n a n i a c h ,  w i ę z y  g e o m e t r y c z n e  i 

f i z y c z n e  s ą  u w z g l ę d n i a n e  w  s p o s ó b  b e z p o ś r e d n i .

3.5. BRZEGOWE RÓWNANIA CAŁKOWE ZAGADNIENIA KONTAKTU

D l a  k a ż d e g o  c i a ł a  z n a j d u j ą c e g o  s i ę  w  k o n t a k c i e  m o ż n a  n a p i s a ć  u k ł a d  

b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  w  p o s t a c i  40>:

:..Cx)u“ C x D  *  <  x , y} p *C y} d r *  C y} - jp. .C x . y} u * C  y} d r * C  y} .

K = A , B

l u b

T. .C x , y} u ~ C  y} d r  C y} C x . yZ> p*C yD d r K C y3 .

C 3 . 16)

C3. 175

g d z i e
K * A .B

T  C x , y )  = P  C x , y )  ♦ c. . C y } ó C x - y } .
i-J « J

C3. 18}

P o n i e w a ż  p r z y  o p i s i e  z a g a d n i e n i a  k o n t a k t u  s t o s u j e  s i ę  z a s a d ę  

p r z y r o s t o w ą ,  w i ę c  u k ł a d  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C 3 . 1 7 }  p r z y b i e r a  p o s t a ć :

i0> D l a  u p r o s z c z e n i a  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  w p ł y w  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  z o s t a ł  
p o m i  ni ęty.
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J V  .C x ,y 3 A u * C y 3 d r KCy3 = Ju . {  x . y 3 A p * C y 3 d r KC y 3 . C 3 .1 9 )

r *  r K
K=A.B

W s z y s t k i e  w i e l k o ś c i  w  r ó w n a n i u  C 3 . 192) o d n o s z ą  s i ę  d o  g l o b a l n e g o  

u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  z  b a z ą  N a t o m i a s t  d o  tej p o r y  u ż y w a n o

l o k a l n e g o  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  < £ * >  z b a z ą  < e * > » K = A ,B , Cpor. rys. 3.22). W 

l o k a l n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  J ą d r a  r ó w n a ń  C3. 192) t r a n s f o r m u j ą  się 

n a s t ę p u j ą c o :

T*. ,Cx,y2> * A K , ,CxDT. .Cx,yDAIC.,CyD »
t J Ł l ŁJ JJ

C3. 202)

U * , .,Cx,y) = A K , .CxDU. C x , y } A K ..CyD . 
*■ J  i  t  W  J J

g d z i e

i
ii

o r a z  z a l e ż n o ś c i  C3. 42) i C3.132) o t r z y m u j e  s i ę

. K  K  K  . X  K  K  . K  . K  ,A .! ,.  = e . , * e ;  A . .  *  e .  * e .  ,  ; A. , . ‘ A. s  ó . , . , .
• * • •• Ł l l Ł Ł J l j

U w z g l ę d n i a j ą c  w  r ó w n a n i a c h  C 3 . 192) b r z e g o w e  w a r u n k i  k o n t a k t u  C 3 . 152)
ii>

[ t *  A uAd r A + Ft *  .Av  d r A + f c T *  A v + T *  A vA + T *  A vA3 d r A
J 1J J V I IJ J J Ł i i 1 2 2  Ł 3 3

' r A  r A
C a  C o

fl^ ApAd r A + [U* A p d r A + FcU* + pn*‘uA + f j n~ i UA 3 Ap dI~A C3. 213 
J IJ  r j J i J  J J li 2  1 2 3 1 3 i

r A - r A  r A  r A
C  C a  C s

fanTA u ° 'n'*d rA + fcLT* Ap'J,r> + U* A p M ’r,3 drA.
J U  J 1 2  2 1 9  * 3

r A  r A
C  C o

Ft *  A uBd r B + Ft "  Av  d r “  + fcT® Av + T® Av”  + t "  A vB3 d r®J VJ j J ŁJ J J Łi 1 Ł 2  2 Ł3 3

r  -r" r" r"
C  C a  C o

fu® A pBd r B + [u B A p d r B + [ c u "  + a / ^ U *  +  Al"" 1U B 3Ap d r B C3. 222)J  i j  j  J Lj *J  J Ł i  2  Ł 2  * 3  Ł 3 ‘ i

r  - r

14> W  c e l u  u p r o s z c z e n i a  d a l s z e g o  z a p i s u  w e  w s k a ź n i k a c h  i  o r a z  j  p o m i n i ę t o  
a p o s t r o f y .



gdzie w p r o w a d z o n o  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

A v a =  - A v B = A v  ; A p *  = A p B =  A p  n a  r K  U r K  , i=l .2,3; K - A .B ,
1 i i v L l C a  C a

Ava = - A v B = A v  n a  T K  ; t = l , 3 ;  K = A .B .
i - ł i C a

R ó w n a n i a  C3. 21D i C 3 . 2 2 D  t w o r z ą  w  s u m i e  u k ł a d  0  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

z a g a d n i e n i a  k o n t a k t u .  N a  k a ż d e j  c z ę ś c i  b r z e g u  w y r ó ż n i ć  m o ż n a  s z e ś ć  

n i e w i a d o m y c h ,  a  m i a n o w i c i e :

U  e r “ /  r K 3 A v K  l u b  A p K  , i = l , 2 . 3 .  K = A .B ,
' C  L t

k = a  , a

r A  . T B A v  1 A p  ,
C a  C a  l v

T A  , T B A v  i A p  . A v K . A v K .
C a  C a  i ' i  2 3

J e ż e l i  p o w i e r z c h n i a  k o n t a k t u ,  a  ś c i ś l e j  s t r e f y :  a d h e z y j n a  i p o ś l i z g u

nie z m i e n i a j ą  s i ę  p o d c z a s  p r z y r o s t u  o b c i ą ż e n i a ,  t o  u w z g l ę d n i a j ą c  f a k t ,  ż e  

oba c i a ł a  s ą  l i n i o w o - s p r ę ż y s t e ,  m o ż n a  z a s t o s o w a ć  z a s a d ę  s u p e r p o z y c j i .  

W ó w c z a s  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a ń  C 3 . 2 1 D  i C3. 2 2 D  z ł o ż y ć  m o ż n a  z  d w ó c h  c z ę ś c i . 

C z ę ś ć  p i e r w s z a  r o z w i ą z a n i a  z a l e ż e ć  b ę d z i e  o d  d w ó c h  o s t a t n i c h  c a ł e k  w  

r ó w n a n i a c h  C3. 2 1 D  i C3. 2 2D, n a t o m i a s t  d r u g a  c z ę ś ć  r o z w i ą z a n i a  z a l e ż n a  

b ę d z i e  o d  p r z y r o s t ó w  o b c i ą ż e n i a  z e w n ę t r z n e g o .

3 . 6 .  DYSKRETYZACJA ZAGADNIENIA KONTAKTU ELEMENTAMI BRZEGOWYMI

P r o b l e m  d y s k r e t y z a c j i  b r z e g u  z o s t a ł  d o k ł a d n i e  o m ó w i o n y  w  r o z d z i a l e  1 

pracy. J a k  w i a d o m o ,  i s t n i e j e  w i e l e  r ó ż n y c h  k s z t a ł t ó w  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  

D o ś w i a d c z e n i e  n u m e r y c z n e  w s k a z u j e  j e d n a k ,  ż e  w  z a g a d n i e n i u  k o n t a k t u  n i e  

w s z y s t k i e  t y p y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d a j ą  z a d o w a l a j ą c e  w y n i k i .  Z w y k l e  ż ą d a  

się, a b y  f u n k c j e  a p r o k s y m u j ą c e  p o s z u k i w a n e  w i e l k o ś c i  n a  b r z e g u  b y ł y  c o  

n a j w y ż e j  l i n i o w e .  Z a s t o s o w a n i e  f u n k c j i  k s z t a ł t u  w y ż s z e g o  s t o p n i a  p r o w a d z i ć  

m o ż e  d o  p e w n y c h  n i e z g o d n o ś c i  g e o m e t r y c z n y c h .

P o w i e r z c h n i e  F A  i T B d y s k r e t y z o w a n e  s ą  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h .  N a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  p o s z u k i w a n e  f u n k c j e  w y r a ż o n e  s ą  p r z e z



k o m b i n a c j ę  l i n i o w ą  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  i f u n k c j i  k s z t a ł t u  w  s p o s ó b  

n a s t ę p u j ą c y :

A u  C£2) = N  C£2)Au , C3. 23aD

A v  C O  = N C ( ) A v  ,

A p  C ? )  = N  C£2)Ap C3. 23c2>

K = A ,B  
i  =1 , 2 , 3  
u>=l ,2, . . W.

g d z i e  N WC£2) j e s t  f u n k c j ą  k s z t a ł t u  w  l o k a l n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  J; .

W  w y n i k u  z a s t ą p i e n i a  c a ł e k  b r z e g o w y c h  w  r ó w n a n i a c h  c a ł k o w y c h  C 3 . 212) i 

C3.222) p r z e z  s u m ę  c a ł e k  p o  e l e m e n t a c h  b r z e g o w y c h  i u w z g l ę d n i e n i u  

a p r o k s y m a c j i  C3.232) o t r z y m u j e  s i ę  w  r e z u l t a c i e  u k ł a d  3CW/A+U^D 2) r ó w n a ń  

a l g e b r a i c z n y c n ,  w  k t ó r y m  n i e w i a d o m y m i  s ą  w a r t o ś c i  p r z y r o s t ó w  p r z e m i e s z c z e ń  

i sił w ę z ł o w y c h .  U k ł a d  t e n  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  w  n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

[ G] <X> = < Y M T ) ■» t U K A P > .  

g d z i e  <X> j e s t  n i e z n a n ą  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  o k r e ś l o n ą  n a s t ę p u j ą c o :

< X> = [ A u A  t A u *  , A v A  , A v B , A v A  , A v B A p A , A p H
2 e  2 s  B a  3s

C3. 242?

A v  , A v  , A v  , A v  , A p  , A p  , A p  , A p  ] ,
la 2 a  3 a  la la le 2 a  3a

n a t o m i a s t  m a c i e r z e  CG], < Y ^ T > i < A P >  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

CG1
ta o r*

2 8
0 T A

3 8
0

01

oaHO

T 8  0  
2  a

T®  0  -U® i 
s s  j

\ T A
1  a 2 a

j A

3 a
T A
1 8

- U A - C U *
l a  1 8

+ + (iii*) -u* -u*
3 3 a  2 a  3 a

It 8
1 1 a

t 8
2 a

T®
3 a

T®
1 8

-u8 - C U 8
la 18

+ + /u u8 D - U 8 -u®3 9 fi 2 4  3 a

- a nT A u ° ' n - 1 + U A  A p ^ 'n + u W * '

- C l - a nD T B u ° - n ' ‘ +  U 8 A p ^ ' n + U® A p ^ ' n

■ ^ 0 A p *
CU] =

u8
< A P >  =

0 A p 8

p r z y  c z y m  A p  o r a z  A p  s ą  m a c i  er zmi k o l u m n o w y m i  sił z e w n ę t r z n y c h  w  w ę z ł a c h  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

Z a m i a s t  r o z w i ą z y w a ć  u k ł a d  r ó w n a ń  C3. 242), m o ż n a  r o z p a t r z y ć  d w a
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n a s t ę p u j ą c e  u k ł a d y  rów n a ń :

[ GJ < X > = < Y M T >, С 3 . 2 5 3
1

[ 6 К Х  > - ( Ul < ДР> , C 3  263
2

przy c z y m  r o z w i ą z a n i e  z a g a d n i e n i a  jest s u m ą  r o z w i ą z a ń  r ó w n a ń  C 3 . 2 5 }  i 

C3.25}. tzn. <X> = < X  > + < X  >.
i 2

U k ł a d y  r ó w n a ń  C 3. 25Э i С 3 . 2 6 }  r o z w i ą z y w a n e  s ą  w  s p o s ć b  o p i s a n y

poniżej. N a j p i e r w  w  n - t y m  k r o k u  o b l i c z e ń  r o z w i ą z ^ a n y  j e s t  u k ł a d  C 3 . 2 5 } ,  

którego p r a w a  s t r o n a  z a l e ż y  o d  o d l e g ł o ś c i  u ° ,r,_i m i ę d z y  p o w i e r  z c h n i a  mi

mającymi w e j ś ć  w  k o n t a k t  o r a z  o d  r e s i d u a l n y c h  sił s t y c z n y c h  p o w s t a ł y c h  w 

wyniku n i e u w z g l ę d n i e n i a  z m i a n  w s p ó ł c z y n n i k a  t a r c i a .  N a s t ę p n i e  r o z w i ą z y w a n y  

jest u k ł a d  C 3 . 2 6 }  p r z y  d o w o l n y m  p r z y r o ś c i e  sił z e w n ę t r z n y c h  <ДР>. P r z y r o s t  

ten s z a c o w a n y  j e s t  n a  p o d s t a w i e  o b c i ą ż e n i a  m a k s y m a l n e g o .  W  d a l s z y m  k r o k u  

p o s t ę p o w a n i a  t a k  d o b i e r a n y  jest p r z y r o s t  < Д Р >  С p r z e z  z w i ę k s z e n i e  l u b  

z m n i e j s z e n i e } *  a b y  k o l e j n e  e l e m e n t y  b r z e g o w e  w e s z ł y  w  k o n t a k t .  P r o b l e m  

d o b o r u  p r z y r o s t ó w  sił < Д Р > ,  z w a n y  s k a l o w a n i e m ,  o p i s a n y  j e s t  w  p. 3.7.

3.7. S K A L O W A N I E .  D Y S K R E T N Y  R O Z W O J  K O N T A K T U

N a l e ż y  o k r e ś l i ć  t aki p r z y r o s t  o b c i ą ż e n i a  < Д Р>, a b y  k o l e j n y  e l e m e n t  w  

s ą s i e d z t w i e  s t r e f y  s t y k u  w s z e d ł  w  k o n t a k t .  W  t y m  c e l u  m o ż n a  z a p r o p o n o w a ć  

n a s t ę p u j ą c y  t o k  p o s t ę p o w a n i a .  N a j p i e r w  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  u k ł a d  r ó w n a ń  

C3.25}. W  w y n i k u  o t r z y m u j e  s i ę  o r a z  Д°р^С'г', K = A ,B , n a  p o w i e r z c h n i

k o n t a k t u .  N a s t ę p n i e  r o z w i ą z y w a n y  j e s t  u k ł a d  r ó w n a ń  C3.262) w  n a s t ę p u j ą c e j

p o s t a c i :

[ G 1 / X X 2> = l U 1 (3<. Д Р >  , С 3 . 2 7 }

g d z i e  p r z e z  /?<ДР> o z n a c z o n o  d o w o l n y  p r z y r o s t  o b c i ą ż e n i a  z e w n ę t r  z n e g o ,  

z w a n y  d a l e j  p r ó b n y m  p r z y r o s t e m  o b c i ą ż e n i a .

N a  p o c z ą t k u  z a ł o ż y ć  m o ż n a ,  ż e  w i e ] k o ś ć  f t jest. r ó w n a  np. 1.

Z  r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  C3. 27} otr z y m u j e  s i ę  f tA I>u K 'n o r a z  /?ДРр*'п .

C a ł k o w i t ą  w a r t o ś ć  sił i p r z e m i e s z c z e ń  u z y s k u j e  s i ę  s u m u j ą c  w y n i k i  z 

p o p r z e d n i c h  o b l i c z e ń :

K„n .© K,n ..P K,r. K,n-1 ^JC=ł..
u. = Д  u  + f tA  u  + u , C 3 . 2 8 J

i  i  l i

C3. 29}



- 88 -

Natomiast przyrost przemieszczeń jest równy:

. K,n . o  JC,n - 1 P K,ri , ̂
Au. = A  u. + (3A u. C3. 3 0  j

W y s t ą p i ć  m o g ą  n a s t ę p u j ą c e  t r z y  p r z y p a d k i :

ID. W s p ó ł c z y n n i k  f t d o b i e r a n y  J e s t  w  t e n  s p o s ó b ,  a b y  n a j m n i e j s z a  z 

r ó ż n y c h  o d  z e r a  o d l e g ł o ś c i  u°'n b y ł a  r ó w n a  zero. O d p o w i a d a  t o  t a k i e m u  

o b c i ą ż e n i u ,  p r z y  k t ó r y m  k o l e j n y  e l e m e n t  w c h o d z i  w  k o n t a k t .  K o r z y s t a j ą c  z 

z a l e ż n o ś c i  C 3 . 4 2  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c y  w a r u n e k :

C3. 315
i i

J e ś l i  t e r a z  w  z a l e ż n o ś c i  C 3 . 3 1 2  u w z g l ę d n i  s i ę  z w i ą z e k  C 3 . 3 0 2 »  t o  o t r z y m u j e  

s i ę  w z ó r  n a  p o s z u k i w a n ą  w a r t o ś ć  w s p ó ł c z y n n i k a  f t :

f t = -----------------------------------------  C3. 322)

22. P o  o b c i ą ż e n i u  u k ł a d u  p r ó b n y m  p r z y r o s t e m  < A P >  o k a z u j e  się, ż e  

p o w i e r z c h n i o w e  s i ł y  n o r m a l n e  n a  p e w n y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m ,  b ę d ą c y m  

p o p r z e d n i o  w  k o n t a k c i e ,  s ą  w i ę k s z e  o d  zera. N a l e ż y  w i ę c  z m n i e j s z y ć  < A P >  

tak, a b y  s i ł y  n o r m a l n e  n a  t y m  e l e m e n c i e  b y ł y  r ó w n e  zero. W y k o r z y s t u j e  s i ę  

w  t y m  c e l u  r ó w n a n i e  C 3 . 292. B e z p o ś r e d n i o  z n i e g o  w y n i k a ,  ż e

K ,n - 1 . .O K , n
p  + A  p

i
f t  -----------------------   C3. 332

O c z y w i ś c i e  w  n a s t ę p n y m  k r o k u  n a l e ż y  z a ł o ż y ć ,  ż e  e l e m e n t y  t e  n i e  s ą  J u ż  w  

k o n t a k c i e ,  a  w i ę c  ż e  l e ż ą  n a  p o w i e r z c h n i  rK\CrK U TK 2.
C  C a  C a

32. P o  o b c i ą ż e n i u  u k ł a d u  p r ó b n y m  p r z y r o s t e m  o b c i ą ż e n i a  < A P >  o k a z u j e  

się, ż e  w  p e w n y m  e l e m e n c i e  s i ł a  s t y c z n a  p r z e k r a c z a  d o p u s z c z a l n ą  w a r t o ś ć ,  

tzn.

= r C p n3 2 + C p n) 2 >  M P n - C3. 343

N a l e ż y  w i ę c  z m n i e j s z y ć  p r ó b n y  p r z y r o s t  o b c i ą ż e n i a  tak, a b y  p ^ = f jp ^ .  

U w z g l ę d n i a j ą c  z a l e ż n o ś ć  C 3 . 292 o t r z y m u j e  s i ę  k w a d r a t o w e  r ó w n a n i e  z e  

w z g l ę d u  n a  f t :

. 2 , „ . P  n „ 2  . „ . P  n ^ 2 _  . °  ^  n-1- . P  n  , . o  n  , n-1^ . P n_
/9 [ C A  p  2 + C A  p  2 ] + B ft l C A p  + p  2 A p  + C A  p  +  P  2 A  p  ]'  2 *9 2 2 2 r 3 ^3  3

n-1^ 2 - . o n
p  2 + C A  p



O c z y w i ś c i e  w  n a s t ę p n y m  k r o k u  o b c i ą ż e n i a  p r z y j m u j e  się, ż e  n a  t y m  

e l e m e n c i e  w y s t ę p u j e  p o ś l i z g .

P o  o b l i c z e n i u  w s p ó ł c z y n n i k a  s k a l o w a n i a  f i r o z w i ą z u j e  s i ę  j e s z c z e  r a z  

układ r ó w n a ń  C 3.272.

3 . 8 .  MODELOWANIE POŁĄCZENIA WTŁACZANEGO C IA Ł  OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH JAKO 

ZADANIA KONTAKTU

R o z w a ż a n e  s ą  d w a  c i a ł a  l i n i o w o - s p r ę ż y s t e  A i B o  s y m e t r i i  o b r o t o w e j ,  

k t óre m a j ą  t w o r z y ć  p o ł ą c z e n i e  w c i s k o w e .  P r z e d  z m o n t o w a n i e m  t a k i e g o  u k ł a d u  

c i ało A p o s i a d a  o t w ó r  o  p r o m i e n i u  w e w n ę t r z n y m  m n i e j s z y m  o  p e w n ą  w a r t o ś ć  w 

od p r o m i e n i a  z e w n ę t r z n e g o  c i a ł a  B. W i e l k o ś ć  w n a z y w a n a  b ę d z i e  d a l e j  

wciskiem.

C i a ł a  A i B z a j m u j ą  w  $ 3 o b s z a r y  ftA  i O 8 , k t ó r e  s ą  o g r a n i c z o n e  

p o w i e r z c h n i a m i  r A i T B . P o w i e r z c h n i e  T A  i T B o t w o r z o n e  s ą  p r z e z  o b r ó t  

t w o r z ą c y c h  L A i L B w o k ó ł  osi z C x g2, tzn. T A = L A x[-rr, rr] i r B =2_B x[ - n , rc] 

Crys. 3. 42.
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Rys. 3 . 4  P o ł ą c z e n i e  w t ł a c z a n e  d w ó c h  c i a ł  o s i o w o - s y m e t r y c z n y c h  

Fig. 3 . 4  T h e  forced-i.n j o i n  o f  t w o  a x i s y m m e t r i c  b o d i e s

J a k  p o k a z a n o  w  p. 1 . 2 . 4 ,  w  p r z y p a d k u  c i a ł  o  s y m e t r i i  o b r o t o w e j  

z a g a d n i e n i e  p r z e s t r z e n n e  r e d u k u j e  s i ę  d o  j e d n o w y m i a r o w e g o .  W p r o w a d z a  s i ę  

u k ł a d  w s p ó ł r z ę d n y c h  c y l i n d r y c z n y c h  C p , © , z 2 .  W  r o z w a ż a n y m  p r z y p a d k u  z a r ó w n o  

p r z e m i e s z c z e n i a ,  j a k  i s i ł y  s ą  n i e z a l e ż n e  o d  k ą t a  ©  i. b r z e g o w e  r ó w n a n i a  

c a ł k o w e  d l a  o b u  c i a ł  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w  n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i  

p r z y r o s t o w e j  :

j T _ C  x , y2 Au'J'C y2 pC y2 d L C  y2 - Jli_C x , y2 Ap'j’C y2 pC y2 d LC y2 , C 3. 362

i , j = p , z  K = A , B
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g d z i e

T. Cx,y2 = P Cx,y2 + c Cy2«5Cx-y2.
M  «-J ij

C x , y) i P ^ C x , y 2  s ą  r o z w i ą z a n i a m i  podst-awowymi s t a t y c z n e j  teorii

s p r ę ż y s t o ś c i  w e  w s p ó ł r z ę d n y c h  c y l i n d r y c z n y c h  Cpor. wzór Cl. 7 3 2  d l a  >1=02,

A u K i A p *  s ą  p r z y r o s t a m i  p r z e m i e s z c z e ń  i sił p o w i e r z c h n i o w y c h ;  p r z y j ę t o

t a k ż e ,  ż e  X  -pZ- i >: = z .
1 2

Z a k ł a d a  się, ź e  n a  p o w i e r z c h n i  k o n t a k t u  u t w o r z o n e j  p r z e z  t w o r z ą c ą  L
c

w y r ó ż n i ć  m o ż n a  d w i e  s t r e f y :  a d h e z y j n ą  i p o ś l i z g u  , o c z y w i ś c i e

z a c h o d z i  n a s t ę p u  l ący z w i ą z e k  L = L U Z- - T e  c z ę ś c i  t w o r z ą c y c h ,  k t ó r e  n i e
C  C a  C s

w c h o d z ą  w  s t r e f ę  k o n t a k t u ,  o z n a c z o n o  p r z e z  L K , K =A >B .
o

P r o b l e m  a n a l i z y  p r o c e s u  w t ł a c z a n i a  r o z w a ż a n y  b ę d z i e  o d  m o m e n t u ,  g d y  

luż p e w n a  c z ę ś ć  c i a ł a  B w t ł o c z o n a  j e s t  w  o t w ó r  c i a ł a  A. W ó w c z a s  w a r u n k i  

k o n t a k t u  o b u  c iał w  s t r e f i e  s t y k u  m a j ą  n a s t ę p u j ą c ą  pos t a ć :

jA  tB , K . n  , K  . K , n . K, n . _ _ _  .i  i  L A p  = 0 ,  L A p  *= M A p  , C3. 37aD
O  O  i. c *  z  i

A u

A p " A p =0,

C3. 37b2

g d z i e  to = J  Aw', ^  j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  t a r c i a  m i ę d z y  p o w i e r z c h n i  ani 

k o n t a k t u .

N a  Z-c w p r o w a d z a  s i ę  w s p ó l n e  w i e l k o ś c i  Ap^ o r a z  Av^ z d e f i n i o w a n e  w  

s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

i. : U
, , A , n . B ,L A u  = A u
C a  2 2

* A v  ,

C3. 382

Ł * A , l"ł   . B  , n  .
A p  = - A p  = A p  .

U w z g l ę d n i a j ą c  w z o r y  C 3 . 3 7 2  i C 3 . 3 8 2  w  r ó w n a n i a c h  c a ł k o w y c h  C3. 362 

o t r z y m u j e  się:

f i  A u A , V  + It. A v npdZ.A  +  f c T  A v n + T  A v A , n 2pdZ.A  =J «-J J J «- j j J ł . 1 4  1 2 2
^  A » n  ^ A , n

o  C a  C s

C3. 392

|U A p npdZ_A  + ICU + p nU  2 A p r*pdZ.A ,J t J f J 11 12 i'
^ A  , n ^A,r«
C a  C s

o r a z
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[t  A u B , n d Ł B + (t  A v np d L B + fcT A v "  + T, A v B , n 3pdZ.B =
J ij j J uj j 1 1  1 1 2  2

L *  L B - n L B - n
o  C a  C s

- |u. ,Ap"pdZ.B - Jcui£ + 22Ap^pdLB + JY ̂ pAu^dL?
C3. 402

i, / = 1 , 2  , x  =p, x  = z ,
V i 2

gdzie s g n C A p ^  *2, i.^’°  = 0, /C=/4,B.

W  w y n i k u  d y s k r e t y z a c j i  Z. i Z. z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  

postaci o d c i n k ó w  l i n i o w y c h  C r y s . 3 .  42 i a p r o k s y m a c j i  f u n k c j i  b r z e g o w y c h  n a  

każdym e l e m e n c i e  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

C3. 412

gdzie

IGI
p T  O  p T  O

O 2 O
p T A  - p U *  - p C U *  + fJn U A  3

O  p T p t ” i pT" 
r  28' r  16

p U ®  p C U ®  + p nu® 2
' a  1 8  2 3

< A X >  =  f A u A , A u B , A v A  , A v B  | A v  , A p  , A p  1 , 
o  o  2 s Z a  ■ l a a. 1»J

- K J  ■
tTJ < A w >  = A w I .

R ó w n a n i e  C 3 . 4 1 2  z a p i s a ć  m o ż n a  w  i n n e j  p o s t a c i :

£ T 1 (3< Aw> n , C3. 422

g d z i e  f t j e s t  w s p ó ł c z y n n i k i e m  s k a l o w a n i a .

Z a ł ó ż m y ,  ż e  p o  r o z w i ą z a n i u  u k ł a d u  C3. 422 d l a  n - t e g o  p r z y r o s t u  w c i s k u  

Awn o k a z a ł o  s i ę ,  ż e  n a  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m ,  k t ó r y  l e ż a ł  w  s t r e f i e  

a d h e z y j n e j  C " a " 2 , z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć :

C3. 432

O z n a c z a  to, ż e  e l e m e n t  t e n  p o w i n i e n  l e ż e ć  w  s t r e f i e  p o ś l i z g u  C " s " 2  o r a z  ż e  

w c i s k  An>n j e s t  z b y t  duży. P r z y r o s t  w c i s k u  A w n n a l e ż y  w i ę c  z m n i e j s z y ć  

/?-razy, a b y  z a c h o d z i ł  w a r u n e k :

K i  = 1 ^ 1  • C3. 44}

a w  n a s t ę p n y m  k r o k u  n a l e ż y  p r z y j ą ć ,  ż e  r o z w a ż a n y  e l e m e n t  l e ż y  j u ż  w  

s t r e f i e  p o ś l i z g u .

W y k o r z y s t u j ą c  w z ó r  C 3 . 4 3 2  w s p ó ł c z y n n i k  f t o b l i c z a  s i ę  z r e l a c j i :
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C3. 452
Ap,

N a  p o d s t a w i e  o p r a c o w a n e j  i p r z e d s t a w i o n e j  w y i e j  o r y g i n a l n e j  m e t o d y k i  

m o d e l o w a n i a  p o ł ą c z e ń  w c i s k o w y c h  z a  p o m o c ą  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

s k o n s t r u o w a n y  z o s t a ł  n u m e r y c z n y  a l g o r y t m  a n a l i z y  w y t r z y m a ł o ś c i o w e j  

p o ł ą c z e n i a  w t ł a c z a n e g o  k o ł a  k o l e j o w e g o  z o s i ą  Cpor. [3.1 1 ,  3 . 1 2 3 2 .

LITERATURA

[3.13 A b d u l - M i h s i n  M. J. A. , B a k r  A. A. a n d  P a k e r  A. P. : A  b o u n d a r y  i n t e g r a l
e q u a t i o n  m e t h o d  f o r  a x i s y m m e t r i c  e l a s t i c  c o n t a c t  p r o b l e m s .  C o m p u t e r  
a n d  S t r u c t u r e s ,  Vol. 23, N o  6, p p . 7 8 7 - 7 9 3 ,  1986.

[3.2] A d a m c z y k  T. , B u r c z y ń s k i  T. : M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w
z a g a d n i e n i u  k o n t a k t u  c i a ł  s t a ł y c h .  Mat. VII K o n f e r e n c j i  M e t o d y  
k o m p u t e r o w e  w  m e c h a n i c e  k o n s t r u k c j i , t. 1, s . 1 6 - 2 5 ,  G d y n i a  1985.

£ 3 .3] A d a m c z y k  T . , B u r c z y ń s k i  T . : T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  for
n o n l i n e a r  a x i s y m e t r i e  c o n t a c t  p r o b l e m s .  Proc. 2 4  S y m p o s i u m  P T M T S  
nt. M o d e l o w a n i e  w  m e c h a n i c e ,  s . 1 4 3 - 1 4 6 ,  B e s k i d  Ś l ą s k i  1985.

[3.4] A d a m c z y k  T . , B u r c z y ń s k i  T . : M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  
z a g a d n i e n i a c h  p r z e s t r z e n n e g o  k o n t a k t u  z t a r c i e m .  Z e s z y t  N a u k o w y  
Pol. S l . , s. M e c h a n i k a ,  nr 83, s. 7 - 2 0 ,  G l i w i c e  1986.

[3.5] A n d e r s s o n  T . : T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  a p p l i e d  t o  
t w o - d i m e n s i o n a l  c o n t a c t  p r o b l e m s  w i t h  f r i c t i o n .  Proc. T h i r d  Int. 
Sem. o n  R e c e n t  A d v a n c e s  i n  B o u n d a r y  E l e m e n t  M e t h o d s  CEd. 
C. A. B r e b b i a 2 ,  S p r i n g e r -V e r  1 a g , B e r l i n  1981.

[3 .6] A n d e r s s o n  T. : T h e  s e c o n d  g e n e r a t i o n  b o u n d a r y  e l e m e n t  c o n t a c t  
p r o g r a m .  Proc. F o u r t h  Int. Sem. o n  B o u n d a r y  E l e m e n t  M e t h o d s  
CEd. C. A. B r e b b i a 2 ,  S p r  i n g e r - V e r  1 a g , B e r l i n  1982.

[3.7] A n d e r s s o n  T . : B o u n d a r y  e l e m e n t s  i n  t w o - d i m e n s i o n a l  c o n t a c t  a n d  
f r i c t i o n .  L i n k ó p i n g  S t u d i e s  i n  S c i e n c e  a n d  T e c h n o l o g y .  
D i s e r t a t i o n s , N o  85, L i n k ó p i n g  1982.

[3.8] A n d e r s s o n  T . , F r e d r i k s s o n  B. a n d  P e r s o n  B . A . : T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t
m e t h o d  a p p l i e d  t o  t w o - d i m e n s i o n a l  c o n t a c t  p r o b l e m s .  In: N e w
d e v e l o p m e n t s  i n  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d s  CEd. C. A. B r e b b i a 2 ,  C M L  
P u b l i c a t i o n s ,  S o u t h a m p t o n  1980.

£3.9] A n d e r s s o n  T. , P e r s o n  B. : T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  t o
t w o - d i m e n s i o n a l  c o n t a c t  p r o b l e m s .  C h a p t e r  5  in: P r o g r e s s  i n
b o u n d a r y  e l e m e n t s ,  Vol. II, P e n t e c h  P r e s s ,  L o n d o n  1982.

[3.1 0 ]  B u r c z y ń s k i  T . , A d a m c z y k  T . : Z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  w  m e c h a n i c e
k o l e j o w e g o  z e s t a w u  k o ł o w e g o  w  u j ę c i u  m e t o d y  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  
c a ł k o w y c h .  Z a d a n i e  2.3, T e m a t  1.5: R a c j o n a l n e  p r o j e k t o w a n i e
k o l e j o w y c h  z e s t a w ó w  k o ł o w y c h ,  P r o b l e m  w ę z ł o w y  P A N  0 5 . 1 2 ,  P r a c e  
I M i P K M  Pol. S I . ,  N B - 3 0 5 / R M K / 8 1  , Ckier. p r a c y  R. B ą k 2  , G l i w i c e  1983.

[3.1 1 ]  B u r c z y ń s k i  T . , A d a m c z y k  T . : A l g o r y t m y  n u m e r y c z n e  m e t o d y  b r z e g o w y c h
r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  w  a n a l i z i e  s t e r e o m e c h a n i c z n e j  k o l e j o w e g o  z e s t a w u  
k o ł o w e g o .  Z a d a n i e  2 .4, T e m a t  1.5: R a c j o n a l n e  p r o j e k t o w a n i e
k o l e j o w y c h  z e s t a w ó w  k o ł o w y c h .  P r o b l e m  w ę z ł o w y  P A N  0 5 . 1 2 ,  P r a c e  I T  
Pol. Sl. , N B - 3 0 5 / R M K / 8 1 , Ckier. p r a c y  R. B ą k 2 , K a t o w i c e  1984.



- 93 -

[3.12]

[3.13] 

C3.14]

[3.1-5]

[3.16]

[3.17] 

[3. 18]

[3. 19] 

[3. 20]

[3. 21] 

[3.22] 

[3. 23]

[3. 24]

[3.25]

[3. 26]

B u r c z y ń s k i  T. a n d  A d a m c z y k  T . : T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n  f o r  
c o n t a c t  p r o b l e m s  o f  w h e e l set. Proc. 8 t h  I n t e r n a t i o n a l  W h e e l  s e t  
C o n g r e s s ,  Vol. 1, pp. I I . 5 / 1 - I I . 5 / 1 4 »  M a d r i d  1985.

F r e d r i k s s o n  B . : F i n i t e  e l e m e n t  s o l u t i o n  o f  s u r f a c e  n o n l i n e a r i t i e s
i n  s t r u c t u r a l  m e c h a n i c s .  C o m p u t e r  a n d  S t r u c t u r e s ,  Vol. 6, 
pp. 2 8 1 - 2 9 0 ,  1976.

J i n  H. , R u n e s s o n  G. a n d  S a m u e l s s o n  A. : A p p l i c a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y
e l e m e n t  m e t h o d  t o  c o n t a c t  p r o b l e m s  i n  e l a s t i c i t y  ' w i t h  a  
n o n c l a s s i c a l  f r i c t i o n  law. In: B o u n d a r y  e l e m e n t s  I X  CEds.
C. A. B r e b b i a ,  W. L. W e n d l a n d  a n d  G. K u h n ) .  Vol. 2: S t r e s s  a n a l y s i s
a p p l i c a t i o n s ,  p p . 3 9 7 - 4 1 5 ,  C M P ,  S p r i n g e r - V e r 1 a g , B e r l i n  1987.

J o d k o  Z. : M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  p ł a s k i c h  z a g a d n i e n i a c h
k o n t a k t u  s p r ę ż y s t e g o  z  t a r c i e m .  Mat. V I I I  Konf. M e t o d y  k o m p u t e r o w e  
w  m e c h a n i c e  k o n s t r u k c j i ,  t. 1, s . 3 5 3 - 3 6 0 ,  W a r s z a w a  1987.

K a r a m i  G. a n d  F e n n e r  R. T. : A  t w o - d i m e n s i o n a l  B E M  f o r  t h e r m o - e l a s t i c  
b o d y  f o r c e s  c o n t a c t  p r o b l e m s .  In.- B o u n d a r y  e l e m e n t s  I X  CEds. 
C. A. B r e b b i a ,  W. L. W e n d l a n d  a n d  G. K u h n ) ,  Vol. 2: S t r e s s  a n a l y s i s
a p p l i c a t i o n s ,  p p . 4 1 7 - 4 3 7 ,  C M P ,  S p r i n g e r - V e r 1 a g , B e r l i n  1987.

K u i c h  G. : A p p l i c a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  t o  c o n t a c t
p r o b l e m s .  In: B E T E C H / 8 6  CEds. J. J. C o n n o r  a n d  C. A. B r e b b i a ) ,
pp. 4 9 9 - 5 1 5 ,  C M P  1986.

M a r g e n o v  S. , G e o r g i e v  K. , K a d j i c o v  L. a n d  N o v a k o v a  M. A. : A n
e f f e c t i v e  a p p r o a c h  f o r  B E M  a p p l i c a t i o n  t o  f r i c t i o n  c o n t a c t  p r o b l e m .  
In.* B o u n d a r y  e l e m e n t s  I X  CEds. C. A. B r e b b i a ,  W. L. W e n d l a n d  a n d
G. K u h n ) ,  Vol. 2: S t r e s s  a n a l y s i s  a p p l i c a t i o n s ,  C MP,
S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  1987.

P a n a g i o t o p o u l o s  P. D. : B o u n d a r y  i n t e g r a l  e q u a t i o n  m e t h o d s  f o r  t h e
f r i c t i o n  p r o b l e m s .  E n g i n e e r i n g  A n a l y s i s ,  Vol. 4, p p . 1 0 0 - 1 0 5 ,  1987.

P a r i s  F. a n d  G a r r i d o  J. A. : O n  t h e  u s e  o f  d i s c o n t i n u o u s  e l e m e n t s  i n
t w o  d i n e n s i o n a l  c o n t a c t  p r o b l e m s .  In: B o u n d a r y  e l e m e n t s  VII
CEds. C. A. B r e b b i a  a n d  G. M a i e r ) ,  Vol. II, pp. 1 3 / 3 7 - 1 3 / 3 9 ,  CMP,
S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  1985.

P a r i s  F. a n d  G a r r i d o  J. A. : F r i c t i o n  m u l t i c o n t a c t  p r o b l e m s  w i t h  BEM. 
In: B o u n d a r y  e l e m e n t s  X CEd. C. A. B r e b b i a ) , Vol. 3: S t r e s s
a n a l y s i s ,  p p . 3 0 5 - 3 1 9 ,  CMP, S p r i n g e r - V e r 1 a g , B e r l i n  1988.

S e l v a d u r i  A. P. S. : N o n - l i n e a r  m a t e r i a l  i n t e r f a c e s :  a  b o u n d a r y
e l e m e n t  a p p r o a c h .  In: A d v a n c e d  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d s  CEd.
T.A. C r u s e ) ,  pp. 3 8 9 - 3 9 6 ,  S p r i n g e r - V e r 1 a g , B e r l i n  1988.

T a k a h a s h i  S. a n d  B r e b b i a  C. A. : A n a l y s i s  o f  c o n t a c t  p r o b l e m s  i n
e l a s t i c  b o d i e s  u s i n g  a  3 E M  f l e x i b i t y  a p p r o a c h .  In: B o u n d a r y
e l e m e n t s  X  CEd. C.A. B r e b b i a ) ,  Vol. 3: S t r e s s  a n a l y s i s ,  p p . 3 5 3 - 3 7 9 ,  
CMP, S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  1Ó88.

T r a i l l  A. a n d  A l e s s a n d r i  C. : O n  B E M  s o l u t i o n s  o f  e l a s t i c
f r i c t i o n l e s s  c o n t a c t  p r o b l e m s .  In: B o u n d a r y  e l e m e n t s  X CEd.
C.A. B r e b b i a ) ,  Vol. 3: S t r e s s  a n a l y s i s ,  p p . 3 3 7 - 3 5 0 ,  C MP,
S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  1988.

T s u t a  T. a n d  Y a m a j i  S. : B E  a n a l y s i s  o f  c o n t a c t  t h e r m o e l a s t o p l a s t i c
p r o b l e m s  w i t h  c r e e p  a n d  t h e  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e .  In: B o u n d a r y
e l e m e n t  t e c h n i q u e s  CEds. C. A. B r e b b i a ,  T. F u t u g a m i  a n d  M. T a n a k a ) ,  
S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n  1983.

W i t k o w s k i  J. : Z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  c i a ł  o d k s z t a ł c a l n y c h .  P r a c e
n a u k o w e  Pol. W a r s z a w s k i e j ,  s. M e c h a n i k a ,  z. 53, W a r s z a w a  1978.



4, METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ANALIZIE ZAGADNIEŃ STOCHASTYCZNYCH

4.1. U W A G I  W S T Ę P N E

R o z w i ą z a n i a  d e t e r m i n i s t y c z n e  w i e l u  z a g a d n i e ń  z z a k r e s u  m e c h a n i k i  ciał 

o d k s z t a ł c a l n y c h  s t a n o w i ą  w  w i e l u  p r z y p a d k a c h  m o d e l o w a n i a  r z e c z y w i s t y c h  

u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  z b y t  d u ż ą  i d e a l i z a c j ę  i n i e  o d z w i e r c i e d l a j ą  złożonej 

s t r u k t u r y  z j a w i s k  f i z y c z n y c h .  Z g o d n i e  w i ę c  z e  w s p ó ł c z e s n ą  tendencją 

s t o s u j e  s i ę  w  t e g o  t y p u  p r z y p a d k a c h  o p i s  s t o c h a s t y c z n y .

M o d e l e  s t o c h a s t y c z n e  s ą  l e p s z y m  p r z y b l i ż e n i e m  r z e c z y w i s t o ś c i  niż 

m o d e l e  d e t e r m i n i s t y c z n e ,  p o n i e w a ż  w  m o d e l o w a n i u  s t o c h a s t y c z n y m  można 

l e p i e j  w y k o r z y s t a ć  p o s i a d a n e  i n f o r m a c j e  o  b a d a n y m  u k ł a d z i e  l u b  zjawisku 

u w z g l ę d n i a j ą c  j e d n o c z e ś n i e  n i e w i e d z ę  i n i e p e w n o ś ć  w  j e g o  o c e n i e .

O p i s  s t o c h a s t y c z n y  z n a l a z ł  s z e r o k i e  z a s t o s o w a n i e  w  a n a l i z i e  c iągłych  

u k ł a d ó w  s p r ę ż y s t y c h ,  t a k i c h  j a k  s t r u n a ,  p r ę t ,  p ł y t a ,  p o w ł o k a  o r a z  w 

b a d a n i a c h  r o z p r z e s t r z e n i a n i a  s i ę  fal s t o c h a s t y c z n y c h  w  o ś r o d k a c h  

n i e o g r a n i c z o n y c h  l u b  pół o g r a n i  c z o n y c h .  Cpor. np. [4.2, 4 . 1 8 ,  4 . 1 9 ,  4.28,

4 . 3 1 ,  4 . 3 2 ,  4 .333).

W  p r z y p a d k u  c i a ł  o  z ł o ż o n e j  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j ,  z 

k t ó r y m i  n a j c z ę ś c i e j  s p o t y k a m y  s i ę  w  b u d o w i e  m a s z y n ,  j e d y n i e  z a s t o s o w a n i e  

m e t o d  n u m e r y c z n y c h  p o z w a l a  n a  u z y s k a n i e  e f e k t y w n y c h  r o z w i ą z a ń  z a g a d n i e ń  

s t o c h a s t y c z n y c h .

S p o s ó b  a n a l i z y  l o s o w o  o d k s z t a ł c o n y c h  u k ł a d ó w  w  p o s t a c i  tzw. 

s t o c h a s t y c z n e j  m e t o d y  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  s t a ł  s i ę  w  o s t a t n i c h  l a t a c h  

n o w y m  n a r z ę d z i e m  b a d a n i a  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h  w  w a r u n k a c h  n i e p e w o ś c i  

Cpor. np. C 4. 24, 4 . 2 5 ,  4 . 2 9 ,  4 . 3 0 ,  4 . 3 5 ,  4.3 6 ] ) .

R ó w n i e ż  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  u m o ż l i w i a  f o r m u ł o w a n i e  z a g a d n i e ń  

p r o b a b i l i s t y c z n y c h  m e c h a n i k i , u w z g l ę d n i a j ą c  z a r ó w n o  s t o c h a s t y c z n ą  n a t u r ę  

o b c i ą ż e ń  C s t a t y c z n y c h  i d y n a m i c z n y c h )  d z i a ł a j ą c y c h  n a  u k ł a d ,  l o s o w e  

w ł a s n o ś c i  m a t e r i a ł u ,  j a k  i s t o c h a s t y c z n y  k s z t a ł t  b r z e g u  układu. 

S t o c h a s t y c z n a  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  s t a j e  s i ę  n o w y m  i o b i e c u j ą c y m  

w a r i a n t e m  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  z a g a d n i e n i a c h  l o s o w y c h .

P i e r w s z ą  p r ó b ę  s f o r m u ł o w a n i a  s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h  

s t a t y c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  p o d j ą ł  

B u r c z y ń s k i  w  p r a c y  [4.3]. P r o b l e m a t y k a  t a  r o z s z e r z o n a  o  s p r ę ż y s t e  i 

l e p k o - s p r ę ż y s t e  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e  k o n t y n u o w a n a  b y ł a  p r z e z  

B u r c z y ń s k i e g o  w  p r a c a c h  [4.4, 4 .5, 4 .6, 4.8, 4 . 1 2 ] ,  a  t a k ż e  w  p r a c a c h  z

A d a m c z y k i e m  [ 4 . 1 3 ]  i J o h n e m  [4.15, 4 . 1 6 ,  4.17].

S t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i a  t e o r i i  p o t e n c j a ł u  r o z p a t r y w a n e  b y ł y  p r z e z  

B u r c z y ń s k i e g o  [4. 7 ] ,  a  p r o b l e m y  z w i ą z a n e  z p r z e w o d n i c t w e m  c i e p l n y m  

r o z w a ż a ł  D r e w n i a k  [4.20].

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  s t o s o w a n a  b y ł a  t a k ż e  p r z e z  B u r c z y ń s k i e g o  

w  a n a l i z i e  r o z p r z e s t r z e n i a n i a  s i ę  fal w  o ś r o d k a c h  s t o c h a s t y c z n y c h  [4.10].



O s o b n ą  c i e k a w ą  k l a s ą  z a g a d n i e ń ,  w  k t ó r e j  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

może być u ż y t e c z n y m  n a r z ę d z i e m  n u m e r y c z n y m ,  s ą  z a d a n i a  z l o s o w y m  b r z e g i e m .  

Problemy t a k i e  r o z p a t r y w a n e  b y ł y  p r z e z  N a k a g i r i  , S u z u k i  i H i s a d a  [4. 2 6 3 ,  

Burczyńskiego [4.9, 4 . 1 1 3 ,  B u r c z y ń s k i e g o  i F e d e l i ń s k i e g o  [ 4 . 1 4 3  o r a z

Drewniaka i P a w i c k i e g o  [4.213.

Z a g a d n i e n i a  s t o c h a s t y c z n e  m e c h a n i k i  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a l n y c h  f o r m u ł u j e  

się n a s t ę p u j ą c o :  z n a j ą c  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e  t a k i c h  w i e l k o ś c i ,  

jak warunki b r z e g o w e ,  w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  n a l e ż y  

wyznaczyć o d p o w i e d n i e  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e  w i e l k o ś c i  

opisujących z a c h o w a n i e  s i ę  u k ł a d u ,  a  w i ę c  np. p r z e m i e s z c z e ń  i n a p r ę ż e ń .  Z  

m a t e m atycznego p u n k t u  w i d z e n i a  n a l e ż y  w i ę c  r o z w i ą z a ć  s t o c h a s t y c z n e  

zagadnienie b r z e g o w e  l u b  s t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i e  p o c z ą t k o w o - b r z e g o w e .

P o d s t a w o w ą  r o l ę  w  a k s j o m a t y z a c j i  z a g a d n i e ń  s t o c h a s t y c z n y c h  o d g r y w a  

pojęcie p r z e s t r z e n i  p r o b a b i l i s t y c z n e j .  P o d  t y m  p o j ę c i e m  r o z u m i e  s i ę  t r ó j k ę  

uporz ą d k o w a n ą  g d z i e  £  j e s t  z b i o r e m  z d a r z e ń  e l e m e n t a r n y c h  i

p rzedstawia w s z y s t k i e  m o ż l i w e  e l e m e n t a r n e  w y n i k i  d o ś w i a d c z e n i a  z w i ą z a n e g o  

z d a n y m  z j a w i s k i e m  l o s o w y m ,  &  o z n a c z a  r o d z i n ę  z d a r z e ń  l o s o w y c h  b ę d ą c ą  

<7-ciałem, n a t o m i a s t  P  j e s t  m i a r ą  p r o b a b i l i s t y c z n ą  o k r e ś l o n ą  n a  & .

S t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i a  b r z e g o w e  b a d a ł  p o  r a z  p i e r w s z y  K a m p e  d e  

Feriet [4.233. P o d a ł  o n  d e f i n i c j ę  l o s o w e g o  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  d l a  p r a w i e  

wszystkich r e a l i z a c j i 12*.

I s t o t ą  p r e z e n t o w a n e g o  w  r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  u j ę c i a  J e s t  s p r o w a d z e n i e  

s t o c h a s t y c z n e g o  z a d a n i a  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w e g o  l u b  b r z e g o w e g o ,  o p i s a n e g o  

u k ł a d e m  l o s o w y c h  c z ą s t o w y c h  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  w r a z  z  p r z y n a l e ż n y m i  m u  

losowymi w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  i p o c z ą t k o w y m i ,  d o  u k ł a d u  s t o c h a s t y c z n y c h  

o s o b l i w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  o k r e ś l o n y c h  t y l k o  n a  b r z e g u  r o z w a ż a n e g o  

układu. D y s k r e t y z a c j a  t y c h  r ó w n a ń  t e c h n i k ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  p r o w a d z i  

do u k ł a d u  l o s o w y c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h ,  k t ó r e  s ą  p o d s t a w ą  d o  o k r e ś l a n i a  

c h a r a k t e r y s t y k  p r o b a b i l i s t y c z n y c h  C m o m e n t ó w )  n i e z n a n y c h  n a  b r z e g u  c i a ł a  

p r z e m i e s z c z e ń  i s i ł ,  a  w  n a s t ę p n e j  k o l e j n o ś c i  o b l i c z a n i a  p r z e m i e s z c z e ń  i 

n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  u k ł a d u  m e c h a n i c z n e g o .

4.2. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ZAGADNIENIACH STOCHASTYCZNYCH 

ELASTOSTATYia

R o z p a t r y w a n e  j e s t  j e d n o r o d n e  * i z o t r o p o w e  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  o  s t a ł y c h  

m a t e r i a ł o w y c h  X  i ju z a j m u j ą c e  w  p r z e s t r z e n i  £ d CcZ=2  l u b  3) o b s z a r  C2 z 

b r z e g i e m  F\ N a  b r z e g u  c i a ł a  d a n e  s ą  s t o c h a s t y c z n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  w

i2> S t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i e  b r z e g o w e  s p r o w a d z i ć  m o ż n a  t a k ż e  d o  p r o b l e m u
d e t e r m i n i s t y c z n e g o  C p o r . [ 4 . 3 2 3 )  w  p r z y p a d k u  g d y  d l a  k a ż d e g o  u s t a l o n e g o
y  e £ - A ,  g d z i e  ^ C A ) = 0 ,  r o z k ł a d  m i a r y  J e s t  J e d n o p u n k t o w y ,  t j . P C < y  > ) = 1  i  
O o



p o s t a c i :

- s t o c h a s t y c z n e g o  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń :

u C x , > 0  = -u°Cx»jO, x € T i, C4.1}

- s t o c h a s t y c z n e g o  p o l a  sił p o w i e r z c h n i o w y c h :

pCx, >0 = p°Cx.jO. xer,» C4. 3D

p r z y *  c z y m  r = P  .u  r 2 - r *n T 2=0, y  J e s t  z d a r z e n i e m  e l e m e n t a r n y m  i n a l e ż y  do 

z b i o r u  z d a r z e ń  e l e m e n t a r n y c h  t J .

S t a n  u k ł a d u  o p i s a n y  j e s t  o p e r a t o r o w y m  r ó w n a n i e m  r ó ż n i c z k o w y m :
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L  u C x , y )  »  b C x , > 0 ,  C4.3)
B

g d z i e  J e s t  o p e r a t o r e m  d e t e r m i n i s t y c z n y m  i m a  p o s t a ć :  C l .10).

Z a k ł a d a  s ię» ż e  z n a n e  s ą  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e  w a r u n k ó w  

b r z e g o w y c h  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e j  w  p o s t a c i  p i e r w s z y c h  d w ó c h  m o m e n t ó w :

- w a r t o ś c i  p r z e c i ę t n e :

m CxD = Eu°Cx.>0. xsT C4.4a)
U  1

m  Cx) =  E p ° C x » > 0 ,  x ^  C 4 . 4 b )
P 2

« feC x 3  = E b C x , j O ,  x ^ ,  C 4. 4c)

- t e n s o r y  k o r e l a c y j n e  IC C x  ,x D 38 IK C x  ,x )!» K  C x  , x  D *  IK C x  ,x  )1
u  i 2  u iu j 1 2 J p  1  2  l P iP j 1 2 J

i K  C x  »x |K C x  .x 2>|, k t ó r y c h  e l e m e n t y  z d e f i n i o w a n e  s ą  n a s t ę p u j ą c e :
b 1 2 I b . b .  1 2 1

L «■ J J

K Cx ,x) = Eu°Cx ,jOu°Cx .*0, x , x er , C4.5»)
u.u. 1 2  l 1 J 2  1 2 1

»■ J

K  C x  ,x !> = E p ° C x  , * O p ° C x  x  ,x e T  , C4. 5b!)
p j ^  1 2  X  1 J 2  1 2 2

K  C x  ,x D * E b  C x  ,y)b.Cx * jO , x  ,x C 4 . 5 c )
b.b. 1 2  i 1 r j 2 ' 1 2

Ł J

g d z i e  E  j e s t  o p e r a t o r e m  w a r t o ś c i  o c z e k i w a n e j .

O d n o ś n i e  d o  pól l o s o w y c h  u ° C x , y ) ,  p ° C x , } 0  i b C x , j O  z a k ł a d a  s ię, ż e  s ą  

o n e  g e n e r o w a n e  p r z e z  n i e z a l e ż n e  ź r ó d ł a .  J e ś l i  p o l a  t e  s ą  j e d n o r o d n e ,  t o  

t e n s o r y  k o r e l a c y j n e  C4. 5) z a l e ż ą  t y l k o  o d  r ó ż n i c y  a r g u m e n t ó w .

S f o r m u ł o w a n e  s t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i e  b r z e g o w e  s p r o w a d z i ć  m o ż n a  d o



postaci c a ł k o w e j  k o r z y s t a j ą c  z z a s a d y  w z a j e m n o ś c i  p r a c  B e t t i e g o  Cl. 18!). 

Otrzymuje s i ę  w ó w c z a s  u k ł a d  s t o c h a s t y c z n y c h  o s o b l i w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h ,  

który w  p o s t a c i  w e k t o r o w e j  m a  p o s t a ć  Cpor. B u r c z y ń s k i  I4.12J2):

C 4. 6)

cCx)uCx,*0 + JpCx,y2)uCy, jOdrCy2)=JuCx,y:>pCyt j O d r C y )  + J*UCx,y2)bCy, jOdOCy2) , 

r r o
x «eT ,

gdzie U C x , y )  i PCx,y2) s ą  r o z w i ą z a n i a m i  p o d s t a w o w y m i  s t a t y c z n e j  t e o r i i  

s p r ę ż y s t o ś c i  i o p i s a n e  s ą  w z o r a m i  C l .292)- C l . 322), n a t o m i a s t  c C x D  o k r e ś l o n e  

Jest z a l e ż n o ś c i ą  Cl. 392).

G d y  x ^ ,  t o  z a l e ż n o ś ć  C 4 . 6 D  j e s t  a n a l o g o n e m  s t o c h a s t y c z n y m  f o r m u ł y  

Somi gliany.

S t o c h a s t y c z n e  p o l e  n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  c i a ł a  o k r e ś l o n e  J e s t  r ó w n a n i e m :  

ty..Cx, jO -  J d ^ C x ,  y^p ^ C y ,  ̂ ) d r C y )  -  Js^  ̂kCx, yDu ^ C y ,  j O d T y )
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C 4. 7)

 ̂fcC x , y2) b fc C y , jO dOC y2> ,

xeQ,

gdz i e  t e n s o r y  D  i S . . o k r e ś l o n e  s ą  w z o r a m i  Cl. 2 4 3  i Cl. 252).
vjk ujk

W e k t o r o w e  s t o c h a s t y c z n e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  C4. 62) r o z w i ą z a ć  m o ż n a  

e f e k t y w n i e  t e c h n i k ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  W  t y m  c e l u »  p o d o b n i e  j a k  w  

z a g a d n i e n i a c h  d e t e r m i n i s t y c z n y c h ,  b r z e g  c i a ł a  T  d y s k r e t y z u j e  s i ę  z a  p o m o c ą  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  T®, e = i , 2 , . . , E ,  a  w s p ó ł r z ę d n e  p r o s t o k ą t n e  x = C x fcD

d o w o l n e g o  p u n k t u  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  w y r a ż a j ą  s i ę  p r z e z  w s p ó ł r z ę d n e  

p u n k t ó w  w ę z ł o w y c h  x-Cx^2), p o d o b n i e  j a k  w  Cl. 432).

S t o c h a s t y c z n e  b r z e g o w e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u C x , j O  i sił 

p o w i e r z c h n i o w y c h  p C x , * 0  s ą  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  T® a p r o k s y m o w a n e  

w  l o k a l n y m  u k ł a d z i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  ę=C£.2) z a  p o m o c ą  f u n k c j i  k s z t a ł t u  N C £ )  i 

l o s o w y c h  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  u * vC j O  i p * vC > 0  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y  :

u ® C x C { P . j O  =  N C £ ) u * wC > 0 .  C4. 8)

C4. 92)

19> S k o ń c z e n i e  w y m i a r o w a  d y s k r e t y z a c j a  l o s o w y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń  i sił 
b r z e g o w y c h  p o w o d u j e ,  ż e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  t y c h  w i e l k o ś c i  s ą  z m i e n n y m i  
l o s o w y m i ,  o t r z y m a n y m i  w  w y n i k u  l o k a l n e g o  u ś r e d n i a n i a  r o z w a ż a n y c h  pól n a  
k a ż d y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m .  W  k o n s e k w e n c j i  m o ż n a  o c z e k i w a ć ,  ż e  
s t o c h a s t y c z n y  c h a r a k t e r  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  z a l e ż e ć  b ę d z i e  o d  w y b o r u  
g e o m e t r i i  s i a t k i  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  p o d o b n i e  J a k  w  m e t o d z i e  
s t o c h a s t y c z n y c h  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  Cpor. V a n m a r c k e  et a l . [4.35,
4. 36] 2>.



W  w y n i k u  o p i s a n e j  w  r o z d z i a l e  1 s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w e j  a p r o k s y m a c j i  

r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  r ó w n a n i e  C4. 6) p r z y j m u j e  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć  

a l g e b r a i c z n ą :

I H J < u C > 0 >  = [ G3 <pC y ) >  + < B C j O > .  C 4. 10)

g d z i e  m a c i e r z e  n i e l o s o w e  IH1 i l GJ o k r e ś l o n e  s ą  i d e n t y c z n i e  z z a g a d n i e n i e m  

d e t e r m i n i s t y c z n y m  Cpor. roz. 1) n a t o m i a s t  m a c i e r z e  k o l u m n o w e  < u C ? 0 >  i 

C p C * 0 >  z a w i e r a j ą  l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h ;

l o s o w a  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < B C j O >  z a l e ż y  o d  sił o b j ę t o ś c i o w y c h .

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e  C4. 1) i C 4 . 2 )  r ó w n a n i e  C 4 . 9 )  p r z y j m u j e

p o s t a ć  u k ł a d u  l o s o w y c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h ,  k t ó r y  w  p o s t a c i  m a c i e r z o w e j  

m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  n a s t ę p u j ą c o :

I A J < X C y ) >  * I F K Y C } 0 >  + < B C * 0 > ,  C4. 11)

g d z i e  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < X C ^ ) >  z a w i e r a  n i e z n a n e  l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  

p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h ,  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < Y C j O >  z a l e ż y  o d  d a n y c h  

l o s o w y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ,  n a t o m i a s t  d e t e r m i n i s t y c z n e  m a c i e r z e  

k w a d r a t o w e  tAl i IFJ u t w o r z o n e  s ą  z  e l e m e n t ó w  m a c i e r z y  [ HJ i IGI.

J e ś l i  m a c i e r z  [Al j e s t  n i e o s o b l i w a ,  t o  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  C 4 . l l )

p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

<XCłO> = l A]-*IFl<YCłO> + [ A] -1<BCjO> . C4.ia)

g d z i e  t Al 1 j e s t  m a c i e r z ą  o d w r o t n ą  d o  £A1.

R o z w i ą z a n i e  w  p o s t a c i  C 4 . 1 2 )  s ł u ż y  d o  o k r e ś l a n i a  m o m e n t ó w  n i e z n a n y c h  

w i e l k o ś c i  l o s o w y c h  p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h .

W a r t o ś ć  p r z e c i ę t n ą  o b l i c z a  s i ę  z e  wzoru:

< m  > = l A)'łI F l < m  > ♦ t A)'‘<ii >. C 4 . 1 3 )
X  V  D

M a c i e r z  k o r e l a c y j n a  o k r e ś l o n a  j e s t  wzo r e m :

[IC^l = EE Ĵ < XC > < XC jO > TJ = t AI'*IF1 [ICv l £ F ] T | A1~‘T + l Al "‘i F] < m y X m i > T ( Al ‘ 1T

C4. 14)

+ I Al -1[ IC 1CA1'1T f E Al ”‘<m ><m >Tl FI T[ AJ'1T.
B B Y

g d z i e  z n a k  T o z n a c z a  t r a n s p o z y c j ę  m a c i e r z y .

P r z y  o k r e ś l a n i u  m o m e n t ó w  l o s o w y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń  i n a p r ę ż e ń

w e w n ą t r z  c i a ł a  p o t r z e b n a  j e s t  z n a j o m o ś ć  m a c i e r z y  k o r e l a c j i  w z a j e m n e j  IK^^l

i C K  1. M a c i e r z e  t e  o b l i c z a  s i ę  z e  w zorów:
Y X
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E K  1 = e [<XC/0 » < Y C } 0 > t] = £ Al -1E F J I K  ] + £ A]'1< m > < m > T . C4. 153
X Y  [ ' ' J Y  B Y

£ICy x ] = E j c Y C j O M K C j O ^ j  =  E K y 1 E F ) T EA]'1T + < m y X m B> T E A] ~‘T C4. 163

W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  w s z y s t k i e  m o m e n t y  w y r a ż a j ą  s i ę  p r z e z  E A1~ l u b
“1T *

[Al W y s t a r c z y  z a t e m  t y l k o  r a z  o d w r ó c i ć  m a c i e r z  t A l . M o ż n a  t e g o  d o k o n a ć  

r o z w a ż a j ą c  u k ł a d  d e t e r m i n i s t y c z n y c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  w  p o s t a c i :

I A K X l> =  < I L>, C 4 . 17)

g d z i e  r o z w i ą z a n i e  < X ^  j e s t  l - t ą  k o l u m n ą  m a c i e r z y  o d w r o t n e j  l A l ” , * * 1.* 
Jest m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą ,  w  k t ó r e j  w  i - t y m  w i e r s z u  j e s t  1, a  p o z o s t a ł e  

e l e m e n t y  s ą  r ó w n e  zero.

L o s o w e  p r z e m i e s z c z e n i a  i n a p r ę ż e n i a  o k r e ś l o n e  s ą  r ó w n a n i a m i :

<uC x ,  r > )  = t GC x) 1 < pC y) > -  I H C x ) l < u C ? 0 >  +  < B C x , j O > .  C4. 18)

x e O

< o < x , ? 0 >  = [ DC x) 1 < pC 7O  > - C S C x ) l < u C y ) >  + < B C x . * 0 > .  C4. 19)

XtiśO

M o m e n t y  p r z e m i e s z c z e ń  i n a p r ę ż e ń  m a j ą  n a s t ę p u j ą c ą  p o s t a ć :

- w a r t o ś c i  p r z e c i ę t n e :

<ra Cx)> = [ GC x) 1 <m > - I H Cx ) K m>  + <mCx)>, C4.20)
u p u B

X<eO

< m  Cx)> = ( DCx) 1 <m > - lSCx) M m  > + <n Cx)>, C4.31)
o  p  u B

x « 0

m a c i e r z e  k o r e l a c y j n e :

£ K C X 1 ,X23 1 =  E ^ < u C x i . ł ' 3 X u C x 2 .j'3>Tj = C 4 . 2 2 3

E GC x  3 ] E K  l £ G C x  3 1 T - £ G C x  3 J < m  > < m  > T £ H C x  3 ] T + E G C x  3 1 < m  > < m  C x  3 > T
i p 2 i p u 2 1 p B 2

- E HC x  3 K m  > < m  > T £ G C x  3 ] T +  £ H C x  3 I E K  l £ H C x  3 ] T - E H C x  3 J < m  > < m  C x  3 ł T
l u p  2 1 u 2 1 u B 2

+ < m  C x  3 > < m  > T f G C x  3 1 T - < m C x  3 > < m  > T E H C x  3 ] T + E K  C x  ,x 3] .
B I  p 2 B I  u 2 B 1 2

x , x eO,i 2
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I K ^ C x ^ x ^ l «  E ^ < o C x i . y 3 X o C x 2 ,ł-3>Tj = C4.233

± P  U  2 i p B 2

- [ S C x ) l ( m  } { m ) T l K x ) ] T + I S C x D H l C ) [ S C x 3 J T - l S C x 3 K m > < m C x 3 > T
i u p  2 1 u  2  1 u  B  2

+ { m C x ) X m  > T I D C x ) l T - < m C x 3 X m > T [ S C x 3 J T + I X  C x  ,x D J .
B l p  2  B  1 u 2 B  1 2

X  ,  X  € 0 ,
1 2

W z o r y  C4. 123, C 4 . 1 8 3  i C4. 1 9 )  s ł u ż y ć  m o g ą  d o  o b l i c z a n i a  m o m e n t ó w

w y ż s z y c h  r z ą d ó w .  W ó w c z a s  w y c h o d z ą c  z r o z w i n i ę c i a  G r a m a - C h a r l i e r a  m o ż n a  

o k r e ś l i ć  r o z k ł a d  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  s t o c h a s t y c z n y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń  

u C x » } 0  i n a p r ę ż e ń  o’Cx,y3.

4.3. M E T O D A  E L E M E N T Ó W  B R Z E G O W Y C H  W  S T O C H A S T Y C Z N Y C H  Z A G A D N I E N I A C H  

D Y N A M I K I

R o z w a ż a n e  j e s t  j e d n o r o d n e  i z o t r o p o w e  c i a ł o  s p r ę ż y s t e ,  o  s t a ł y c h  X, f j  

i g ę s t o ś c i  p  z a j m u j ą c e  o b s z a r  O  w  C d = 2  l u b  33 z  b r z e g i e m  r, p o d d a n e

d z i a ł a n i u  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  w  p o s t a c i  p r z e s t r z e n n o - c z a s o w e g o  p o l a

l o s o w e g o  b C x , t , j O  o r a z  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  w  p o s t a c i :

- p r z e s t r z e n n o - c z a s o w e g o  s t o c h a s t y c z n e g o  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń :

u C x , t , ^ 3  = u ° C x , t , j ó ,  X € eT ^  , C 4 . 2 4 3

- p r z e s t r z e n n o - c z a s o w e g o  s t o c h a s t y c z n e g o  p o l a  sił p o w i e r z c h n i o w y c h :

pC x , t , jO = p°C x , t , jO , ^ ̂

g d z i e  t € T « C 0 , T 3 ,  I ^ U  r ^ r  o r a z  r j y  r 2=0 -

W a r u n k i  p o c z ą t k o w e  m o g ą  m i e ć  t a k ż e  n a t u r ę  s t o c h a s t y c z n ą :

uC x , O , ̂  3 = u  C x , y3 , u C x , 0 , y 3  = u  C x , y 3 ,  x<=G. C 4 . 2 6 3
o o

S t a n  r o z w a ż a n e g o  u k ł a d u  o p i s a n y  j e s t  o p e r a t o r o w y m  r ó w n a n i e m  r ó ż n i c z k o w y m :  

L du C x , t , > 0  = b C x , t , * 0 ,  C 4 . 2 7 3

-ocK t< co, X6.0,

g d z i e  o p e r a t o r  L^ m a  p o s t a ć  :

L  = L  + p  ---------- C 4 . 2 8 3
a s

& L 7

O p e r a t o r  L  o p i s a n y  j e s t  p r z e z  C l . 103.
8 A

P o l e  s t o c h a s t y c z n e  b C x » t » j O  o k r e ś l o n e  j e s t  n a s t ę p u j ą c o :
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b C x , t » > 0  = b C x , t , j O  + p i U qCx, C t 3  + u ^ C x , y 3 ó C t 3  3 . C4. 293

Z a k ł a d a  s ię, ż e  z n a n e  s ą  c h a r a k t e r y s t y k i  p r o b a b i l i s t y c z n e

s t o c h a s t y c z n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ,  p o c z ą t k o w y c h  i sił o b j ę t o ś c i o w y c h .

N i e  z m n i e j s z a j ą c  o g ó l n o ś c i  d a l s z y c h  r o z w a ż a ń  z a k ł a d a  s i ę  d a l e j ,  ż e

wartości p r z e c i ę t n e  t y c h  w i e l k o ś c i  s ą  r ó w n e  zeru. P r z y j m u j e  s i ę  t a k ż e ,  ż e

pola l o s o w e  u°Cx,t,v2>, p ° C x » t , * 0 ,  u C x , j O ,  u  C x , y 3  o r a z  b C x , t , y )  s ą
o o

g e n e r o w a n e  p r z e z  n i e z a l e ż n e  ź r ó d ł a .

Z n a n e  s ą  m a c i e r z e  k o r e l a c j i  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  i .
a o

S t o c h a s t y c z n e  w a r u n k i  b r z e g o w e  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  s c h a r a k t e r y z o w a n e  

są p r z e z  m a c i e r z e  u o g ó l n i o n y c h  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h  S ^ C x ^ , x ^ ,co^,a O  , 

S Cx ,x , w  , w  ) i S  C x  ,x ,co ,co 3 , k t ó r y c h  e l e m e n t y  z d e f i n i o w a n e  s ąp 1 2 1 2 b 1 2 1 2
n a s t ę p u j ą c o :

S  C x  ,x , u  , u )  *  E | u ° C x  ,co , y ) u ° C x  ,o> ,jO|. C4. 303
u.u. 1 2 1 2  I l 1 1 J 2 2 I
t J L J

S  C x  , x  , co , co 3 =  E  fp°C x  , o> , jO p°C x  , t o , jO |, C 4. 313
p.p. 1 2  1 2  [*1. 1 I j 2 2 J

C4. 323

C 4. 333

oo

a C y . w ^ . y O  * JcxCx»t,y'3expC to>at 3 d t , C4. 34)

— oo
o o ,

CL-U , p  . , b
J i  J

W z ó r  C 4 . 3 3 3  o k r e ś l a  t r a n s f o r m a t ę  F o u r i e r a ,  n a t o m i a s t  w z ó r  C 4  . 3 4 3  w y r a ż a

s p r z ę ż o n y  t r a n s f o r m a t ę  F o u r i e r a .

G ę s t o ś c i  wi dmowe: S  C x  , x  , co , co 3 , S  C x  , x  , co , co 3 i S  C x  , x  , co , co 3 
u 1 2 1 2 p 1 2 1 2 b 1 2 1 2

s ą  c h a r a k t e r y s t y k a m i  p r o b a b i l i s t y c z n y m i  n i e j e d n o r o d n y c h  w  d z i e d z i n i e  

w s p ó ł r z ę d n y c h  p r z e s t r z e n n y c h  i n i e s t a c j o n a r n y c h  w  d z i e d z i n i e  c z a s u  pól 

l o s o w y c h .  T a k  z d e f i o n i o w a n e  m o m e n t y  d r u g i e g o  r z ę d u  s ą  w  d z i e d z i n i e  c z a s u  

u o g ó l n i e n i e m  g ę s t o ś c i  s p e k t r a l n e j  p r o c e s ó w  s t a c j o n a r n y c h  n a  p r o c e s y  

n i e s t a c j o n a r n e  Cpor. [4.18, 4.3133.

U o g ó l n i o n a  g ę s t o ś ć  w i d m o w a  p r z e b i e g ó w  s t a c j o n a r n y c h  j e s t  d o d a t n i m

gdzie

S b b C W W  =
V j Ł J

a C x , c o ,* 0  = |< 2 C x , t ,y 3 e x p C - £ c o  t 3 d t ,

0 o ,
a * u  ,p. ,b.

1 V V
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m a s y w e m  d y s t r y b u c y j n y m  s k o n c e n t r o w a n y m  n a  p r o s t e j  0>1=c,>2 * w y r a ż a  się

z a l e ż n o ś c i ą :

SC x  , x  , co , co 3 = 2rcSCx , x  , co 3 <5C co -00 3 . C 4. 353
1 2 1 2  1 2 1  1 2

C h a r a k t e r y s t y k i  w i d m o w e  pól l o s o w y c h  s ą  r ó w n o w a ż n e  c z a s o w y m  f u n k c j o m  

k o r e l a c y j n y m  K C x ^ ,x ^ ,t ^ ,t^D p r z e z  p o d w ó j n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  F o u r i e r a :

OD

S C x  ,x ,co ,co ) = IKCx , x  , t , t 3 e x p [  -£Cco t - co t 3 Jdt d t  . C4. 363
1 2 1 2  J J  1 2 1 2  1 1  2 2  1 2

- 0 0

B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  d l a  s t o c h a s t y c z n e g o  z a g a d n i e n i a  

d y n a m i c z n e g o  o t r z y m a ć  m o ż n a  w y c h o d z ą c  z  z a s a d y  w z a j e m n o ś c i  p r a c  B e t t i e g o  

C l . 923. U w z g l ę d n i a j ą c  s t o c h a s t y c z n ą  n a t u r ę  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h ,  w a r u n k ó w  

p o c z ą t k o w y c h  i sił o b j ę t o ś c i o w y c h  o t r z y m u j e  Cpor. B u r c z y ń s k i  [ 4 .1233:

■ 1 “
c C x 3 u C x , t , * 0  +  | P C x , y , t 3 * u C y ,  t , * O d r C y 3  = |UCx,y, t 3 * p C y ,  t , > O d r C y 3  =

C4 . 3 7 3

| U C x , y , t 3 # b C y . t , ^ 3 d O C y 3  ,
xeT.

O

g d z i e  s y m b o l  *  o z n a c z a  s p l o t  c z a s o w y ,  n a t o m i a s t  d e t e r m i n i s t y c z n e  J ą d r a  

o k r e ś l o n e  s ą  p r z e z  r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e  d y n a m i c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  

U C x , y , t 3  i P C x , y , t 3 ,  k t ó r y c h  p o s t a ć  w y z n a c z o n a  j e s t  p r z e z  C l . 9 83, C l . 993 i 

Cl. 943.

W e k t o r o w e  s t o c h a s t y c z n e  r ó w n a n i e  c a ł k o w e  C 4 . 3 7 3  o p i s u j e  d y n a m i c z n e  

z a c h o w a n i e  s i ę  o ś r o d k a  s p r ę ż y s t e g o  p o d d a n e g o  o d d z i a ł y w a n i u  

p r z e s t r z e n n o - c z a s o w y c h  pól l o s o w y c h .  W  p r z y p a d k u  g d y  x ^  c C x 3 = I  r ó w n a n i e  

C 4 . 3 7 3  J e s t  f o r m u ł ą  S o m i g l i a n y  d l a  s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  d y n a m i c z n y c h .

S t o c h a s t y c z n e  p o l e  n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  c i a ł a  o k r e ś l o n e  j e s t  r ó w n a n i e m :

<y_Cx,t*jO = jD_kCx,y,t3#pkCy,t, jOdrCy3- Js^ ̂ feC x, y , t3*ufcC y , t , >OdrCy3

r

• f w
C 4. 383

c , y , t 3 * b k Cy, t , ^ 3 d O C y 3  ,

x«^2.

g d z i e  t e n s o r y  D. i S. o k r e ś l o n e  s ą  p r z e z  Cl. 963 i Cl. 973.
tjk Ljk

D o  r o z w i ą z a n i a  C 4 . 3 7 3  w y g o d n i e  j e s t  z a s t o s o w a ć  m e t o d ę  t r a n s f o r m a c j i  

c a ł k o w y c h  F o u r i e r a .  O t r z y m u j e  s i ę  wtedy:
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c C x D u C x ,  + JpCx,y,<«x>uCy»o, j O d r C y )  =  J u C x ,  y, ooDpCy, 6>, y O d r C y D  =

r  r

I1

C4. 391  

UC x . y . bC y , a>, dOC y) .

a xer

UCx,y,oa> = |u_Cx» y, to!) J J e s t  r o z w i ą z a n i e m  p o d s t a w o w y m  o p e r a t o r a

L .  = L  -  p a  , C4. 403a s

i ma p o s t a ć :

U. Cx,y,<i>D = ------------- Cwó. . - y  r r .Z), C 4 . 4 1 D
IJ 2  tj »Ł » j* n p c 2

g d z i e  k = 4  d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  i ae=2 d l a  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h .  

F u n k c j e  y/ 1 x  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

e x p C  - ł ojt / c  D c c 2 e x p C  - l o t  / c  }2 *> *» r o

( - f  f r - ]L0>r 6> r ^

C4. 423

e x p C  - i c a r / c  2

_ L _  r _ J — _ — 1— i ----------
2 I 2 2 I

C  v  LCi>r fc) r  r

3 c  3 c  e x p C  -Lo>r/c }
2 2 - 2

= (‘ + —  ) v icor O) r J

C4. 433

3 c  3 c  e x p C  —tii> r / c  D
r 1 1 •»
(   ------------------ T T -  + ł J
v  Ł U T  m  r  J

d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  o r a z

-  -  * . ( — ) —  K ( — )  -  —  K*(— ] ]•c  J  1 0 S T  L  V c  7 C  v  c  . /  J
2 2 1 1

* ■ « .{— i  -  4  * .(— i  ] • C 4. 45}
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d l a  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h .

K^, i s ą  z m o d y f i k o w a n y m i  f u n k c j a m i  B e s s e l a  t r z e c i e g o  r o d z a j u  

o d p o w i e d n i o  z e r o w e g o ,  p i e r w s z e g o  i d r u g i e g o  r o d z a j u ,  n a t o m i a s t

c 1=C CX+2/j3/p31/2 j e s t  p r ę d k o ś c i ą  f a l i  d y l a t a c y j n e j ,  a  c ^ ^ C ^ / p D 1^ 2 jest 

p r ę d k o ś c i ą  f a l i  s k r ę t n e j .

R ó w n a n i e  C 4 . 393 z a c h o w u j e  s w o j ą  w a ż n o ś ć  t a k ż e  d l a  o ś r o d k ó w

l e p k o - s p r ę ż y s t y c h ,  o p i s a n y c h  r ó w n a n i e m  s t a n u  Cl. 108!), J e ś l i  w  m i e j s c e  

S t a ł y c h  L a m e g o  X  i y  w s t a w i ć  w i e l k o ś c i  i z a l e ż n e  o d  p a r a m e t r u

p r z e k s z t a ł c e n i a  F o u r i e r a  co:

V  C£o>3 = FC ic o 3 /[2 P C  £<*>3 3 , X C £<*>3 *  X + C 2 /3 3 C u  -  u  C i u D ] ,  C 4 . 46}V  V  V

g d z i e  F  i P  s ą  o p e r a t o r a m i  r ó ż n i c z k o w y m i  o k r e ś l o n y m i  w z o r a m i  C l . 1063.

W i e l k o ś c i  i iJ L  £<»>3 i X^£<i>3 w y r a z i ć  m o ż n a  t a k ż e  p r z e z  z e s p o l o n e  m o d u ł y  

p r z y  ś c i n a n i u  Y^C i o O  i d y l a t a c j i  Y^C£c«>3 w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y  Cpor.

C4.2 7 3 3 :

p  C i u )  = Y  C i o O / 2 ,  X  C £aO = [Y C i w )  - Y C £ g>3 3/3. . C4. 473V  a v  v  s

J e ś l i  <*> p o t r a k t o w a ć  J a k o  p a r a m e t r ,  t o  r ó w n a n i e  C4. 393 p o d o b n e  j e s t  do 

s t o c h a s t y c z n e g o  b r z e g o w e g o  r ó w n a n i e  c a ł k o w e g o  C 4 . 6 3 ,  o p i s u j ą c e g o  

z a g a d n i e n i e  s t a t y c z n e .  D l a t e g o  d o  r o z w i ą z a n i a  r ó w n a n i a  C 4 . 393 z a s t o s o w a ć  

m o ż n a  p o d o b n y  t o k  p o s t ę p o w a n i a .

B r z e g  u k ł a d u  d y s k r e t y z o w a n y  J e s t  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  r # , 

e = l , 2 T r a n s f o r m a t y  c a ł k o w e  p r z e s t r z e n n o - c z a s o w y c h  pól l o s o w y c h  

p r z e m i e s z c z e ń  uCx,u>,}0 i sił b r z e g o w y c h  pCx,o>,}0 a p r o k s y m o w a n e  s ą  na 

k a ż d y m  e l e m e n c i e  T* p r z e z  f u n k c j e  k s z t a ł t u  i l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  

u #wCtt*y3 i p * vC w , y 3  w  n a s t ę p u j ą c y  spo s ó b :

a * C x C ( 3  . u . y l  = H C ?3 u * “ C w .jO .  C 4 . 48 3

p*CxC ę S . u . ł O  = MC?Dp“ vC u , y 3  . C 4 . 49 3

J e ś l i  c a ł k ę  o b j ę t o ś c i o w ą ,  w y s t ę p u j ą c ą  w  r ó w n a n i u  C 4 . 3 9 3 ,  n i e  d a  s i ę  

o b l i c z y ć  a n a l i t y c z n i e  l u b  s p r o w a d z i ć  d o  c a ł k i  b r z e g o w e j  Cpor. p. 1.2. 33, t o  

t a k ż e  o b s z a r  O n a l e ż y  p o d z i e l i ć  n a  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e  O*, <?= 1 , 2 , . . Q ,

Cpor. p. 1.2 . 2 3 .

W  w y n i k u  d y s k r e t y z a c j i  r ó w n a n i a  C 4 . 3 9 3  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  

p o s t a ć  a l g e b r a i c z n ą :

I HC o>3 J < uC ^3  > = [ GC o>3 1 <pC a>, ^3> . < B C o> .jO > , C 4 . 3 0 3

m a x
6>«c<i>Ł3, 1=1 ,a... i



gdzie e l e m e n t y  n i e l o s o w y c h  m a c i e r z y  z e s p o l o n y c h  [HCo>2>] i f Gt ox) I s ą

o k r e ś l o n e  p r z e z  c a ł k i  b r z e g o w e  z r o z w i ą z a ń  p o d s t a w o w y c h  UCx,y,c»>I> i

PCx.y, oO i o b l i c z o n e  d l a  c i ą g u  w a r t o ś c i  co1, 1 = 1 , 2 , . . »  i
^  m a x

M a c i e r z e  k o l u m n o w e  <uCc>>,*0> i <pCo>,*0> z a w i e r a j ą  t r a n s f o r m a t y  

l o s o w y c h  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h .

P o  u w z g l ę d n i e n i u  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  r ó w n a n i e  C 4 . 5 0 D  p r z e k s z t a ł c i ć  

można d o  u k ł a d u  z e s p o l o n y c h  l o s o w y c h  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

I A C w 3 ] < X C o ,^ >  = [F C c o 3 K Y C o ,y 3 >  + < B C « ,* 0 > ,  C 4 .5 1 3

ł'=c<o13 . 1=1 ,a,, . i
m a x

gdzie m a c i e r z  k o l u m n o w a  <XCc*>, z a w i e r a  n i e z n a n e  t r a n s f o r m a t y  l o s o w y c h

p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h ,  n a t o m i a s t  w  m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  <YCco,fO> 

z n a j d u j ą  s i ę  w i e l k o ś c i  d a n e  w  w a r u n k a c h  b r z e g o w c h .

J e ś l i  d l a  c i ą g u  w a r t o ś c i  p a r a m e t r u  a>‘, 1 = 1 , 2 , . . . , i , m a c i e r z  [ACco3l
m a x

Jest n i e o s o b l i w a ,  t o  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  C4.51Z) p r z y j m u j e  pos t a ć :

< X C w , j O >  = l AC a01~*[FC<<0]<YC <*.}':>> + [ A C « 3  ] ~*<BCio.}0> . C4. 52D

ł>=Co>13 , 1 = 1,2,.. I
m a x
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R o z w i ą z a n i e  C 4 . 5 2 D  u m o ż l i w i a  o k r e ś l a n i e  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h  n i e z n a n y c h  

p r z e m i e s z c z e ń  i sił b r z e g o w y c h .  O t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  w y r a ż e n i a  n a  

p o s z u k i w a n e  c h a r a k t e r y s t y k i  s p e k t r a l n e :

I S C u . u ) )  = E  < X C w  , } 0 » < X C g> ,jO » H
] •

l  AC w J l _ , t F C u  D J I S  C u  , (ił D 1 1 FC w 5 1 H I A C u  D ] '  1H
i  i  V  1 2 2 2 C4. 533

C A C oj 5 ) " ‘ t S  Ctó , u  M I A C oj D l " 1" ,i  B 1 2 2

1=1 ,2 ,. . I
m a x

i -  ± „ Z

c r a z  w z a j e m n e  g ę s t o ś c i  w i d m o w e :
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C4.543

I S  Co> .o> D l = e [< X C o )  , ł O X Y C w  , ł O > " l  = [ A C u  3 l ' l [ F C u  3 1 I S  C u  , u  ) ] ,  
X Y  1 2 L 1 2 J 1 1 Y  1 2

u . < u l 5 .  1 = 1 . 2 . . .  t
i i m a x

C A .  553

IS Cu .0)31 = E!<YCo> ,>0><XC« .*0>"! = IS C<o .w 311 FCł> D 1 "l ACo> 3 J ' *H,Y X  1 2  * * o ' I v  j o ■» •>

u  =C6)l 3 . 1 = 1 . 2 . .  . I
i i m a x

g d z i e  p r z e z  H  o z n a c z o n o  s p r z ę ż e n i e  i t r a n s p o z y c j ę  m a c i e r z y  z e s p o l o n y c h .

W  p r z y p a d k u  g d y  d r g a n i a  u k ł a d u  w y m u s z o n e  s ą  s t a c j o n a r n y m  p o l e m  

l o s o w y m ,  t o  w z o r y  C4. 5 3 3 - C 4 .  5 5 3  p r z y b i e r a j ą  p r o s t s z ą  pos t a ć :

C 4 . 5 6 3

I S x C u 51  = C A C 6 0 l ' ‘ t F C ( i ) l I S v C a 0 1 t F C 6 0 1 H t A C Ł 0 j ' ‘ H  + [ ACw3 j ‘ * [ S b C<j 3 ] l  ACoD l " ‘ H ,

o f C u S .  1 =1,2... I
m o x

[ S x y Co>3 ] *  [ AC o>3 ] * I F C o ) 3 J I S y Co>31, C 4 . 5 7 3

<*>*Co>l 3 ,  1 * 1 , 2 , . .  i

I S  CoD 1 «  l  SC 0)3 ] C FC o)3 1 H£ AC oO 1 ~1H C 4 . 5 8 3
Y X

6)=C 0il 3 , i  * 1 , 2 , .  . I max

Z n a j o m o ś ć  m a c i e r z y  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń  i sił 

b r z e g o w y c h  u m o ż l i w i a  w y z n a c z e n i e  c h a r a k t e r y s t y k  s p e k t r a l n y c h  p r z e m i e s z c z e ń  

i n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  ciał a .  W  o g ó l n y m  p r z y p a d k u  pól n i e j e d n o r o d n y c h  i 

n i e s t a c j o n a r n y c h  o t r z y m u j e  s i ę  ń a s t ę p u j ą c e  wzory:



- 107 -

ISCx ,x , « ,«)] «IGCx ,a> ))(SCu ,o> 31ïGCx ,u )1 +
u 1  2 1  2  1 1  p  1  2 2 2

I l k x i .wiD l I S u C<oi. W 2 D I C ł k x 2 ,o)2D l H  +  C S ^ C o ^ . 0 ^ 3 1  , C 4

x , x eClt 
1 2

a). =C o>13 , 1*1,2,.. i
t t m o x

I S C x  .x ,o> ,u 31 = £DCx , « ) ] [ S U  , u ) U D C x  ,u )]" ♦ 
a  1 2  1 2  1 1  p 1 2 2 2

ISCx .u 3 H S  C u .u  3 1 ISCx ,cil 3 1 " + IS Cu ,u 31.
1 1  U  1 2 2 2  B 1 2

C4. 603
x , x eClr 
1 2

<*> =C <ol 3, i =1,2,. . I
V i nrtx

1 = 1,2

g d z i e  m a c i e r z e  [HCx»a>3], [GCx,to31, l DC x , o>31 i [ŚCx,o>3] z a l e ż ą  o d  c a ł e k  

b r z e g o w y c h  o p o w i e d n i o  o  j ą d r a c h  PCx,y,<o3, UCx,y,<o3, D _ fcC x , y , a O  1 

S. C x , y , u 3 .
tjk

W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  ż e  w  o d r ó ż n i e n i u  o d  z a g a d n i e ń  

d e t e r m i n i s t y c z n y c h ,  z a s t o s o w a n i e  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h  j a k o  c h a r a k t e r y s t y k  

p r o b a b i l i s t y c z n y c h  l o s o w y c h  pól p r z e m i e s z c z e ń ,  s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h  i 

n a p r ę ż e ń  n i e  w y m a g a  p r z e p r o w a d z a n i a  p r a c o c h ł o n n e g o  n u m e r y c z n i e  o d w r a c a n i a  

t r a n s f o r m a t  c a ł k o w y c h .  J e s t  t o  o r y g i n a l n ą  c e c h ą  i d u ż ą  z a l e t ą  

p r e z e n t o w a n e g o  u j ę c i a ,  k t ó r e  z o s t a ł o  s f o r m u ł o w a n e  p o  r a z  p i e r w s z y  p r z e z  

B u r c z y ń s k i e g o  w  p r a c y  [4.43.

I s t n i e j e  m o ż l i w o ś ć  a l t e r n a t y w n e g o  s f o r m u ł o w a n i a  z a g a d n i e n i a  a n a l i z y  

d r g a ń  s t o c h a s t y c z n y c h  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  s p r ę ż y s t y c h  w y k o r z y s t u j ą c a ,  

p r z e d s t a w i o n e  w  p. 1 . 3 . 5 ,  r o z w i n i ę c i e  n i e z n a n e g o  p o l a  p r z y ś p i e s z e ń  

u C y , t , j O ,  yeft, w  p o s t a c i  Cl. 1 2 03. W  p r a c y  B u r c z y ń s k i e g o  C 4 . 63 or a z  w  

p r a c a c h  B u r c z y ń s k i e g o  z  A d a m c z y k i e m  C 4 . 133 i J o h n e m  C 4 . 1 6 3  p r z e d s t a w i o n o  

z a s t o s o w a n i e  t e g o  u j ę c i a ,  k t ó r e  p r o w a d z i  d o  u k ł a d u  s t o c h a s t y c z n y c h  r ó w n a ń  

c a ł k o w y c h  V o l t e r r y  II r o d z a j u  C p or. C 4 . 1 3 3  w z g l ę d e m  n i e z n a n y c h  

p r z y ś p i e s z e ń  w ę z ł o w y c h  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h 1**.

i‘*) Z a s t o s o w a n i e  s t o c h a s t y c z n y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  V o l t e r r y  d o  b a d a n i a  
d y s k r e t n y c h  u k ł a d ó w  l o s o w y c h  r o z w a ż a ł  S z o p a  w  p r a c y  C 4 . 343.



- 108 -

4.4. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W PROBLEMACH ROZPRZESTRZENIANIA S I Ę  FAL 

W OŚRODKACH STOCHASTYCZNYCH

D o  tej p o r y  r o z w a ż a n e  b y ł y  z a g a d n i e n i a ,  w  k t ó r y c h  s t o c h a s t y c z n ą  

n a t u r ą  m i a ł y  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  i w a r u n k i  p oczątkowe, 

n a t o m i a s t  o p e r a t o r  r ó ż n i c z k o w y  o p i s u j ą c y  w ł a s n o ś c i  o ś r o d k a  był 

d e t e r m i n i s t y c z n y .  J e ś l i  o ś r o d e k  j e s t  l o s o w y ,  t o  o p e r a t o r  o p i s u j ą c y  jego 

z a c h o w a n i e  j e s t  s t o c h a s t y c z n y  i r ó w n a n i e  s t a n u  m a  p o s t a ć :

L C j O u  = b, C4. 61}

g d z i e  L C j O  j e s t  o p e r a t o r e m  r ó ż n i c z k o w y m  o  l o s o w y c h  w s p ó ł c z y n n i k a c h .

T y p o w y m  p r z y k ł a d e m  r ó w n a n i a  t y p u  C 4 . 6 1 D  j e s t  w  a n a l i z i e 

s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  f a l o w y c h  r ó w n a n i e  H e l m h o l t z a .  W ó w c z a s  o p erator 

l o s o w y  m a  n a s t ę p u j ą c ą  pos t a ć :

L C j O  = V 2 + k * N 2C x , j O , p  C4.625

g d z i e  k^ l i c z b ą  f a l o w ą  o ś r o d k a  j e d n o r o d n e g o ,  N C x , j O  j e s t  f u n k c j ą  l o s o w ą  

o p i s u j ą c ą  n i e j e d n o r o d n o ś c i  o ś r o d k a .

R o z p a t r z m y  n i e s k o ń c z o n y  o b s z a r  s p r ę ż y s t y  w  8d , C d - 2  l u b  33,

s k ł a d a j ą c y  s i ę  z o b s z a r u  w e w n ę t r z n e g o  o g r a n i c z o n e g o  b r z e g i e m  T, i

o b s z a r u  z e w n ę t r z n e g o  O  .

P r o b l e m  r o z p r z e s t r z e n i a n i a  s i ę  f a l i  h a r m o n i c z n e j  o  a m p l i t u d z i e  u  w 

o ś r o d k u  s t o c h a s t y c z n y m  o p i s a n y  j e s t  r ó w n a n i e m  H e l m o l t z a :

V*u + k V c x , j ' D u  = b C x 5 ,  C4.632

g d z i e  b C x 3  j e s t  d a n ą  f u n k c j ą  c h a r a k t e r y z u j ą c ą  ź r ó d ł o  f ali h a r m o n i c z n e j .

J e ś l i  ź r ó d ł o  j e s t  u m i e j s c o w i o n e  w  p u n k c i e  x°, t o  bC x3 =6C x - x ° D . W

p r z y p a d k u  o g ó l n y m  f u n k c j a  b C x D  m o ż e  m i e ć  c h a r a k t e r  losowy.

J e ś l i  | x  | -*oo, t o  a m p l i t u d a  h a r m o n i c z n a  u C x , j O  p o w i n n a  s p e ł n i a ć  w a r u n e k

w y p r  omi eni o w a n i  a  S o m m e r  f e l d a  C p o r . C 4 . 2 2 ]3:

£ k ^ N C x , } O u C x » > ‘0  j = O. C 4 . 6 4 3

Z a k ł a d a m y ,  ż e  l o s o w o ś ć  o ś r o d k a  j e s t  o g r a n i c z o n a  d o  p e w n e g o

s k o ń c z o n e g o  o b s z a r u  R c O  o r a z  ż e  N 2C x ,jO  J e s t  w  t y m  o b s z a r z e  J e d n o r o d n y m  

i i z o t r o p o w y m  p o l e m  l o s o w y m  o  s k o ń c z o n y c h  m o m e n t a c h .  J e ś l i  l o s o w e

f l u k t u a c j e  o ś r o d k a  s ą  m a ł e ,  t o  w s p ó ł c z y n n i k  z a ł a m a n i a  N C x , } 0  p r z e d s t a w i ć  

m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

l  im. 
| x U c o

duC x , >0

Ó x|
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N 2C x , jO =  1 + * V C x , } 0 ,  £ < < 1 ,  C 4 . 6 5 3

gdzie V C x , j O  r e p r e z e n t u j e  l o s o w e  f l u k t u a c j e  w ł a s n o ś c i  o ś r o d k a ,  e  j e s t

małym p a r a m e t r e m .

Z a k ł a d a m y ,  ż e  V C x , y D  J e s t  j e d n o r o d n y m  i i z o t r o p o w y m  p o l e m  l o s o w y m  o  

wartości p r z e c i ę t n e j  r ó w n e j  zero:

m  = E V x » * 0  *  O, C 4 . 6 6 3
v

i funkcji k o r e l a c y j n e j  K ^ x ^ . x ^ )  o k r e ś l o n e j  z a l e ż n o ś c i ą :

K  C x  ,x } *  E C V C x  , j O V C x  , >0 3 = o ^ e x p C - j x  - x  I / a 2), C 4 . 6 7 D
V  1 2  ± * 2  * V  ‘ i 2 *

gdzie o-2 j e s t  w a r i a n c j ą ,  n a t o m i a s t  a  j e s t  p r o m i e n i e m  k o r e l a c j i  l o s o w e g o  

poi a  VC x , jO .

P r z y  p o w y ż s z y c h  z a ł o ż e n i a c h  r o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  C 4 . 6 3 D  p r z e d s t a w i ć  

można w  p o s t a c i :

OD

uCx.jO = ^  ekukCx.)0. CA . 683
k = O

W s t a w i a j ą c  C 4 . 6 8 3  d o  C 4 . 6 3 D  i p r z y r ó w n u j ą c  w y r a ż e n i a  t e g o  s a m e g o  

r z ę d u  p r z y  £ o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó ż n i c z k o w y c h  r ó w n a ń  r e k u r e n c y j n y c h  Cpor.

[4.333}:

7*u + k2u - bCx3, C4.693
O  o  o

7 * u  + k 2u  *  - k 2V C x . j O u ,  , C 4 . 7 0 3
k o k o k-t

M = 1,2.. . .

S t o s u j ą c  t o ż s a m o ś ć  G r e e n a  d o  u k ł a d u  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w c h  C4.692) i 

C 4 . 7 0 D  o r a z  p r z e c h o d z ą c  z  p u n k t e m  x  d o  b r z e g u  T  o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n o w a ż n y  

u k ł a d  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h :

c C x ) u  C x )  =  I [ UC x , y  2) p  C y 3 - PCx,yZ>u Cyi) 3drCy!> + U C x , y D b C y D d O  , C 4 . 7 1 3

c C x 3 u kC x 3  * C U C x , y 3 p kCyD - PC x , yl> u fcC 3 d f C  y} + k |UCx, y3 V Cy, > O u k ^ d R

C 4. 72D

< g 3

* = 1 . 2 ,



g d z i e  U C x , y 3  j e s t  r o z w i ą z a n i e m  p o d s t a w o w y m  o p e r a t o r a  d e t e r m i n i s t y c z n e g o

L * ^ 2 + k 2 i m a  pos t a ć :  
o

e x p C i k ^ | x - y |

U C x . y 3  = -------------------- . d l a  <2=*3, C4.733
-4fT | x - y  |

1
U C x , y 3   --------- H <2>C k  | x - y p .  d l a  d = 2. C4.743

4t ° °

H ^ 2> J e s t  f u n k c j ą  H a n k e l a  d r u g i e g o  r o d z a j u  z e r o w e g o  rzędu.

F u n k c j e  P C x , y 3  i p fcCy3 w y r a ż a j ą  s i ę  n a s t ę p u j ą c y m i  z a l e ż n o ś c i a m i :

*
PC x »y3 = 3 U C x , y 3 / $ n C y 3 ,  C4.7 5 3

p fcC y3 = y3 / £ n C  y3 , C 4. 763

g d z i e  n C y 3  j e s t  J e d n o s t k o w y m  w e k t o r e m  n o r m a l n y m  d o  F.

F u n k c j a  c C x 3  z a l e ż y  o d  p o ł o ż e n i a  p u n k t u  x  n a  b r z e g u  T. N a  b r z e g u  r

d a n e  s ą  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  k t ó r e  m o g ą  d o t y c z y ć  u  l u b  p.

R o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C 4 . 713 J e s t  d e t e r m i n i s t y c z n a  f u n k c j a

u^Cx 3 ,  k t ó r a  o p i s u j e  f a l ę  p i e r w o t n ą  w  o ś r o d k u  j e d n o r o d n y m .  S t o c h a s t y c z n e

p o l e  u kC x , j O ,  te=l»2,.. , J e s t  w y g e n e r o w a n e  w  o ś r o d k u  p r z e z  f a l ę  p i e r w o t n ą

u^ i p o l e  r o z p r o s z o n e  u fc fe=2,3,. .

S t o c h a s t y c z n y  p r o c e s  r o z p r z e s t r z e n i a n i a  s i ę  f a l i ,  o p i s a n y  s z e r e g i e m

C 4 . 6 8 3 ,  m o ż e  b y ć  i n t e r p r e t o w a n y  J a k o  k o l e j n e  w i e l o k r o t n e  r o z p r a s z a n i e .

W  c e l u  r o z w i ą z a n i a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C 4 . 7 1 3  i C 4 . 7 2 3  n a l e ż y

z n a l e ź ć  w i e l e  k o l e j n y c h  p r z y b l i ż e ń  u fc, C M = 0 , 1 ,2,..3. . J e ś l i  r o z p a t r u j e  s i ę

p r z y p a d e k  r o z p r a s z a n i a  s ł a b e g o 13*, t o  w y s t a r c z y  J e d y n i e  z n a l e ź ć  u  Cx3 i
°

u iCx»* 0 .  W ó w c z a s  w a r t o ś ć  p r z e c i ę t n a  i f u n k c j a  k o r e l a c j i  p o l a  l o s o w e g o  

u C x , j O  m a j ą  p o s t a ć :

m _ Cx3 *  E u C x , * 0  = Z C x 3  , C 4 . 7 7 3
u

K C x , x 3  = E C u C x  , » O u C x  ty3J =  K  C x  ,x 3. C 4 . 7 8 3
“ 1 2  1 ' 2 “ 1 2  
U u

1

W  c e l u  o k r e ś l e n i a  m o m e n t ó w  C 4 . 7 7 3  i C 4 . 7 8 3  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  b r z e g o w e  

r ó w n a n i a  c a ł k o w e  C 4 . 7 1 3  i C 4 . 7 2 3  d l a  k = l . B r z e g  r  d z i e l o n y  j e ^ t  n a  

e l e m e n t y  b r z e g o w e  r®, e = l , 2 , . . , E ,  t a k  ż e  w s p ó ł r z ę d n e  p r o s t o k ą t n e  d o w o l n e g o
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W  t y m  p r z y p a d k u  r o z w a ż a n e  J e s t  r o z p r a s z a n i e  J e d n o k r o t n e .  T a k i e  
p r z y b l i ż o n e  r o z w i ą z a n i e  n a z y w a  s i ę  p r z y b l i ż e n i e m  Born a .  N a k ł a d a  o n o  
m o c n e  o g r a n i c z e n i a  o d n o ś n i e  d o  m a ł o S c i  E C V * 3  Cpor. S o b c z y k  C 4 .3333.

1 9 )
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p u n k t u  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  w y r a ż a j ą  s i ę  p r z e z  w s p ó ł r z ę d n e  w ę z ł o w e  z a  

p om o c ą  z a l e ż n o ś c i  Cl. 433. D e t e r  mi ni s t y c z n e  p o l a  u ^ C x 3  i p C x 3  s ą  

a p r o k s y m o w a n e  w  l o k a l n y m  u k ł a d n i e  w s p ó ł r z ę d n y c h  £ * C {  3 n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  

przez w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  i f u n k c j e  k s z t a ł t u  N C £ 3  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

S oC x C  f 3 3  = N vC!T3u*, C 4 . 7 9 3

£  C x C f 3 3  = N wC f 5 p v . C 4 . 8 0 3
O o

W w y n i k u  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w e j  a p r o k s y m a c j i  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C4. 713

o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

C A K X  > = I F K Y  > + <B > ,  C4 .  8 1 3
o  o  o

g d z i e  m a c i e r z e  k w a d r a t o w e  (Al i (FI z a l e ż ą  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  z  r o z w i ą z a ń

p o d s t a w o w y c h  U C x , y 3  i P C x , y 3  i f u n k c j i  k s z t a ł t u ,  m a c i e r z  k o l u m n o w a  < X  >
o

z a w i e r a  n i e z n a n e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  u  i p  , w  m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  < Y  >
o  o  o

z n a j d u j ą  s i ę  z n a n e  w a r t o ś c i  u  i p  d a n e  p r z e  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  n a t o m i a s t
o  o

m a c i e r z  < B  > z a l e ż y  o d  f u n k c j i  bCx 3 .  Z n a j ą c  w s z y s t k i e  w a r t o ś c i  f u n k c j i
O■V A» V

u  Cx3 i p  C x 3  n a  b r z e g u  r, m o ż n a  z r ó w n a n i a  C 4 . 7 1 3  o b l i c z y ć  u  C x 3  w e w n ą t r z
o  o  o

o b s z a r u  R  d l a  c C x 3  =1. T o  u m o ż l i w i a  o k r e ś l e n i e  s t o c h a s t y c z n e g o  p o l a  u^Cx,>0 

p r z y  z a s t o s o w a n i u  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C 4 . 723. W  t y m  c e l u  l o s o w e  p o l a  

u4C x , j O  i p 4C x , } 0  s ą  a p r o k s y m o w a n e  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  r* p r z e z  

f u n k c j e  k s z t a ł t u  i l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e :

u iCxC?3.}'3 = N u C ę 3 u " C ł O .  C 4 . 8 2 3

PiCxCf3.y3 = NuCę3p”C*-3. C4.833

O b s z a r  R  J e s t  d z i e l o n y  n a  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e  R*1, ą = l , S , . . Q ,  C r y s . 4 .  13 

i w ó w c z a s  l o s o w e  p o l e  V C x , j O  J e s t  a p r o k s y m o w a n e “ ® w  l o k a l n y m  u k ł a d z i e  

w s p ó ł r z ę d n y c h  r)=Cr).3 k a ż d e j  k o m ó r k i  p r z e z  f u n k c j e  k s z t a ł t u  i l o s o w e

w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  V vC}"3:

VCxC7)3.y3 = * v C r p V v C}0. C4. 843

T e n  s p o s ó b  d y s k r e t y z a c j i  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w e j  s t o c h a s t y c z n e j  
f l u k t u a c j i  w ł a s n o ś c i  o ś r o d k a  p o p r z e z  l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  J e s t  taki 
J a k  w  s t o c h a s t y c z n e j  m e t o d z i e  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h  Cpor. [4. 3 5  . 4 . 3 6 ,  
4 . 2 4 ,  4 . 2 5  , 4 . 2 8  . 4 . 3 0 1 3 .
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Rys. 4.1 D y s k r e t y z a c j a  b r z e g u  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m  r* 1 o b s z a r u  
k o m ó r k a m i  w e w n ę t r z n y m i  R q

Fig. 4.1 D i s c r e t i z a t i o n  b y  m e a n s  o f  b o u n d a r y  e l e m e n t s  r* a n d  i n t e r n a l  
c e l 1 s  R q

R ó w n i e ż  f a l a  p i e r w o t n a  u  Cx2> J e s t  a p r o k s y m o w a n a  n a  k a ż d e j  k o m ó r c e
o

p r z e z  f u n k c j e  k s z t a ł t u  i w a r t o ś c i  w ę z ł o w e :

U oCx.Cy)DD = tp"' C y p u \ C 4 . 8 5 3

D y s k r e t n ą  p o s t a ć  s t o c h a s t y c z n e g o  b r z e g o w e g o  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C 4 . 7 2 D  

p r z e d s t a w i ć  t e r a z  m o ż n a  w  p o s t a c i  l o s o w e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h :

C A  l<XCy}> * I F K Y 4> + I R l I U o K V C  jO>. C4. 863

g d z i e  m a c i e r z e  [Al i IF1 o k r e ś l o n e  s ą  i d e n t y c z n i e  d o  r ó w n a n i a  C 4 . 8 1 3 ,  

m a c i e r z  k o l u m n o w a  <X^ C j O >  z a w i e r a  n i e z n a n e  l o s o w e  w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  f u n k c j i  

u C x , } 0  i p^Cjc.tO n a  b r z e g u  T, w  m a c i e r z y  <Y^> z n a j d u j ą  s i ę  d a n e  w a r t o ś c i  

f u n k c j i  u^ i p^, e l e m e n t y  m a c i e r z y  k w a d r a t o w e j  IR] z a l e ż ą  o d  c a ł k i  p o  

o b s z a r z e  R  z r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e g o  i f u n k c j i  k s z t a ł t u ,  J * s t

m a c i e r z ą  d i a g o n a l n ą ,  k t ó r a  z a w i e r a  w a r t o ś c i  f u n k c j i  u^ w  w ę z ł a c h  k o m ó r e k  

w e w n ę t r z n y c h  R q , < V C y D >  J e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  z a w i e r a j ą c ą  l o s o w e  

w a r t o ś c i  f u n k c j i  V C x , j O  w  w ę z ł a c h  k o m ó r e k  w e w n ę t r z n y c h  R q .

M a c i e r z  k o r e l a c j i  l o s o w e g o  w e k t b r a  < X ^ C j O >  m a  pos t a ć :
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IK  1 =  [ A]"łI F J < Y  > < Y  > T [A1 1T + I A J _i C R1 I U  1 I K  I t U  1 T [ R3 T [ A3 ~1T, C4.87!)
X  1 1  o  V  o
1

g d z i e  e l e m e n t y  m a c i e r z y  z a l e ż ą  o d  f u n k c j i  k o r e l a c y j n e j  C4. 6 7 D .

J e ś l i  f u n k c j a  o p i s u j ą c a  l o s o w e  f l u k t u a c j e  o ś r o d k a  V C x , j O  m a  r o z k ł a d

no r m a l n y ,  w t e d y  s t o c h a s t y c z n e  p o l e  f a l o w e  u C x , j O  j e s t  t a k ż e  n o r m a l n e  i

o k r e ś l o n e  j e s t  p r z e z  w a r t o ś ć  p r z e c i ę t n ą  r ó w n ą  U q C x D i f u n k c j ę  k o r e l a c j i

o k r e ś l o n ą  p r z e z  K  C x  ,x Z>.
u 1 2

4.5. M E T O D A  E L E M E N T Ó W  B R Z E G O W Y C H  W  A N A L I Z I E  C Z Ę S T O Ś C I  D R G A Ń  W Ł A S N Y C H  

U K Ł A D Ó W  S P R Ę Ż Y S T Y C H  Z  L O S O W Y M  B R Z E G I E M

K s z t a ł t  p o w i e r z c h n i  e l e m e n t ó w  m a s z y n  z u w a g i  n a  n i e d o s k o n a ł o ś ć  

p r o c e s ó w  w y t w a r z a n i a  n i g d y  n i e  j e s t  i d e a l n i e  z g o d n y  z g e o m e t r y c z n ą  

p o s t a c i ą  k o n s t r u k c y j n ą  z a p r o j e k t o w a n ą  p r z e z  k o n s t r u k t o r a .  P r a k t y c z n i e  

p r o b l e m  g r a n i c  e l e m e n t ó w  m a s z y n ,  w  s e n s i e  m a k r o s t r u k t u r y  z e w n ę t r z n e j .  J e s t  

d o t y c h c z a s  r o z w i ą z y w a n y  p r z y  u ż y c i u  p o j ę c i a  t o l e r a n c j i  J a k o  o d c h y ł k i  

w y m i a r o w e j  l u b  b ł ę d u  k s z t a ł t u .  W y d a j e  s ię, ż e  a d e k w a t n y m  m o d e l e m  

n i e d o s k o n a ł o ś c i  k s z t a ł t u  j e s t  m o d e l  p r o b a b i l i s t y c z n y .  S t o c h a s t y c z n e  

w ł a s n o ś c i  s t r u k t u r y  z e w n ę t r z n e j  u j a w n i ć  m o ż n a  d z i ę k i  s t w i e r d z e n i u ,  ż e  

m i a r a  p o ł o ż e n i a  p o s z c z e g ó l n y c h  p u n k t ó w  b r z e g u  j e s t  w i e l k o ś c i ą  l osową. 

P o w i e r z c h n i e  t a k i e  b ę d z i e m y  n a z y w a l i  b r z e g a m i  s t o c h a s t y c z n y m i  C i o s o w y m i ) .

J e s t  r z e c z ą  o c z y w i s t ą ,  ż e  s t a n  o d k s z t a ł c e n i a ,  n a p r ę ż e n i a  l u b  

c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  t a k i c h  u k ł a d ó w  m a j ą  t a k ż e  n a t u r ę  s t o c h a s t y c z n ą .

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  j e s t  w y j ą t k o w o  n a t u r a l n ą  t e c h n i k ą  

n u m e r y c z n ą  w  b a d a n i u  l o s o w y c h  f l u k t u a c j i  s k ł a d o w y c h  s t a n u  n a p r ę ż e n i a ,  

o d k s z t a ł c e n i a  l u b  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  s p o w o d o w a n y c h  s t o c h a s t y c z n ą  

s t r u k t u r ą  z e w n ę t r z n ą  e l e m e n t ó w  mas z y n .

P r e z e n t o w a n a  n i ż e j  m e t o d a  b a d a n i a  w p ł y w u  l o s o w e j  f l u k t u a c j i  k s z t a ł t u  

b r z e g u  u k ł a d u  s p r ę ż y s t e g o  n a  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  o p a r t a  j e s t  n a  

o r y g i n a l n y c h  p r a c a c h  a u t o r a  C 4 . 9, 4 . 1 1 ,  4 . 1 4 3 »  w  k t ó r y c h  z a s t o s o w a n o

a p a r a t  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i .

Z a k ł a d a m y ,  ż e  s t o c h a s t y c z n y  k s z t a ł t  b r z e g u  u k ł a d u  T *  C o g r a n i c z a j ą c y  

o b s z a r  O*} o  w s p ó ł r z ę d n y c h  x * C j O ,  m o ż n a  o t r z y m a ć  w  w y n i k u  n a ł o ż e n i a

na  u ś r e d n i o n y  C d e t e r m i n i s t y c z n y ! )  b r z e g  r  C o g r a n i  c z a j ą c y  o b s z a r  CD o  

w s p ó ł r z ę d n y c h  x  l o s o w e j  f l u k t u a c j i  w  p o s t a c i  c i ą g ł e g o  i r ó ż n i c z k o w a l n e g o  

p o l a  l o s o w e g o  ó g C x ,jO =C<5gfcC x ,j O D  t ak, ż e  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  r e l a c j a :

x * C j O  =  x  + ó g C x , j O ,  E<5gCx,}0 * O. C4. 88!)

P r z y j m u j e m y ,  ż e  z n a n a  j e s t  f u n k c j a  k o r e l a c y j n a  p o l a  ó g C x , j O  z d e f i n i o w a n a  

n a s t ę p u j ą c o :
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óĝ óĝ  i * zC x ^ , x zD 3 = E  [ <5gkC x ^ , jO óg^C x ^ , jO 3 . C 4. 893

P o n i e w a ż  b r z e g  T  d o z n a j e  m a ł y c h  f l u k t u a c j i  l o s o w y c h ,  w i ę c  s t o c h a s t y c z n ą  

c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  coCjO m o ż n a  w y r a z i ć  w  p o s t a c i :

g d z i e  w i e l k o ś ć  o> i d e n t y f i k o w a n a  j e s t  z w a r t o ś c i ą  ś r e d n i ą  c z ę s t o ś c i  drgań 
o

o b l i c z o n ą  d l a  u k ł a d u  z a j m u j ą c e g o  o b s z a r  O  z  b r z e g i e m  T , n a t o m i a s t  w i e l k o ś ć  

ócoCjO r e p r e z e n t u j e  l o s o w e  f l u k t u a c j e  c z ę s t o ś c i .

W a r t o ś ć  o c z e k i w a n ą  c z ę s t o ś c i  m  =EcoC>0=co m o ż n a  o b l i c z y ć  przy
CO o

Cpor. p. 1 . 3 . 5 ) .  P o  d y s k r e t y z a c j i  b r z e g u  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  o t r z y m u j e m y  

w ó w c z a s  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n a n i e :

M a c i e r z e  (M ] i I H  1, i, 7*1,2, s ą  p o d m a c i e r z a m i  m a c i e r z y  
tj M

b e z w ł a d n o ś c i  CMI Cpor. C l . 1 2 5 3 3  o r a z  m a c i e r z y  l HI , z n a n e j  z z a g a d n i e n i a  

s t a t y c z n e g o ,  n a t o m i a s t  w s k a ź n i k i  1 1 2  o d n o s z ą  s i ę  d o  c z ę ś c i  b r z e g u  na

k t ó r y m  u C x 3 = 0 ,  i r^, n a  k t ó r y m  pCx 3 = 0 .  M a c i e r z  k o l u m n o w a  z a w i e r a

w a r t o ś c i  w ę z ł o w e  a m p l i t u d  p r z e m i e s z c z e ń  n a  b r z e g u

W a r i a n c j a  s t o c h a s t y c z n e j  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a  J e s t  z a l e ż n o ś c i ą :

coC y  3 = cô  + ócoC jO , E ó w C j O  * O C4. 903

z a s t o s o w a n i u  a l t e r n a t y w n e g o  u j ę c i a  • m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h

IH’ 1 <u > = u2 EM* 1 <u >, 
2  o  2

C 4. 913

g d z i e  m a c i e r z e  t H * 1 i CM*J o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

IH* 1 = I H  ] 
22

-1

C 4. 923

VarC<*>3 = ECcoCjO -  2 = Et ócoCyO 32 C 4. 933

S t o c h a s t y c z n ą  f l u k t u a c j ę  c z ę s t o ś c i  ócoCyO o b l i c z y m y  r o z p a t r u j ą c  z a g a d n i e n i e  

w ł a s n e  d l a  o b s z a r u  Ct* w  p o s t a c i  w a r i a c y j n e j :

C 4. 943

g d z i e

a C u , v 3  = c< u 3 * £ C v 3 ,

C 4. 953
4>Cu,v3 = ,ou*v.

P o l e  v  s p e ł n i a  t a k i e  s a m e  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  J a k  a m p l i t u d a  C f u n k c j a  

w ł a s n a )  u, n a t o m i a s t  p  j e s t  g ę s t o ś c i ą .

W a r i a c j e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u=Cu.3 i e l e m e n t u  o b s z a r u  dft* o k r e ś l o n e



- 115 -

są n a s t ę p u j ą c o :

<5u. = <5u. + u  , <5g, * 
v v L ,k  k

C4. 963

Ó C d O  ) = óg, , dO, 
k, k

C 4 . 9 7 3

g d z i e  ó u^ o z n a c z a  w a r i a c j ę  p r z e m i e s z c z e ń  d l a  u s t a l o n e j  k o n f i g u r a c j i  

ciała.

O b l i c z a j ą c  w a r i a c j ę  o b u  s t r o n  z a l e ż n o ś c i  C4. 94) o r a z  z a k ł a d a j ą c ,  ż e  

u=v, m o ż n a  c a ł k o w a n i e  p o  o b s z a r z e  Ci* z  b r z e g i e m  r *  t r a n s f o r m o w a ć  d o  

c a ł k o w a n i a  p o  u s t a l o n y m  o b s z a r z e  O  z  b r z e g i e m  r. O t r z y m u j e m y  w t e d y

C4 .  9 8 3

2 J a C u , < 5 u )d O + Ja C u , u ) n • <5gdF=óCco2)  J i> C u , u )d O + w 2 £2 JfcCU * u * u ^ n * J  •

O O Ci

g d z i e  n  j e s t  j e d n o s t k o w y m  w e k t o r e m  n o r m a l n y m  d c  b r z e g u  T. 

W a r i a c j a  c z ę s t o ś c i  J e s t  t e r a z  r ó w n a

ó<jjC jo = ---------------- /2  r f<

2coJ*6C u , u )  dO  ^

aC u , ó u )  dO  -  co 16C u , <5u) d O  I +J*6C u , ó u )  d o j

J|[aCu,u) - co2 fcCu,u) 3n * ó g d r ^ .

B i o r ą c  p o d  u w a g ę ,  ż e

C 4. 99)

|* a C u ,ó u ) d O  -  co2 J fc C u , ó u ) d O  = O ,

O Ci

o r a z  p r z y j m u j ą c  w a r u n e k  n o r m a l i z a c y j n y

Jł>C u ,  u )  = 1 , 

O

o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e

ócoC jO
—  I2o> J

W tu C x 3 ,o o  3 n C x )  * ó g C x ,* O d r \

C4. I OO)

C 4. I O I )

C 4. 1 0 2 )

g d z i e

W tu C x ) ,c o  3 = a .1  u C x )  , u C x )  3 -  co fc>L uC x3  , uC x )  1 . C 4. 1 0 3 )

Z  z a l e ż n o ś c i  C 4 . 1 0 2 )  w i d a ć ,  ż e  l o s o w a  f l u k t u a c j a  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a



j e s t  p r z e z  c a ł k ę  b r z e g o w ą  z a l e ż n ą  o d  w a r t o ś c i  i f u n k c j i  w ł a s n e j  dla 

o b s z a r u  z u s t a l o n y m  b r z e g i e m  T  o r a z  o d  s t o c h a s t y c z n e j  m o d y f i k a c j i  tego 

b r z e g u .  M a  t o  k l u c z o w e  z n a c z e n i e  w  o b l i c z e n i a c h  n u m e r y c z n y c h  przy 

z a s t o s o w a n i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  p o n i e w a ż  r e d u k u j e  p r o b l e m  tylko 

d o  a n a l i z y  w i e l k o ś c i  o k r e ś l o n y c h  n a  brz e g u .

W a r i a n c j a  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a  j e s t  t e r a z  z a l e ż n o ś c i ą :

C 4. 1043
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VarCo>3 =---- [ [wtuCx
4.J1 J J 1

D.6> J W C u C x  3n C x  ) n  C x  D K ,  , C x  ,x 3 d r C x  3 d r C x  3.2 o k 1 v 2 óg^óg . 1 2  1 2
r  r

S t o c h a s t y c z n y  k s z t a ł t  b r z e g u  w y g o d n i e  j e s t  o p i s a ć  z a  p o m o c ą  układu  

l o s o w y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  aC jO =C a^C jO 3 , r = 1,2,.. , R. W ó w c z a s  w a r i a c j ę  

l o s o w e g o  p o l a  gCx, jO =g[ x; a C ^ O  3 p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

6 g k = ó a C 4. 1053
da.

g d z i e  w i e l k o ś ć  ó a  C j O  p r z e d s t a w i a  l o s o w e  f l u k t u a c j e  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u .

Z a k ł a d a m y ,  ż e  E  [ óa^C >0 3 = 0  o r a z  p r z y j m u j e m y ,  ż e  z n a n a  j e s t  m a c i e r z  

k o r e l a c j i  [ K 3 = C k  3, k =EC ó a  C j O ó a  C j O  3 . W ó w c z a s  l o s o w ą  f l u k t u a c j ęro ra r a
c z ę s t o ś c i  w y r a z i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

óooC*0 = < S >  < ó a C } 0 >  , C 4. 1063

g d z i e

< ó a C j O  > = Ł ó a  C y O  , ó a  C jO ,. . , ó a  C jO ,. . ó a  CjO 3 , C 4. 1073

S  =

=  \s S  , . . , S  , . . S  1 L i. 2 r

w e  j < S> i 

  [we u,'W J

<S>

E l e m e n t y  m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  < S >  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

w )n C dg , / d a  3d r . 
o k k r

C 4. 1083

C 4. 1093

T e r a z  w a r i a n c j a  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a  j e s t  w y r a ż e n i e m :

VarCu>3 = < S >  [JC3 <S>. C 4. 1103

Z a  p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  p r z y j ą ć  m o ż n a  w s p ó ł r z ę d n e  w ę z ł ó w  e l e m e n t ó w

b r z e g o w y c h .  B r z e g  u k ł a d u  d z i e l o n y  J e s t  n a  e l e m e n t y  b r z e g o w e  T®,

e = l , 2 , . . , £ ,  k t ó r y c h  z b i ó r  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  z a  p o m o c ą  s u m y  p o d z b i o r ó w

e l e m e n t ó w  < T ® > :
P
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<r®> = U < r “>, C 4. 1 1 1 3
P =  * P

k t ó r e  ł ą c z ą  s i ę  w  P w ę z ł a c h .

E l e m e n t y  m a c i e r z y  < S >  w y r a z i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

p

s, * )  f W"CuC?3.<o ]n“ M*Cf3dr“Cf3, C4.1123
dP~v Z_ J ° d~v P P

■ - *  r "
P  p =  Ł  , 2 , . . P,

V = Z  , 1 , 0  for d=9 

v — 1 , 0  for d-2,

g d z i e  W**tuCę3 , o> 3 j e s t  o k r e ś l o n e  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  T* p r z e z  f u n c k j e  i
o  p

war t o ś c i  w ł a s n e  o k r e ś l o n e  d l a  o b s z a r u  O  z  b r z e g i e m  F, E o k r e ś l a  l i c z b ę
P

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  k t ó r e  ł ą c z ą  s i ę  w  w ę ź l e  p  C p = l , 2 , .  .f. ,P3.

F u n k c j a  M * C £ 3  z a l e ż y  o d  s p o s o b u  a p r o k s y m a c j i  p o l a  l o s o w e g o  g C x ; a C j O ]  
p *

na e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  F  . W  p r z y p a d k u  z a s t o s o w a n i a  l i n i o w e j  i n t e r p o l a c j i
P

ot r z y m u j e m y :

- d l a  z a g a d n i e ń  t r ó j w y m i a r o w y c h  C d = 3 3  C e l e m e n t y  trójkątne!):

M ® Cf3 = 1 - C l / L *  3? - C l / L *  3{ , C 4 . 1 1 3 3
p lp- 1 2 p  2

- d l a  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  C d = 2 3 :

M * C ? 3  = 1 -  C l / L * 3 f .  C 4 . 1 1 4 3
m  p

g d z i e  £=C{f^3, j'=l,..,d-l, J e s t  l o k a l n y m  u k ł a d e m  w s p ó ł r z ę d n y c h  z w i ą z a n y m  z

e l e m e n t e m  b r z e g o w y m  T® u m i e j s c o w i o n y m  w  w ę ź l e  p, n a t o m i a s t  L* i L* s ą

d ł u g o ś c i a m i  b o k ó w  t r ó j k ą t n e g o  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  C d l a  d = 3 3  , L* j e s t
P

d ł u g o ś c i ą  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  C d l a  d = 2 3  Cpor. rys. 5.73.

4.6. P R Z Y K Ł A D Y  Z A S T O S O W A N I A  

P r z y k ł a d  4.1

R o z w a ż a n e  b y ł o  s t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i e  z e w n ę t r z n e  w  p r z e s t r z e n i  

n i e s k o ń c z o n e j  z  p u s t k ą  w a l c o w ą  o  p r o m i e n i u  r = 0 , 2 5 t m ]  Crys. 4.23. P r z y j ę t o ,

że w e w n ą t r z  p u s t k i  p a n u j e  l o s o w e  c i ś n i e n i e  o p i s a n e  p r z e z  p r o c e s

s t a c j o n a r n y  p C t , j O  o  g ę s t o ś c i  w i d m o w e j :

Z a *  a C ft2 + a 2 3
P

S  Ca>3  ------------------------------------------------, C 4 . 1 1 5 3
P  ^  2  a 2  2 . 2  . 2 2n C u  -  /? -  a  D + 4o« a>



j e s t  p r z e z  c a ł k ę  b r z e g o w ą  z a l e ż n ą  o d  w a r t o ś c i  i f u n k c j i  w ł a s n e j  dla 

o b s z a r u  z u s t a l o n y m  b r z e g i e m  r  o r a z  o d  s t o c h a s t y c z n e j  m o d y f i k a c j i  tego 

b r z e g u .  M a  t o  k l u c z o w e  z n a c z e n i e  w  o b l i c z e n i a c h  n u m e r y c z n y c h  przy 

z a s t o s o w a n i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  p o n i e w a ż  r e d u k u j e  p r o b l e m  tylko  

d o  a n a l i z y  w i e l k o ś c i  o k r e ś l o n y c h  n a  b r z e g u .

W a r i a n c j a  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a  J e s t  t e r a z  z a l e ż n o ś c i ą :

C4. 1043
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VarCco3 *  f f w t u C x  3 ,6 )  D W C u C x  3 , o> ] n C x  3n.<
4o>2 J J 1 0  2  o  k i V

C x  3 K ,  . C x  »x  3 d r C x  3 d r C x  3.2 óg^óg. 4 2 i 2
r  r

S t o c h a s t y c z n y  k s z t a ł t  b r z e g u  w y g o d n i e  j e s t  o p i s a ć  z a  p o m o c ą  u k ł a d u  

l o s o w y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  aC  ̂ 3 =C a^C y3 3 , r = l , 2 , . . , R .  W ó w c z a s  w a r i a c j ę

l o s o w e g o  p o l a  g C x , y2>= g t x ; a C ^ O  ] p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

^ k
  ó a  . C 4. 1053ó g k =

da

g d z i e  w i e l k o ś ć  óa^C/O p r z e d s t a w i a  l o s o w e  f l u k t u a c j e  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u .

Z a k ł a d a m y ,  ż e  E C ó a ^ C y O ^ O  o r a z  p r z y j m u j e m y ,  ż e  z n a n a  J e s t  m a c i e r z  

k o r e l a c j i  I K l = C k ^ ] ,  k ^ = E t  ó a ^ C j O ó a ^ C j O  ] . W ó w c z a s  l o s o w ą  f l u k t u a c j ę  

c z ę s t o ś c i  w y r a z i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

g d z i e

<5<oC>0 = < S >  < ó a C y O > ,

< ó a C  y2> > = [ «5a C yO , <5a Cy3,. . , <5a C jO ,. . <5a C y2> ]

C 4. 1063

C 4. 1073

<S> = [ s  s  , . . ,  s  , . .  s  1 L i, 2 r fcj

^wej < S >  o k r e ś l o n e  s ą  

S =  ------- TwCu,o> 3 n  C a g , / d a  3dr.
2a> J o k k r

E l e m e n t y  m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  < S >  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

C4. 1083

C 4. 1093

T e r a z  w a r i a n c j a  c z ę s t o ś c i  o k r e ś l o n a  j e s t  w y r a ż e n i e m :

VarCu>3 = < S >  IKJ <S>. C 4. 1103

2a  p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  p r z y j ą ć  m o ż n a  w s p ó ł r z ę d n e  w ę z ł ó w  e l e m e n t ó w

b r z e g o w y c h .  B r z e g  u k ł a d u  d z i e l o n y  j e s t  n a  e l e m e n t y  b r z e g o w e  T*,

e = l , 2 , . . ,£, k t ó r y c h  z b i ó r  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  z a  p o m o c ą  s u m y  p o d z b i o r ó w

e l e m e n t ó w  <F*>:
P
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p
<r®> = u <r*>, C4. 1 113

P =  i  p

k t óre ł ą c z ą  s i ę  w  P  w ę z ł a c h .

E l e m e n t y  m a c i e r z y  < S >  w y r a z i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

p

s, * V  | W*[uC?3.<-> 3n* M*Cę3dr*C?3, C4. 1123dp-v Z_ J ° d' v P P

p = 1.2 . . . P .
v = 2  , 1 , 0  for d=9

v *  1 , 0  for d = 2 ,

g d z i e  W*[uC£3,o> 3 J e s t  o k r e ś l o n e  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  T 9 p r z e z  f u n c k j e  i
o  p

w a r t o ś c i  w ł a s n e  o k r e ś l o n e  d l a  o b s z a r u  O  z  b r z e g i e m  T, E o k r e ś l a  l i c z b ę
P

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  k t ó r e  ł ą c z ą  s i ę  w  w ę ź l e  p  C p = l , 2 , .  ,P 3 .

F u n k c j a  M * C £ 3  z a l e ż y  o d  s p o s o b u  a p r o k s y m a c j i  p o l a  l o s o w e g o  g C x ; a C ^ D 3  
p *

na e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  F  . W  p r z y p a d k u  z a s t o s o w a n i a  l i n i o w e j  i n t e r p o l a c j i
P

o t r z y m u j e m y :

- d l a  z a g a d n i e ń  t r ó j w y m i a r o w y c h  C d = 3 3  C e l e m e n t y  t r ó j k ą t n e } :

M * Cf3 = 1 - C l / L *  3? - C l / L *  3? , C 4 . 1 1 3 3
p N lp- 1 2 p  % 2

- d l a  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  C d = 2 3 :

M * C f 3  = 1 -  C l / L * 3 f .  C 4 . 1 1 4 3
m  p

g d z i e  £=C{;^3, j - 1,.. , d — 1, J e s t  l o k a l n y m  u k ł a d e m  w s p ó ł r z ę d n y c h  z w i ą z a n y m  z

e l e m e n t e m  b r z e g o w y m  T® u m i e j s c o w i o n y m  w  w ę ź l e  p, n a t o m i a s t  L* i L° s ą  
P  l p  2 p

d ł u g o ś c i a m i  b o k ó w  t r ó j k ą t n e g o  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  C d l a  d = 3 3  , L  1est
p

d ł u g o ś c i ą  e l e m e n t u  b r z e g o w e g o  C d l a  d = 2 3  Cpor. rys. 5.73.

4.6. PRZYKŁADY ZASTOSOWANIA 

Przykład 4.1

R o z w a ż a n e  b y ł o  s t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i e  z e w n ę t r z n e  w  p r z e s t r z e n i  

n i e s k o ń c z o n e j  z p u s t k ą  w a l c o w ą  o  p r o m i e n i u  r = 0 , 2 5 t m ]  Crys. 4.23. P r z y j ę t o ,

ż e  w e w n ą t r z  p u s t k i  p a n u j e  l o s o w e  c i ś n i e n i e  o p i s a n e  p r z e z  p r o c e s

s t a c j o n a r n y  p C t , j O  o  g ę s t o ś c i  w i d m o w e j :

2o'2 a C ft2 + ot2 }
P

S  C w )   ------------------------------------------------, C 4. 1 1 5 3
p rr Co>2 - (3*



g d z i e  w a r i a n c j a  c i ś n i e n i a  w y n o s i ł a  <y2= 1 0 12[ N 2m  4 ] ( n a t o m i a s t  p a r a m e t r y
P

g ę s t o ś c i  w i d m o w e j  b y ł y  r ó w n e  ot=0,2Cs *3 i O C s  *3 .

Z a ł o ż o n o ,  ż e  w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  s ą  r ó w n e  zero. 

Z a g a d n i e n i e  z o s t a ł o  r o z w i ą z a n e  d l a  t r z e c h  m o d e l i  o ś r o d k a :  d l a  m o d e l u

s p r ę ż y s t e g o  C E D ,  m o d e l u  M a x w e l l  a  CMD i m o d e l u  K e l v i n a  CKD. O ś r o d e k  był 

s c h a r a k t e r y z o w a n y  p r z e z  n a s t ę p u j ą c e  w i e l k o ś c i -  s t a ł e  L a m e g o  

\=1 , 2 * 1 0 1 1 C N m " 23 , f j - 7 , 7 * 1 0 10C N m -23 , g ę s t o ś ć  p = 7 8 4 4 . 2C N s 2m"*3 i d o d a t k o w o  

w s p ó ł c z y n n i k  l e p k o ś c i  r >=3,845*10iO[ N s m  2 3 d l a  o ś r o d k ó w  l e p k i c h .
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Rys. 4 . 2  P u s t k a  w a l c o w a  w  n i e o g r a n i c z o n e j  p r z e s t r z e n i  z l o s o w y m  
c i ś n i e n i e m  w e w n ę t r z n y m

Fig. 4 . 2  C i r c u l a r  c a v i t y  u n d e r  i n t e r n a l  r a n d o m  p r e s s u r e  i n  a n  
i n f i n i t e  m e d i u m

B r z e g  p u s t k i  z o s t a ł  p o d z i e l o n y  n a  2 0  s t a ł y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  na

k t ó r y c h  p r z e m i e s z c z e n i a  i s i ł y  b r z e g o w e  b y ł y  a p r o k s y m o w a n e  f u n k c j a m i

p r z e d z i  a ł a m i  s t a ł y m i .

W y n i k i  n u m e r y c z n e  w  p o s t a c i  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h  p r z e m i e s z c z e ń

p r o m i e n i o w y c h  S^CcoD i n a p r ę ż e ń  o b w o d o w y c h  CcoD n a  b r z e g u  i d l a  p u n k t u  Q
r OS

p r z e d s t a w i o n e  s ą  n a  rys. 4. 3.

W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  ż e  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  J e s t  w y j ą t k o w o

d o g o d n ą  t e c h n i k ą  n u m e r y c z n ą  w  z a g a d n i e n i a c h  d l a  o b s z a r ó w  n i e s k o ń c z o n y c h ,

p o n i e w a ż  d y s k r e t y z a c j i  p o d l e g a  t y l k o  b r z e g  pus t k i .



Rys. 4 . 3  G ę s t o ś c i  w i d m o w e  p r z e m i e s z c z e ń  p r o m i e n i o w y c h  i n a p r ę ż e ń  
o b w o d o w y c h  d l a  p u s t k i  w a l c o w e j

Fig. 4 . 3  S p e c t r a l  d e n s i t i e s  o f  r a d i a l  d i s p l a c e m e n t s  a n d  h o o p  s t r e s s e s  for 
c i r c u l a r  c a v i t y
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R o z w a ż a n e  b y ł o  o g n i w o  ł a ń c u c h a  z n a j d u j ą c e ,  s i ę  w  p ł a s k i m  s t a n i e  

n a p r ę ż e n i a  i w y k o n a n e  z m a t e r i a ł u  l e p k o - s p r ę ż y s t e g o  C m o d e l  M a x w e l l a  CM3 i 

K e l v i n a  C K 3 3  o  n a s t ę p u j ą c y c h  p a r a m e t r a c h :  m o d u ł  Y o u n g a  E * 0 , 2 1  • 1 0 i2C P a 3 ,

l i c z b a  P o i s s o n a  ł>*0. 3  i w s p ó ł  c z y n n i  k l e p k o ś c i  77=2500C N s n T * 3 . D o  

d y s k r e t y z a c j i  u k ł a d u  z a s t o s o w a n o  5 0  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

Crys. 4. 43.

Przykład <4. 2

Rys. 4 . 4  D y s k r e t y z a c j a  o g n i w a  ł a ń c u c h a  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  

Fig. 4 . 4  D i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  c h a i n  l i n k  u s i n g  b o u n d a r y  e l e m e n t s

O g n i w o  o b c i ą ż o n e  b y ł o  s i ł a m i  b ę d ą c y m i  p r o c e s a m i  s t o c h a s t y c z n y m i  o 

g ę s t o ś c i  w i d m o w e j  o k r e ś l o n e j  w z o r e m  C 4 . 1153. S i ł y  t e  r o z ł o ż o n o  p r o m i e n i o w o  

w  w ę z ł a c h  b r z e g o w y c h  w i ę k s z e g o  o t w o r u  o g n i w a .  P r z y j ę t o  n a s t ę p u j ą c e  

p a r a m e t r y  g ę s t o ś c i  w i d m o w e j  o b c i ą ż e ń :

-  w a r i a n c j a  o b c i ą ż e ń  <y**289[ N*3 , p a r a m e t r y :  a= * 0 .15Cs**1] ,  ft-71 s -1] .
P

P o n i e w a ż  o K < ft t w i ę c  p r o c e s  s t o c h a s t y c z n y  o p i s a n y  w z o r e m  C 4 . 1 153 

o p i s u j e  w o l n o z m i e n n y  p r z e b i e g  c z a s o w y  o  l o s o w e j  a m p l i t u d z i e  i f a z i e  

C p o r . C4.233.

Z  u w a g i  n a  w o l n o z m i e n n y  c h a r a k t e r  s t o c h a s t y c z n e g o  p r o c e s u  o b c i ą ż e n i a  

r o z w a ż a n e  z a g a d n i e n i e  p o t r a k t o w a n o  j a k o  z a d a n i e  q u a s i - s t a t y c z n e  

l e p k o - s p r ę ż y s t o ś c i 17> W y n i k i  o b l i c z e ń  g ę s t o ś c i  w i d m o w e j  p r z e m i e s z c z e ń  

p o z i o m y c h  p u n k t ó w  b r z e g o w y c h  A, B  i C  p r z e d s t a w i o n o  n a  rys. 4 . 5a, b  i c, 

natomi a s t  p r z e m i e s z c z e n i a  p i o n o w y c h  p u n k t u  B  n a  rys. 4. 5d.

P r z y j ę t o ,  ż e  z m i a n y  o b c i ą ż e n i a  w  c z a s i e  s ą  t a k  w o l n e ,  ż e  m o ż n a  p o m i n ą ć  
w p ł y w  sił b e z w ł a d n o ś c i  Cpor. N o w a c k i  C4 . 2 7 3  3.

17 )
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Rys. 4 . 5  G ę s t o ś c i  w i d m o w e  p r z e m i e s z c z e ń  b r z e g o w y c h  o g n i w a  ł a ń c u c h a  

Fig. 4 . 5  S p e c t r a l  d e n s i t i e s  o f  b o u n d a r y  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  c h a i n  l i n k
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P o r ó w n u j ą c  w y k r e s y  z rys. 4 . 5  w a r t o  z a u w a ż y ć »  ż e  p r o c e s y  

s t o c h a s t y c z n e  p r z e m i e s z c z e ń  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h  z a w i e r a j ą  d u ż o  s k ł a d o w y c h  

h a r m o n i c z n y c h  w o l n o z m i e n n y c h .  t j . o  n i s k i c h  c z ę s t o ś c i a c h  c o  p o t w i e r d z a  to 

d o p u s z c z a l n o ś ć  p r z y j ę t e g o  m o d e l u  q u a s i - s t a t y c z n e g o .

P r z y k ł a d  4 . 3

B a d a n i e  w p ł y w u  s t o c h a s t y c z n e g o  k s z t a ł t u  b r z e g u  n a  p i e r w s z ą  c z ę s t o ś ć
12

d r g a ń  w ł a s n y c h  p r z e p r o w a d z o n o  d l a  s t a l o w e g o  w s p o r n i k a  CE=0. 2 1 * 1 0  [Pa3,

p = 7 8 6 0 [ k g / m a] , v=0. 32) Cpor. B u r c z y ń s k i  i F e d e l i ń s k i  [4.143!)

p r z e d s t a w i o n e g o  n a  rys. 1.9. B r z e g  p o d z i e l o n o  n a  4 8  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h .  P i e r w s z a  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  d l a  b r z e g u  u s t a l o n e g o  

C w a r t o ś ć  o c z e k i w a n a  częstości!) j e s t  r ó w n a  = 2 1 2 2  [ r a d / s ] .
o

B r z e g  P  p o d l e g a ł  s t o c h a s t y c z n e j  f l u k t u a c j i  p o l e g a j ą c e j  n a  m o d y f i k a c j i  

w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  z a  p o m o c ą  l o s o w y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  óa^CjO, 

k t ó r y c h  e l e m e n t y  m a c i e r z y  k o r e l a c j i  b y ł y  o k r e ś l o n e  p r z e z  k rj#s<5raC, 

C - 9 * 1 0 -<*[ m Z ) .

O b l i c z o n o  w a r i a n c j ę  p i e r w s z e j  c z ę s t o ś c i ,  k t ó r a  w y n o s i ł a  

VarCco!) = 3 4 , 96[ s~23 . Z a k ł a d a j ą c ,  ż e  c z ę s t o ś ć  <oC*0 m a  r o z k ł a d  Gau s s a ,  

p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  t e go, ż e  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  z a w a r t a  J e s t  w

p r z e d z i a l e  VarCoaD , J e s t  r ó w n a  .£>=0,9973.

B a d a n e  b y ł o  t a k ż e  z a g a d n i e n i e  s t o c h a s t y c z n e j  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  

c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  d l a  ł u k u  p r z e d s t a w i o n e g o  n a  rys. 5 . 1 6  Cpor. 

p r z y k ł a d  5.5!) o  t a k i c h  s a m y c h  p a r a m e t r a c h  m a t e r i a ł o w y c h ,  J a k  r o z w a ż a n y  

w y ż e j  w s p o r n i k .  P r z y j ę t o ,  ż e  l o s o w e  f l u k t u a c j e  b r z e g u  m i e r z o n e  w z d ł u ż  

n o r m a l n e j  d o  b r z e g u  o k r e ś l o n e  s ą  p r z e z  m a c i e r z  k o r e l a c j i ,  k t ó r a  o k r e ś l o n a  

j e s t  t a k  s a m o  j a k  d l a  w s p o r n i k a .  W a r t o ś ć  o c z e k i w a n a  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  

w ł a s n y c h  w y n o s i ł a  u> = 3 4 3 5 [ s ”i3. O b l i c z o n a  w a r i a n c j a  c z ę s t o ś c i  coC^O b yła
o

r ó w n a  Var C <*>!) =42, 4s
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[4. 143 

[4. 153
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5. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ANALIZIE WRAŻLIWOŚCI I OPTYMALIZACJI 
POSTACI KONSTRUKCYJNEJ

5.1. UWAGI WSTĘPNE

Z a g a d n i e n i e  o k r e ś l e n i a  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  u k ł a d ó w  

o d k s z t a ł c a l n y c h  o d g r y w a  i s t o t n ą  r o l ę  w  p r o c e s i e  p r o j e k t o w o -  

ko n s t r ukcyjny.: e l e m e n t ó w  m a s z y n  i b u d o w l i .  M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

z n a l a z ł a  s z e r o k i e  z a s t o s o w a n i e  w  p r o b l e m a c h  a n a l i z y ,  w  k t ó r y c h  z a r ó w n o  

k s z t a ł t  b r z e g u ,  j a k  i s f o r m u ł o w a n e  n a  n i m  w a r u n k i  b r z e g o w e  s ą  z g ó r y  dane.

P r o b l e m  o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  j e s t  z n a c z n i e  b a r d z i e j  

złożony. K s z t a ł t  b r z e g u  j e s t  z m i e n n ą  p r o j e k t o w ą  i w  t r a k c i e  p r o c e s u  

o p t y m a l i z a c j i  p o s t a ć  k o n s t r u k c y j n a  u k ł a d u  u l e g a  z m i a n i e .  W r a z  z e  z m i a n ą  

k s z t a ł t u  b r z e g u  z m i e n i a j ą  s i ę  t a k ż e  w a r u n k i  b r z e g o w e .  P o n a d t o  p r o b l e m y  

o p t y m a l i z a c y j n e  są, w  p r z e c i w i e ń s t w i e  d o  z a g a d n i e ń  a n a l i z y ,  z a d a n i a m i  

w i e l o w a r t o ś c i o w y m i  , p o n i e w a ż  w  w i e l u  z a d a n i a c h  n i e  i s t n i e j e  j e d n o  

r o z w i ą z a n i e .

W  s y t u a c j i  g d y  i s t n i e j ą  t r u d n o ś c i  w  u z y s k a n i u  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m ó w  

o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u ,  s z c z e g ó l n e g o  z n a c z e n i a  n a b r a ł  p r o b l e m  a n a l i z y  

w r a ż l i w o ś c i  k s z t a ł t u .  P o d  t y m  p o j ę c i e m  r o z u m i e  s i ę  t u t a j  b a d a n i e  w p ł y w u  

z m i a n  k s z t a ł t u  b r z e g u  n a  f u n k c j o n a ł  j a k o ś c i  i o g r a n i c z e n i a  u k ł a d u .  T a k 

s f o r m u ł o w a n e  z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  k s z t a ł t u  p o s i a d a  j e d n o z n a c z n e  

r o z w i ą z a n i e ,  k t ó r e  u m o ż l i w i a  z n a l e z i e n i e  k i e r u n k u  n a j l e p s z y c h  z m i a n  

p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j .  A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  d o s t a r c z a  z n a c z n i e  w i ę c e j  

i n f o r m a c j i  o  z a c h o w a n i u  s i ę  u k ł a d u  n i ż  t r a d y c y j n a ,  k o n w e n c j o n a l n a  a n a l i z a ,  

p o l e g a j ą c a  n a  o k r e ś l a n i u  n a p r ę ż e ń  i p r z e m i e s z c z e ń .  P o n a d t o  a n a l i z ę  

w r a ż l i w o ś c i  t r a k t o w a ć  m o ż n a  j a k o  e t a p  w s t ę p n y  o p t y m a l i z a c j i ,  z k t ó r e g o  

u z y s k u j e  s i ę  o p e r a t o r  w r a ż l i w o ś c i ,  o k r e ś l a j ą c y  g r a d i e n t  f u n k c j o n a ł u  

J a k o ś c i  i w a r u n k ó w  o g r a n i c z a j ą c y c h .

B a d a n i a  p r o w a d z o n e  w  o s t a t n i c h  l a t a c h  w s k a z u j ą ,  ż e  m e t o d a  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h  j e s t  w y j ą t k o w o  d o g o d n ą  t e c h n i k ą  n u m e r y c z n ą  w  p r o b l e m a c h  a n a l i z y  

w r a ż l i w o ś c i  k s z t a ł t u  i o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j .

P i e r w s z e  p r a c e  p o ś w i ę c o n e  z a s t o s o w a n i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  

z a g a d n i e ń  o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  p o j a w i ł y  s i ę  w  1983r.

W  p r a c y  B u r c z y ń s k i e g o  i A d a m c z y k a  [ 5 . 1 2 ]  z o s t a ł  s f o r m u ł o w a n y  p r o b l e m  

o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  s p r ę ż y s t y c h  u k ł a d ó w  p r z e s t r z e n n y c h  i d w u w y m i a r o w y c h  

ze w z g l ę d u  n a  m a k s y m a l n ą  s z t y w n o ś ć  p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  o b j ę t o ś ć  ukł a d u . 

Do r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  z a p r o p o n o w a n o  p r o c e d u r ę  i t e r a c y j n ą  

N e w t o n a - R a p h s o n a .

M o t a  S o a r e s ,  R o d r i g u e s ,  O l i v e i r a  F a r i a  i H a u g  l 5 . 60] p r z e d s t a w i l i  

p r o b l e m  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t o w a n i a  p r z e k r o j ó w  p o p r z e c z n y c h  p r ę t ó w  

s k r ę c a n y c h  z e  w z g l ę d u  n a  m a k s y m a l n ą  s z t y w n o ś ć  p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  p o l e  

p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o .  Z a g a d n i e n i e  p r o g r a m o w a n i a  n i e l i n i o w e g o  r o z w i ą z a n o
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m e t o d ą  i i n e a r y z a c j i  P s z e n i c z n e g o .

2 o c h o w s k i  i Mi ż u k a m i  [ 5 . 7 5 ]  s t o s o w a l i  m e t o d ę  e l e m e t ó w  b r z e g o w y c h  do 

o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  u k ł a d u  d w u w y m i a r o w e g o  z e  w z g l ę d u  n a  m i n i m a l i z a c j ę  

c i ę ż a r u  p r z y  o g r a n i c z e n i a c h  p r z e m i e s z c z e n i o w y c h  i g e o m e t r y c z n y c h .  Wyniki 

o b l i c z e ń  p o r ó w n a n o  z m e t o d ą  e l e m e n t ó w  s k o ń c z o n y c h .

W  l a t a c h  n a s t ę p n y c h  p o j a w i ł o  s i ę  w i e l e  p r a c  z w i ą z a n y c h  z 

z a s t o s o w a n i e m  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  p r o b l e m a c h  o p t y m a l i z a c j i  

k s z t a ł t u  i a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i .  S z e r o k i e  o m ó w i e n i e  t y c h  p r a c  m o ż n a  z n a l e ź ć  

w  a r t y k u l e  p r z e g l ą d o w y m  B u r c z y ń s k i e g o  [5.10]. W a r t o  t u  w y m i e n i ć  

n a s t ę p u j ą c e  prace:

- z z a k r e s u  u k ł a d ó w  o b c i ą ż o n y c h  s t a t y c z n n i e :

p r a c e  B u r c z y ń s k i e g o  [5.'4-5.6, 5 . 8 ] ,  p r a c e  B u r c z y ń s k i e g o  i A d a m c z y k a

[ 5 . 1 3 - 5 . 1 8 ] ,  B u r c z y ń s k i e g o  i M r ó w c z y ń s k i e j  [ 5 . 2 3 ] ,  p r a c e  M o t a  S o a r e s a  i 

j e g o  w s p ó ł p r a c o w n i k ó w  [5.58, 5 . 5 9 ,  5 . 6 1 - 5 . 6 3 ] ,  , p r a c e  E i z a d i a n  i

T r o m p e t t e  [ 5 . 3 7 ] ,  Z o c h o w s k i e g o  [ 5 . 7 6 ] ,  W i l c z y ń s k i e g o  [ 5 . 7 1 ,  5.7 2 ] ,

G r a b a c k i e g o  [5. 4 2 ,  5 . 4 3 ] ,  K a n e  [ 5 . 5 0 ] ,  K a n e  i S a i g a l  [ 5 . 5 1 ] ,  M i y a m o t o ,

I w a s a k i  i S u g i m o t o  [ 5 . 5 7 ] ,  M e r l e  [5.5 5 ,  5 . 5 6 ] ,  C h o i  i K w a k  [5.27],

D e f o u r n y  [5.28, 5 . 2 9 ] ,  K a m i y a  i j e g o  w s p ó ł p r a c o w n i c y  [5. 4 8 ,  5.4 9 ] ,

C h a u d o u e t  -Mi r a n d a  i El Y a f i  [ 5 . 2 4 ,  5 . 2 5 ] ,  G r a c i a  i D o b l a r e  [5.44],

S a n d g r e n  i W u  [ 5 . 6 7 ] ,  Z h a o  i A d e y  [ 5 . 7 3 3 ,  K r z e s i ń s k i  [ 5 . 5 4 ] , m

-  z z a k r e s u  u k ł a d ó w  o b c i ą ż o n y c h  d y n a m i c z n i e :

p r a c e  B u r c z y ń s k i e g o  [5.7 ] ,  B u r c z y ń s k i e g o  i F e d e l i ń s k i e g o  [ 5 . 1 9 - 5 . 2 2 ,  

5. 38-5. 41 ] .

W  p r a c a c h  a u t o r a  [5.9, 5 . 1 1 ]  p o d a n o  o g ó l n e  s f o r m u ł o w a n i e  m e t o d y

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  s t a t y c z n y c h  i d y n a m i c z n y c h  z a g a d n i e ń  a n a l i z y  

w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j .

W  r o z d z i a l e  n i n i e j s z y m  p r z e d s t a w i o n o  w  s p o s ó b  u j e d n o l i c o n y ,  

o p i e r a j ą c  s i ę  n a  w ł a s n y c h  o r g i n a l n y c h  p r a c a c h ,  z a g a d n i e n i a  a n a l i z y  

w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

u w z g l ę d n i a j ą c  s t a t y c z n y  i d y n a m i.czny s t a n  ukł a d u .

5.2. METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W ANALIZIE WRAŻLIWOŚCI

5.2.1. Metoda elementów brzegowych w analizie wrażliwości ciał obciążonych 

statycznie

5.2.1.1. Wariacja kształtu brzegu zewnętrznego

R o z w a ż a n e  j e s t  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  z a j m u j ą c e  o b s z a r  O  z b r z e g i e m  T  w 

p r z e s t r z e n i  e u k l i d e s o w e j  8 d , (c£=2 l u b  3). N a  b r z e g u  T  d a n e  s ą  w a r u n k i

b r z e g o w e  w  p o s t a c i  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  uCx2> = C u ^ C x D D  = u ° C x D , i sił

p o w i e r z c h n i o w y c h  p C x ) = C p ^ C x D D = p ° C x }  , x e T 2 , g d z i e  r=rtU i r2~0‘ ^

o b s z a r z e  O  m o g ą  d z i a ł a ć  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  b C x D = C b ^ C x D 2 > , xeO. R o z w a ż a n e



c l a l o  n a z y w a n e  b ę d z i e  d a l e j  u k ł a d e m  p o d s t a w o w y m  C UP2. Z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  

t a k i e g o  u k ł a d u  o p i s a n e  j e s t  u k ł a d e m  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  C l . 40}.

J e s t  r z e c z ą  o c z y w i s t ą ,  ± e  p o l a  p r z e m i e s z c z e ń  u, o d k s z t a ł c e ń  £ i 

n a p r ę ż e ń  a  o r a z  p e w n e  f u n k c j o n a ł y ,  o k r e ś l a j ą c e  c h a r a k t e r y s t y k i  m e c h a n i c z n e  

u k ł a d u  i b ę d ą c e  m i a r ą  J a k o ś c i  i o g r a n i c z e ń  n a r z u c o n y c h  n a  d z i a ł a n i e  u k ł a d u  

J^» Cct=0,1 » . . /C-2} , z a l e ż ą  o d  k s z t a ł t u  b r z e g u  T. I n t e r e s u j ą c e  j e s t  z b a d a n i e  

w p ł y w u .  J a k i  m a  m o d y f i k a c j a  k s z t a ł t u  b r z e g u  n a  p r z y j ę t e  f u n k j o n a ł y  J^.

R o z w a ż a n a  j e s t  i n f i n i t e z y m a l n a  w a r i a c j a  k o n f i g u r a c j i  c i a ł a  o k r e ś l o n a  

p r z e z  c i ą g ł e  i r ó ż n i c z k o w a l n e  p o l e  w e k t o r o w e 181 <5g=C<5g^} , t a k  ż e  C r y s . 5 . 1 } :

x *  = x  + óg. CS. 13

P o l e  t r a n s f o m a c j i  g = g C x ; a }  m o d y f i k u j e  k s z t a ł t  b r z e g u  z e w n ę t r z n e g o  ł'» 

g d z i e  a=Ca^} ,r=l ,2, . . R , j e s t  z b i o r e m  p r o j e k t o w y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u ,  

k t ó r e  o p i s u j ą  z e w n ę t r z n ą  p o s t a ć  k o n s t r u k c y j n ą  r o z w a ż a n e g o  u k ł a d u .  Z m i e n n a  

x o k r e ś l o n a  j e s t  n a  o b s z a r z e  n i e  p o d l e g a j ą c y m  t r a n s f o r m a c j i  O  z b r z e g i e m  

T, n a t o m i a s t  z m i e n n a  x  o k r e ś l o n a  J e s t  w  o b s z a r z e  t r a n s f o r m o w a n y m  O  =QCa} 

z b r z e g i e m  r  =rCa}.
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Rys. 5.1 U k ł a d  p o d s t a w o w y  o b c i ą ż o n y  s t a t y c z n i e  i t r a n s f o r m a c j a  j e g o  b r z e g u

Fig. 5 . 1  T h e  p r i m a r y  s y s t e m  l o a d e d  s t a t i c a l l y  a n d  s h a p e  t r a n s f o r m a t i o n  of 
i t s  b o u n d a r y

IB)
I s t n i e j e  o s o b n a ,  b a r d z o  w a ż n a  k l a s a  p r o b l e m ó w ,  w  k t ó r y c h  w a r i a c j a  
k s z t a ł t u  b r z e g u  J e s t  p o l e m  o s o b l i w y m  l u b  q u a s i - o s o b l i w y m .  P r o b l e m y  
t a k i e  w y s t ę p u j ą  np. w  m e c h a n i c e  z n i s z c z e n i a ,  g d z i e  p r o p a g a c j a  s z c z e l i n y  
m o ż e  b y ć  t r a k t o w a n a  J a k o  p r o c e s  t r a n s f o r m a c j i  b r z e g u .  P r o b l e m y  t e  n i e  
s ą  r o z w a ż a n e  w  n i n i e j s z y m  o p r a c o w a n i u .



W a r i a c j a  p o l a  t r a n s f o r m a c j i  ó g  o k r e ś l o n a  J e s t  n a s t ę p u j ą c o :

ó g  = -------------- <5a = v  <5a , C 5 . 33
k - r k rÓ£l

r

g d z i e  w i e l k o ś ć  v k= J g k/da^ m o ż e  b y ć  u w a ż a n a  z a  p r ę d k o ś ć  t r a n s f o r m a c j i  

o d p o w i a d a j ą c ą  p a r a m e t r o w i  k s z t a ł t u  a  .
r

W y g o d n i e  j e s t  t r a k t o w a ć  O  J a k o  c i ą g ł e  m e d i u m  i z a s t o s o w a ć  i deę

p o c h o d n e j  m a t e r i a l n e j  [5.7 4 ,  5 . 4 6 ,  5.473. O d w z o r o w a n i e  C 5 . I D  m o ż n a  t e r a z

o p i s y w a ć  J a k o  p r o c e s  d y n a m i c z n y  z ó a  o d g r y w a j ą c y m  r o l ę  c z a s u  i v r
r k

p e ł n i ą c y m  r o l ę  p r ę d k o ś c i .

W a r i a c j a  z m i e n n y c h  s t a n u  u, £ t a  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e j  b  o r a z  sił

p o w i e r z c h n i o w y c h  p  m o ż e  b y ć  w y r a ż o n a  n a s t ę p u j ą c o :

D q
ó q  = ---------- ó a  , C5. 3D

D a  r
r q=u, £, <7, b, p

g d z i e  c a ł k o w i t a  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  p r z e m i e s z c z e ń  u, o d k s z t a ł c e ń

c % n a p r ę ż e ń  a  o r a z  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e j  b  w z g l ę d e m  a  m a  postać:
r

D q  0 q
--------  = ------- + q.,v,, CS. 43

D a  da
r r .

q =u, £ ,  <y, b

n a t o m i a s t  c a ł k o w i t a  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  sił p o w i e r z c h n i o w y c h  J e s t  

równa:
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Dp. do
i  «■ J

D a  da
n. + a. ,.nv + c/. Cnn - ó.,)ntv C5.5D

J t j , k  j  k  u j J  l  jL k  k , l

C a ł k o w i t a  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  r ó ż n i c z k i  p o w i e r z c h n i  dr, r ó ż n i c z k i  

o b s z a r u  d O  o r a z  j e d n o s t k o w e g o  w e k t o r a  n o r m a l n e g o  d o  b r z e g u

n = C n . ) , i = l , .  .d, m o g ą  b y ć  w y r a ż o n e  n a s t ę p u j ą c o  Cpor. [5.3 5 ,  5 . 3 2 ,  5 . 643D:

D C d r D

D a
= C ó. - n  n  Dvj* dr, C 5. 6aD

kl k l k,l

D C d O D

D a
= v  d O  , C5. 6bD

k,k

D n
L

-------- = Cn. n  ” «5 D n  , C5. 6cD
D a  i l U  k k.l



g d z i e  <5^ j e s t  d e l t ą  K r o n e c k e r a .

R o z w a ż a n y  b ę d z i e  p r o b l e m  o k r e ś l e n i a  w r a ż l i w o ś c i  p i e r w s z e g o  r z ę d u  d l a  

z b i o r u  d o w o l n y c h  f u n k c j o n a ł ó w  Cot=0,1 ,2, . . AC-2D w  p o s t a c i  Cpor.

B u r c z y ń s k i  C S . 935:

J a = J s ^ C o - . ^ . u D d O  + J ^ C u . p D d r  C5.72)

O C a D  r C a D  a = 0 , 1 ,2, . . . K - 2

g d z i e  4 M I a ,r ,uD s ą  d o w o l n y m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  n a p r ę ż e ń ,  o d k s z t a ł c e ń  i 

p r z e m i e s z c z e ń  w  o b s z a r z e  O, ^ C u . p D  s ą  d o w o l n y m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  

p r z e m i e s z c z e ń  i sił p o w i e r z c h n i o w y c h  n a  b r z e g u  T.

F u n k c j o n a ł y  w y r a ż a ć  m o g ą  z a r ó w n o  f u n k c j ę  J a k o ś c i  C c e l u D

o p t y m a l i z a c j i  J a k  i w a r u n k i  o g r a n i c z a j ą c e  n a ł o ż o n e  n a  r o z p a t r y w a n y  u k ł a d  

m e c h a n i  czny.

Z a g a d n i e n i e  z n a l e z i e n i a  p i e r w s z e j  w a r i a c j i  f u n k c j o n a ł ó w  m ó ż e  b y ć

r o z w i ą z a n e  p r z y  z a s t o s o w a n i u  u j ę c i a  b e z p o ś r e d n i e g o  l u b  s p r z ę ż o n e g o  Cpor. 

[5.32, 5 . 3 5 ,  5 . 3 6 ,  5 . 6 4 3 D .  W  p r a c y  n i n i e j s z e j  z a s t o s o w a n o  m e t o d ę  u k ł a d ó w  

s p r z ę ż o n y c h .

N i e z a l e ż n i e  o d  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  CUP2> w p r o w a d z a  s i ę  k o n c e p c j ę  

u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  CUS2>^ z r o z w i ą z a n i a m i  s p r z ę ż o n y m i  u*, £ *  i d l a

k a ż d e g o  ca. U k ł a d a m i  s p r z ę ż o n y m i  s ą  c i a ł a  s p r ę ż y s t e  o  t a k i e j  s a m e j 

k o n f i g u r a c j i  j a k  u k ł a d  p o d s t a w o w y ,  a l e  z i n n y m i  w a r u n k a m i  b r z e g o w y m i  i 

s i ł a m i  o b j ę t o ś c i o w y m i  C r y s . 5 .  23).
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Rys. 5 . 2  U k ł a d  s p r z ę ż o n y  d l a  z a g a d n i e n i a  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  w  p r o b l e m a c h  
s t a t y c z n y c h

Fig. 5 . 2  T h e  a d j o i n t  s y s t e m  f o r  s h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  o f  s t a t i c a l  
pr o b i e m s
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N a  b r z e g u  T  u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  C U S 2 ^ d a n e  s ą  n a s t ę p u j ą c e  

b r z e g o w e :

&4> C u . p )  ot r0.0
u  =  - ---------------  n a  T  ,

&4> C u . p )  ot
0.0 „  

p = --------------------- n a  r
Ot .  2

d u

a  w e w n ą t r z  o b s z a r u  O  d a n e  J e s t  p o l e  o d k s z t a ł c e ń  w s t ę p n y c h  c
c

n a p r ę ż e ń  w s t ę p n y c h  o'*" o r a z  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e :

&1f Co-.r.u)

w  O,
der

C <y , £  , UL)
ot

----------------  w  O,
d £

& ł! C<yt £ , u)
Ol

b a  ------------------------- w  q
ot <.

d u

P r a w o  k o n s t y t u t y w n e  d l a  u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  m a  pos t a ć :

a  ^ . a  ai. ai
a  -  CC £  -  £  ) - a  ,

Ol o t  o t  o t

g d z i e  C * « e  *  . e .. = X . ó .6 ♦ fjCÓ 6  + <5 <5 0 .  \  i s ą
Ljkl kl tjkl i] kl ik jl tl jk

L a m e g o .

B r z e g o w e  r ó w n a n i a  c a ł k o w e  d l a  u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  

ot=0,1 ,2, . . , AC-2. m a j ą  p o s t a ć  Cpor. B u r c z y ń s k i  [5.93):

I!"c C x ) u ^ C x )  =  | JUCx, y D p ^ C y )  - PC x , y) u^C y) J drc y) + B a Cx),

war unk i 

C5. 8a)

C5. 8b) 

Ł , p o l e
i

C5. 9a) 

C5. 9b)

C5. 9c)

C5. 10)

s t a ł y m i

CUSJ ,
Ol

C5. 11)

g d z i e  B ^ = C B ^  ) z a l e ż y  o d  o d k s z t a ł c e ń  w s t ę p n y c h  , n a p r ę ż e ń  w s t ę p n y c h  o ^ L 

i sił o b j ę t o ś c i o w y c h  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :
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B a =  f U  Ib* -  c * ai , - a a ^ t "JdO. C 5 . 12)01J J JkL jtlor CA* r , l Ołk L , l J

C a ł k o w i t e  n a p r ę ż e n i a  w  o b s z a r z e  O  d l a  u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  CUSS>^
~ et i. ai

w y n o s z ą  O s  + a  .

P i e r w s z a  w a r i a c j a  f u k c j o n a ł ó w  a = 0 . 1 , 2 . . . , K ~ 2 , m o ż e  b y ć  w y r a ż o n a

n a s t ę p u j ą c o :

D J a
ÓJ -  ------------  ó a  , C 5 . 13)

a  D a  r

g d z i e  c a ł k o w i t a  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  f u n k c j o n a ł u  w z g l ę d e m  p a r a m e t r u  

k s z t a ł t u  a  m a  p o s t a ć :

D J _  D C d O )  _ D<p^ DC d D

C5. 14)= ff  d O  + * ------ 1 +  f[-----  d r  + <p ------ 1.
•1 L D a  °* D a  J J L D a  a  D a  JD a  J L D a  D a  J J L D a  D a

r Ci r r r

4P>
P o c h o d n e  m a t e r i a l n e  f u n k c j i  i o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o  :

D ł  d *  D a  d *  D e  d *  -
CA Cu CA CA D u

------- =   .   +   .   +   •   . C5. 15)
D a  d a  D a  d c  D a  S u  D a

D<p^ ^ ^ ca ^ ^ ca

--------=    •   +   •   . C5. 16)
D a  d u  D a  d p  D a

S t o s u j ą c  r ó w n a n i a  d l a  n a p r ę ż e ń  i p r z e m i e s z c z e ń  w i r t u a l n y c h  [5.323:

p d a  ę d b  p dp
\ c a ' -------- d O  =  |ua * -----  d O  + u a * ------- dr. C5. 173
J d a  J d a  J da
o  o  r

iS>> Z n a k  ♦ m i ę d z y  d w o m a  t e n s o r a m i  l u b  w e k t o r a m i  o z n a c z a  s u m o w a n i e  w z g l ę d e m  
i c h  w s k a ź n i k ó w .
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/» Ó£ n d a  p d u
o 1 * ------- dfł = b a * ------- d O  + p a * ----  dr, CS. 1SD

J d a  J d a  •) da
O  r O  r r  r

o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  C5. 4), C5. 6) CS. 8 ) - C 5 . 1 0 )  o t r z y m u j e  s i ę  k o ń c o w ą  p o s t a ć  

d l a  w r a ż l i w o ś c i  f u n k c j o n a ł u  Cpor. D e m s  i M r ó z  C 5 . 3 5 3 ,  D e m s  i H a f t k a

C 5 . 3 2 3  » B u r c z y ń s k i  C 5 . 93):

Л
'I» - a * £ a +  b * u a + td> + p  •u*) , - 2 C <p + P * u 0) ?KIn v ^dr 
ca a  n  a  J k k

r

T-V, O 9<t> -.O

“  P * k \ ) d r * CS. 193

+ Jl̂ o. + PoU<l]|vydL>

g d z i e  w y r a ż e n i e  p o d c a ł k o w e  [j^^+p• u a]| = °uaj - ^ + p » u aj p r z e d s t a w i a

s k o k  w i e l k o ś c i  C ^ + p #u°D w z d ł u ż  k r z y w e j ZO> L, k t ó r a  o d d z i e l a  c z ę ś c i  b r z e g u  

o d  9 ( J e s t  ś r e d n i ą  k r z y w i z n ą  brz e g u .

J e ś l i  b r z e g  T  J e s t  u t w o r z o n y  p r z e z  z b i ó r  r e g u l a r n y c h  p o w i e r z c h n i  

p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  n a  k r a w ę d z i a c h  L fc, t o  z a l e ż n o ś ć  C5. 19) p o w i n n a  b y ć  

u z u p e ł n i o n a  p r z e z  z a l e ż n o ś ć  Cpor. M r ó z  [ 5.643):

I J  [ K + p - ‘] <
k i 

“ k

i% —  ** -f +
g d z i e  v  =v* v> J e s t  p r ę d k o ś c i ą  p o l a  t r a n s f o r m a c j i  n a  L, , ł> = s * n  i x> = - s • n  , 

s j e s t  J e d n o s t k o w y m  w e k t o r e m  s t y c z n y m  d o  L^, n  i n  s ą  J e d n o s t k o w y m i  

w e k t o r a m i  n o r m a l n y m i  d o  o b u  c z ę ś c i  brz e g u .

P r z y  w y p r o w a d z a n i u  r ó w n a n i a  C 5 . 19) z a ł o ż o n o ,  ż e  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  b

p»u
‘f v^ K

C 5. 20)

zo> W  p r z y p a d k u  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  k r z y w a  L  r e d u k u j e  s i ę  d o  d w ó c h  
p u n k t ó w .
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s ą  n i e z a l e ż n e  o d  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a^, r=l,2,.../?.

D l a  d a n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  c a ł k o w i t e  p o c h o d n e  m a t e r i a l n e  Du° / D a ^  

n a  r  i D p c V D a  n a  r  s ą  z n a n e  i m o g ą  b y ć  w y r a ż o n e  p r z e z  p r ę d k o ś ć
ft r 2

t r a n s f o r m a c j i  i g r a d i e n t y  d a n y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h  u  i p°.

Z  r ó w n a n i a  C5. 19) w i d a ć ,  ż e  w r a ż l i w o ś ć  f u k c j o n a ł u  z a l e ż y  t y l k o  o d  

b r z e g o w y c h  w a r t o ś c i  z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  CUP5 i u k ł a d u  

s p r z ę ż o n e g o  CUS)_^. T e n  f a k t  m a  w a ż n e  z n a c z e n i e  w  o b l i c z e n i a c h  n u m e r y c z n y c h  

p r z y  z a s t o s o w a n i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

R ó w n a n i e  C 5 . 1 9 )  w r a z  z z a l e ż n o ś c i ą  CS. 2 0 )  o p i s u j e  o g ó l n y  p r z y p a d e k  

w a r i a c j i  b r z e g u  z e w n ę t r z n e g o ,  o d c i n k a m i  r e g u l a r n e g o .  Z  r ó w n a n i a  t e g o  m o ż n a  

o t r z y m a ć  r ó ż n e  s z c z e g ó l n e  p r z y p a d k i  w a r i a c j i  brz e g u .

C z ę s t o  w y s t ę p u j ą c y m  p r z y p a d k i e m  j e s t  s y t u a c j a ,  g d y  w a r i a c j i  p o d l e g a  

t y l k o  b r z e g  o b c i ą ż o n y  r  . B i o r ą c  p o d  u w a g ę ,  ż e  <£^=<£^Cu) n a  r  , <̂ ol=°  n a

o r a z  ż e  p° J e s t  p o l e m  sił z a c h o w a w c z y c h  C D p ° / D a r = p ? k ' / ) , r ó w n a n i e  C5. 19) 

d l a  b r z e g u  r e g u l a r n e g o  p r z y j m u j e  p o s t a ć  C por . B u r c z y ń s k i  [5.93):

- c /* £ a + b * u a + C.<p + p^u*1), - 2 C <p + p ♦ u * ) 9C1 n, v,rd r  . CS. 21) a a r n r J k k 2

r 2

Z a ł ó ż m y ,  ż e  b r z e g  z e w n ę t r z n y  T  s k ł a d a  s i ę  z t r z e c h  c z ę ś c i :  c z ę ś c i

u t w i e r d z o n e j  c z ę ś c i  o b c i ą ż o n e j  i c z ę ś c i  s w o b o d n e j  T  , d l a  k t ó r e j

p°=0. P r z y j m i j m y  d a l e j ,  ż e  t y l k o  c z ę ś  s w o b o d n a  b r z e g u  p o d l e g a

t r a n s f o r m a c j i ,  p o d c z a s  g d y  P^ i V^ p o z o s t a j ą  n i e z m i e n i o n e .  W ó w c z a s  b i o r ą c  

p o d  u w a g ę ,  ż e  <p C u , p ) = 0  n a  T  , w r a ż l i w o ś ć  f u n k c j o n a ł u  J w y r a ż a  s i ę
CA O OI

z a l e ż n o ś c i ą :

& • £ ?  +  b * u al n v f d r  . C 5 . 2 4 )J k k o

D y s k r e t n ą  w e r s j ę  b r z e g o w e g o  r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C l . 4 0), k t ó r e  o p i s u j e  

u k ł a d  p o d s t a w o w y  CL/PJ>, i r ó w n a n i a  c a ł k o w e g o  C 5 . i l ) ,  k t ó r e  o p i s u j e  u k ł a d  

s p r z ę ż o n y  o t r z y m u j e  s i ę  d z i e l ą c  b r z e g  T  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w

b r z e g o w y c h  T *  C e ~ l , 2 , . . E ) .  W s p ó ł r z ę d n e  k a r t e z j a ń s k i e  x  d o w o l n e g o  p u n k t u  n a  

e l e m e n c i e  T®, n a  k t ó r y m  w p r o w a d z o n o  l o k a l n y  u k ł a d  w s p ł ó r z ę d n y c h  £ = C £ ) ,  

w y r a ż a j ą  s i ę  z a  p o m o c ą  z a l e ż n o ś c i  C l . 43). N a  k a ż d y m  e l e m n c i e  T* 

p r z e m i e s z c z e n i a  i s i ł y  b r z e g o w e  a p r o k s y m o w a n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

q®CxCiT33 = NCf 3qav
<x a  q ~ u , p , u  , p  r a  *oi

C5. 23)



O b s z a r  Ci J e s t  d z i e l o n y  n a  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e  Clą C<?=1 ,2,. . GO 1 w 

k a ż d e j  k o m ó r c e  s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  o r a z  o d k s z t a ł c e n i a  i n a p r ę ż e n i a  wstępne 

s ą  a p r o k s y m o w a n e  z a  p o m o c ą  w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  i f u n k c j i  k s z t a ł t u  4>Cyf):
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C5. 24)
« . a ai ai

r = b ,b  ,£  , a

O s t a t e c z n i e  o t r z y m u j e  s i ę  d y s k r e t n ą  p o s t a ć  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

o p i s u j ą c y c h  u k ł a d  p o d s t a w o w y  CUPy i u k ł a d y  s p r z ę ż o n e  C'1/SJ)̂ ,

01=0.1 .2. . . . K - 2.:

I HI < u >  = I G l < p >  + <B> , C5.25)

s = C U P 2, CUS5

g d z i e  < u > °  i < p > ®  s ą  m a c i e r z m i  k o l u m n o w y m i  p r z e m i e s z c z e ń  i sił wę z ł o w y c h , 

CHI i £G] s ą  m a c i e r z a m i  k w a d r a t o w y m i  z a l e ż n y m i  o d  c a ł e k  b r z e g o w y c h  Cpor. 

r o z . l D ,  < B > a J e s t  m a c i e r z ą  k o l u m n o w ą  z a l e ż n ą  o d  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  b, w 

p r z y p a d k u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o ,  l u b  o d  sił o b j ę t o ś c o w y c h  b ^  oraz 

o d k s z t a ł c e ń  £ i n a p r ę ż e ń  a w s t ę p n y c h  w  p r z y p a d k u  u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o .

W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  ż e  m a c i e r z e  [HI i IG] s ą  t a k i e  s a m e  z a r ó w n o  dla 

u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  C U P 2, j a k  i u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  CUS2>a  i d l a t e g o  

w y s t a r c z y  J e  o b l i c z y ć  t y l k o  J e d e n  raz.

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e  r ó w n a n i e  C5. 25D m o ż n a  p r z e k s z t a ł c i ć  w 

t e n  s p o s ó b ,  ż e  w s z y s t k i e  n i e w i a d o m e  b ę d ą  z n a j d o w a ć  s i ę  w  m a c i e r z y  

k o l u m n o w e j  < X > a , n a t o m i a s t  w i e l k o ś c i  d a n e  w  m a c i e r z y  < Y > a . O s t a t e c z n i e  

r ó w n a n i e  C5. 2 5 D  p r z y j m u j e  pos t a ć :

C A K X > *  = I F 1 < Y > *  + <B>®. C5.26}

. CŁ/SJ>a

R o z w i ą z u j ą c  u k ł a d  r ó w n a ń  CS.26} o t r z y m u j e  s i ę  z m i e n n e  s t a n u  u k ł a d u  

p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o ,  k t ó r e  s ą  p r z y d a t n e  w  o b l i c z e n i a c h  

w r a ż l i w o ś c i  f u n k c j o n a ł u  J^.

R o z w a ż a n i a  p o w y ż s z e  m o g ą  z n a l e ź ć  t a k ż e  z a s t o s o w a n i e ,  g d y  z a m i a s t
*

f u n k c j o n a ł u  g l o b a l n e g o  J m a m y  d o  c z y n i e n i a  z o g r a n i c z e n i a m i  lo k a l n y m i .a
Z a ł ó ż m y ,  ż e  w  p e w n y m  p u n k c i e  x & l e ż ą c y m  w e w n ą t r z  l u b  n a  b r z e g u  

r o z p a t r y w a n e g o  c i a ł a  d a n e  s ą  l o k a l n e  o g r a n i c z e n i a  r ó w n o ś c i o w e  w  p o s t a c i :

X  C x  } = x  Cer, £ ,  ul) d l a  xa  o a  o C5. 27D

l u b



- 135 -

y  C x  ) = y  C u . p D  
ca o a

dla x eT. C5. 28}

S t o s u j ą c  f u k c j ę  D i r a c a  ó C x -x} w i ę z y  C5. 2 7 }  i C5. 28} z a s t ą p i ć  m o ż n ao
z n a n y m i  f o r m u ł a m i  c a ł k o w y m i :

J * I* C o \ * , u } d n ,  C5. 29}

g d z i e

I* C o
J *
O

J a  = J ^ a C u * P ^ d r » C5. 30}

r

ł  = x  C a t £ t i£> S C x - x  }» C5. 31}
ot a  o

<p s ^  C u . p )  ó C x - x  }. C 5 . 32}^cn *-a  r  o

F u n k c j o n a ł y  C5. 2 9 }  i C5. 3 0 }  s t a n o w i ą  s z c z e g ó l n ą  p o s t a ć  z b i o r u  

f u n k c j o n a ł ó w  C 5 . 7} i d l a t e g o  w z ó r  n a  p o c h o d n ą  m a t e r i a l n ą  C 5 . 1 9 }  m a  t a k ż e  w  

t y m  p r z y p a d k u  z a s t o s o w a n i e .

5 . 2 . 1 . 2 .  W a r i a c j a  k s z t a ł t u  b r z e g u  w e w n ę t r z n e g o

R o z w a ż a n e  j e s t  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  s k ł a d a j ą c e  s i ę  z dwóch, j e d n o r o d n y c h  

o b s z a r ó w  i  o c z y w i ś c i e  O J J  0^=0. O b s z a r y  i r o z d z i e l o n e  s ą

b r z e g i e m  w e w n ę t r z n y m  i c g r a n i c z o n e  z z e w n ą t r z  b r z e g i e m  z e w n ę t r z n y m  T, 

n a  k t ó r y m  d a n e  s ą  w a r u n k i  b r z e g o w e  w  p o s t a c i  p r z e m i e s z c z e ń  u C x ) = u ° C x ) ,  d l a  

x € T ^ , i sił p a w i  er z c h n i  o w y c h  pC x} =p°C x} » dl a  x ^ T 2 ■

Z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  o p i s a n e g o  z a g a d n i e n i a  z o s t a ł o  p r z e d s t a w i o n e  w  

p. 1.2.5.

P r z e m i e s z c z e n i a  u^ i s i ł y  n a  b r z e g u  w e w n ę t r z n y m  s ą  f u n k c j a m i

c i ą g ł y m i ,  a l e  i c h  g r a d i e n t y  s ą  n i e c i ą g ł e :

[ u J  =  O. [ p j  =  [o-] • n 1 = O.

C5. 333

[u .J  “ [*VnK • [PI k] = !>,• J \ -

g d z i e  n  o z n a c z a  s k o k  n a  o b l i c z a n y  j a k o  r ó ż n i c a  o d p o w i e d n i c h  w i e l k o ś c i



w  p o d o b s z a r a c h  i t a k  ż e  o r a z  n 1 J e s t  j e d n o s t k o w y m

w e k t o r e m  n o r m a l n y m  d o

Z a k ł a d a  się, ż e  b r z e g  z e w n ę t r z n y  T  j e s t  u s t a l o n y ,  n a t o m i a s t  brzeg 

w e w n ę t r z n y 21> p o d l e g a  t r a n s f  o r m a c  ji k s z t a ł t u  o p i s a n e j  o d w z o r o w a n i e m

C-S. ID z p r ę d k o ś c i ą  t r a n s f o r m a c j i  v£ o d p o w i a d a j ą c ą  p a r a m e t r o w i  k s z t a ł t u  

a^C r y s .  5. 3 D .
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Rys. 5 . 3  U k ł a d  p o d s t a w o w y  d l a  c i a ł a  d w u f a z o w e g o  z b r z e g i e m  w e w n ę t r z n y m  i 
j e g o  t r a n s f o r m a c j a

Fig. 5 . 3  T h e  p r i m a r y  s y s t e m  f o r  t h e  i n t e r f a c e  p r o b l e m  a n d  i t s  s h a p e  
t r a n s f o r m a t ! o n

P r o b l e m  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  r o z w a ż a n y  j e s t  d l a  z b i o r u  f u n k c j o n a ł ó w  

Coi=0,1,. . AC-2D w  p o s t a c i  Cpor. B u r c z y ń s k i  C5.93D:

2

= Z  J  *«ev w d<v  c5 - 343
L = 1

W r a ż l i w o ś ć  f u n k c j o n a ł u  J m o ż e  b y ć  w y r a ż o n a  n a s t ę p u j ą c o :

DJ  i  0 * L Der < W l D c D u
- f r a  l a  l  a  1 - .

” )  [—  '  —  +  -------------—  + — “  * T T "  +V v U dfV  « • * »*— ■* J  Ł. Q a  Da  d e  D a &u_  D a JD a  f —  J S. der D a  d e , D a  du. D a
r r r

21> W  z a g a d n i e n i a c h  p ł a s k i c h  b r z e g  w e w n ę t r z n y  m o ż e  b y ć  i d e n t y f i k o w a n y

n i e  t y l k o  z g r a n i c ą  m i ę d z y  r ó ż n y m i  m a t e r i a ł a m i ,  a l e  t a k ż e  J a k o  e l e m e n t  
u s z t y w n i a j ą c y  l u b  s k o k o w a  z m i a n a  g r u b o ś c i  Cpor. C5. 64, S . 33, S . 3 4 ] D.
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P o c h o d n e  m a t e r i a l n e  C D ą ^ / D a ^ D  ,q=o,, £ , u ł o b l i c z a  s i ę  s t o s u j ą c  m e t o d ę  

s t a n ó w  s p r z ę ż o n y c h .  W  t y m  c e l u  w p r o w a d z a  s i ę  u k ł a d y  s p r z ę ż o n e  CUSJ>^t 

0i=O,i .2. . . AC-2, C r y s . 5 . 42>.

Rys. 5 . 4  U k ł a d  s p r z ę ż o n y  d l a  c i a ł a  d w u f a z o w e g o  z b r z e g i e m  w e w n ę t r z n y m  

Fig. 5 . 4  T h e  a d j o i n t  s y s t e m  f o r  s h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  o f  i n t e r f a c e
t

W  u k ł a d a c h  s p r z ę ż o n y c h  w y s t ę p u j ą :

- o d k s z t a ł c e n i a  w s t ę p n e :

“ n a p r ę ż e n i a  w s t ę p n e :

- s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e :

otl
w 0l> C5. 385

a w a r u n k i  b r z e g o w e  n a  T  m a j ą  p o s t a ć :



- 138 -

0.0
n a  r

p a o = O  n a  T  .
a  2

a * CS. 393

S t o s u j ą c  r ó w n a n i e  C5. 195 d o  o b s z a r ó w  £5̂  i p r z y j m u j ą c  C D b / D a r D  = 0  w  O,

<P ~0, v ^ = 0  n a  T. C D u / D a  5 = C D p / D a  5 = 0  n a  T  o r a z  b i o r ą c  p o d  u w a g ęOl k r r I
z a l e ż n o ś c i  C 5 . 3 3 }  o t r z y m u j e  s i ę  Cpor. D e m s  i H a f t k a  C5. 3 2], M r ó z  [5.64], 

B u r c z y ń s k i  [5.9]5:

DJ

D a

C5. 405

J [ [ * j  -  [ - J - [*>]• Pa , [“ > j ] nkvi ,'d r I + |[ P 'U al v^ L .

g d z i e  o s t a t n i a  c a ł k a  o k r e ś l o n a  j e s t  n a  k r z y w e j  p o w s t a ł e j  w  w y n i k u

p r z e c i ę c i a  s i ę  P^ z b r z e g i e m  w e w n ę t r z n y m ,  n a t o m i a s t  a ^  i są

s k ł a d o w y m i  s t a n u  n a p r ę ż e n i a  i o d k s z t a ł c e n i a  w y z n a c z o n y m i  w  u k ł a d z i e

w s p ó ł r z ę d n y c h ,  k t ó r g o  o s i e  l e ż ą  w  p ł a s z c z y ź n i e  s t y c z n e j  d o  r^.

W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  w r a ż l i w o ś ć  f u n k c j o n a ł u  z a l e ż y  t y l k o  od

z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  CUP5 i u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  C U S l^

o k r e ś l o n y c h  n a  b r z e g u  w e w n ę t r z n y m  r^.

Z m i e n n e  s t a n u  d l a  u k ł a d ó w  CUP5 i CUS5 o t r z y m u j e  s i ę  r o z w i ą z u j ą c
CA

r ó w n a n i a  t y p u  C5. 255 d l a  k a ż d e g o  p o d o b s z a r u  C l = l , 2 5 ,  r a z e m  z w a r u n k a m i  

z g o d n o ś c i  i r ó w n o w a g i  n a  b r z e g u  C l . 795. O t r z y m u j e  s i ę  w t e d y  n a s t ę p u j ą c y  

u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  Cpor. w z ó r  C l . 8 0 5  5:

C H 1 ]
i

r< u  >1 
1

8
S

C H  3 
1

- C G 1 ]
1

CO]
< u >

C G  ]
i

CO] < P t>
+ ■

< B  > 
1

CO] C H 1 ]
2

C G 1 ]
2

CH  3 
2 <P*>

l<vJ
CO] C G  ] 

2 < p a>
< B  > 

2

C5. 415

s = c c u p i .  cusy

g d z i e  <B>®, 1=1,2, z a l e ż y  o d  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  b C x 5 ,  x«sQ, w  p r z y p a d k u

u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o ,  l u b  o d  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  b ^ C x 5 ,  o d k s z t a ł c e ń  

w s t ę p n y c h  £ ^ C x 5 i n a p r ę ż e ń  w s t ę p n y c h  o ^ C x 5 ,  x e O Ł» w  p r z y p a d k u  u k ł a d u  

s p r z ę ż o n e g o .

U w z g l ę d n i a j ą c  w a r u n k i  b r z e g o w e ,  r ó w n a n i e  C 5 . 415 m o ż n a  p r z e k s z t a ł c i ć  

d o  p o s t a c i  C 5 . 2 65, w  k t ó r e j  n i e z n a n e  w i e l k o ś c i  n a  b r z e g u  z n a j d u j ą  s i ę  w 

m a c i e r z y  k o l u m n o w e j  < X > a .
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dynami czni e
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5.2.2.1. Analiza wrażliwości dla dynamicznych zagadnień nieustalonych

R o z w a ż a n e  j e s t  c i a ł o  s p r ę ż y s t e  o  s t a ł y c h  A., ^  i g ę s t o ś c i  p  z a j m u j ą c e  

o b s z a r  O  i b r z e g i e m  r, o b c i ą ż o n e  s i ł a m i  d y n a m i c z n y m i .  Z m i e n n e  s t a n u  t a k i e  

Jak p r z e m i e s z c z e n i a ,  o d k s z t a ł c e n i a  i n a p r ę ż e n i a  o r a z  s i ł y  p o w i e r z c h n i o w e  i 

o b j ę t o ś c i o w e  s ą  f u n k c j a m i  n i e  t y l k o  w s p ó ł r z ę d n e j  p r z e s t r z e n n e j  x, a l e  

t a k ż e  c z a s u  t<=J'=CO,T], tzn. q = q C x , t 5 ,  q =u, p , £, <y, b.

N a  b r z e g u  u k ł a d u  d a n e  s ą  w a r u n k i  b r z e g o w e  C l . 815 i o k r e ś l o n e  s ą  

w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  C l . 845.

P r o b l e m  b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y  o p i s a n y  j e s t  w e k t o r o w y m  b r z e g o w y m  

r ó w n a n i e m  c a ł k o w y m  C l . 935 l u b  C l . 1 2 3 5 ,  w  p r z y p a d k u  z a s t o s o w a n i a  u j ę c i a  

a l t e r n a t y w n e g o  Cpor. p . 1 . 3 . 5 5 .

Z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  b r z e g  z e w n ę t r z n y  d o z n a j e  t r a n s f o r m a c j i  C r y s . 5 . 5 5  

o p i s a n e j  r ó w n a n i e m  C5. 15 i p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  a^ C r = l , 2 , . . R 5  o r a z  p r ę d k o ś ć  

p o l a  t r a n s f o r m a c j i  s ą  n i e z a l e ż n e  o d  czasu.

Rys. 5 . 5  U k ł a d  p o d s t a w o w y  o b c i ą ż o n y  d y n a m i c z n i e  i t r a n s f o r m a c j a  j e g o  b r z e g u

F i g . 5 . 5  T h e  p r i m a r y  s y s t e m  l o a d e d  d y n a m i c a l l y  a n d  s h a p e  t r a n s f o r m a t i o n  of 
i t s  b o u n d a r  y

R o z w a ż a n y  J e s t  p r o b l e m  o k r e ś l e n i a  p i e r w s z e j  w a r i a c j i  z b i o r u  f u n k c j o n a ł ó w  

, oł=0,1 ,. . AC-2, Cpor. B u r c z y ń s k i  [5. 9 ] ,  B u r c z y ń s k i  i F e d e l i ń s k i  [5. 19] 5:

S^C £, u5 d O d t  + 1 1  u 3 d r d t , C 5. 423

T  O C a 3  T  r C a 3

g d z i e  *  s ą  d o w o l n y m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  o d k s z t a ł c e ń  £ C x , t 3  i



p r z e m i e s z c z e ń  u C x , t )  w  O kT, n a t o m i a s t  s ą  d o w o l n y m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  

p r z e m i e s z c z e ń  u C x , t 5  w  r * T .

F u n k c j o n a ł y  C5. 4 2 5  m o ż n a  w y r a z i ć  w  i n n y  spo s ó b :
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J » I C*,u5dt, C5.435
c a  J a

T

g d z i e  f u n k c j o n a ł y  1 ^  m a j ą  n a s t ę p u j ą c ą  pos t a ć :

I = *  C r , u 5 d Ci +  \<p Cu5dr. C5. 445a J °  J a
O C a 5  T C * 5

W  c e l u  o b l i c z e n i a  w a r i a c j i  f u n c j o n a ł ó w  J^, a = 0 , 1 , 2 , .  . , / C - 2 ,  r o z w a ż a  s i ę

n i e u s t a l o n e  z a g a d n i e n i a  s p r z ę ż o n e ,  k t ó r e  s ą  o p i s a n e  w  d z i e d z i n i e  c z a s u  

t.0« ? ^ . 3 *  = C 0 . T 3 ,  p r z y  c z y m  t a  z w i ą z a n e  J e s t  z t z a l e ż n o ś c i ą :

t °  =  T  -  t. CS. 453

Z  z a l e ż n o ś c i  C 5 . 455 w y n i k a ,  ż e  p r o c e s  s p r z ę ż o n y  p r z e b i e g a  w  k i e r u n k u  

p r z e c i w n y m  n i ż  z j a w i s k a  d y n a m i c z n e  w  u k ł a d z i e  p o d s t a w o w y m  CUP2. W p r o w a d z a  

S i ę  u k ł a d y  s p r z ę ż o n e  CUSD C r y s . 5 .  65, w  k t ó r y c h :

x, Ua(x,o)-0 
v£(x,o)-0

Rys. 5 . 6  U k ł a d  s p r z ę ż o n y  d l a  z a g a d n i e ń  d y n a m i c z n y c h  

Fig. 5 . 6  T h e  a d j o l n t  s y s t e m  f o r  d y n a m i c a l  p r o b l e m s
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- n a p r ę ż e n i a  w s t ę p n e  i s i ł y  o b j ę t o ś c i o w e  o k r e ś l o n e  s ą  p r z e z  z a l e ż n o ś c i :

C x , Ł a5

<№ C c C x . t 3 . u C x . O i
Ot

d e
w  O, C5. 465

b aC x , t <Ł)
Ot

6 *  Cx, t5 
a

d u
w  O, C5. 475

- w a r u n k i  b r z e g o w e  m a j ą  p o s t a ć :

u aoC x . t a3 = 0  u T ,  C 5 . 4 8 5a  i •

° C x . t “3

0<p C u C x . t 3 3
Ot

d u
n a  T CS. 495

- w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  o k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :

u  C x , 0 5  = 0  w  O. C 5 . 5 0 a 5

* u  C x , 0 5  
ot

w  Ci. C5. S O b 5

Z a l e ż n o ś ć  n a p r ę ż e ń  o d  o d k s z t a ł c e ń  w  CUSS>a  m a  p o s t a ć :

<  = C 5 . 5 1 5ot ot ot

^ W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  d l a  u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  z a d a n i e  

b r z e g o w o - k o ń c o w e , p o n i e w a ż  d l a  c z a s u  r z e c z y w i s t e g o  t w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  

C 5 . 5 0 5  s ą  w a r u n k a m i  k o ń c o w y m i *  tj. k i e d y  t a =0, t o  t=T.

Z m i e n n e  s t a n u  d l a  u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  o b l i c z a n e  s ą  d l a  c z a s u  t a  z a  

p o m o c ą  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  Cpor. B u r c z y ń s k i  [5. 9 3 ,  B u r c z y ń s k i  i 

F e d e l i ń s k i  C5 . 1 9 3  5:

CS. 525

cCx3u“Cx,ta3 = rruCx.y.t<b # p “Cy.ta3 - PCx.y.t“3#uaCy.t“5]drCy3 + BaCx,t,°D,Ot J [_ Ot Ot J ot
r

g d z i e



- 142 -

B a C x , t * 3  = [u C x , y , t a3 * [ b “ C y . t a3 - C y .t^ ld n C y i.
a j  J J L ak  l , l J

l u b  s t o s u j ą c  s f o r m u ł o w a n i e  a l t e r n a t y w n e :

cCx3u^Cx.ta3 - Jj^UCx,y3p“Cy,ta3 + PCx. y3u“Cy, ta3 jdrCy3 =

a  oł̂ c. t, j

3|-cCxD»jCx3+J|^UCx.y3ZjCy3-PCx,y3>I<jCy3jdrCyD|  —   +B“Cx.ta3.

g d z i e

BQ C x . t “3 = [ u  C x . y 3  Tb“  C y . t ° 3  - c a ^, , C y . t ^ l d O C y J .  a j  J  jk [  a k  '  a k  L , l '  j

P i e r w s z a  w a r i a c j a  & J w y r a ż a  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś c i ą :

DJ a
ÓJ =  --------- ó a  ,

“  D a  r

g d z i e  c a ł k o w i t a  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  m a  pos t a ć :

DJ  DI

=  1 -

Ol
■ d t .

D a  J D a
3 -  r

P o d o b n i e  d o  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h ,  w r a ż l i w o ś ć  f u n k c j o n a ł u  I 

o b l i c z y ć :

DI & if D e  D u
0» *'

D a
rr—  ---------------      *  v; vl
J L » £  D a  0 u  D a  “  k,k
O r J

0 $  D u

• -----  + 4> C6  -  n  n,)vf , 1 d r  .
d u  D a  a  kl k 1 k -lJ

,k dO

r

*

C5. 335

C5. 545

C5. 555

m o ż n a

CS. 565
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S t o s u j ą c  z a s a d ę  p r a c  w i r t u a l n y c h  o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e  Cpor. D e m s  

CS. 3 1 3 ,  D e m s  i M r ó z  CS. 363 5:

D I oi
-= I I 'P -<y • ̂ a + b  • u a - p u  ♦ u a +C <P + p  ♦ u aD , -2C d> + p  • fK i n, vfdr
D a  J i a a n a J k k

r

+ J h r " +M ir  ■ p?̂ K
r  r r

fifo + p * u aT|vrd L  + ----  f f p C u a *u, ~ u a *u, ldft,
J Ł a  J v  d t  J L  a r a J

g d z i e  L  J e s t  k r z y w ą ,  k t ó r a  o d d z i e l a  i T ^  n a t o m i a s t  C 5 o z n a c z a

p o c h o d n ą  w z g l ę d e m  c z a s u  t.

P o d s t a w i a j ą c  C5. 5 7 5  d o  C 5 . 5 5 5  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  w y r a ż e n i e  n a  

w r a ż l i w o ś ć  f u n k c j o n a ł u  Cpor. B u r c z y ń s k i  C5.9 3 ,  Burczyriski i F e d e l i h s k i  

CS. 1935:

D J c*
  - J J |ł‘a-©' • jp̂ +b • ua-pu * ua+C 0^+p ♦ u°~5 , n~2C ̂ a+P * u°5 nfc v£drdt

r  r

I  J h r ■ ' ‘M ir  • -w H “ 1 * I  M ir  • »■»
T r r r r r

Z ł  l ^ * a  *  p ‘u a l v v d L k d t -

k T  Lk

J a k  w i d a ć  z  p o w y ż s z e g o  w z o r u ,  w r a ż l i w o ś c i  f u n k c j o n a ł ó w  J^, 

a = 0 , 1 ,2». . JC-2, CS. 425 z a l e ż ą  t y l k o  o d  b r z e g o w y c h  z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  

p o d s t a w o w e g o  CUP2 i u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  CUSJ>^. J e ś l i  t y l k o  r e g u l a r n a  c z ę ś ć  

b r z e g u  r ^ p o d l e g a  w a r i a c j i  i p o l e  sił p o w i e r z c h n i o w y c h  p° J e s t  n i e z a l e ż n e  

od  k o n f i g u r a c j i  b r z e g u  C k o n s e r w a t y w n e  p o l e  s i ł 5 o r a z  <PQl~ tPa C u 5  n a  r 2 , # a =c>

na  r  , w t e d y  w z ó r  CS. 5 8 5  p r z y j m u j e  p o s t a ć :
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D J

D a ■ I I K
T  r

-a * /?a+b • ua -pu • ua+C <p + p  • u°5 , -2C <p + p  • u°5 9C
] -

v  d r  dt. 
k k 2

CS.59D

W  p r z y p a d k u  g d y  b r z e g  s k ł a d a  s i ę  z  t r z e c h  c z ę ś c i ,  tzn. T = r  U  T U T ,  gdzie
i 2 o

c z ę ś ć  b r z e g u  J e s t  w o l n a  o d  o b c i ą ż e ń  p o w i e r z c h n i o w y c h  Ctj. p C x , t 5 s*05,

o r a z  t y l k o  r  p o d l e g a  t r a n s f o r m a c j i  k s z t a ł t u  p r z y  4> * 0  n a  r  , w t edy 
o  Ot o

o t r z y m u j e  się:

D J ot

  * I I P®' - o - ^ a + b * u a - p u * u a |n, vrdr dt. CS. 605
D a  J JL “  J k k o

T  r
o

W  c e l u  o b l i c z e n i a  z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  i  u k ł a d ó w  

s p r z ę ż o n y c h  d a l s z a  u w a g a  b ę d z i e  o g r a n i c z o n a  d o  a l t e r n a t y w n e g o  u j ę c i a  

m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

D y s k r e t y z u j ą c  b r z e g  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  T*, e = l ,...£, i

a p r o k s y m u j ą c  p r z e m i e s z c z e n i a ,  s i ł y ,  p s e u d o p r z e m i e s z c z e n i a  i p s e u d o s i ł y  

Cpor. p . 1 . 3 . 5 5  z a  p o m o c ą  f u n k c j i  k s z t a ł t u  i w a r t o ś c i  w ę z ł o w y c h  o t r z y m u j e  

s i ę  u k ł a d  l i n i o w y c h  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h ,  k t ó r y  d l a  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  ma 

p o s t a ć  C l . 1 2 4 5 ,  a  d l a  u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o  

Cpor. B u r c z y ń s k i  C 5 . 93, B u r c z y ń s k i  i F e d e l i ń s k i  [5 . 1 9 3 5 :

im ------------  + i H n / c t ”»  « tGj<pacta5> + cs.ei3
.. 0.2 Ot Ot Ot

g d z i e  <u“Ct“3> 1 <p“ct“3> s ą  m a c i e r z a m i  k o l u m n o w y m i  p r z e m i e s z c z e ń  i sił 

w ę z ł o w y c h ,  m a c i e r z e  k w a d r a t o w e  I HI 1 IGI s ą  t a k i e  s a m e .  J a k  d l a  u k ł a d u  

p o d s t a w o w e g o ,  n a t o m i a s t  m a c i e r z  m a s y  (Ml o k r e ś l o n a  J e s t  w z o r e m  Cl.iaSD. 

M a c i e r z  < B “ C t “3 >  z a l e ż y  o d  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  i n a p r ę ż e ń  w s t ę p n y c h .

R o z w a ż a ć  m o ż n a  t a k ż e  p r o b l e m  o k r e ś l e n i a  w r a ż l i w o ś c i  d l a  d y n a m i c z n y c h  

o g r a n i c z e ń  l o k a l n y c h  o k r e ś l o n y c h  w  p u n k c i e  x  w  c h w i l i  c z a s u  t  :O O

X  C x  ,t 5 -  X  C<e,u5, d l a  x  , t g T ,  C 5 . 625
Ot o o Ot o

l u b

x eT, t e J \ 
o

C5. 635



O g r a n i c z e n i a  o p i s a n e  z a l e ż n o ś c i a m i  C 5 . 622) i C 5 . 6 3 5  m o g ą  b y ć  w y r a ż o n e  w  

p o s t a c i  c a ł k o w e j :

£  , u) dftdt C5. 645

T  O
l u b

C t O d r d t CS. 655

g d z i e

ł  = x  C c , u 5 ó C x - x  5<5Ct-t 5 
a  ca o  o

C5. 665

4> = x  Cu5<5Cx-x 5 ó C  t - t  5.
ca *-cx o  O

C5. 675

F u n k c j o n a ł y  C 5 . 6 4 5  i C 5 . 6 5 5  w y r a ż a j ą  s i ę  z a l e ż n o ś c i a m i  s t a n o w i ą c y m i  

s z c z e g ó l n ą  p o s t a ć  f u n k c j o n a ł ó w  C 5 . 4 2 5 ,  k t ó r y c h  a n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  b y ł a  

u p r z e d n i o  r o z w a ż a n a .

5 . 2 . 2 . 2 .  A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  d l a  w a r t o ś c i  w ł a s n y c h

R o z p a t r y w a n y  J e s t  p r o b l e m  d r g a ń  s w o b o d n y c h  c i a ł a  s p r ę ż y s t e g o .  W  

u j ę c i u  a l t e r n a t y w n y m  J e s t  o n  o p i s a n y  r ó w n a n i e m  C l . 1295.

J e s t  r z e c z ą  o c z y w i s t ą ,  ż e  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  z a l e ż y  o d  k s z t a ł t u  

b r z e g u  T. N a l e ż y  w i ę c  o k r e ś l i ć  z a l e ż n o ś ć  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  o d  p a r a m e t r ó w  

k z t a ł t u  a^, r * l , 2 , . . , £ .  R o z w a ż a n y  b ę d z i e  p r z y p a d e k  p r o s t y c h  Ctzn.

n i e p o w t a r z a j ą c y c h  s i ę 5  w a r t o ś c i  w ł a s n y c h .

Z a g a d n i e n i e  w ł a s n e  o p i s a ć  m o ż n a  t a k ż e  z a  p o m o c ą  r ó w n a n i a  w a r i a c y j n e g o  

C p o r . C5. 4 7  , 5. 6 6  , 5 . 2 6  , 5 . 6 8 3 5 :

A C u , u 5  = <ó2IBCu ,u 5 C5. 685
g d z i e

C5. 695

O C a 5

C5. 705

0 C a 5

u C x 5  J e s t  f u n k c j ą  w ł a s n ą  o d p o w i a d a j ą c ą  w a r t o ś c i  w ł a s n e j  o>2 , a C u5 i s C u5 s ą  

t e n s o r a m i  n a p r ę ż e ń  i o d k s z t a ł c e ń .
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W a r i a c j a  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  co d a n a  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą :

Dco
óco =  -----  <5a , C5. 715

g d z i e  w r a ż l i w o ś ć  CDco/Da^5 m o ż e  b y ć  o b l i c z o n a  j a k o  p o c h o d n a  m a t e r i a l n a  obu 

s t r o n  r ó w n a n i a  C 5 . 685:

Do> 1 r D A C u , u 5  D © C u » u 5
  = ------------------------ J * ---  . C 5 . 723
D a  2oa Q3C u, u5 *- D a  D a  J

r r r

U w z g l ę d n i a j ą c  CS. 35, C5. 45 CS. 6 b 5  o r a z  w a r u n e k  n o r m a l i z a c y j n y  SBCu,u5=l,

o t r z y m u j e  s i ę  o s t a t e c z n i e  Cpor. B u r c z y ń s k i  i F e d e l i ń s k i  C5.19, S . 2235:

Dco
— ----- * C 2co5 1
D a

r

J a k  w i d a ć  r e l a c j a  m i ę d z y  w a r i a c j ą  k s z t a ł t u  b r z e g u  c i a ł a  s p r ę ż y s t e g o  a 

w a r i a c j ą  c z ę s t o ś c i 22* z a l e ż y  o d  w a r t o ś c i  w ł a s n e j  i f u n k c j i  w ł a s n e j  

o k r e ś l o n e j  n a  b r z e g u  ukł a d u .

W  c e l u  o k r e ś l e n i a  c z ę s t o ś c i  i p o s t a c i  d r g a ń  n a l e ż y  r o z w i ą z a ć  

z a g a d n i e n i e  w ł a s n e  o p i s a n e  r ó w n a n i e m  C l . 1295.

5 . 2 . 3 .  D y s k r e t y z a c j a  c a ł e k  b r z e g o w y c h  w r a ż l i w o ś c i  z a  p o m o c ą  m e t o d y  

e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h

A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  r o z p a t r y w a n y c h  f u n k c j o n a ł ó w  J , ot=0,1,. . AC-2,

z a r ó w n o  d l a  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h ,  n i e u s t a l o n y c h  p r o b l e m ó w  d y n a m i c z n y c h ,  

j ak i p r o s t y c h  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  ^ K _ 40 w s k a z u j e ,  ż e  z a l e ż n o ś ć  

m i ę d z y  w a r i a c j ą  k s z t a ł t u  b r z e g u  o r a z  J^, a = 0 , 1 ,. . . AC-1 , m a  p o s t a ć  całki

b r z e g o w e j ,  w  k t ó r e j  w y r a ż e n i e  p o d c a ł k o w e  z a l e ż y ,  w  p r z y p a d k u  o g ó l n y m ,  od 

z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h .  T e n  f a k t  ma 

w a ż n e  z n a c z e n i e  w  n u m e r y c z n y c h  o b l i c z e n i a c h  w r a ż l i w o ś c i  m e t o d ą  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h .

Z a l e ż n o ś ć  k a ż d e g o  f u n k c j o n a ł u  J^, c t - 0 ,1 , . . AC— 1 , w z g l ę d e m  z b i o r u  

p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a=Ca^5, r = l , 2 , . . R ,  m o ż e  b y ć  o p i s a n a  n a s t ę p u j ą c o :

ó J  = < S  > T< ó a > ,  CS. 743
ot ot

ICo<u5 • ̂ C u 5  -<i> p u ‘u 5 n , v  dr.
k k C5. 735

A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  d l a  p o w t a r z a j ą c y c h  s i ę  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  
j e s t  b a r d z i e j  z ł o ż o n a  Cpor. [5. 2 6 ,  5 . 4 7 ,  5 . 6 6 3 5  i n i e  j e s t  t u t a j
r o z p a t r y w a n a .

22>
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g d z i e

<S > *  |s ,S , . S  , . . S  1 C5. 755ot L oa  02 oir ourJ

j e s t  m a c i e r z ą  w r a ż l i w o ś c i ,  k t ó r e j  e l e m e n t y  C wrażliwości!) o p i s a n e  s ą  z a  

p o m o c ą  p o c h o d n y c h  m a t e r i a l n y c h  f u n k c j o n a ł ó w  J w z g l ę d e m  a  , m i a n o w i c i e :oi r

D J
01

S  * --------  C5. 765
otr D̂ a r

o r a z

< ó a >  =  C 6 »  ,...<5a , . . . 6 a  ]T CS. 775
1 2  r R

j e s t  m a c i e r z ą  w a r i a c j i  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u .

W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  m a c i e r z  w r a ż l i w o ś c i  p r z e d s t a w i a  s o b ą  g r a d i e n t y

f u n k c j o n a ł u  w z g l ę d e m  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a^ C r = l  , 2». . R5 .

Z n a j ą c  < ó a >  o r a z  m a j ą c  o b l i c z o n ą  m a c i e r z  w r a ż l i w o ś c i  < S ^ >  m o ż n a  

o c e n i ć  s t o p i e ń  z m i a n y  f u n k c j o n a ł ó w  J^, a - l .2,. . ,K - l , s p o w o d o w a n y  z m i a n ą  

k s z t a ł t u  b r z e g u .

W  c e l u  o b l i c z e n i a  m a c i e r z y  w r a ż l i w o ś c i  * ^ 5 -  n a l e ż y  o k r e ś l i ć  p o l e  

t r a n s f o r m a c j i  v£, k t ó r e  o d p o w i a d a  p a r a m e t r o w i  k s z t a ł t u  a^.

W y b ó r  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  s t a n o w i  z a s a d n i c z y  k r o k  w  a n a l i z i e  

w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u .  N a j p r o s t s z y m  i n a j b a r d z i e j  

n a t u r a l n y m  s p o s o b e m  o p i s u  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  b r z e g u  j e s t  p r z y j ę c i e  

p o ł o ż e n i a  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h  z a  z m i e n n e  d e c y z y j n e .

N i e c h  z b i ó r  w s z y s t k i c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  T*, e = l , 2 , . . £ ,  b ę d z i e

p r z e d s t a w i o n y  w  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j  s u m y  z b i o r ó w :

p
< r * >  = u  c r®> , C5. 785

P = i P

g d z i e  < f*> J e s t  z b i o r e m  t y c h  w s z y s t k i c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  k t ó r e  ł ą c z ą

s i ę  w  p - t y m  w i e r z c h o ł k u  C p = l , 2 , .  . . ,P5.

W  p r z y p a d k u  p r o b l e m ó w  p r z e s t r z e n n y c h  e l e m e n t y  b r z e g o w e  T* s ą
p

r e p r e z e n t o w a n e  p r z e z  c z w o r o k ą t n e  C r y s . l . 3 a 5  l u b  t r ó j k ą t n e  C r y s . l . 3 b 5  p ł a t y

p o w i e r z c h n i o w e .  W  p r o b l e m a c h  d w u w y m i a r o w y c h  e l e m e n t y  b r z e g o w e  T* s ą
P

k r z y w o l i n i o w y m i  s e g m e n t a m i  C r y s . l . 3 c 5 .

D y s k r e t y z a c j a  b r z e g u  T  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  p o w i n n a  b y ć  

p r z e p r o w a d z o n a  w  t e n  s p o s ó b ,  a b y  k r z y w a  L  u t w o r z o n a  b y ł a  p r z e z  k r a w ę d z i e  

e l e m e n t ó w  T *  . W  z a g a d n i e n i a c h  p ł a s k i c h  L  r e d u k u j e  s i ę  d o  p u n k t ó w ,  k t ó r e  

p o w i n n y  b y ć  i d e n t y f i k o w a n e  z w ę z ł a m i  b r z e g o w y m i .

W ś r ó d  w i e l u  t y p ó w  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  k t ó r e  m o ż n a  z a s t o s o w a ć  w  

o b l i c z e n i a c h  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i ,  e l e m e n t y  : l i n i o w y m i  f u n k c j a m i  k s z t a ł t u

d a j ą  w y m a g a n ą  d o k ł a d n o ś ć  b e z  p o t r z e b y  d ł u g o t r w a ł y c h  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h .  

Z a s t o s o w a n i e  t y c h  e l e m e n t ó w  w  p a r a m e t r y z a c j i  b r z e g u  b ę d z i e  d a l e j  

s z c z e g ó ł o w o  o m ó w i  o n e  C r y s . 5. 75 .
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Rys. 5 . 7  D y s k r e t y z a c j a  z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h :  aD d l a  z a g a d n i e ń  
p r z e s t r z e n n y c h ,  fcO d l a  z a g a d n i e ń  p ł a s k i c h

Fig. 5 . 7  D i s c r e t i z a t i o n  b y  m e a n s  o f  b o u n d a r y  e l e m e n t s :  a2> f o r  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l  p r o b l e m s ,  b!> f o r  p l a n e  p r o b l e m s

W e k t o r o w e  p o l e  t r a n s f o r m a c j i  k s z t a ł t u  gCx2> m o ż n a  w y r a z i ć  n a  k a ż d y m

e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  r *  w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y  Cpor. B u r c z y ń s k i  i A d a m c z y k  
P

[5.1 4-5. 183 5 :

g * C?3 = M*CJT3bp + M * C ? 3 b p + M * C f 3 b p . C5. 793
P  P  P  ~

g d z i e

M * C?3 = 1 - ------- ? -   f . C 5 . 7 9 a 3
p L *  1 L “

» p  2 p

1
M®C ? 3  = ------- f  , C5. 79b3
P L . i

ip

1
M* C?3 = ------- (  C 5 . 7 9 c 3
“*> L *  2

*P
£ =C£ 2>, j = l ,. .<2-1. J e s t  l o k a l n y m  u k ł a d e m  w s p ó ł r z ę d n y c h  u m i e j s c o w i o n y m  na

J » « •
e l e m e n c i e  b r z e g o w y m .  L  i L  s ą  d ł u g o ś c i a m i  b o k ó w  e l e m e n t u  r  . W

* p  2  p  P
p r z y p a d k u  d w u w y m i a r o w y m  £ = £  .

r faP
d l a f  =? =0' i  ' 2

b p d l a e =l* i  ? =o
1 l p  2

C5. 80D

■ ¥ d l a f = 0  1 f = L °  .
N i 2 2 p



“Z5 *
p a r a m e t r a m i  k s z t a ł t u  a=Ca^3, r = l , 2,. .R, w  s p o s ó b  n a s t ę p u j ą c y :

- d l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  Cd=32>:

a  « b p ; a  = b p ; a  = b p . C5. 813
3 p - 2  1 3 p - l  2  3 p  3

- d l a  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  Cc2=23:

a  - b p ; a  = b p C 5 . 8 2 3
2 p - l  1  2 p  2

L i c z b a  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a^ r ó w n a  R z w i ą z a n a  J e s t  z l i c z b ą  p u n k t ó w

w ę z ł o w y c h  P  r e l a c j ą :  R=mP.

P o l e  t r a n s f o r m a c j i  k s z t a ł t u  v£ m o ż e  b y ć  t e r a z  w y r a ż o n e  n a  k a ż d y m

e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  T *  z a  p o m o c ą  f u n k c j i  M*C£2>.
P  p

P o m i j a j ą c  d l a  p r o s t o t y  z a p i s u  c a ł k i  o k r e ś l o n e  n a  L, w r a ż l i w o ś c i  S
Cir

m o g ą  b y ć  w y r a ż o n e  w  p o s t a c i :

- d l a  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h  i p r o b l e m ó w  w ł a s n y c h :

= Jwo(Cu,ua,p,pa,«,£a,o',o'aDnkv^dr, C5. 83aD

r

- d l a  z a g a d n i e ń  n i e u s t a l o n y c h :
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S ap =1 I W ^ C u . u  , p , p  , £ , £  > 0 * 0  ; t 5 n kv fcd r d t ,  C5. 83bZ>
■ f j * .
T r

g d z i e  s ą  p e w n y m i  f u n k c j a m i  z a l e ż n y m i »  w  p r z y p a d k u  o g ó l n y m ,  o d

z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h .

E l e m e n t y  m a c i e r z y  w r a ż l i w o ś c i  m o g ą  b y ć  o b l i c z o n e  p r z y  w y k o r z y s t a n i u  

n a s t ę p u j ą c y c h  z a l e ż n o ś c i :

c
p

sa.dp-h = Z  ! V̂ nU K Ĉ drl Ĉ '  C5Be0

C  N  
P  T

s c . d p - h  •  Z  Z  { W J  Wa C f - t i 3 V h Mp C ę 5 d r ^ C f 3 } 1
• = ł  Ł = 1  p -

P

p =  1,2.. . . P

h =  2,1,0 for d = 3  

h =  1 , 0  for d =  2
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g d z i e  E  o z n a c z a  l i c z b ę  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h »  k t ó r e  ł ą c z ą  s i ę  w ę ź l e  p,P
N  N

< t  > T i < w  > T s ą  D u n k t a m i  i w a g a m i  k w a d r a t u r  c a ł k o w a n i a  w  t z e d z i a l e
i i =1 i i =1

c z a s u  JT=t0.T3.

F u n k c j e  W “ s ą  o k r e ś l a n e  n a  k a ż d y m  e l e m e n c i e  b r z e g o w y m  I* przez 

z m i e n n e  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  CUP2 i u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  CUSD 

01=0,1 ,3,... ,AC-2.

P r z e d s t a w i o n y  s p o s ó b  p a r a m e t r y z a c j i  b r z e g u  w y k o r z y s t u j ą c y  w s p ó ł r z ę d n e  

w ę z ł o w e  j e s t  n a j p r o s t s z y .  I4a o n  j e d n a k  p e w n e  wady. L i c z b a  p a r a m e t r ó w  

k s z t a ł t u  j e s t  w  t a k i m  o p i s i e  z w y k l e  d o s y ć  d u ż a ,  n a t o m i a s t  w  p r o c e s i e  

o p t y m a l i z a c j i  i s t n i e j e  t e n d e n c j a  d o  g e n e r o w a n i a  n i e r e a l i s t y c z n y c h  i 

n i e c i ą g ł y c h  k s z t a ł t ó w  brzegu.

O s t a t n i o  z o s t a ł y  z a p r o p o n o w a n e  d o  o p i s u  k s z t a ł t u  b r z e g u  fun k c j e  

g i ę t n e  C f u n k c j e  B e z i e r ,  B - s p l  i n y } 2a> C p o r  C5.23}. B - s p l i n y  z n a l a z ł y  

z a s t o s o w a n i e  w  o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  m e t o d ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w  pra c y  

S a n d g r e n a  i W u  [ 5 . 6 7 3  o r a z  K r z e s i ń s k i e g o  [ 5 . 5 4 3 ,  n a t o m i a s t  f u n k c j e  Bezier 

b y ł y  s t o s o w a n e  p r z e z  B u r c z y ń s k i e g o  C5. 2 1 ]  o r a z  W i l c z y ń s k i e g o  [5.723. 

R ó w n a n i e  p a r a m e t r y c z n e  d l a  f u n c k j i  B e z i e r a  m a  formę:

b B  C s3. 0 < s < l .  CS. 853sl = 'ś b lB  iL. l'n

g d z i e  B^ j est z d e f i n i o w a n e  n a s t ę p u j ą c o :

B Cs3 = S: A l  - s 3 n'ł. C5. 863
t,r> l ! C n  -  1Z> I

P a r a m e t r y  k r z y w e j  b l-Cbjo, 1=0,1,. . ,n; f e = l , 2 , . . < 2 ,  s ą  p u n k t a m i  k o n t r o ]  nymi

i w y g o d n i e  j est je t r a k t o w a ć  j a k o  w e k t o r o w e  p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  a=C a^D .

D la  z a g a d n i e ń  d w u w y m i a r o w y c h  z a c h o d z i  z w i ą z e k  b j ^ a ^ ,  , C 1=0,1 ,2,. . n; 

k = 1 , 2 D ,  i p o l e  t r a n s f o r m a c j i  k s z t a ł t u  v£ m o ż e  b y ć  w y r a ż o n e  b e z p o ś r e d n i o  

p r z e z  f u n k c j e  Cpor. B u r c z y ń s k i  15. 2 1 J j

D l a  z a g a d n i e ń  p r z e s t r z e n n y c h  p o w i e r z c h n i a  B e z i e r a  o p i s a n a  j e s t  przez  

d w a  z b i o r y  k r z y w y c h  B e z i e r a .  R ó w n a n i e  p a r a m e t r y c z n e  p r z y j m u j e  pos t a ć :

r.1 n

x C s , r 3  = V  V  b J'LB  C s 3 3  C r3, 0 < s , r < l ,
/ .  L-. J-m l>n
J-O 1=0

g d z i e  b j,L o k r e ś l a j ą  p o ł o ż e n i e  p u n k t ó w  k o n t r o l n y c h  t r a k t o w a n y c h  jako 

p a r a m e t r y  k s z t a ł t u .

23 F u n k c j e  t :: z d o b y ł y  s z e r o k i e  z a s t o s o w a n i e  w  g r a f i c e  k o m p u t e r  o w e j .
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5.3. M E T O D A  E L E M E N T Ó W  B R Z E G O W Y C H  W  O P T Y M A L I Z A C J I  P O S T A C I  K O N S T R U K C Y J N E J

5.3. 1 .  W a r u n k i  s t a c J o n a r n o ś c i

Z a g a d n i e n i e  o p t y m a l i z a c j i  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  p o l e g a

w e d ł u g  z a ł o ż o n e g o  k r y t e r i u m  o p t y m a l i z a c j i .  O g ó l n i e  w y r ó ż n i ć  m o ż n a  c z t e r y  

g r u p y  k r y t e r i ó w  o p t y m a l i z a c j i  Cpor. [5.1, 5.3. 5.53, 5.6935:

P i e r w s z ą  g r u p ę  s t a n o w i ą  k r y t e r i a  m a k s y m a l n e j  s z t y w n o ś c i  l u b  

m i n i m a l n e j  p o d a t n o ś c i .

G r u p a  d r u g a  z a w i e r a  k r y t e r i a  w y t r z y m a ł o ś c i o w e »  k t ó r e  p o s t u l u j ą  

w y r ó w n a n i e  l u b  m i n i m a l i z a c j ę  n a p r ę ż e ń  w  r o z p a t r y w a n y m  u k ł a d z i e  

o d k s z t a ł c a l n y m .

D o  t r z e c i e j  g r u p y  z a l i c z y ć  m o ż n a  k r y t e r i a  ż ą d a j ą c e  m i n i m a l n e g o  k o s z t u  

u kładu. W  g r u p i e  tej m i e s z c z ą  s i ę .  j a k o  s z c z e g ó l n y  p r z y p a d e k ,  k r y t e r i a  

m i n i m a l n e j  o b j ę t o ś c i  l u b  m i n i m a l n e g o  c i ę ż a r u .

K r y t e r i a  c z w a r t e j  g r u p y  z w i ą z a n e  s ą  z e  s p e c y f i c z n y m i  p r o b l e m a m i  

d y n a m i c z n y m i  .

T y p o w e  k r y t e r i a  o p t y m a l i z a c j i  o r a z  w y r a ż a j ą c e  j e  f u n k c j o n a ł y  j a k o ś c i  

p r z e d s t a w i o n e  s ą  w  p. 5. 3. 3

P r o b l e m  o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  s f o r m u ł o w a ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

z m i n i m a l i z u j  f u n k c j o n a ł  j a k o ś c i  J CaJ> z  n a ło ż o n y m i  o g r a n i c z e n ia m i  w
o

p o s t a c i  f u n k c jo n a łó w  J^ <fa=l ,2, . . . /C-O, w y r a ż o n y c h ,  p o p r z e z  n a p r ę ż e n ia ,

o d k s z t a ł c e n i a  i  p r z e m ie s z c z e n ia  l u h  c z ę s t o ś c i  o r a z  w p o s t a c i  o g r a n i c z e n i a

n a  k o s z t  c i a ł a  J  -J , t a k  ż e  
c K

g d z i e  c ^  Cct=l ,2, . . . AO s ą  d a n y m i s t a ł y m i .

J e ś l i  k o s z t  c i a ł a  j e s t  p r o p o r c j o n a l n y  d o  o b j ę t o ś c i  l u b  c i ę ż a r u ,  t o  

m o ż n a  n a p i s a ć :

g d z i e  C  j e s t  j e s t  s p e c y f i c z n y m  k o s z t e m  m a t e r i a ł u ,  z k t ó r e g o  w y k o n a n y  j e s t  

u k ł a d  o d k s z t a ł c a ł n y .

P r o b l e m  o p i s a n y  r ó w n a n i a m i  C5. 87} i C 5 . 8 8 D  m o ż e  b y ć  z a s t ą p i o n y  

z a g a d n i e n i e m  p o s z u k i w a n i a  p u n k t u  s t a c j o n a r n e g o  f u n k c j o n a ł u  L a g r a n g e ’a  Jf:

na z n a l e z i e n i u  o p t y m a l n y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a  = C a  }» r=1. , 2, . . a e E *
o p r

J Ca!) 4  m i n C5. 87}

p r z y  o g r a n i c z e n i a c h :

C5. 88}

a=l ,2, . . K

J
c

C5. 89}

O
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o L a a а a=i
X = J + \ X CJ - с 5. С5.905

g d z i e  X  C a = 1 . 2 , . . / O  s ą  m n o ż n i k a m i  L a g r a n g e ’a  CX. >05.
01 cl

W a r u n e k  s t a c j o n a r n o ś c i  f u n k c j o n a ł u  X  w y r a ż a  s i ę  n a s t ę p u j ą c o :

Ó X  = Ó J  + ) X  Ó J  = 0 ,  C5. 91}o Z, a  a  
a=i

X  C J  -  с  } = О. С 5. 925
a  ot a

a=l ,2.. . AC

P u n k t  s t a c j o n a r n y  f u n k c j o n a ł u  X  d e f i n i u j e  o p t y m a l n e  p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  

a
op

P i e r w s z e  w a r i a c j e  f u n k c j o n a ł ó w  <5J^, a = 0 , 1 ,. . . AC-1, b y ł y  p r e z e n t o w a n e  w 

p u n k c i e  5.2, n a t o m i a s t  w a r i a c j a  k o s z t u  w y r a ż o n a  b y ć  m o ż e  n a s t ę p u j ą c o :

6 3  — < S  > T < ó a > , C5. &35

g d z i e  e l e m e n t y  m a c i e r z y  w r a ż l i w o ś c i  s ą  o k r e ś l o n e  n a s t ę p u j ą c o :

S  «* ICn vfdr.. C5. 945
сг I к к

Г

W  a l t e r n a t y w n y m  s f o r m u ł o w a n i u  p r o b l e m u  o p t y m a l i z a c j i  n a l e ż y  

z m i n i m a l i z o w a ć  k o s z t  J 0 =s-Ic p r z y  d a n y c h  o g r a n i c z e n i a c h  w y r a ż o n y c h  p r z e z  

f u n k c j o n a ł y  J^, cc*i ,2,. . . AC-1.

W a r u n e k  s t a c j o n a r n o ś c i  C5. 91} t r a k t o w a ć  m o ż n a  J a k o  k o n i e c z n e  w a r u n k i  

o p t y m a l n o ś c i  z a p e w n i a j ą c e  s z u k a n e  m i n i m u m .

D o d a t k o w o  m o ż n a  w p r o w a d z i ć  o g r a n i c z e n i a  g e o m e t r y c z n e  z a k ł a d a j ą c e ,  że 

b r z e g  Г  b ę d z i e  l e ż a ł  m i ę d z y  d w o m a  d o p u s z c z a l n y m i  p o ł o ż e n i a m i  p o w i e r z c h n i  

Г* i Г ~ , J a k  p o k a z a n o  n a  r y s . 5.8. S p e ł n i e n i e  t e g o  w a r u n k u  w y m a g a ,  a b y  

С 5. 463:

d nC r , T ł5 >  0. C5. 95a5

o r a z

d nC r " , r }  >  О, С 5. 95b}

g d z i e  d n J e s t  o d l e g ł o ś c i ą  m i ę d z y  Г  i Г* l u b  Г ” , m i e r z o n ą  w z d ł u ż  n o r m a l n e j  

d o  brz e g u .
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Rys. 5 . 8  O g r a n i c z e n i a  g e o m e t r y c z n e  n a ł o ż o n e  n a  b r z e g  

Fig. 5 . 8  T h e  p o i n t w i s e  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  b o u n d a r y

C z ę s t o  ż ą d a  s i ę  t a k ż e ,  a b y  p a r a m e t r y  k s z t a ł t u  b y ł y  m a ł e ,  tzn. a b y

<<5a>T (Wl <f>a> <  f z . < S .  9 6 3

g d z i e  f  J e s t  m a ł y m  p a r a m e t r e m ,  I W J  J e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n ą  m a c i e r z ą  

w agową.

5 . 3 . 2 .  M e t o d y  i t e r a c y j n e  w o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u

W  c e l u  r o z w i ą z a n i a  s f o r m u ł o w a n e g o  p r o b l e m u  o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  

k o n s t r u k c y j n e j  z a s t o s o w a ć  m o ż n a  d w a  p o d e j ś c i a :

- m e t o d ę  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i ,

- m e t o d ę  p r o g r a m o w a n i a  m a t e m a t y c z n e g o .

W  m e t o d z i e  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i  w y r ó ż n i ć  m o ż n a  d w a  e t a p y  [5.703. 

E t a p  p i e r w s z y  p o l e g a  n a  s f o r m u ł o w a n i u  k o n i e c z n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i ,  

n a t o m i a s t  n a  e t a p i e  d r u g i m  k o n s t r u u j e  s i ę  e f e k t y w n y  p r o c e s  i t e r a c j i ,  k t ó r y  

p o z w a l a  s p e ł n i ć  t e  w a r u n k i .  S t o s u j ą c  t ę  m e t o d ę  z a g a d n i e n i e  r e d u k u j e  s i ę  d o  

w y z n a c z e n i a  z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d ó w  s p r z ę ż o n y c h  o r a z  

o k r e ś l e n i a  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a = C a pD, r - i , 2 , . . £ ,  i m n o ż n i k ó w  

L a g r a n g e ' a  <31=1 ,2, . . K.

P r z y  z a s t o s o w a n i u  u j ę c i a  d r u g i e g o  w y z n a c z a  s i ę  i t e r a c y j n i e  p a r a m e t r y  

k s z t ł t u  a = C a  } s t o s u j ą c  j e d n ą  z  m e t o d  p r o g r a m o w a n i a  n i e l i n i o w e g o .  

O p r a c o w a n y c h  J e s t  w i e l e  r ó ż n y c h  m e t o d  p r o g r a m o w a n i a  m a t e m a t y c z n e g o  

s ł u ż ą c y c h  d o  r o z w i ą z y w a n i a  p r o b l e m ó w  e k s t r e m a l n y c h  Cpor. C 5 . 3, 5 . 5 3 ,  5 . 69,

5. 653.



5 . 3 . 2 . 1 .  Z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i

W a r u n e k  o p t y m a l n o ś c i  C 5 . 9 1 }  m o ż n a  w y r a z i ć  n a s t ę p u j ą c o :
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Q C a }  = S  + > X  S  .r or £_, CX C*x
a= i

C5. 97D
1 , 2 , . . R

W a r u n e k  C5. 97} p r z e d s t a w i a  s o b ą  t y l k o  R r ó w n a ń .  R o z w i ą z a n i e  pro b l e m u  

o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t o w a n i a  w y m a g a  w y z n a c z e n i a  C R + J O  n i e z n a n y c h  wi e l k o ś c i , 

g d z i e  R j e s t  l i c z b ą  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a=Ca^}, r = l , 2 , . . R ,  a  K J e s t  liczbą  

m n o ż n i k ó w  L a g r a n g e ‘a  X O ł = l  ,2, . . K . P o z o s t a ł y c h  K  r ó w n a ń  m a  pos t a ć :

O  Ca} = X  CJR+Ot CA C
C  } =  O. C5. 98}

a=l .2,. . K

W a r u n k i  C5. 97} i C5. 98} t w o r z ą  z b i ó r  C R +tO n i e l i n i o w y c h  r ó w n a ń ,  k t óre  

m o ż n a  z a p i s a ć  n a s t ę p u j ą c o :

QjCa^) * O, C5.99}

i , s = 1 ,2,. . C R +IO
g d z i e

s = l  ,2,. . R>

. s = R + 1 ,. . R+K.
C5. 100}

U k ł a d  r ó w n a ń  n i e l i n i o w y c h  C 5 . 9 9 }  m o ż e  b y ć  r o z w i ą z a n y  z a  

i t e r a c y j n e j  p r o c e d u r y  N e w t o n a :

p o m o c ą

da
C5. 101}

Ł = 1 »2.

g d z i e  Aa^ j e s t  p r z y r o s t e m  n i e z n a n e j  w i e l k o ś c i  a^.

N o w e  w a r t o ś c i  a^, s = l , 2 , . . C R + A O , w  C i + 1 }  k r o k u  i t e r a c j i  o b l i c z a n e  s ą  z 

r e l a c j i  :

C5. 102}

M a c i e r z  p o c h o d n y c h  ] m o ż e  b y ć  o b l i c z o n a  p r z e z  r ó ż n i c z k o w a n i e

w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i  l u b  z a  p o m o c ą  b e z p o ś r e d n i e g o  r ó ż n i c z k o w a n i a  m e t o d ą  

r ó ż n i c  s k o ń c z o n y c h .  S t o s u j ą c  d r u g i e  u j ę c i e  o t r z y m u j e  się:
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<9Q, Cł C a  . .  . a  . a  +óg.  , . . 3 -  Q  C ą  , .  . a  , a  -<5ą . . .  3l l i  a - ft a a l 1 a -1 a a
------  *   * CS. 1 0 3 }

a s a .

g d z i e  ó ą ^  o z n a c z a  d a n y  m a ł y  p r z y r o s t  p a r a m e t r u  a # .

Z  r ó w n a n i a  C5. 1 0 1 }  w y n i k a »  ż e  m a j ą c  p e w i e n  p o c z ą t k o w y  b r z e g  

o d n i e s i e n i a  o b l i c z a  s i ę  p r z y r o s t y  A ^ .  N a  t e j  p o d s t a w i e »  w  w y n i k u  n o w e j  

i t e r a c j i ,  o k r e ś l a  s i ę  k s z t a ł t  n o w e g o  b r z e g u .  P r o c e s  o p t y m a l i z a c j i  j e s t  

z a k o ń c z o n y ,  g d y  w  d w ó c h  k o l e j n y c h  k r o k a c h  o p t y m a l i z a c j i  w a r t o ś c i  

p a r a m e t r ó w  a^ s ą  d o s t a t e c z n i e  b l i s k i e .  W i e l o p a r a m e t r o w a  p r o c e d u r a  

o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u ,  k t ó r a  z o s t a ł a  o p i s a n a  p o w y ż e j  n a  p o d s t a w i e

g l o b a l n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i , p r z e d s t a w i o n a  z o s t a ł a  s c h e m a t y c z n i e  n a  

rys. 5. 9.

M o ż l i w e  J e s t  t a k ż e  w y k o r z y s t a n i e  l o k a l n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i . 

R o z w a ż a  s i ę  w  t y m  c e l u  b a r d z o  c z ę s t o  s p o t y k a n y  p r z y p a d e k  g e n e r o w a n i a

o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t u  b r z e g u  o b c i ą ż o n e g o  z  o g r a n i c z e n i e m  n a  c a ł k o w i t y  

koszt.

P i e r w s z a  w a r i a c j a  f u n k c j o n a ł u  j a k o ś c i  m a  p o s t a ć :

ó J  « S  ó a  , C 5 . 1 0 4 }
o er r

g d z i e

S  *  fw C u , u a * p , p a ,fi,tfa ,<y,o'a ) n łv ' d r  , C 5 . 1 0 5 }o r j o  k k 2
r
2

d l a  z a g a d n i e ń  s t a t y c z n y c h  i p r o b l e m u  w ł a s n e g o ,  o r a z

S or *  J  ; t 3 n kv£dr^dt, C5. 1 0 6 }

T  r
2

d l a  z a g a d n i e ń  d y n a m i c z n y c h  n i e u s t a l o n y c h .

U w z g l ę d n i a j ą c  C 5 . 1 0 4 } -C 5 . 1 0 6 }  o r a z  C 5 . 9 3 } ,  C 5 . 9 4 }  w  w a r u n k a c h

s t a c j o n a r n o ś c i  C 5 . 9 1 }  o t r z y m u j e  się:

J C W ^  + X 4C } ó g nd r 2 = 0, CS. 1 0 7 }

r2
o r a z
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I S T A R T  I

I
U s t a l  p o c z ą t k o w y  k s z t a ł t  b r z e g u  

i w a r t o ś c i  p o c z ą t k o w e  a  . 
P r z e p r o w a d ź  d y s k r e t y z a c j ę  b r z e g u  T 

z a  p o m o c ą  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h
—  | -------

O b l i c z  m a c i e r z e  [HI i l G3

R o z w i ą ż  u k ł a d  p o d s t a w o w y  CUP5 . 
O b l i c z  u, p, £ , o' n a  b r z e g u

( P r o b l e m  s p r z ę ż o n y  ^

T a k

R o z w i ą ż  u k ł a d y  s p r z ę ż o n e  <TŁ/SJ>

O b l i c z  S  „ Q, 
a  l

O b l i c z  [ 0 Q , / 0 a  3 
l — 8

R o z w i ą ż  r ó w n a n i e  C 5 . 1 0 1 D  
i o b l i c z  a 1 = a ° +  A a

D r u k u j  w s p ó ł r z ę d n e  w ę z ł o w e  
o p t y m a l n e g o  b r z e g u

| KONIE^n

Rys. 5 . 9  S c h e m a t  b l o k o w y  i t e r a c y j n e j  p r o c e d u r y  N e w t o n a  g e n e r o w a n i a  
o p t y m a l n e j  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  c i a ł a  s p r ę ż y s t e g o

Fig. 5 . 9  T h e  f l o w  c h a r t  s k e t c h  o f  t h e  s h a p e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  u s ing 
t h e  N e w t o n  m e t h o d



- 157 -

H I  K  + t  c) K dtdr* = ° ‘

X
C5. 1 085

T  T  
2

g d z i e  <5g^=nkv^óa^ j e s t  s k ł a d o w ą  n o r m a l n ą  w a r i a c j i  brz e g u .

P o n i e w a ż  w i e l k o ś ć  ó g ^  m o ż e  b y ć  d o w o l n a ,  w i ę c  r ó w n a n i a  C5. 1 0 7 5  i 

C 5 . 1 0 8 5  p r z y j m u j ą  p o s t a ć  l o k a l n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i  :

W  = - X  C  = c o n s t a n t  n a  T  . C 5. 1 0 9 5
o l  2

W  d t  = - X  C  - c o n s t a n t n a  r  . C5. 1 1 0 5
J1 ° 2

T

P o w y ż s z e  w a r u n k i  m o g ą  b y ć  b e z p o ś r e d n i o  z a s t o s o w a n e  w  p r o c e s i e  

g e n e r a c j i  o p t y m a l n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  b r z e g u  r^. P r z e s u n i ę c i e  

k a ż d e g o  w ę z ł a  b r z e g o w e g o  p  C p = l ,2,. . P^> n a  w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  J e s t  

o b l i c z a n e  w  C i + 1 5  k r o k u  i t e r a c j i  z  n a s t ę p u j ą c e j  z a l e ż n o ś c i  C p or. M r ó z  

[ 5 . 6 4 3 ,  B u r c z y ń s k i  [ 5.935:

- (u i v  6 g  C y 5
n  p

'
W < i > Cj' 3]

P

d

w { i >

— 1 C5. 1 1 1 5

W = W  ,W

g d z i e  C p = ± ,2,. . P^5 d e f i n i u j e  d y s k r e t n e  r o z m i e s z c z e n i e  w ę z ł ó w  b r z e g o w y c h

n a  T  , /  i d  s ą  d a n y m i  s t a ł y m i ,  W a>C y  5 J e s t  w a r t o ś c i ą  f u n k c j i  W
2 p

C W = W ^ , W ot5 w  w ę ź l e  p - t y m  w  t - t e j  i t e r a c j i ,  W*° j e s t  w a r t o ś c i ą  ś r e d n i ą  z 

W*Ł>C y  p5 .

G d y  W ^ C r  3 < W <i‘. t o  p u n k t  p  p r z e s u w a n y  J e s t  n a  z e w n ą t r z  c i a ł a ,  

n a t o m i a s t  g d y  W ^ C y  5 > W <i>, t o  p u n k t  p  p r z e s u w a n y  j e s t  d o  w n ę t r z a .  P r o c e s
p _ .

l t e r a e y j n y  J e s t  p r z e r y w a n y ,  g d y  w i e l k o ś ć  |WU>C y  3 - W a,| J e s t  d o s t a t e c z n i e
P

mała.

W a d ą  w  s t o s o w a n i u  l o k a l n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i  j e s t  to, ż e  n i e  

z a p e w n i a j ą  o n e  z a w s z e  z n a l e z i e n i a  g l o b a l n e g o  m i n i m u m .

S c h e m a t  b l o k o w y  o p i s a n e g o  p r o c e s u  i t e r a c y j n e g o  o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  

p r z e d s t a w i o n y  j e s t  n a  rys. 5.10.
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Rys. 5 . 1 0  S c h e m a t  b l o k o w y  g e n e r o w a n i a  o p t y m a l n e j  p o s t a c i  g e o m e t r y c z n e j  
b r z e g u  p r z y  z a s t o s o w a n i u  l o k a l n y c h  w a r u n k ó w  o p t y m a l n o ś c i

Fig. 5 . 1 0  T h e  f l o w  c h a r t  s k e t c h  o f  t h e  s h a p e  o p t i m i z a t i o n  p r o c e d u r e  using 
t h e  l o c a l  o p t i m a l i t y  c o n d i t i o n s

5 . 3 . 2 . 2 .  Z a s t o s o w a n i e  m e t o d  n i e l i n i o w e g o  p r o g r a m o w a n i a  m a t e m a t y c z n e g o

P o s z u k i w a n i e  o p t y m a l n y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a  w  t y p o w y m  z a d a n i u
o p

n i e l i n i o w e g o  p r o g r a m o w a n i a  p o l e g a  n a  s k o n s t r u o w a n i u  i t e r a c y j n e g o  p r o c e s u  

o p i s a n e g o  z a l e ż n o ś c i ą :

a <i+4>= a ‘l> + 0 <Ł>h <Ł\  C 5 . 1125

i - 0 ,1,2, . .
g d z i e  h <Ł> j e s t  w e k t o r e m  o k r e ś l a j ą c y m  k i e r u n e k  p r o c e s u  o p t y m a l i z a c j i ,  

b i o r ą c y m  z a  p u n k t  w y j ś c i a  r o z w i ą z a n i e  a a>, n a t o m i a s t  /3<l> Jest 

c z y n n i k i e m ,  o d  k t ó r e g o  z a l e ż y  d ł u g o ś ć  k r o k u  w  k i e r u n k u  h <U.

W  c e l u  r o z w i ą z a n i a  p r o b l e m u  o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  n a l e ż y  w y b r a ć  

m e t o d ę  o k r e ś l a n i a  w e k t o r a  h a> o r a z  d ł u g o ś c i  k r o k u  W e k t o r  h a>

o k r e ś l a  o g ó l n ą  z b i e ż n o ś ć  p r o c e s u  o p t y m a l i z a c j i ,  n a t o m i a s t  w y b ó r  /?<Ł> ma



d e c y d u j ą c y  w p ł y w  n a  p r a c o c h ł o n n o ś ć  o b l i c z e ń  w  k a ż d e j  i t e r a c j i .

P r z e d s t a w i o n a  b ę d z i e  e f e k t y w n a  m e t o d a  g r a d i e n t u  s p r z ę ż o n e g o »  w  k t ó r e j  

w e k t o r  h <Ł> z a l e ż y  o d  g r a d i e n t ó w  f u n k c j o n a ł u  j a k o ś c i  i o g r a n i c z e ń .  W  

m e t o d z i e  t e j  w y k o r z y s t a n e  s ą  w p r o s t  w r a ż l i w o ś c i  f u n k c j o n a ł ó w  w y p r o w a d z o n e  

u p r z e d n i o .

Z a l e ż n o ś ć  C 5 . 9 7 5  w  z a p i s i e  m a c i e r z o w y m  m a  pos t a ć :

Q C a 5  =  S  +  S A  =  O, C 5. 1 1 3 5
o

g d z i e  S  z a w i e r a  w r a ż l i w o ś c i  o d p o w i a d a j ą c e  z b i o r o w i

w i ę z ó w  a k t y w n y c h .

E l i m i n u j ą c  z  C5. 1 1 3 5  m n o ż n i k i  L a g r a n g e ’a  o t r z y m u j e  s i ę  Cpor. [ 5 .5235:

\
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S  . C5. 1 145
o

g d z i e  Q  J e s t  r z u t e m  g r a d i e n t u  f u n k c j o n a ł u  J a k o ś c i  J ^  n a  z b i ó r  

o g r a n i c z e ń  a k t y w n y c h .

R ó w n a n i e  C 5 . 1 1 4 5  J e s t  p o d s t a w ą  s f o r m u ł o w a n i a  m e t o d y  g r a d i e n t u  

s p r z ę ż o n e g o .

J e ś l i  0 ^ 0 .  w t e d y  o p t i m u m  n i e  J e s t  o s i ą g n i ę t e  i p r o c e d u r a  i t e r a c y j n a  

p r z e b i e g a  p r z e z  w y k o r z y s t a n i e  n a j s z y b s z e g o  s p a d k u ,  w  k t ó r y m  h <l>= - Q

a ‘Łłl>= a (i> -  C 5 . 1 1 5 3

g d z i e  (3 j e s t  o b l i c z a n e  w  w y n i k u  m i n i m a l i z a c j i  J^Ca-^305 w z g l ę d e m  (3. J e ś l i  

n a t o m i a s t  Q = 0  o r a z  a-l ,2,.. AC, w t e d y  z n a l e z i o n o  o p t y m a l n e  p a r a m e t r y

k s z t a ł t u .

P r a k t y c z n i e  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  s z u k a  s i ę  w  p o s t a c i  a=a°+«5a. g d z i e  a °  

J e s t  z b i o r e m  n o m i n a l n y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  w  d a n e j  i t e r a c j i ,  t a k  a b y  

z m i n i m a l i z o w a ć  J^ p o d c z a s  s p e ł n i e n i a  o g r a n i c z e ń :

ÓJ =  S T ó a  < A J  , a = 1 . 2 . . . K  C5. 1 1 6 3—a a  “a

Q C a5 =  x -  —
S T S

d l a  w s z y s t k i c h  a  t a k i c h ,  ż e  J a > - c ,  g d z i e  c  J e s t  d o d a t n i m  m a ł y m  p a r a m e t r e m , ,  

k t ó r y  d e f i n i u j e  t e  n i e r ó w n o ś c i o w e  o g r a n i c z e n i a ,  k t ó r e  s ą  t r a k t o w a n e  J a k o  

^ - a k t y w n e .  A J ^  J e s t  ż ą d a n ą  k o r e k c j ą  w  s p e ł n i e n i u  o g r a n i c z e ń .



O g r a n i c z e n i a  w y n i k ł e  z p r z y j ę c i a  o g r a n i c z e ń  C 5 . 955 m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  

n a s t ę p u j ą c o :
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- c A z r C r  3.r*3 <  <5g C r 3 <  d"cr",rcj' 33. C5. 1173P n p p
p=l ,2,. . P

O g r a n i c z e n i a  g e o m e t r y c z n e  o p i s a n e  p r z e z  C 5 . 9 6 5  s ą  t a k ż e  b r a n e  pod 

uwag ę .  D l a  d a l s z e j  w y g o d y  o g r a n i c z e n i a  C 5 . 955 m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w 

r ó w n o w a ż n e j  p o s t a c i :

J =  - d nC r C y  3,r*3 <  O. C5. 118a3“TOp+1 p

J =  -dncr'.rcy 33 <  O, C 5 . 1 1 8 b 3—K+p+2 * p

p *  1.2*. . P

d l a  k t ó r y c h  b i o r ą c  p o d  u w a g ę  C 5 . 1 1 7 5 ,  m o ż n a  p i e r w s z ą  w a r i a c j ę  w y r a z i ć  

n a s t ę p u j  ąco:

6 J  = S T ó a  = - n , C Y  3 v f C Y  3 ó a  <  d nC T C y  3 . T*3 .
- K r p + l  K + p + 1  k p  k p  r p

CS. H S a 3

<5J =  S T <5a =  n , C y  3 v f C y  3«5a <  d nC r ' . r C y  33. C 5 . 1 1 9 b 3
-|Cfp+2 K + p + 2  k ' p  k ' p  r * p

p = 1 , 2 , . . P

W p r o w a d z a  s i ę  t a k ż e  z b i ó r  w s k a ź n i k ó w  A:

A  » < oi : d l a  k t ó r y c h  *  “* >  • C 5 . 1 2 0 5

o r a z  m a c i e r z  k o l u m n o w ą  J z  e l e m e n t a m i  a e A

i a
C5. 1215

S c h e m a t  b l o k o w y  i t e r a c y j n e j  p r o c e d u r y  w y k o r z y s t u j ą c e j  m e t o d ę  

g r a d i e n t u  s p r z ę ż o n e g o  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s . 5 . 1 1  Cpor. C5. 45» 5.4 6 3 5 .

\
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5 . 1 1  S c h e m a t  b l o k o w y  g e n e r o w a n i a  o p t y m a l n e j  g e o m e t r i i  b r z e g u  m e t o d ą  
gr adi e n t u  s p r z ę ż o n e g o

5 . 1 1  T h e  f l o w  c h a r t  s k e t c h  o f  t h e  s h a p e  o p t i m i z a t i o n  b y  m e a n s  o f  t h e  
g r a d i e n t  p r o j e c t i o n  m e t h o d



5.3.3. Typowe przypadki kształtowania optymalnego

W y b ó r  w ł a ś c i w e g o  k r y t e r i u m  o p t y m a l i z a c j i  o r a z  f u n k c j o n a ł u ,  k t ó r y  go 

w y r a ż a  m a t e m a t y c z n i e ,  j e s t  J e d n y m  z  i s t o t n y c h  e t a p ó w  w  o p t y m a l i z a c j i .  

F u n k c j o n a ł y  J , « = 0 , 1 ,  . . . X-2, o p i s a n e  p r z e z  C 5 . 75, C 5 . 3 45, C 5 . 4 25, J
CL K - l

o r a z  »nogą w y r a ż a ć  r ó ż n e  m e c h a n i c z n e  c h a r a k t e r y s t y k i  c i ą g ł e g o  u k ł a d u

o d k s z t a ł c a ł n e g o .

O p t y m a l n e  k s z t a ł  t o w a n l  e  z e  w z a l  e d u  n a  mi ni m u m  ql o b a l  n e  1 p o d a t n o ś c i  i_ 

m a k s i m u m  s z t y w n o ś c i

Z a k ł a d a  się, ż e  f u n k c j a  4* = W C o O  w y r a ż a  p o t e n c j a ł  n a p r ę ż e ń  o d n i e s i o n y
o

d o  J e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i ,  n a t o m i a s t  n a  b r z e g u  o k r e ś l o n a  j e s t  f u n k c j a

<p = - p « u °  W ó w c z a s  f u n k c j o n a ł  J C5. 75 o k r e ś l a  c a ł k o w i t ą  e n e r g i ę
o  o

k o m p l e m e n t a r  n ą :

- J p * u ° d T 4. C5. 1225

O  r
1

P r z y p a d e k  g d y  ł ^ = U C £5, g d z i e  U C c 5  J e s t  p o t e n c j a ł e m  o d k s z t a ł c e ń  o d n i e 

s i o n y m  d o  j e d n o s t k i  o b j ę t o ś c i  o r a z  ^ * - p ° * u  n a  o p i s a n y  J e s t

f u n k c  J o n a ł e m :

n  = J =  i U C d O  -
° J

O  r
2

k t ó r y  w y r a ż a  c a ł k o w i t ą  e n e r g i ę  p o t e n c j a l n ą  C p r z y  b=05.

D l a  l i n i o w y c h  c i a ł  s p r ę ż y s t y c h  e n e r g i a  k o m p l e m e n t a r n a  p r z y j m o w a n a  

j e s t  j a k o  m i a r a  ś r e d n i e j  p o d a t n o ś c i  u k ł a d u ,  n a t o m i a s t  e n e r g i a  p o t e n c j a l n a  

J a k o  m i a r a  ś r e d n i e j  s z t y w n o ś c i  Cpor. C5. 3, 5 . 3 3 - 5 . 3 5  , 5 . 6 4 3 5 .

C i a ł o  s p r ę ż y s t e ,  k t ó r e g o  g e o m e t r y c z n a  p o s t a ć  k o n s t r u k c y j n a  J e s t  

k s z t a ł t o w a n a  t a k  aby:

n  -» m i n ,  C 5 . 1 2 4 5
a  a.

l u b

n  m a x , C 5 . 1 2 5 5
u  a

p ° - u d r C5. 1 235

n  = J “ W C o O d O
*  ° J

z o g r a n i c z e n i e m  n a  g ó r n y  k o s z t  C o b j ę t o ś ć ,  c i ę ż a r 5:



jest n a j m n i e j  o d k s z t a ł c a ł n e  w ś r ó d  d o p u s z c z a l n y c h  r o z w i ą z a ń ,  tzn. p r a c a  

w y k o n a n a  pr z e z  d a n e  s i ł y  n a  o d p o w i a d a  l ą c y c h  i m  pr z e m i e s z c z e n i a c h  o s i ą g a  

wartość, m i n i m a l n ą .

K s z t a ł t o w a n i e  z e  w z g l ę d u  n a  m i n i m u m  p o d a t n o ś c i  p r z y  s t a ł y m  k o s z c i e  

C o b j ę t o ś c i  » ciężarze!) jest r ó w n o w a ż n e  k s z t a ł t o w a n i u  z e  w z g l ę d u  n a  m i n i m u m  

k o s z t u  C o b j ę t o ś c i ,  c i ę ż a r u )  p r z y  s t a ł e j  ś r e d n i e j  p o d a t n o ś c i .

W a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  f a k t ,  ź e  p r z y  z a s t o s o w a n i u  k r y t e r i ó w  

e n e r g e t y c z n y c h  z m i e n n e  s t a n u  u k ł a d u  p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o  

p o k r y w a j ą  się.

O p t y m a l n e  k s z t a ł t o w a n i e  p r z y  o g r a n i c z e n i  ach p r z e m i e s z c z e n i  o w y c h

C z ę s t o  m o ż n a  s i ę  s p o t k a ć  z z a g a d n i e n i e m  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t o w a n i a  z e  

w z g l ę d u  n a  m i n i m u  o b j ę t o ś c i  p r z y  n a ł o ż o n y c h  o g r a n i c z e n i a c h  n a  

p r z e m i  e s z c z e n i  a. N a l e ż y  w i ę c  z n a l e ź ć  t a k i e  p a r a m e t r y  a - C a 5 ,  r = l , 2 , . . R ,  

a b y  z m i n i m a l i z o w a ć  f u n k c j o n a ł :
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J =  J  =  j c .
c J

IdO +  m i n  C 5. 1 2 7 5

a

p r z y  o g r a n i c z e n i a c h

J = | uC x5 | - u  < 0 ,  xeO, ( 5  1 28)
i * ' o

l u b

J = | uC x5 I - u  < 0 .  x e T  . C 5 . 1 2 9 )
i ' ' O  2

g d z i e  I uC x) I ^ u m j ) 1 2, a  u  j e s t  d a n y m  d o p u s z c z a l n y m  p r z e m i e s z c z e n i e m .
'  1 o

O g r a n i c z e n i a  p r z e m i e s z c z e n i o w e  C 5. 1 2 8 5  i Ci 1 2 9 5  c z ę s t o  t r a n s f o r m u j e  

s i ę  d o  r ó w n o w a ż n e j  p o s t a c i  r ó w n o ś c i o w e j  Cpor . [ 5.4635:

J  - ł C u D d O  = O, C 5 . 1 3 0 5
1 J 4

O
1 u b

J ~ \<P C u 5 d r  = O, r 5. 1 3 1 52 j 2 2
r

2

g d z e

x5 j = I u I u  *
* c

C 5. 132)

i ł  -n d l a  xeiJ, oi a z  <f> =H d l a  x e f
i 2 2



- 164 -

Z a m i a s t  w a r u n k ó w  C 5 . 1 2 8 )  i C5. 1 2 9 )  m o ż n a  t a k ż e  m i n i m a l i z o w a ć  f u n k c j o n a ł :

J = I* C u ) d O  •+ min. 

Ci
1 u b

- j * .

Ci

= L  C u ) d r  -» min,
J ° 2 a

C 5 . 133)

C5. 134)

p r z y  o g r a n i c z e n i  a c h  C 5 . 126).

F u n k c j e  4» i tp k r e ś l o n e  s ą  n a s t ę p u j ą c o :  
o o

*  C u )  =
|uCx)|

d l a  x eO, x 4  od. CS. 135)

C u )  =
|uCx5|

d l a  x e T  , h  ** cc. C5. 136)

F u n k c j o n a ł y  C5. 1 3 3 )  i C5. 1 3 4 )  p r z e d s t a w i a j ą  l o k a l n e  p r z e m i e s z c z e n i a  

o p i s a n e  p r z e z  w a r u n k i  C5. 1 2 8 )  C 5 . 1 2 9 )  d l a  x -*oo.

O p t y m a l n e  k s z t a ł t o w a n i e  d l a  k r y t e r i ó w  n a p r ę ż e n i o w y c h

W a r u n k i  w > t r  z y m a ł o ś c i  o w e  n a l e ż ą  d o  p o d s t a w o w y c h  o g r a n i c z e ń ,  j a k i e  

n a l e ż y  u w z g l ę d n i ć  w  t r a k c i e  p r o c e s u  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t o w a n i a .  W i ę z y  te 

m a j ą  n a j c z ę ś c i e j  c h a r a k t e r  l o k a l n y  i z a l e ż ą  o d  z m i e n n y c h  s t a n u  o-=Co'. .). 

G ł ó w n y m  c e l e m  s t o s o w a n i a  k r y t e r i ó w  w y t r z y m a ł o ś c i o w y c h  j e s t  o b n i ż e n i e  

k o n c e n t r a c j i  n a p r ę ż e ń  l u b  w y r ó w n a n i e  n a p r ę ż e ń .

K r y t e r i u m  w y t r z y m a ł o ś c i o w e  p r z e d s t a w i ć  m o ż n a  n a s t ę p u j ą c o :

« C o O  = &C cO -  o  <  O , C 5. 137)
o

g d z i e  & j e s t  p e w n ą  f u n k c j ą  o k r e ś l o n ą  n a  p o d s t a w i e  p r z y j ę t e j  h i p o t e z y  

w y t r z y m a ł o ś c i o w e j ,  j e s t  p r z y j ę t y m  d o p u s z c z a l n y m  p o z i o m e m  n a p r ę ż e ń .  

P r z y p a d e k  s z c z e g ó l n y ,  g d y  ^ « y ^ c o n s t  J e s t  z w i ą z a n y  z k s z t a ł t o w a n i e m  ze 

w z g l ę d u  n a  r ó w n o m i e r n ą  w y t r z y m a ł o ś ć .

N a j p r o s t s z y m  i n a j e f e k t y w n i e j s z y m  s p o s o b e m  u w z g l ę d n i a n i a  w a r u n k ó w  

w y t r z y m a ł o ś c i o w y c h  j e s t  z a m i a n a  o g r a n i c z e ń  l o k a l n y c h  n a  o g r a n i c z e n i a  

g l o b a l n e  w  p o s t a c i  c a ł k o w e j .  W ó w c z a s  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t u  b r z e g u  s z u k a  

się, p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  o b j ę t o ś ć  c i a ł a ,  m i n i m a l i z u j ą c  f u n k c j o n a ł :
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= f*
o j o

C o O d O  min, C5. 1385

g d z i e

4- CoO C5. 1 3 9 5

I s t n i e j ą  t a k i e  i n n e  s p o s o b y  p r z e d s t a w i e n i a  f u n k c j o n a ł u  j a k o ś c i ,  np. w  

p o s t a c i :

J =

J It  '  O " -
d l a  &  > a

d l a  & < a

C 5 . 1 4 0 5

l u b  p r z e z  r o z w a ż e n i e  ś r e d n i e g o  n a p r ę ż e n i a  w  p e w n e j  o b j ę t o ś c i  O fc, t a k i e j  ż e

J o " I ”

O.eO,
k

J pC  oO m ^dO , C5. 1 4 1 5

g d z i e  m fc J e s t  f u n k c j ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą ,  k t ó r a  J e s t  d o d a t n i a  w  o r a z  

r ó w n a  z e r u  n a  z e w n ą t r z  O, i z  k t ó r e j  c a ł k a  j e s t  r ó w n a  1 Cpor. C5. 4735.

S z c z e g ó l n y m ,  a l e  w a ż n y m  p r z y p a d k i e m  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t o w a n i a  j e s t  

z a g a d n i e n i e  w y r ó w n a n i a  n a p r ę ż e ń  b r z e g o w y c h  w y r a ż o n y c h  p r z e z  w e k t o r  

n a p r ę ż e n i a  C s i ł  p o w i e r z c h n i o w y c h }  p  n a  b r z e g u  p o d p a r t y m  r^. S z u k a  s i ę  

w ó w c z a s  o p t y m a l n e g o  b r z e g u  r  , p r z y  p r z y j ę t y m  o g r a n i c z e n i u  n a  k o s z t ,  t a k  

a b y  s p e ł n i o n y  był w a r u n e k :

C5. 1 4 2 5JpCx5 | - p^ <  O, d l a

g d z i e  p ^  j e s t  ś r e d n i ą  w a r t o ś c i ą  sił b r z e g o w y c h  n a

S f o r m u ł o w a n y  p r o b l e m  m o ż e  b y ć  z a s t ą p i o n y  p r z e z  m i n i m a l i z a c j ę  

f u n k c j o n a ł u :

10 C p 5 d r  min. CS. 1 4 3 5

g d z i e

4> Cp5
| p C x 3 |

CS. 1 4 4 3

p r z y  w a r u n k a c h  o g r a n i c z a j ą c y c h  CS. 1263.
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O p t y m a l n e  k s z t a ł t o w a n i e  w  z a p a d n i e n i a c h  d y n a m i c z n y c h

Opisar.e w y ż e j  k r y t e r i a  i w y r a ż a j ą c e  j e  f u n k c j o n a ł y  m o g ą  być

u o g ó l n i o n e  n a  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e .  Z a g a d n i e n i e  z n a l e z i e n i a  o p t y m a l n e g o

k s z t a ł t u  z e  w z g l ę d u  n a  m i n i m a l i z a c j ę  k o s z t u  m o ż e  b y ć  s f o r m u ł o w a n e

n a s t ę p u j ą c o :

* J c * JCdC = J -  d 0 d t  *  m i r ’ C5. 1455

Ci T  Ci r

p r z y  o g r a n i c z e n i u  w  p o s t a c i  p r z e m i e s z c z e ń :

J = | u C x . t j | - u  < O. w  Ł5xT. C 5 . 1 4 6 51 • '  o

O g r a n i c z e n i a  C 5 . 1 4 6 5  m o ż n a  p r z e k s z t a ł c i ć  d o  r ó w n o w a ż n e j  p o s t a c i :

■ I J * .  C u C x , t 5 5 d O d t  = O  C 5 . 1 4 7 5

T  O

g dzi e

u5 =  | u C x » t 5 |  - u^ + J | u C x . t 5 |  "u 0 |- C 5. 1485

M o ż l i w e  j e s t  t a k ż e  s f o r m u ł o w a n i e  a l t e r n a t y w n e .  M i n i m a l i z o w a n y  j e s t  

f u n k c j o n a ł  z a l e ż n y  o d  p r z e m i e s z c z e ń :

J = J J uC x , 1 5 5 d O d t  - ► m i n ,  C 5 . J 4 9 5

t a
gtfzi e

| uCx,t5 I'
4* C u5 = ----------------, a *  cc, xeO, C 5. 1505

p r z y  o g r a n i c z e n i a c h  n a  koszt:

C

^  l i t d O d t  - c < 0 .  C5. 1515

T  Ci

O g r a n i c z e n i e  w  p o s t a c i  |uCx,t5|--u <Q m o ż n a  t a k ż e  s f o r m u ł o w a ć  d l a 

p r z e m i e s z c z e ń  n a  b r z e g u  F W ó w c z a s  f u n k c j o n a ł  J a k o ś c i  m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  

n a s t ę p u j ą c o .

’S*.
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C u C x . O D d r  d t  ■■+ min,
2 a

C5. 1 5 2 5

r r
2

y dzi e

|uCx,t3 H *
<p C uD

o
h -* oc-, x e P

2
C 5. 1535

u
o

p r z y  o g r a n i c z e n i u  w  p o s t a c i  C 5. 1515.

S p e c y f i c z n e  k r y t e r i a  o p t y m a l i z a c j i  z w i ą z a n e  s ą  z c i a ł a m i

w y k o n y w u j ą c y m i  d r g a n i a  s w o b o d n e .  W  w i e l u  p r o b l e m a c h  o p t y m a l n e g o

k s z t a ł t o w a n i a  n a l e ż y  z m a k s y m a l i z o w a ć  p i e r w s z ą  p o d s t a w o w ą  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  

w ł a s n y c h  p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  kos z t .  W ó w c z a s  p r o b l e m  z n a l e z i e r  . a

p r z y  o g r a n i c z e n i u  w  p o s t a c i  C 5 . 1 2 6 D .

Jak w i d a ć  f u n k c j o n a ł y  j a k o ś c i  i f u n k c j o n a ł y  w y r a ż a j ą c e  o g r a n i c z e n i a  

m o ż n a  p r z e d s t a w i ć  w  r ó ż n y  s p o s ó b .  O p i s a n e  w y ż e j  f u n k c j o n a ł y  ^ ą  

s z c z e g ó l n y m i  p o s t a c i a m i  f u n k c j o n a ł ó w ,  k t ó r e  b y ł y  r o z w a ż a n e  w  c z ę ś c i  

p o ś w i ę c o n e j  a n a l i z i e  w r a ż l i w o ś c i .

5.4. P R Z Y K Ł A D Y  Z A S T O S O W A Ń

P r z y k ł a d  5. i

R o z w a ż o n o  z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  d l a  ś r u b y  k o t w o w e j  

w y k o n a n e j  z a l u m i n i u m  C m o d u ł  Y o u n g a  E = 7 3 0 0 0 t M P a l , l i c z b a  P o i s s o n a  v = 0 , 3 4 ) .  

B r z e g  c i a ł a  p o d z i e l o n o  n a  3 0  l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  C r y s . S .  12aD 

O b l i c z o n o  p i e r w s z ą  w a r i a c j ę  f u n k c j o n a ł u  C5. 1 2 2D. w y r a ż a j ą c e g o  e n e r g i ę  

k o m p l e m e n t a r n ą .  B r z e g  ł b a  ś r u b y  był m o d y f i k o w a n y  w  t e n  s p o s ó b ,  ż e  w ę z ł y  

b r z e g o w e  p r z e s u w a n e  b y ł y  w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d c  b r z e g u  w  s t r o n ę  w n ę t r z a  

c i a ł a  o  w a r t o ś ć  <5a^=lmm d l a  k a ż d e g o  węzła. W y n i k i  o b l i c z e ń  n u m e r y c z n y c h  

w a r i a c j i  f u n k c j o n a ł u  z o s t a ł y  p r z e d s t a w i o n e  n a  r y s . S . 1 2 a .  J a k  wid a ć ,  

n a j w i ę k s z y  w p ł ’/w n a  z m i a n ę  p o d a t n o ś c i  m a  m o d y f i k a c j a  d o l n e j  c z ę ś c i  b r z e g u  

ł b a  śruby.

R o z w a ż o n o  t a k ż e  p r o b l e m  o p t y m a l i z c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  ł b a  ś r u b y  

d l a  k r y t e r i u m  m i n i m u m  p o d a t n o ś c i  p r z y  o g r a n i c z e n i u  w  p o s t a c i  s t a ł e g o  p o l a  

o b s z a r u .  I t e r a c y j n y  p r o c e s  o p t y m a l i z a c j i  z a k o ń c z y ł  s i ę  p o  1 3  k r o k a c h .  

K o ń c o w y  k s z t a ł t  g e o m e t r y c z n e j  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e ]  p r z e d s t a w i o n y  j e s t  na 

rys. 5. i2b.

o p t y m a l n y c h  p a r a m e t r ó w  k s z t a ł t u  a = C a  5, r=l,2,../<, p o l e g a  n a  m i n i m a l i z a c j i
r

w y r a ż e n i a :

J a) m i n C5. 1 ?4>
o o.
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Rys. 5.12 Analiza wrażliwości i optymalne kształtowanie śruby kotwowej
Fig. 5.12 Shape sensitivity analysis and optimal design of an anchor bolt



P r z e d s t a w i o n o  t a k ż e  r o z k ł a d  n a p r ę ż e ń  r e d u k o w a n y c h ,  o b l i c z o n y c h  wg 

h i p o t e z y  H u b e r a ,  p r z e d  i p o  o p t y m a l i z a c j i .  W a r t o  z a u w a ż y ć ,  ż e  w  w y n i k u  

o p t y m a l i z a c j i  z e  w z g l ę d u  n a  m i n i m u m  g l o b a l n e j  p o d a t n o ś c i  n a s t ą p i ł o  

w y r ó w n a n i e  n a p r ę ż e ń  r e d u k o w a n y c h  n a  o p t y m a l i z o w a n y m  brz e g u .

P r z y k ł a d  5 . 2

R o z w a ż o n o  s t a l o w ą  s t o p ę  C E = 2 l O O O O C M P a l , ł>=0 , 3 D  o b c i ą ż o n ą  i p o d p a r t ą  

w  s p o s ó b  p r z e d s t a w i o n y  n a  rys. 5. 13a. M o d e l  n u m e r y c z n y  s k ł a d a ł  s i ę  z 2 8  

l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  d o t y c z y ł a  f u n k c  j o n a ł  ń C 5. 1222) w y r a ż a j ą c e g o  

e n e r g i ę  k o m p l e m e n t a r n ą .  M o d y f i k a c j i  p o d l e g a ł  b r z e g  s w o b o d n y ,  k t ó r y  

t r a n s f o r m o w a n y  był d o  w n ę t r z a  o  <5a^=lmm d l a  k a ż d e g o  w ę z ł a  b r z e g o w e g o .  

R o z k ł a d  w a r i a c j i  f u n k c j o n a ł u  p r z e d s t a w i o n o  n a  rys. 5. 13a. J a k  wid a ć , 

m o d y f i k a c j a  k s z t a ł t u  g ó r n e j  c z ę ś c i  s t o p y  m a  n a j w i ę k s z y  w p ł y w  n a  z m i a n ę  

p o d a t n o ś c i .

P o s t a ć  b r z e g u  s w o b o d n e g o  p o d l e g a ł a  t a k ż e  o p t y m a l i z a c j i  z e  w z g l ę d u  n a  

m i n i m u m  p o d a t n o ś c i  p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  p o l e ,  k t ó r e  w y m o s i ł o  2 1 3 0 0 t m m 2 ] i 

b y ł o  w i ę k s z e  n i ż  p o l e  p o c z ą t k o w e  1 9 7 2 5 C m m 2 ]. M i n i m a l n a  p o d a t n o ś ć  z o s t a ł a  

o s i ą g n i ę t a  w  3 9  i t e r a c j i .  K s z t a ł t  o p t y m a l n y  z o s t a ł  p r z e d s t a w i o n y  n a  

r y s . 5 . 13b. R o z k ł a d  n a p r ę ż e ń  r e d u k o w a n y c h  p r z e d  i p o  o p t y m a l i z a c j i  

p r z e d s t a w i o n o  n a  rys. 5. 13c.

P r z y k ł a d  5 . 3

P r o b l e m  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  był r o z p a t r y w a n y  d l a  o g r a n i c z e ń  

p r z e m i e s z c z e n i o w y c h  o p i s a n y c h  z a l e ż n o ś c i ą  C 5 . 1 2 9 D .  P r z y j ę t o ,  ż e  p i o n o w e  

p r z e m i e s z c z e n i a  o b c i ą ż o n e g o  b r z e g u  s t a l o w e g o  w s p o r n i k a  C E = 2 1 0 0 0 0 CMPal , 

u=0,33> Crys.5.142> n i e  p o w i n n y  p r z e k r a c z a ć  w a r t o ś c i  d o p u s z c z a l n e j

u ^ = 0 , 5 [ m m 3 .  P r o b l e m  t e n  z o s t a ł  z a s t ą p i o n y  p r z e z  m i n i m a l i z a c j ę  f u n k c j o n a ł u  

J^ w y r a ż o n e g o  z a l e ż n o ś c i ą  C5. 1 3 4 D ,  g d z i e  a=100. C z ę ś ć  b r z e g u  A B  b y ł a  

m o d y f i k o w a n a  w  t e n  s p o s ó b ,  ż e  w ę z ł y  b r z e g o w e  u l e g a ł y  k o l e j n o  p r z e s u n i ę c i u  

w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  n a  z e w n ą t r z  o  ó a ^ = l C m m 3  R o z k ł a d  w a r i a c j i  f u n k c j o n a ł u  

p r z e d s t a w i o n o  n a  rys. 5. 14a. W y n i k i  o b l i c z e ń  w s k a z u j ą ,  ż e  n a j w i ę k s z y  w p ł y w  

n a  z m i a n ę  p r z e m i e s z c z e ń  b r z e g u  o b c i ą ż o n e g o  m a  m o d y f i k a c j a  ś r o d k o w e j  c z ę ś c i  

b r z e g u  AB.

R o z p a t r y w a n o  t a k ż e  z a g a d n i e n i e  o p t y m a l i z a c j i  b r z e g u  A B  m i n i m a l i z u j ą c  

f u n k c j o n a ł  C 5 . 1 3 4 D  p r z y  o g r a n i c z e n i u  n a  s t a ł e  pole. O s t a t e c z n a  p o s t a ć  

b r z e g u  C r y s . 5 .  14b2> z o s t a ł a  o s i ą g n i ę t a  w  8  i t e r a c j a c h  i p r z e m i e s z c z e n i a  

w s z y s t k i c h  w ę z ł ó w  b r z e g u  o b c i ą ż o n e g o  b y ł y  m n i e j s z e  n i ż  0 , 5 [ m m 3 .



Rys. 5.13 Analiza wrażliwości i optymalne kształtowanie stopy
Fig. 5.13 L-Tiape sensitivity analysis ani optimal design of a column footing

1
7
0



Rys. S. 14 Analiza wrażliwości i optymalne kształtowanie wspornika
Fig. 5.14 Shape sensitivity analysis and optimal design of a bracket
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Z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  k s z t a ł t u  u k ł a d u  w 

p o s t a c i  s t a l o w e j  r a m y  m o s t o w e j ,  p r z e d s t a w i o n e j  n a  rys. S . l S a ,  b y ł o  b a d a n e  

d l a  o g r a n i c z e ń  n a p r ę ż e n i o w y c h  w  p o s t a c i  C5. 1422). M o d e l  n u m e r y c z n y  s kładał 

S i ę  z  3 5  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  P o s t a w i o n o  s o b i e  z a  z a d a n i e  w y r ó w n a n i e  sił 

p o w i e r z c h n i o w y c h  n a  b r z e g u  u t w i e r d z o n y m  p r z y  p^=90EN].

Z a g a d n i e n i e  z o s t a ł o  s f o r m u ł o w a n e  J a k o  r ó w n o w a ż n e  m i n i m a l i z a c j i  

f u n k c j o n a ł u  c a ł k o w e g o  w  p o s t a c i  C 5 . 1 4 3 5  z x=6. M o d y f i k a c j i  p o d l e g a ł a  t y l k o  

c z ę ś ć  b r z e g u  o z n a c z o n a  p r z e z  ABCD. W ę z ł y  tej c z ę ś c i  b r z e g u  p r z e s u w a n e  b y ł y  

w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  d o  w n ę t r z a  c i a ł a  o  <5a^=l C m m l . R o z k ł a d  p i e r w s z e j  

w a r i a c j i  r o z w a ż a n e g o  f u n k c j o n a ł u  p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s . 5 . 1 5 a .

O p t y m a l n y  k s z t a ł t  b r z e g u  A B C D  Cry s . 5 .  1 5 b 5  z o s t a ł  o s i ą g n i ę t y  w  29 

i t e r a c j a c h .  R o z k ł a d  sił p o w i e r z c h n i o w y c h  p r z e d  i p o  o p t y m a l i z a c j i  

p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s . 5 . 1 5 c .

P r z y k ł a d  5 , 5

R o z p a t r z o n o  z a g a d n i e n i e  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  

s t a l o w e g o  ł u k u  C E = 2 1 0 0 0 0 E M P a ] , v>=0,3, p - O, 7 8 6 * 1 0*E k g / m 9] 5 p r z e d s t a w i o n e g o

n a  rys. 5. 16. B r z e g  ł u k u  p o d z i e l o n o  n a  3 2  l i n i o w e  e l e m e n t y  b r z e g o w e . 

P i e r w s z a  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  o b l i c z o n a  m e t o d ą  p r z e d s t a w i o n ą  w  p . 1 . 3 . 5  

w y n o s i ł a  co^=3435E s -4] . B r z e g  u k ł a d u  p o d l e g a ł  m o d y f i k a c j i  w  k i e r u n k u  

n o r m a l n y m  d o  w n ę t r z a  c i a ł a  o  <5a^=lEmm3 d l a  k a ż d e g o  węzła. W y n i k i  o b l i c z e ń  

w a r i a c j i  c z ę s t o ś c i  óco p r z e d s t a w i o n o  n a  rys. 5. 16.

P r z y k ł a d  5 . 6

R o z p a t r y w a n y  był p r o b l e m  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  

u k ł a d u  w  k s z t a ł c i e  p r z ę s ł a  m o s t u  w y k o n a n e g o  z b e t o n u  C E = 0 ,  3 * 1 0 44E N / m 2 ] , 

i>=0,17, p = 0 , 1 8 « 1 0 4 E k g / m 3 ]5 C r y s . 5 .  175. M o d e l  n u m e r y c z n y  s k ł a d a ł  s i ę  z 1 4

l i n i o w y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .  O b l i c z o n o  p i e r w s z ą  c z ę s t o ś ć  d r g a ń  w ł a s n y c h  

w  = 1 7 8 9 E s  4] . M o d y f i k a c j i  p o d l e g a ł  o d c i n e k  b r z e g u  A B  w  k i e r u n k u  n o r m a l n y m  

d o  w n ę t r z a  o  óa^=l E ram] d l a  k a ż d e g o  węzła. W y n i k i  o b l i c z e ń  óco p r z e d s t a w i o n o  

n a  rys. 5. 17b.

R o z w a ż o n o  z a g a d n i e n i e  p o s z u k i w a n i a  o p t y m a l n e g o  k s z t a ł t u  d l a  k r y t e r i u m

m a k s y m a l n e j  p i e r w s z e j  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  Cpor. w z ó r  C 5 . 1 5 4 5 5 ,  z o g r a n i c z e n i e m
2

n a  p o l e  p o w i e r z c h n i .  P r z y j ę t o  g r a n i c z n ą  w a r t o ś ć  p o l a  r ó w n ą  l E m  ] i b y ł a  

o n a  m n i e j s z a  n i ż  p o l e  p o c z ą t k o w e  2 , 1 6 E m 2 ]. K s z t a ł  o p t y m a l n y  b r z e g u  A B  

p r z e d s t a w i o n o  n a  r y s . 5 . 1 7 c .  H i s t o r i ę  z m i a n  c z ę s t o ś c i  p r z e d s t a w i o n o  n a  

r y s . 5 . 17d. M a k s y m a l n a  c z ę s t o ś ć  2 7 0 9 E s  *] z o s t a ł a  o s i ą g n i ę t a  p o  4 0  

i t e r a ć J a c h .

Przykład 5-4



Rys. S.15 Analiza wrażliwości 1 optymalna kształtowanie ramy
Fig. S. IB Shape sensitivity analysis, and optimal design of a frame

1
7

3
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Rys. 5 . 1 6  A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  ł u k u

Fig. 5 . 1 6  S h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  o f  n a t u r a l  f r e q u e n c y  f o r  a n  a r c h



O 10 20 30 40
i t e r a c j a

Rys. 5 . 1 7  A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l n e  k s z t a ł t o w a n i e  p r z ę s ł a  m o s t u  

Fig. 5 . 1 7  S h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  a n d  o p t i m a l  d e s i g n  o f  a  b r i d g e  s p a n
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6. UWAGI KOŃCOWE

W  p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  w 

w y b r a n y c h  p r o b l e m a c h  a n a l i z y , a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i i o p t y m a l i z a c j i  

o d k s z t a ł c a ł n y c h  u k ł a d ó w  m e c h a n i c z n y c h .

W  r o z d z i a l e  1 , k t ó r y  p e ł n i  r o l ę  w p r o w a d z e n i a  d o  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h ,  p r z e d s t a w i o n o  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h  

z a d a ń  b r z e g o w y c h  i b r z e g o w o - p o c z ą t k o w y c h  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i  o r a z  ich 

d y s k r e t y z a c j ę  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w ą .

R o z d z i a ł y  n a s t ę p n e ,  tzn. 2, 3, 4  i S, o p a r t e  s ą  n a  o r y g i n a l n y c h

p r a c a c h  w ł a s n y c h  i d o t y c z ą  z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  do 

n a s t ę p u j ą c y c h  z a g a d n i e ń :

15 D y n a m i k a  n i e l i n i o w y c h  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a ł n y c h  z u w z g l ę d n i e n i e m  

n i e l i n i o w o ś c i  g e o m e t r y c z n y c h , f i z y c z n y c h  i n i e l i n i o w y c h  w a r u n k ó w  

b r z e g o w y c h .  J e s t  t o  p r ó b a  o g ó l n e g o  s f o r m u ł o w a n i a  p r o b l e m ó w  n i e l i n i o w y c h  

d y n a m i k i  o ś r o d k a  c i ą g ł e g o  w  o p i s i e  c a ł k o w y m .  P r z e d m i o t e m  r o z w a ż a ń  są 

t r ó j w y m i a r o w e  z a g a d n i e n i a  d y n a m i c z n e  p r z e d s t a w i o n e  w  o p i s a n e  

m a t e r i a l n y m  i p r z e s t r z e n n y m .

35 K o n t a k t  u k ł a d ó w  t r ó j w y m i a r o w y c h  i o b r o t o w o - s ; / m e t r y c z n e  p o ł ą c z e n i a  

w t ł a c z a n e  z u w z g l ę d n i e n i e m  t a r c i a  w  s t r e f i e  styku. J e s t  t o  próba  

u o g ó l n i e n i a  w c z e ś n i e j s z y c h  p r a c  d o t y c z ą c y c h  k o n t a k t u  d w u w y m i a r o w e g o .

45 S t o c h a s t y c z n e  z a g a d n i e n i a  s t a t y c z n e  i d y n a m i c z n e  z u w g l ę d n i e n i e m  

l o s o w y c h  o b c i ą ż e ń ,  l o s o w y c h  w ł a s n o ś c i  m a t e r i a ł u  i s t o c h a s t y c z n e g o  

k s z t a ł t u  b r z e g u .  J e s t  t o  p r ó b a  s t w o r z e n i a  tzw. s t o c h a s t y c z n e j  m e to d y  

e le m e n tó w  b r z e g o w y c h , k t ó r a  u m o ż l i w i a  a n a l i z o w a n i e  c i ą g ł y c h  u k ł a d ó w  

m e c h a n i c z n y c h  w  w a r u n k a c h  n i e p e w n o ś c i .

55 A n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  u w z g l ę d n i a j ą c a  w a r i a c j ę  b r z e g ó w  z e w n ę t r z n y c h  i 

w e w n ę t r z n y c h  C w  p r z y p a d k u  c i a ł  p r z e d z i a ł a m i  n i e j e d n o r o d n y c h }  

o b c i ą ż o n y c h  s t a t y c z n i e  i d y n a m i c z n i e .  J e s t  t o  n o w a  d z i e d z i n a  z a s t o s o w a ń  

m e t o d y  u m o ż l i w i a j ą c a  e f e k t y w n e  b a d a n i e  w p ł y w u  z m i a n  g e o m e t r y c z n e j  

p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  n a  c h a r a k t e r y s t y k i  m e c h a n i c z n e  C s t a t y c z n e  i 

d y n a m i c z n e 5  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a ł n y c h .

65 O p t y m a l i z a c j a  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  u k ł a d ó w  p r a c u j ą c y c h  w  w a r u n k a c h  

s t a t y c z n y c h  i d y n a m i c z n y c h .  J e s t  t o  t a k ż e  n o w y  o b s z a r  z a s t o s o w a ń  m e t o d y  

u m o ż l i w i j ą c y  o p t y m a l n e  k s z t a ł t o w a n i e  p r z y  r ó ż n y c h  k r y t e r i a c h  

o p t y m a l i  zcj i .

P r e z e n t a c j a  p o w y ż s z y c h  z a g a d n i e ń ,  b ę d ą c a  r e z u l t a t e m  p r o w a d z o n y c h  

b a d a ń  w ł a s n y c h ,  m i a ł a  n a  c e l u  r o z w i n i ę c i e  i u o g ó l n i e n i e  d o t y c h c z a s o w y c h  

z a s t o s o w a ń  m e t o d y  d o  z a g a d n i e ń  n i e l i n i o w y c h  i k o n t a k t o w y c h  o r a z  

z a s t o s o w a n i e  d o  n o w y c h  d z i e d z i n ,  t a k i c h  j a k  z a g a d n i e n i a  s t o c h a s t y c z n e ,  

a n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j a  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j .  J e s t  t o  takż e ,



w g  r o z e z n a n i a  a u t o r a ,  p i e r w s z a  p r ó b a  j e d n o c z e s n e g o  i s p ó j n e g o  

p r z e d s t a w i e n i a  z a g a d n i e ń  a n a l i z y  i s y n t e z y  o d k s z t a ł c a ł n y c h  u k ł a d ó w  

m e c h a n i c z n y c h  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h .

C h a r a k t e r y z u j ą c  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  d o  w y m i e n i o n y c h  z a g a d n i e ń  w a r t o  

z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  n a s t ę p u j ą c e  j e j  cechy:

- w  z a g a d n i e n i a c h  n i e l i n i o w y c h  g e o m e t r y c z n i e  i f i z y c z n i e ,  r o z w i ą z y w a n y c h  

m e t o d a m i  p r z y r o s t o w y m i ,  n i e w i a d o m e ,  p o d o b n i e  jak w  p r o b l e m a c h  l i n i o w y c h ,  

w y s t ę p u j ą  t y l k o  n a  b r z e g u ,  z t y m  ż e  w  k a ż d y m  k r o k u  i t e r a c j i  n a l e ż y  

w y z n a c z y ć  p o l e  o d k s z t a ł c e ń  l u b  n a p r ę ż e ń  w e w n ą t r z  c i a ł a  s t o s u j ą c  p o d z i a ł  

o b s z a r u  n a  k o m ó r k i  w e w n ę t r z n e .  W  z a g a d n i e n i a c h  d y n a m i c z n y c h  z u w a g i  n a  

n i e l i n i o w e  z a c h o w a n i e  s i ę  o ś r o d k a  m o ż l i w y  j e s t  t y l k o  o p i s  w  d z i e d z i n i e  

c z a s u  C a  n i e  w  d z i e d z i n i e  t r a n s f o r m a t  c a ł k o w y c h }  i d o  r o z w i ą z a n i a  

p r o b l e m u  z a p r o p o n o w a n o  m e t o d ę  k r o k ó w  c z a s o w y c h ,

- m e t o d a  s z c z e g ó l n i e  n a d a j e  s i ę  d o  z a g a d n i e ń  k o n t a k t o w y c h ,  p o n i e w a ż  

w s z y s t k i e  n i e w i a d o m e  p o t r z e b n e  d o  r o z w i ą z a n i a  z a g a d n i e n i a  z n a j d u j ą  s i ę  

n a  p o w i e r z c h n i a c h  k o n t a k t u j ą c y c h  s i ę  ciał. W y r a ź n a  k o r z y ś ć  w y p ł y w a  z 

z a s t o s o w a n i a  m e t o d y  d o  c i a ł  o  o b r o t o w e j  s y m e t r i i .  U w z g l ę d n i e n i e  t a r c i a  

m i ę d z y  k o n t a k t u j ą c y m i  s i ę  p o w i e r z c h n i a m i  w y m a g a  z a s t o s o w a n i a  m e t o d  

p r z y r o s t o w y c h ,

- w  r o z w i ą z y w a n i u  s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  d y n a m i k i  u k ł a d ó w  s p r ę ż y s t y c h  

o r a z  d y n a m i k i  i q u a s i - s t a t y k i  u k ł a d ó w  1 e p k o - s p r ę ż y s t y c h  n i e  m a  p o t r z e b y  

o d w r a c a n i a  t r a n s f o r m a t  c a ł k o w y c h  F o u r i e r a ,  j e ś l i  d o  o p i s u  z a c h o w a n i a  s i ę  

u k ł a d ó w  s t o s o w a n e  s ą  c h a r a k t e r y s t y k i  s p e k t r a l n e  p r o c e s ó w  l o s o w y c h  w  

p o s t a c i  g ę s t o ś c i  w i d m o w y c h .  J e s t  t o  n i e w ą t p l i w a  z a l e t a  z a p r o p n o w a n e g o

s p o s o b u  r o z w i ą z a n i a  tej k l a s y  z a g a d n i e ń ,

- m e t o d a  s z c z e g ó l n i e  n a d a j e  s i ę  d o  z a g a d n i e ń ,  w  k t ó r y c h  b r z e g  m a  n a t u r ę  

s t o c h a s t y c z n ą ,  p o n i e w a ż  l o s o w a  w a r i a c j a  b r z e g u  J e s t  u w z g l ę d n i a n i a  

b e z p o ś r e d n i o  w  c a ł k o w o - b r z e g o w y m  w y r a ż e n i u  n a  f l u k t u a c j ę  z m i e n n y c h  

s t a n u ,  np. c z ę s t o ś c i  d r g a ń  w ł a s n y c h ,

- a n a l i z a  w r a ż l i w o ś c i  d o w o l n e g o  f u n k c j o n a ł u ,  o p i s u j ą c e g o  k r y t e r i u m  

o p t y m a l i z a c j i  l u b  w a r u n k i  o g r a n i  c z a j ą c e ,  p r o w a d z i  d o  w y r a ż e n i a  w  p o s t a c i  

c a ł k i  b r z e g o w e j  z a l e ż n e j  o d  b r z e g o w y c h  z m i e n n y c h  s t a n u  u k ł a d u

p o d s t a w o w e g o  i u k ł a d u  s p r z ę ż o n e g o ,

- d y s k r e t y z a c j a  c a ł e k  b r z e g o w y c h  w r a ż l i w o ś c i  e l e m e n t a m i  b r z e g o w y m i  

u m o ż l i w i a  n u m e r y c z n e  o k r e ś l e n i e  g r a d i e n t u  f u n k c j o n a ł u  J a k o ś c i  i w a r u n k ó w  

o g r  ani c z a  j ą c y c h ,

- w  i t e r a c y j n y m  p r o c e s i e  o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  n i e w i a d o m e  

w y s t ę p u j ą  t y l k o  n a  m o d y f i k o w a n y m  brz e g u .

P r z e d s t a w i o n y  w  p r a c y  t o k  p o s t ę p o w a n i a ,  o p i e r a j ą c y  s i ę  na

s e k w e n c y j n o - i t e r a c y j n y m  r o z w i ą z y w a n i u  k o l e j n y c h  z a g a d n i e ń  a n a l i z y ,  a n a l i z y  

w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i ,  s t a n o w i  p o d s t a w ę  p r o c e s u  s y n t e z y  p o s t a c i

k o n s t r u k c y j n e j  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a l n y c h .

W  p r a c y  s t a r a n o  s i ę  w y k a z a ć ,  z e  m e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  m o ż e  b y ć  

u ż y t e c z n ą  t e c h n i k ą  n u m e r y c z n ą  w  r o z w i ą z y w a n i u  w i e l u  z a g a d n i e ń  z z a k r e s u  

a n a l i z y  1 s y n t e z y  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a l n y c h .  C h a r a k t e r y z u j ą c  z a s t o s o w a n i e
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m e t o d y  d o  w y m i e n i o n y c h  z a g a d n i e ń  w a r t o  z w r ó c i ć  u w a g ę  n a  n a s t ę p u j ą c e  Jej 

w a d y  i zal e t y :

Z a l e t y  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h :

ID J e s t  t o  o g ó l n a  m e t o d a  n u m e r y c z n a  o  s z e r o k i c h  z a s t o s o w a n i a c h  w

m e c h a n i c e .  M e t o d a  m a  u g r u n t o w a n e  p o d s t a w y  m a t e m a t y c z n e  i jest 

e f e k t y w n y m  n a r z ę d z i e m  n u m e r y c z n y m .  M E B  m o ż e  b y ć  s t o s o w a n a  z a r ó w n o  do 

z a g a d n i e ń  d e t e r m i n i s t y c z n y c h ,  j a k  i s t o c h a s t y c z n y c h ,  l i n i o w y c h  i 

n i e l i n i o w y c h  C w  t y m  d r u g i m  p r z y p a d k u  p o d  w a r u n k i e m ,  ż e  z a g a d n i e n i e  

m o ż e  b y ć  a p r o k s y m o w a n e  j a k o  p r z y r o s t o w o - l i n i o w e } .

2} M e t o d a  w y m a g a  z w y k l e  d y s k r e t y z a c j i  b r z e g u  c i a ł a ,  a  n i e  J e g o  wnętrza, 

J a k  t o  J e s t  w  i n n y c h  m e t o d a c h  n u m e r y c z n y c h ,  np. w  M E S  l u b  M R S  Ta 

r e d u k c j a  w y m i a r u  z a d a n i a  o  j e d e n  r z ą d  p r z y c z y n i a  s i ę  d o  u ł a t w i e n i a

p r z y g o t o w y w a n i a  d a n y c h  w e j ś c i o w y c h  i p r o w a d z i  d o  u k ł a d u  równ a ń

a l g e b r a i c z n y c h  z n a c z n i e  m n i e j s z e g o  n i ż  p r z y  M E S  l u b  MRS.

3} P r z y  t y m  s a m y m  p o z i o m i e  d y s k r e t y z a c j i  c o  MES, m e t o d a  d a j e  zwyk l e

d o k ł a d n i e j s z e  w y n i k i  o b l i c z e ń ,  c o  j e s t  s z c z e g ó l n i e  w a ż n e  w  p r o b l e m a c h  

z  d u ż y m i  g r a d i e n t a m i  n a p r ę ż e ń .  D o k ł a d n o ś ć  t a  m o ż e  z n a c z n i e  się 

z w i ę k s z y ć  w  w y n i k u  z a s t o s o w a n i a  s p e c j a l n y c h  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  1 

s p iecjalnych t e c h n i k  c a ł k o w a n i a .

45 Z a s t o s o w a n i e  o s o b l i w y c h  r o z w i ą z a ń  f u n d a m e n t a l n y c h  l u b  f u n k c j i  G r e e n a 

p o w o d u j e  m o ż l i w o ś ć  r o z p a t r y w a n i a  z a g a d n i e ń  d l a  o b s z a r ó w  

n i e s k o ń c z o n y c h  l u b  pół n i e s k o ń c z o n y c h  b e z  p o t r z e b y  w p r o w a d z a n i a  

s z t u c z n y c h  g r a n i c  j a k  t o  w y s t ę p u j e  w  MES.

55 P o w y ż s z e  z a l e t y  M E B  n a d  M E S  s ą  s z c z e g ó l n i e  w i d o c z n e  w  t r ó j w y m i a r o w y c h  

p r o b l e m a c h  l i n i o w y c h  C s z c z e g ó ł n i e  d l a  n i e o g r a n i c z o n y c h  lub 

p ó ł o g r a n i c z o n y c h  o ś r o d k ó w  j e d n o r o d n y c h  i i z o t r o p o w y c h } .

6} M E B  u m o ż l i w i a  o b l i c z a n i e  n i e z n a n y c h  w i e l k o ś c i  w e w n ą t r z  o b s z a r u  bez 

p o t r z e b y  d y s k r e t y z a c j i  t e g o  o b s z a r u  i t y l k o  w  t y c h  p u n k t a c h ,  w 

k t ó r y c h  t e  w i e l k o ś c i  n a s  i n t e r e s u j ą .

7} M E B  m o ż e  b y ć  z a s t o s o w a n a  d o  b u d o w a n i a  m a c i e r z y  s z t y w n o ś c i  dla 

J e d n o r o d n y c h  b a r d z o  d u ż y c h  C t a k ż e  n i e s k o ń c z o n y c h }  e l e m e n t ó w  

s k o ń c z o n y c h  Ctzw. s u p e r e l e m e n t ó w ) , c o  p o w o d u j e  r a d y k a l n ą  r e d u k c j ę  

l i c z b y  n i e w i a d o m y c h  w  s f o r m u ł o w a n i u  z a  p o m o c ą  MES.

W a d y  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h :

1} W  w y n i k u  a p r o k s y m a c j i  s k o ń c z e n i e  w y m i a r o w e j  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  

c a ł k o w y c h  o t r z y m u j e  s i ę  u k ł a d  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h  z  p e ł n ą  i 

n i e s y m e t r y c z n ą  m a c i e r z ą  w s p ó ł c z y n n i k ó w .  O b i e c u j ą c y m  k i e r u n k i e m  

r o z w o j u  m e t o d y  w y d a j e  s i ę  b y ć  s f o r m u ł o w a n i e  s y m e t r y c z n e .

2} J e s t  n i e z m i e r n i e  t r u d n e  l u b  c z ę s t o  n a w e t  n i e m o ż l i w e  o t r z y m a n i e  

r o z w i ą z a n i a  f u n d a m e n t a l n e g o  d l a  n i e k t ó r y c h  z a g a d n i e ń ,  t a k i c h  j a k  np. 

a n i z o t r o p i a ,  n i e j e d n o r o d n o ś ć .  P r o b l e m y  t a k i e  m o ż n a  r o z w i ą z a ć  z a  

p o m o c ą  M EB, a l e  n a l e ż y  s t o s o w a ć  p r z y b l i ż o n e  r o z w i ą z a n i a  p o d s t a w o w e  z 

j e d n o c z e s n y m  i t e r a c y j n y m  u j ę c i e m .
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3D M E B  J e s t  n i e e f e k t y w n a  d l a  c i a ł ,  w  k t ó r y c h  J e d e n  l u b  d w a  w y m i a r y  s ą  

m a l e  w  s t o s u n k u  d o  p o z o s t a ł y c h .  P o d o b n e  t r u d n o ś c i  w y s t ę p u j ą  t a k ż e  d l a  

p o w ł o k .

4D I s t n i e n i e  sił o b j ę t o ś c i o w y c h  o  z n a n y m  r o z k ł a d z i e  C w  z a g a d n i e n i a c h  

J i n i o w y c h D ,  p s e u d o - s i ł  w  p r z y r o s t o w y m  u j ę c i u  z a g a d n i e ń  n i e l i n i o w y c h  

l u b  c z ł o n ó w  o b j ę t o ś c i o w y c h  z a l e ż n y c h  o d  n i e j e d n o r o d n o ś c i  

s t o c h a s t y c z n y c h  o ś r o d k a  p o w o d u j e  p o j a w i e n i e  s i ę  c a ł e k  o b j ę t o ś c i o w y c h ,  

k t ó r y c h  o b l i c z e n i e  w y m a g a  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u ,  j a k i e  z a j m u j e  ciało. 

J e d n a k ż e  c a ł k o w a n i e  t o  J e s t  p r o s t s z e  n i ż  w  M E S  i m o ż e  b y ć  o g r a n i c z o n e  

t y l k o  d o  c z ę ś c i  o b s z a r u ,  w  k t ó r y m  t e  s i ł y  w y s t ę p u j ą .  N i e  p r o w a d z i  t o  

t a k ż e  d o  z w i ę k s z e n i a  r z ę d u  k o ń c o w e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h .

5D J e s t  n i e w i e l e  o g ó l n y c h  p r o f e s j o n a l n y c h  p r o g r a m ó w  i s y s t e m ó w  

k o m p u t e r o w y c h  M E B  w  p o r ó w n a n i u  z MES. J e s t  t o  s y t u a c j a  p r z e j ś c i o w a ,  

p o n i e w a ż  n a d  p r o g r a m a m i  p r a c u j e  w i e l e  r e n o m o w a n y c h  o ś r o d k ó w .

W y d a j e  się, ż e  M E B  i M E S  m o ż n a  u z n a ć  z a  m e t o d y  k o m p l e m e n t a r n e  w  t y m  

s e n s i e ,  ż e  i c h  w a d y  i z a l e t y  w z a j e m n i e  s i ę  k o m p e n s u j ą .  I n t e n s y w n e  p r a c e  

n a d  p o ł ą c z e n i e m  o b u  m e t o d  p o w o d u j e  p o w s t a n i e  t e c h n i k  h y b r y d o w y c h ,  k t ó r e  

ł ą c z ą  z a l e t y  o b u  metod.

M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  J e s t  w  c i ą g ł y m  r o z w o j u  i z n a j d u j e  

z a s t o s o w a n i e  w  r o z w i ą z y w a n i u  c o r a z  t o  n o w y c h  p r o b l e m ó w  f i z y c z n y c h .  

S z c z e g ó l n i e  i n t e r e s u j ą c a  w y d a j e  s i ę  k o n t y n u a c j a  p r z e d s t a w i o n y c h  w  p r a c y  

p r o b l e m ó w  w  d w ó c h  k i e r u n k a c h .

P i e r w s z y  k i e r u n e k  t o  d a l s z y  r o z w ó j  s t o c h a s t y c z n e j  m e t o d y  e l e m e n t ó w  

b r z e g o w y c h  z j e d n o c z e s n y m  u w z g l ę d n i e n i e m  n i e l i n i o w o ś c i  f i z y c z n y c h  i 

g e o m e t r y c z n y c h .  J e s t  t o  o g ó l n y  p r z y p a d e k  w ł a s n o ś c i  o ś r o d k a ,  a  m o ż l i w o ś ć  

j e d n o c z e s n e g o  a n a l i z o w a n i a  n i e l i n i o w y c h  i s t o c h a s t y c z n y c h  w ł a s n o ś c i  

m a t e r i a ł u  w y n i k a  z e  s t o s o w a n i a  t a k i e j  s a m e j  p r o c e d u r y  p o s t ę p o w a n i a ,  k t ó r a  

p o w o d u j e ,  ż e  n i e l i n i o w e  i l o s o w e  a s p e k t y  s ą  u w z g l ę d n i o n e  w  c z ł o n a c h  

o b j ę t o ś c i o w y c h  b r z e g o w y c h  r ó w n a ń  c a ł k o w y c h .  N u m e r y c z n e  r o z w i ą z a n i e  tak 

o g ó l n i e  p o s t a w i o n e g o  p r o b l e m u ,  w y m a g a ,  c o  p r a w d a ,  d y s k r e t y z a c j i  o b s z a r u  

g d z i e  w y s t ę p u j ą  n i e l i n i o w o ś c i  i l o s o w e  n i e j e d n o r o d n o ś c i  m a t e r i a ł u »  a l e  n i e  

z w i ę k s z a  t o  w y m i a r u  k o ń c o w e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  a l g e b r a i c z n y c h .

D r u g i  k i e r u n e k  b a d a ń  o b e j m u j e  z a g a d n i e n i a  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  

p r o b l e m ó w  o s o b l i w y c h  i q u a s i - o s o b l i w y c h ,  w  k t ó r y c h  w a r i a c j a  b r z e g u  J e s t  

f u n k c j ą  n i e c i ą g ł ą  i m a  p o s t a ć  s z c z e l i n y  l u b  k a r b u  o s t r o k ą t n e g o .  J e s t  t o  

t e c h n i c z n i e  b a r d z o  w a ż n a  k l a s a  z a g a d n i e ń  u m o ż l i w i a j ą c a  a n a l i z ę  w r a ż l i w o ś c i  

e l e m e n t ó w  m a s z y n  p r z y  w y s t ę p o w a n i u  p ę k n i ę ć .  M e t o d a  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  

s z c z e g ó l n i e  n a d a j e  s i ę  d o  r o z w i ą z y w a n i a  t y c h  p r o b l e m ó w ,  p o n i e w a ż  w  s p o s ó b  

n a t u r a l n y  r a d z i  s o b i e  z o s o b l i w o ś c i a m i  n a  b r z e g u  i u m o ż l i w i a  p r e c y z y j n e  

o b l i c z e n i e  n a p r ę ż e ń  p r z y  d u ż y c h  g r a d i e n t a c h  n a p r ę ż e ń .

P r z e d s t a w i o n a  w  p r a c y  p r o b l e m a t y k a  i z a r y s o w a n e  k i e r u n k i  r o z w o j u  n i e  

o b e j m u j ą ,  o c z y w i ś c i e ,  w s z y s t k i c h  m o ż l i w y c h  z a s t o s o w a ń  MEB. W i e l e  w a ż n y c h  i 

i n t e r e s u j ą c y c h  z a s t o s o w a ń  m e t o d y  w i ą ż e  s i ę  z t a k i m i  d z i e d z i n a m i ,  Jak  

m e c h a n i k a  z n i s z c z e n i a »  p r o b l e m y  t e r m o - m e c h a n i c z n e  o r a z  z a g a d n i e n i a  

z w i ą z a n e  z a d a p t a c y j n y m  u j ę c i e m  met o d y .
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METODA ELEMENTÓW BRZEGOWYCH W WYBRANYCH ZAGADNIENIACH ANALIZY I  

OPTYMALIZACJI UKŁADÓW ODKSZTAŁCALNYCH

S t r e s z c z e n i  e

W  p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  

r o z w i ą z y w a n i a  w y b r a n y c h  z a g a d n i e ń  z  z a k r e s u  a n a l i z y ,  a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  

i o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  u k ł a d ó w  o d k s z t a ł c a l n y c h .

O m ó w i o n o  p o d s t a w y  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  n a  p r z y k ł a d z i e  

z a g a d n i e ń  l i n i o w y c h  s t a t y c z n e j  i d y n a m i c z n e j  t e o r i i  s p r ę ż y s t o ś c i .

P o k a z a n o  s p o s ó b  f o r m u ł o w a n i a  d y n a m i c z n y c h  p r o b l e m ó w  n i e l i n i o w y c h  

m e c h a n i k i  o ś r o d k ó w  c i ą g ł y c h  w  u j ę c i u  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h ,  z 

u w z g l ę d n i e n i e m  n i e l i n i o w o ś c i  g e o m e t r y c z n y c h ,  n i e l i n i o w o ś c i  f i z y c z n y c h  

o r a z  n i e l i n i o w y c h  w a r u n k ó w  b r z e g o w y c h .

S f o r m u ł o w a n o  z a g a d n i e n i e  k o n t a k t u  c i a ł  p r z e s t r z e n n y c h  i 

o b r o t o w o - s y m e t r y c z n y c h  z u w z g l ę d n i e n i e m  z j a w i s k a  t a r c i a  w  s t r e f i e  styku.

P r z e d s t a w i o n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  a n a l i z y  

s t o c h a s t y c z n y c h  z a g a d n i e ń  b r z e g o w y c h ,  p r o p a g a c j i  fal w  o ś r o d k a c h  

s t o c h a s t y c z n y c h  o r a z  a n a l i z y  c z ę s t o s c i  d r g a ń  w ł a s n y c h  u k ł a d ó w  s p r ę ż y s t y c h  

z l o s o w y m  b r z e g i e m .

P o k a z a n o  z a s t o s o w a n i e  m e t o d y  e l e m e n t ó w  b r z e g o w y c h  d o  z a g a d n i e ń  

a n a l i z y  w r a ż l i w o ś c i  i o p t y m a l i z a c j i  p o s t a c i  k o n s t r u k c y j n e j  u k ł a d ó w  

s p r ę ż y s t y c h  p o d d a n y c h  o b c i ą ż e n i o m  s t a t y c z n y m  i d y n a m i c z n y m .

P r a c ę  z i l u s t r o w a n o  p r z y k ł a d a m i  n u m e r y c z n y m i .
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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ИЗБРАННЫХ ЗАДАЧАХ АНАЛИЗА И ОПТИМИЗАЦИИ

ДЕФОРМИРУЕМЫХ СИСТЕМ

Резю м е

В н а с т о я щ е й  р а б о т е  п р е д с т а в л е н о  п р и м е н е н и е  м е то д а  гр а н и ч н ы х  э л е м е н т о в  

д л я  р е ш е н и я  и зб р а н н ы х  з а д а ч  п о  а н а л и з у ,  а н а л и з у  ч у в с т в и т е л ь н о с т и  и 

о п т и м и з а ц и и  к о н с т р у к ц и о н н о й  формы деф ормируем ы х с и с т е м .

О б суж дены  основ ы  м е то д а  гр а н и ч н ы х  э л е м е н т о в  н а  п р и м е р е  л и ней ны х з а д а ч  

с т а т и ч е с к о й  и  д и н а м и ч е с к о й  т е о р и й  у п р у г о с т и .

У к а з а н  с п о с о б  ф ор м ул и ро ван ия  д и н а м и ч е с к и х  н е л и н ей н ы х  з а д а ч  м е х а н и к и  

спл о ш но й  сред ы  с  т о ч к и  з р е н и я  м е то д а  гр а н и ч н ы х  э л е м е н т о в , с  у ч ё т о м  

г е о м е т р и ч е с к и х  и ф и зи ч е с к и х  н е л и н е й н о с т е й  а  т а к ж е  н ел и н ей н ы х гр а н и ч н ы х  

у с л о в и й .

С ф орм улирован в о п р о с  к о н т а к т а  п р о с т р а н с т в е н н ы х  и о с е с и м м е тр и ч н ы х  т е л  

с  у ч ё т о м  я в л е н и я  т р е н и я  в з о н е  с т ы к а .

П р е д с т а в л е н о  п р и м е н и е н н е  м е то д а  гр а н и ч н ы х  э л е м е н т о в  д л я  а н а л и з а  

с т о х а с т и ч е с к и х  кр а е в ы х  з а д а ч , р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н  в с т о х а с т и ч е с к и х  с р е д а х  

а  т а к ж е  д л я  а н а л и з а  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е н и й  с и с т е м  с о  с л у ч а й н о й  г р а н и ц е й .

П р е д с т а в л е н о  п р и м е н е н и е  м е то д а  гр а н и ч н ы х  э л е м е н т о в  д л я  з а д а ч  а н а л и з а  

ч у в с т в и т е л ь н о с т и  и о п т и м и з а ц и и  к о н с т р у к ц и о н н о й  формы у п р у г и х  с и с т е м ,  

п о д в е р га е м ы х  с т а т и ч е с к и м  и д и н а м и ч е с к и м  н а г р у з к а м .

Р а б о т а  п р о и л л ю с тр и р о в а н а  числ ен ны м и  п р и м е р а м и .
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THE BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR SELECTED ANALYSIS AND O PTIM IZATION 

PROBLEMS OF DEFORMABLE SYSTEMS

T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  t o  s o l v i n g  s e l e c t e d  

a n a l y s i s ,  s h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  a n d  s h a p e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m s  of 

d e f o r m a b l e  s y s t e m s  i s  p r e s e n t e d .

T h e  f o u n d a t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  f o r  l i n e a r  s t a t i c  a n d  

d y n a m i c  t h e o r y  o f  e l a s t i c i t y  i s  d e s c r i b e d .

T h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n  o f  d y n a m i c  n o n l i n e a r  p r o b l e m s  for 

g e o m e t r i c a l  a n d  p h y s i c a l  n o n l i n e a r i t i e s  a n d  n o n l i n e a r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

i s  p r e s e n t e d .

T h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  a n d  a x i s y m m e t r i c  c o n t a c t  p r o b l e m s  w i t h  f r i c t i o n  

a r e  c o n s i d e r e d  b y  m e a n s  o f  t h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d

T h e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  e l e m e n t  m e t h o d  t o  s t o c h a s t i c  

b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s ,  w a v e  p r o p a g a t i o n  i n  s t o c h a s t i c  m e d i a  a n d  

e i g e n v a l u e  p r o b l e m s  o f  e l a s t i c  b o d i e s  w i t h  r a n d o m  b o u n d a r i e s  a r e  

p r e s e n t e d .

S h a p e  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s  a n d  s h a p e  o p t i m a l  d e s i g n  o f  e l a s t i c  

s t r u c t u r e s  l o a d e d  s t a t i c a l l y  a n d  d y n a m i c a l l y  a r e  c o n s i d e r e d .

N u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n s  o f  d e s c r i b e d  p r o b l e m s  a r e  p r e s e n t e d .

S u m m a r y
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