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WSTEP

Umiejetnos¢ okreslenia przemieszczen oraz stanoéw odksztatcenia i
naprezenia ma istotne znaczenie w procesie projektowo-konstrukcyjnynm
elementow maszyn i budowli. Tak rozumiane zadanie, polegajace na
przewidywaniu odpowiedzi ciaggtego uktadu mechanicznego, o okreslonej
postaci konstrukcyjnej, na dane wymuszenie, jest zadanien z zakresu
analizy.

w tradycyjnych zagadnieniach analizy przyjmuje sie zwykle model
liniowy rzeczywistego uk#adu mechanicznego i bada sie jego zachowanie przy
obcigzeniach statycznych i dynamicznych.

W modelowaniu wielu obiektéw mechanicznych takie postepowanie jest

jednak niewystarczajace. Uwzglednienie nieliniowos$ci Cgeometrycznych i
fizycznycht!) oraz lokalnych zjawisk mechanicznych bedacych rezultatenm
kontaktu z Innymi ciatanmi staje sie czesto pilna koniecznos$cia. Réowniez
uwzglednienie stochastycznej natury warunkow, w jakich dziata uktad,
umozliwia wyjscie poza ramy analizy konwencjonalnej.

Znamienna cecha lat ostatnich jest fakt, ze oproéocz wymienionych
tradycyjnych oraz niekonwencjonalnych =zagadnien analizy, rozpatrywane sa
takze problemy synteay konstrukcji canaliza wrazliwosci i optymalizacja).

Informacje wuzyskane z analizy nie daja bowiem wystarczajacej informacji

potrzebnej w projektowaniu geometrycznej postaci konstrukcyjnej elementoéw

maszyn.
Zagadnieniem okreslenia wpdywu zmiennych projektowych, opisujacych
ksztatt brzegu ciata, na zmienne stanu i przyjete charakterystyki

mechaniczne uktadu zajmuje sie analiza wrazliwosci ksztattu.

Optymalizacja Ksztattu polega na wyznaczeniu takich zmiennych

ksztattowych, aby funkcjonat jakosci, opisujacy przyjete kryterium
optymalizacji, osiggat minimum przy spe#nieniu warunkow ograniczajacych.
Wymienione wyzej typy zagadnien, a wiec

- analiza Ckonwencjonalna i niekonwencJonalnald,

- analiza wrazliwosci ksztattu,

- optymalizacja ksztattu*

stanowia podstawowe etapy racjonalnego projektowania postaci

konstrukcyjnej elementéw maszyn.

w praktyce inzynierskiej uniwersalna droga uzyskania rozwigzahn
wymienionych zagadnien jest zastosowanie metod numerycznych, takich jak
metoda elementéw skonczonych CMESD, metoda réznic skonczonych CMRS3 lTub

Metoda Elementédw Brzegowych cmEB2).
W niniejszej pracy podjeto probe sformutowania i zastosowania metody

elementéw brzegowych w wybranych =zagadnieniach analizy Ckonwencjonalnej i

niekonwencjonalnej”) , analizy wrazliwosci i optymalizacji geometrycznej
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postaci konstrukcyjnej ciat odksztatcatnych.

Metoda elemetow brzegowych jest ostatnio intensywnie rozwijana i

znajduje <coraz szersze zastosowanie w obliczeniach inzynierskich. Wykaz
podstawowych prac monograficznych i1 specjalistycznych, serii wydawniczych
oraz materiatow licznych konferencji naukowych poswieconych metodzie

elementéow brzegowych zostat przedstawiony w dodatku do pracy.

Istota metody elementow brzegowych jest sprowadzenie zadania
brzegowego Tub poczatkowo-brzegowego, opisanego uktadenm réwnan
rézniczkowych czagstkowych z odpowiednimi warunkami brzegowymi i
poczatkowymi, do réwnowaznego uktadu roéwnan catkowych okreslonych tylko na
brzegu rozpatrywanego ciata. Skonczenie wymiarowa aproksymacja tych réwnan
prowadzi do uk#tadu roéwnan algebraicznych.

Gtownag zaletag metody elementéw brzegowych Jjest zmniejszenie o Jeden
rzad wymiaru rozwiagzywanego zagadnienia, dzieki czemu dyskretyzacji

podlega tylko powierzchnia ciata w przypadku zagadnien przestrzennych 1lub

brzegu obszaru dwuwymiarowego w przypadku zagadnien ptaskich. W ten sposodb
liczba danych, jakie nalezy przygotowywaé¢ do obliczen komputerowych, jest
znacznie mniejsza niz w innych metodach numerycznych. Metoda ta przy tynm
samym stopniu dyskretyzacji daje zwykle dok#+adniejsze wyniki niz metody,
ktére wymagajag dyskretyzacji catego obszaru zajmowanego przez ciato.
Wymienione zalety wskazuja, ze metoda elementéw brzegowych moze by¢
efektywna metoda numeryczna w analizie i optymalizacji ciat

odksztatcalnych.

Rozdziat 1 niniejszej pracy poswigecono omowieniu podstaw metody

elementéw brzegowych. Dokonano tego na przyktadzie zagadnien iniowych
statycznej i dynamicznej teorii sprezystosci.

W rozdziale 2 pokazano sposdhb formutowania probleméw nieliniowych

mechaniki osrodkow ciggtych w ujeciu metody elementoéw brzegowych, z
uwzglednieniem nieliniowos$ci geometrycznych, nieliniowo$ci fizycznych oraz
nieliniowych warunkow brzegowych. Rozwazono zagadnienia dynamiczne w

opisie materialnym i przestrzennynm.

W rozdziale 3 sformutowano zagadnienie kontaktu ciat przestrzennych i
obrotowo-symetrycznych z uwzglednieniem zjawiska tarcia w strefie styku.

W rozdziele 4 przedstawiono zastosowanie metody elementéow brzegowych
do analizy stochastycznych zagadnien brzegowych, propagacji fal w
osrodkach stochastycznych oraz wptywu losowego brzegu na czestos$ci drgan
wtasnych.

W rozdziale 5 pokazano zastosowanie metody elementéw brzegowych do
zagadnien analizy wrazliwosci i optymalizacji ksztattu ciat sprezystych
poddanych obcigzeniom statycznym i dynamicznym.

Uwagi korficowe i wnioski przedstawiono w rozdziale 6.

Praca niniejsza jest wynikiem przeszito osmioletnich studiow i prac
autora, ktore prowadzone byty w ramach Problemu Weztowego 05.12 PAN,

Centralnego Programu Badan Podstawowych CPBP 02.01. PAN oraz w zakresie

badan w#asnych.



1 WPROWADZENIE DO METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH - ZAGADNIENIA LINIOWE
TEORII SPREZYSTOSC

1.1. UWAGI WSTEPNE

Metoda elementow brzegowych jest metoda komputerowa, ktéra dzieki
intensywnemu rozwojowi stata sie w ostatnich latach atrakcyjna i
akceptowalng metoda numeryczna mechaniki, alternatywng do metody elementoéw

skonczonych i metody roé6znic skonczonych.

Podstaw analitycznych metody doszukaé¢ sie mozna w klasycznej teorii
potencjatu CKellog 11.3833,. ktoéra znalazta zastosowanie w formutowaniu
zadan brzegowych teorii sprezystosci CKupradze Cl. 463 3 w postaci
wielowymiarowych osobliwych réwnan catkowych CMichlin CI.553 3.

Sprowadzenie zadania brzegowego, opisanego w pewnym obszarze uk#tadenm
czgstkowych réwnan roézniczkowych, do uk#+adu roéwnan catkowych okreslonych

na brzegu tego obszaru stato e podstawag metody, ktéra nazywa sie metoda

brzegowych réwna.r\ cahhowych. Wymiar klasycznego zadania brzegowego
sformutowanego w kategoriach tej metody obnizony jest o jeden rzad. Aby
jednak praktycznie wykorzystac te niewagtpliwgag zalete metody, nalezy
dysponowac efektywna technika numeryczna, ktora pozwala rozwiagzac

otrzymany uktad réwnan catkowych.

Metoda elementéw brzegowych jest metoda przyblizona, ktéra majac za
podstawe analityczne sformutowanie zadania brzegowego w postaci uktadu
brzegowych réwnan catkowych umozliwia ich przyblizone rozwigzanie przez
dyskretyzacje brzegu-ciata elementanmi brzegowymi i aproksymacje funkcji
brzegowych za pomocag funkcji interpolacyjnych. W wyniku takiej procedury
otrzymuje sige uktad réwnan algebraicznych, w ktéorym niewiadome odnoszg sieg
tylko do brzegu uk#adu.

Rozwinety sie dwa podejscia w formutowaniu =zagadnien brzegowych w

postaci brzegowych réwnan catkowych: podejsécie bezposrednie i1 podejsScie
posrednie. W ujeciu bezposrednim zadanie formutowane jest wprost za pomoca
wielkosci majagcych bezposredni sens fizyczny Cnp. w postaci przemieszczen
i sit powierzchniowychD. w ujeciu posdrednim zagadnienie brzegowe
rozwigzywane jest dla funkcji, ktore nie maja prostego znaczenia
fizycznego, ale z ktérych mozna wyznaczy¢ poszukiwane w ITkosci. Ujecie
bezpos$rednie, jako bardziej uniwersalne, zdoby#+o sobie najwieksze
zastosowani e.

Nazwa "metoda, elementéw brzegowych® pojawita sie w literaturze
przedmiotu pod koniec lat siedemdziesiagtych Cpor. Brebbia Cl1.635 i od tego
czasu jest stosowana do okreslenia techniki numerycznej bazujacej na
klasycznynm brzegowo-catkowynm sformutowaniu zadan brzegowych fizyki

matematycznej .



- 12 -

Szybki rozwéj i zastosowanie metody sa zwigzane z powstajacynm
oprogramowaniem komputerowym. Opis ponad 130 programéw metody elementow
brzegowych znajduje sie w pracy [1.563. w tej samej pracy podany jest

takze aktualny wykaz badaczy CWho"s WhoD zajmujacych sie profesjonalnie ta

metoda .
Metoda elementéw brzegowych, jako uniwersalna metoda komputerowa,
znalazta zastosowanie w wielu problemach mechaniki. Jednym z pierwszych

zastosowan metody byty zagadnienia brzegowe teorii sprezystos$ci.

Autorem pierwszej oryginalnej pracy C1967 r.2> na temat zastosowania
bezposredniego ujecia metody elementéw brzegowych do zagadnien ptaskich
statycznej teorii sprezystos$ci jest Rizzo EI.703. Nastepnie pojawity sie
prace Cruse*a cr.22, 1.23, 1.243, w ktérych autor rozwina#t zastosowanie
metody do zagadnien przestrzennych elastostatyki.

Znaczny wktad do rozwoju metody miaty takze prace Lachata i Watsona

cl.48, 1.493 oraz Watsona cl.793, w ktérych przedstawiono wudoskonalong
skonczenie wymiarowa dyskretyzacje brzegowych réwnan catkowych, poprzez
wprowadzenie funkcji iterpoiacyjnych i elementow brzegwych wyzszych
rzedow. Prace z tego zakresu rozwijane bydty takze przez Kuhna i Mohrmanna
Cl.453.

Zagadnienia obrotowo-symetryczne w ujeciu metody elementéw brzegowych
rozwazane by+ty przez Rizzo i Shippy Cl1.71, 1.72, 1.753. Wilson i Cruse
Cl1.843 oraz Ugodczikow i Hutorjanski cl1.783 podali sposo6b formutowania
metody dla o$rodkoéw anizotropowych.

Prace z zakresu zastosowania metody elementéw brzegowych do zagadnien
statycznych teorii sprezystos$ci byt+y kontynuowane takze w kraju. Warto tu
wymieni¢ pierwszg przegladowg prace Bijak-+tochowskiego cl1.53 oraz prace
wykonywane przez Burczynskiego Cl.10, 1.13, 1.183.

Stosowanie metody elementéw brzegowych w dynamice zapoczatkowaty

prace Cruse*a i Rizza Cl.253 i Cruse’a Cl1.213 w 1968 r.. W pracach tych

zastosowano przeksztatcenie catkowe Laplace*a do eliminacji czasu z réwnan

opisujacych zachowanie sie uktadu. Inne prace dotyczace zastosowania
przeksztatcen catkowych w dynamice zwiagzane sa z takimi nazwiskami jak
Shippy cCl1.743, Manolis i Beskos cr.52, 1.533, Kobayashi i Nishimura

Cl.433, Manolis Cl1.503, Rizzo, Shippy i Rezayat C1.733, Kobayashi Cl. 403 ,

Kitahara i Nakagawa Cl1.393, Burczynski i John CIl.173.

Koncepcje techniki numerycznej krokow czasowych w rozwiagzaniu
dynamiki o$rodka sprezystego podali po raz pierwszy Cole, Koslof i Minster
Cl.193. Zastosowanie tego ujecia kontynuowali Tanaka i Tanaka cr.773,
Manolis cl1.503, Mansur i Brebbia Cl.543, Rice i Sadd c1.693, Manolis,
Ahmad i Banerjee c1.513, Spyrakos i Antes clr.763, Banerjee, Ahmad i

Manolis Cl1.23, Ahmad 1 Banerjee CI. 13.



Alternatywne ujecie dynam

i osrodka sprezystego™* polegajace na
wykorzystaniu rozwigzan podstawowych elastostatyki i utworzeniu macierzy
bezwtadnosci podali Nardini i Brebbia Cl1.59-1.63» 1.71, Haisheng Cl1.31]»
Kanarachos i Provatidis cr1.37]. Ujecie to by+o stosowane takze przez
Fedelinskiego i Burczynskiego Cl.15, 1.28, 1.29].

Zastosowanie metody elementéw brzegowych do modelowania statyki i
dynamiki uktadoéw pretowych, jako zagadnien jednowymiarowych, rozpatrywane
byto przez Burczynskiego cr.11, 1.12]1] oraz Burczynskiego i Adamczyka
cl.14].

Podstawy matematyczne metody w zakresie badan dok+adnosci i
zbieznos$ci metody elementow brzegowych rozwazane byty przez Wendlanda
cl1.80-1.82]

z ksiagzkowych opracowan ujmujacych obszernie tematyke zastosowania

analitycznego ujecia catkowego do zagadnien brzegowych teorii sprezystosci
oraz dajacych podstawy metody elementow brzegowych nalezy wymienic
nastepujace prace: Kupradze Cl.46, 1.47], Jaswon i Symm Cl.347], Parton 1
Perlin cr.64], Brebbia cr.e], Banerjee i Butterfield cr.4], Brebbia i
Walker ClI. 93, Hartmann Cl1.34]7, Crouch i Starfield Cl1.20], Brebbia, Telles
i Wrébel cr.sj, Ugodczikov i Hutorjanski cr.78], Gomez-Lera i Alarcon
c1.30], Kobayashi cl.41, 1.427, Banerjee, Ahmad i Manolis cl. 31. Kuhn

Cl.44] oraz Burczyriski, Grabacki i Orkisz Cl.16].

W rozdziele ninejszym przestawiono wprowadzenie do metody elementow

brzegowych. Na przyktadzie zagadnien statycznych i dynamicznych teorii
sprezystoéci przedstawiono sposé6éb formudtowania brzegowych réwnan catkowych
oraz ich skonczenie wymiarowa aproksymacje. Na koncu rozdziatu pokazano
whasne przyktady zastosowan metody elementow brzegowych w analizie

zagadnien liniowych.

1.2. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W STATYCZNEJ TEORII SPREZYSTOSCI

1.2.1. Brzegowe roéwnania catkowe statycznej teorii sprezystosci
Rozpatrywane jest ciato liniowo-sprezyste zajmujace obszar 0 w

przestrzeni Euklidesa £d Cd=2 lub 33 z brzegiem dQ=r. Zaktada sie, ze

brzeg Jest powierzchnia Lapunowa z normata n Crys.1.13. Pod wptywenm

dziatania sit objetosciowych b=Cbhb.3 oraz obcigzen powierzchniowych p=Cp.3
w ciele powstaje pole przemieszczen uCx3-Cu.Cx33 oraz zwiazane z nim pola

odksztatcen £.. i naprezen O.
m <

(-J“
Pola przemieszczenh uCx3, odksztatcen oraz naprezen powinny
spedniaé¢ nastepujace zaleznos$ci Cpor. Nowack i Cl. 64]2):

- réwnania roéwnowagi

a.. .+ b.Cx3 * 0, X«0 . cl. 13
»j. J t

- zwigzki konstytutywne:

gij - CijIEkI' cl. 23



zwigzki miedzy przemieszczeniami i odksztatceniami:

£ Cit) = Cu. u_ .3/2, C1.33
wj I»l

warunki brzegowe Cmieszane):
u Cx3 = U°Cx3, X«r Cl.43
pCx3 = a n_ - p Cx), x«=F_, Cl. 53

- utj J i 2
gdzie TAU = r oraz F~q r = O.
Rys. 1.1 Ciato odksztatcalne obcigzone statycznie

Fig. 1.1 The deformable body loaded statically

Cechy sprezyste materiatu specyfi kujace jego wewnetrzna budowe
zawarte sa w tensorze C=Cc..kk3. Poniewaz istnieja nastepujace symetrie

tensora C:

Cl .63

ijkl ¢ Cjikl CkUj
wiec istnieje tylko 21 sktadowych tensora C réznych od zera. Jest to
maksymalna liczba sktadowych opisujaca najogélniejszy przypadek

anizotropii materiatu.

W przypadku jednorodnego osrodka izotropowego sktadowe tensora C

wyrazaja sie nastepujaco:

c .. = i + pce_ 6.t + 6 6.,3, Cl. 73
Ljkl 1 PEO 4k JF 1k
gdzie A i P sa statymi Lamego, 6 .jest symbolem Kroneckera.

Uwzgledniajac zwiazki C1.23 i C1.33 w C1.13 otrzymuje sie réwnania

przemieszczeniowe statycznej teorii sprezystos$ci:
Lu =b, xeO, Cl. 83

gdzie elementy operatora L”u okreslone sa nastepujaco:
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CL u2), = -Cc u 0, . cl. 92
a )t Ljkl k>l j )
W przypadku o$srodka izotropowego operator L”u ma postac:

L8u = -fj~u - cx + /jbgrad divu. Ccl. 102)

Korzystajac z zasady wzajemnos$ci prac Bettiego zadanie brzegowe
opisane roéwnaniem operatorowym Cl. 8) z warunkami brzegowymi Cl. 42) icCl. 52)

mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci catkowej .

Wprowadzmy forme biliniowg zalezngod dwéch pélprzemieszczen u i u*
ACu, u*2 = My.Cu2>* .cu2)dfi. cl. 112)
m U vj
a
Forma biliniowg /tCu,u’D posiada wtasnos$¢é¢ symetrii:
AC u, u*2> = ACu* ,u2>, Vu,u*. cl. 122)
Korzystajagc z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymuje sie:
ACu»Uu*? = la_nu*dr - lo-. utdO.
J t J t J u
r (6]
Uwzgledniajac, ze p.=<?..n i 0. = -CL u2). oraz wprowadzajac wektor
iy »-J*] ® .
naprezenia P zwiazany z normat4a n, ktéry przyporzadkowuje przemieszczenie
u le powierzchniowej p w sposoéb.nastepujacy:
p = CP w = an. - c.,u n_, “C1.142)
* n + vj ] kil k, 1 j
otrzymuje s
ACu,v2) -—-"JVAu*u*dr + J*LsU*u*dO. Cl. 152)

r o

Zamieniajac miejscami u i u’” oraz uwzgledniajac symetrie formy

otrzymuje sie ostatecznie zasade Bettiego:

JCL u*u* -L u* *u2)dft = \CI>u* *u - 3> u*u*2)dr. cl. 162)
° - J n
(o] r
Jesli pole przemieszczen u* spet a rownani

\Y
Lu™* = b* » xe0, cl. 172)
=)

to uwzgledniajac cl. 82), zaleznose¢ Cl. 162) przyjmuje znana postac zasady

wzajemno$ci prac:

jcb*u* -b* *u2)do = jP u* *u P u*u*sdr. cl.185
n
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Jesli zatozyé¢, ze cata przestrzen 8d wypedniona Jest osdrodkiem [
statych materiatowych cljkl oraz w przestrzeni tej dziata w charakterze

sit objetosciowych b* Jednostkowa sita skupiona:

b*Cy5 = 0Cy-x51, cl1.195

gdzie 1 Jest macierzag Jednostkowa P°ie przemieszczeh

u*=UCx,y\) Jest rozwigzanienm podstawowynm Crozwigzani em Kelvinas
spedniajgcym réwnanie:

L _UCx,y3 = <5Cx-y3l, X,ye*a. cl.203

a

Uwzgledniajagc Cl1.195 oraz Cl1.205 w zasadzie wzajemnos$ci Cl.185 otrzymuje

sie wzér Somi iany:
uCx3 = JuCx.y3pCy3drCy3 - JpCx,y}uCyddPCyd + JuCx.y3bcy3dOCy3, Cl.213
r re xell.
gdzie
PCx ,y5 =Ip Cx.y51 = > UuCy,x51 c1.225

L Ik Jdxd L ey J

Znajac rozktad przemieszczen uCys i sit powierzchniowych pCy5 na

brzegu ' orazmajac dane sity objetosciowe b mozna wyznaczyc¢ ze wzoru
Cl1.215 rozk#tad przemieszczenw dowolnym punkcie xeQ.
Dziatajac na zaleznosé¢ Cl. 215 operatorem naprezenia <M(x) otrzymuje

sie wzoér na sktadowe stanu naprezenia:

c1.235
</.Cx3 =joLjkCX.y3 Pkry3drcy3-Js. "Cx.y3ukCy3drcy3+Jd x.y3b"Cy3dOCy3.
r r 0
xe0»
gdzie
D jka,yS = ck‘.jlm 1‘Oth,yS, Cl. 245
m
a
T I T PLEx*ys5, cl1.255
m

W ogoélnym przypadku materiatu anizotropowego rozwiagzanie podstawowe

wygodnie jest przedstawi¢ w postaci Cpor. [1.84, 1.7835:
1
U.UCx,y5: ————— i ————--=— R..Cv iv25, Cl. 265
Br‘? |x—y|| J

gdzie



R.CV .v)= K lccsds, c1.275
ij i J vj

IC|=i
przy czym i okreslaja orientacje wektora Cx-yb5.

Catka cl.275 okreslona Jest na Jednostkowynm okregu lezgcym w
ptaszczyinie normalnej do Cx-yb5 i przechodzacej przez poczatek uktadu
wspo+rzednych, ds jest elementem dtugosSci jednostkowego okregu.

Funkcja K~*C£5 okreslona jest zaleznos$ciag:

. - .
KVJ_CC3 [C.ijkaCmJ 1. cl.283

1
Catke cl.275 w przypadku og6élnym, dla okreslonego typu anizotropi

gdzie c. - jest tensorem anizotropowych wdasnosci sprezystych materiatu.
m

oblicza sig numerycznie Cpor. [1.8435.
W przypadku ciata izotropowego sktadowe tensordéw UCx,y5 oraz PCx,y5

dane sa wzorami:

Cl. 303

P CX,y3 = = =—commmmmmemmmceeeee ICC1-2z0<5 + 3r. r, 3--———-— - ClI-2t0Cr, n-r n,3 ,
1j 8rcCl-40 r* 1 [N] 1 J J -J 1

dla zagadnien przestrzennych oraz

1
U. Cx,y5 * - fc3 - 4vsincrse. . - r, r,.1, cI. 315
1j n w. > J
1 dr cl. 323
P Cx,y3= - ftCl-2i>3<5 + 2r, . - Cl-2v3Cr . n-r .n.3],
ij 4nci-v3 r b | 13 1J =13
dla ptaskiego stanu odksztatcenia. »
w powyzszych wzorach > jJest liczba Poissona, r oznacza odlegtos¢
zdefiniowana nastepujaco:
rcx,y3 =Crr3=*/1, r = x.Cy3 -x.Cx3, cl.333
v v v v v
natomiast
ar ri
r, = = Cl. 345
<9x _Cy5 r
t y
Wzoér Somigliany Cl1.215 moze by¢ uzyteczny, gdy znany jest rozktad
wszystkich przemieszczen i si#t brzegowych. W zadaniu brzegowym poprawnie
sformutowanynm znane sa przemieszczenia na czesci brzegu FA oraz sity
powierzchniowe na czes$ci brzegu Gdy punkt x zdaza do brzegu, wzor
cl.215 staje sieg réwnaniem catkowym. Ten graniczny przypadek mozna

rozwazy¢ umiejscawiajac punkt X w ten sposo6b, ze otoczony jest on



powierzchnia o promieniu £ Crys.1.2).

nastepujaco:

natomiast wzér Somigliany przyjmuje postac:

uCx) =

é'm )\\/ j UCx,y5pCy5drCy5 - ] PCx »y)uCy)drcy)
r-r

+r- r-r +r-
£ £ £ £

+ JuCx,y)bCy5dOCy)]|,

o*

gdzie 0* jest obszarem powstatym w wyniku otoczenia punktu

sfera o promieniu £.

Rys . 1.2 Lokalizacja punktu Zréddowego Xx na

Fig. 1.2 Source point x located on the boundary

Poniewaz Jadro UCx»y) posiada stabag osobliwos$¢,

OCInr) dla d=2, wiec pierwsza i trzecia catka

Woéwczas brzeg V przedstawié

brzegu ciata

mozna

Cl. 353

CI. 36)

zrodtowego x

0Cr-1) dla <2=3 i

po prawej stronie istniejag w
zwyktym sensie Jako catki niewtasdciwe, natomiast druga catke mozna
przedstawi¢ w postaci sumy dwéch catek. Zaleznos$¢

postac:

uCx3 = JuCx.y3pCy3drCy3 + Jucx,y3bCy3dOCy3
r (¢]
- lim. | J PCx ,y3uCy3drcy3 + J PCx. y3uCy3drCy3 j.
£+0
r-r

Trzecia catka w zaleznos$ci cl1.37)

w sensie wartosci

Cl1.36) przyjmuje teraz

Cl. 373

gtoéwnej
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Cauchy’ego z uwagi na osobliwos$¢ Jadra PCx,y3, OCr 23 dla <2=3 i 0Cr *3 dla

<2=2, natomiast ostatniag catke mozna przeksztatcié¢ nastepujaco:

lim. PCx ,y3uCy3drcy3 = lim I PCx,y3CuCy3 - uCx3 3drCy3
£>0 J £-*0
r r

cl. 383
+ lim. uCx3] PCx ,y3drcys.
c>»>0 *
r
£

Piewsze wyrazenie catkowe po prawej stronie zaleznos$ci cl.38} Jest
réwne zeru z uwagi na ciaggtosc przemieszczen, druga catka wraz z lewa
strong zaleznosci Cl. 363 tworzy, po wy#+aczeniu pola przemieszczen wuCx3,

nastepujace wyrazenie:

ccx3 =1 + blim 1 Pcx,y3drcy3. C1.393
£-*0 J*
r
£

Ostatecznie wyrazenie CIl.363 przyjmuje nastepujaca postac:

cCx3uCx3+JPCx.y3uCy3drCy3=JuCx.y3pCy3drCy3+J1JCx,y3bCy3d0Cy3 Ccl. 4.03

r r o

w przypadku brzegu gtadkiegol* cCx3=C1/231. Catke osobliwa

wystepujaca po lewej stronie réwnan catkowych C1.393 nalezy rozumiec¢ w

sensie wartosci gtownej Cauchy*ego Cpor. Michl Cl.5533. Wektorowe
réownanie catkowe Cl. 413 tworzy uk+ad <2 osobliwych réwnan catkowych. Jesli
punkt x lezy wewnagtrz obszaru 0, to cCx3=1 i woéwczas zaleznos$¢ Cl1.403 jest
znanym juz wzorem Somigliany.

Réwnanie CIl1.403 opisuje problem brzegowy teorii sprezystosci zaréwno
dla zagadnien przestrzennych, jak i probleméw dwuwymiarowych.

Dla obszaréow nieskonczonych 0~=8d\CflIUT3, <2=2 lub 3, Ctzw. zewnetrzne
zadanie brzegowe3, réwnanie cCl.403 zachowuje swoja waznosc¢, ale przy
spednieniu przez przemieszczenia i sity dodatkowych warunkow. Jesli
rozpatruje sie obszar zawarty miedzy i T, gdzie T jest powierzchnia
kuli o promieniu p, poprowadzonym z punktu x lezacym na brzegu wewnetrznej

pustki r, to réwnanie CIl.403 ma postac:

Takze w przypadku brzegu sktadajacego sie z uktadu ciagtych czesdci

brzegowych, macierz statych cCx3, xeT, w punktach nieciggtosci wyrazona
byé¢ moze explicite Cpor. Hartmann cl.33, 1.3433. Jednakze w
obliczeniach praktycznych state cCx3 oblicza sie zwykle przez

uwzglednienie przemieszczenia ciata Jako bryty sztywnej Cp. 1.2.2. 3.



Cl1.413

Jesli teraz p+oo, to rownanie Cl. 413 przyjmuje postac identycznag z

Cl1.403 jesli spedniony Jest warunek:

linm I[PCx,yBUCyS - UCx,y3pCy3 3drCy3 * 0. cCl.423
p-+oo J
r
P
Warunek Cl. 423 spetniony Jest wéwczas, gdy uCy3=0Cp *3 oraz

pCy3=0Cp23, gdzie znak O charakteryzuje asymptotyczne zachowanie sie przy

p-*co.

Istnieja rozmaite modyfikacje prezentowanej wyzej wersji metody
elementow brzegowych, umozliwiajace sformutowanie podrednie lTub
nieosobliwe, np. metody brzegowe oparte na metodzie Trefftza Cpor.
Zielinski i Herrera [1.8533. W praktyce najwieksze zastosowanie zdoby+to

sformutowanie bezposrednie i dla tego ujecia zostanie przedstawiony sposoéb

dyskretyzacji rownania catkowego CI1.403.
1.2.2. Dyskretyzacja numeryczna

Réwnanie cCl.403 rozwigzywane jest w sposo6b przyblizony z
uwzglednienienm danych warunkow brzegowych i sity objetosciowych, przy
zastosowaniu dyskretyzacji brzegu elementanmi brzegowymi i aproksymaciji
funkcji brzegowych za pomoca funkcji ksztattu. Opisany nizej sposoéb,
oparty na ujeciu kolokacyjnym, zyskat najwieksze zastosowanie w praktyce.

Brzeg ciata sprezystego dzielony Jest na elementy brzegowe T*,
e=1,2 W przypadku zagadnien przestrzennych sa to powierzchniowe
elementy w ksztatcie ptaskich lub zakrzywionych w przestrzeni czworokatow
Crys.l1.3a3 1lub tréojkatéow Crys.l1.3b3. W problemach dwuwymiarowych elementy
brzegowe reprezentowane sa przez odcinki krzywoliniowe Crys.1.3c3 lTub
prostoliniowe .

Kazdy element przechodzi przez pewien uktad brzegowych punktow
weztowych. Wspotrzedne prostokatne x=Cx”"3 dowolnego punktu elementu
brzegowego wyrazaja sige poprzez wspétrzedne punktéow wezdowych XWw=Cx"3 w

postaci:

xCJIF3=MCE3xvV Cl1.433

gdzie macierz funkcji interpolacyjnych Cfunkcji ksztattu} MCJ3 ma



postac:

MC?} co]. Cl.453

przy czym 1 Jest kwadratowa macierzag Jednostkowa o wymiarze dxdt m~c?},

w*l,2»..W~, Jest funkcjag ksztattu, gdzie WArwyraza liczbe punktéow wezdowych

na elemencie r*.

Funkcje ksztattu MACEZ> okreslone w lokalnym uktadzie wspotrzednych

£=CE£.> sa opisane podobnymi wzorami Jak w metodzie elementow

Cpor. 11.863 3.

a)

skonczonych

b)

4-(4,4a)

Rys. 1.3 Elementy brzegowe

Fig. 1.3 Boundary elements

Brzegowe pola przemieszczen uCx3 i sit pCxD sa na kazdym elemencie T*

aproksymowane w lokalnym uktadzie wspétrzednych £=<£.3 za pomocag wartosci

weztowych u*v i p*v oraz odpowiednich funkcji ksztattu:



C1.463
gdzie NCE£3 jest macierzg funkcji ksztattu.

Funkcje ksztattu maja posta¢ wielomianow (3-tego rzedu. 6dy (3-01~*to
aproksymowana stata w granicach elementu, gdy natomiast /9=1,
2 lub 3, to mamy do czynienia odpowiednio z aproksymacija liniowa,
kwadratowa lTub szedcienng. Czesto przy aproksymacji geometrii brzegu i
funkcji brzegowych przyjmuje sige takie same funkcje interpolacyjne, tzn.

MCE3 =NC£3, Cprzypadek 1izoparametrycznyD.

w przypadku ogo6lnym wystepowania sit objetosciowych b, w celu
utatwienia obliczania catek po obszarze o, obszar wewnetrzny 0 moze
réowniez podlegac dyskretyzacji. Przeprowadza sie to za pomoca komoérek
wewnetrznych Qgq, e?=1,2,..Q. Komoérki wewnetrzne Qg w postaci segmentow

objetosciowych lub powierzchniowych przypominaja swoja geometriag i opisem
elementy skorfniczone Cl1.86]. Site objetosciowag aproksymuje sieg, w lokalnynm
uktadzie wspotrzednych 7)=Ct)3 kazdej komoérki wewnetrznej Qq ., za pomoca

wartoséci wezdtowych bv i funkcji interpolacyjnych <£C7)3:

bC xC 7)33 =CY)3b v . cl. 473
Réwnanie catkowe C1.403 w wyniku opisanej procedury dyskretyzacyjnej
przyjmuje postac:
E W P
cCxa3uCxa3+”~ J u*U P[xa,yCf33NC?3JCfDdrCf3 =
e=i v=i J
r*
Cl.483
e w p a v p
1 2 P I ~.yC?23]NC<3JC<3drC<3 I b<#v UCxa ,yC 7)3 ]#C 7)31C 7)3d0C 7)3,
o=1lw =1ilJ q=1 V=i j
re n«

gdzie jakobiany JCE£3 i 1C7)3 okreslone sa nastepujaco:

JCE3 =dr/d~ = |gixg2], g =[OMC{3/373 xw, Cl. 493

1Ct)3 =d0/d7)= |a4xa2*a3 1» ar=[ d0C7)3/77)i3xv . cl. 503

Punkty xa, a

,2,.. W, utozsamiane sa ze wszyskimi punktami wezdowymi
wystepujacymi na brzegu T. Réwnanie cCl.483 mozna doprowadzi¢ do

nastepujacej postaci algebraicznej:

IHI <u> = 161 <p> + <B>
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gdzie macierze kolumnowe <u> i <p> zawieraja -.weztowe wartosci
przemieszczen u*v i sit p*v brzegowych, macierz IH1 okreslona jest
réwnaniem: tH]=[CJ+1HJ, gdzie ICl jest macierzag diagonalng zawierajgagca
state c, natomiast macierze kwadratowe [H1 i 1G1 zaleza od catek
brzegowych, macierz kolumnowa <B> zalezy od si4 objetos$ci owych.

Obliczenie macierzy 1HJ i EG] z odpowiednia doktadnos$cia stanowi
jeden z istotnych etapow dyskretryzacji zagadnienia. Elementy tych

macierzy zalezg od catek brzegowych typu:

J¥® = fﬁNde,(—;Sde, Cl. 52}

r*

gdzie FvCxa, =R[xa,yCO ]NWCQ3JCf3. R:UIj Tub Plj.

W celu obliczenia Jv nalezy wpierw zbada¢ =zachowanie sie wyrazenia
as

podcatkowego FwCxa,£} w obrebie elementu brzegowego F . Wyréznic mozna
tutaj dwa przypadki: a} gdy X a«rT& oraz b} gdy xXGeTAN Gdy x a<e'T~, to
wyrazenie podcatkowe jest ograniczone i catka obliczana jest przy
pomocy kwadratur Gaussa:
mi m2
3 =YY AT AM2REX I (M EAT 23, cl. 53}
aa L-u r 9
r-i1 s=1
gdzie A*TM**, AAm2>Sq wspoétczynnikami wagi rzedu i

W¥asciwy wybor mN i jest istotny ze wzgledu na zapewnienie takiej
samej dok+tadnos$ci obliczenia wszystkich elementéw macierzy.

Gdy xaer*, to wyrazenie podcatkowe posiada osobliwos$¢ typu O0Cr *}
dla R=U i OCr 2} dla R:Ptj dla zagadnien przestrzennych oraz O0Ciru0 dla
RZUl' i ocr } dla R*P\:| dla zagadnien ptaskich. Koniecznosc¢ obliczania

<&
ca}eJk osobliwych stanowi jeden z trudniejszych etapow skonczenie
wymiarowej aproksymacji brzegowego réwnania catkowego . Problem ten
rozwigza¢ mozna przeprowadzajac regutaryzacje catki osobliwej. Polega to
na wydzieleniu z wyrazenia podcatkowego czedci osobliwej, ktéra moze byé
scatkowana analitycznie, natomiast pozostata czes$é nieosobliwa jest
obliczana numerycznie Cpor. cl1.32]1}.

Istnieje takze inny sposo6b . ktory pozwala obliczy¢ jednoczesdnie
catke osobliwg i state c. Cxa} przez uwzglednienie przemieszczenia ciata
Jako bryty sztywnej.

Zaktadajac, zZe ciato jako bryta sztywna doznaje jednostkowego
przemieszczenia w dowolnym kierunku, otrzymujemy z réwnania Cl. 51}, ze

CH]1L=0, cl.54}

gdzie 1n jest wektorem jednostkowego przemieszczenia bry+y w kierunku 1.

Ostatecznie diagonalne elementy macierzy CH] sa okreslone nastepujaco:



h =- Yh . C1.553

W przypadku ciata nieskonczonego lub poédtnieskonczonego zaleznos$c¢ Cl. 533

przyjmuje postac¢ Cpor. tl1.813:

- Vh . cCl1.583

Uwzgledniajac warunki brzegowe, réownanie Cl. 51!') po przeksztad4ceniach

przyjmuje posta¢ liniowego uktadu réwnan algebraicznych:

[A3M=M. cCl1.573
gdzie macierz kolumnowa <X> zawiera niewiadome wartosci sit weztowych na
brzegu i przemieszczen na brzegu 1", macierz kolumnowa <Y> zalezy od

danych warunkoéow brzegowych i sit objetosciowych.

Macierz kwadratowa 1Al jest macierzag ped4nag i niesymetryczna, co jest
gtoéwna wada kolokacyjnego sformutowania metody . Jednakze wymiary tej
macierzy sa mniejsze niz wymiary macierzy sztywnos$ci, jaka wuzyskuje sie

stosujac metode elementéw skorniczonych do takiego samego zagadnienia.

Jesli obszar 0 podzielic na podobszary on, s=1,2,..S, kazdy z
brzegienm to dla kazdej czesci ciata mozna napisac réwnanie typu
cl.515, ktére wraz z odpowiednimi warunkami zgodnos$ci sit i przemieszczen
na doprowadzi do utworzenia macierzy wspoétczynnikow (Al bedacej
macierza blokowo-pasmowg Cpor. p.1.2.53.

Stosujac podejsScie energetyczne Cpor. Cl1.6733 lTub metode Galerkina
cCl.663 mozna otrzyma¢ wuktad roéwnan algebraicznych z symetrycznag macierza
wspotczynnikow, Jednakze czas obliczen potrzebny do wyznaczenia elementéw
tej macierzy jest znacznie dtuzszy niz w ujeciu kolokacyjnym.

Uk+ad réwnan algebraicznych Ci. 57!') rozwigza¢ mozna Jednag ze znanych

metod, np. metoda Gaussa.

Ziajac przemieszczenia i sity na catynm brzegu T, przemieszczenia
wewnatrz ciata oblicza sie ze wzoru Somogliany Cl.215. Sktadowe tensora
naprezen wyznacza sie z zaleznos$ci cir. 233.

Wzéry Cl1.213 oraz Cl1.233 po dyskretyzacji przyjmuja postac

uCx3“tGCx3 ]<p> - ITHCx31<u> + <BCx3>* X«=G, Cl. 583
oCx3 *1DCx31<p> - 1SCx3 J<u> + <BC x3>, xefl, cl. 593
gdzie macierze CDCx31 iCSCx31 zaleza odcatek brzegowych [

jadrach zaleznych od D .. i S ..
ijk ijk
W wielu zastosowaniach interesujaca Jest znajomos$¢ sktadowych stanu
naprezenia nie tylko wewngtrz ciata, ale takze na brzegu. MEB pozwala na

stosunkowo doktadne okreédlenie naprezen na brzegu, co ma istotne znaczenie
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nie tylko w analizie wytrzymatoséciowej, ale jest bardzo cenne w
optymalizacji i analizie wrazliwos$ci ksztat+tu Cpor. roz. 52).

w celu okreslenia naprezen na brzegu wygodnie jest wprowadzic w
punkcie, w ktorym szukane jest naprezenie, lokalny kartezjanski uktad

wspotrzednych xj{, k<stl,2,33, taki ze osie i x*» sa styczne do brzegu.

Przemieszczenia w tym uk#tadzie mozna przedstawi¢ zaleznos$ciag

u* =Nu“m , Cl. 603

przez wartos$ci wezdtowe w sposéb nastepujacy: AN_=0. SCu™ ™~ + uj”

Teraz sktadowe stanu naprezenia mozna wyrazi¢ zaleznos$Sciami:

cl1.61a3
a = Cvp +2GCE£ + i 3/C1l-13, Cl.61b3
11 9 11 22

>yZZ:[vp3+ZGC&22+ x>£113/C1—1>3, C1.61c3

W przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia powyzsze wzory przyjmuja

postac:

Cl. 623
Cf =Cit>p_ +2G«e 3.
11 2 11
Innym sposobem okreélenia naprezen brzegowych Jest zastosowanie wzoru
Cl. 233 dla x-»r. Jednakze takie ujecie jest z punktu widzenia dok#adnosSci i
efektywnos$ci obliczen numerycznych ma#to korzystne z uwagi na pojawienie

sie silnych osobliwos$ci w jadrach D i S Cnp. w zagadnieniach

trojwymiarowych sa to osobliwosci rzedu 1/r i 1/r 3.
1.2.3. Szczegélne przypadki sit objetosciowych

W przedstawionym ogo6lnym przypadku wystepowania si#t objetosciowych,

aby obliczy¢ catke po obszarze o, zaproponowano dyskretyzacje wnetrza
ciata za pomoca komérek Oq, q—l,z,. .Q- Istnieje jednak szeroka klasa si#t
objetosciowych, majacych wazne praktyczne znaczenie, dla kérych catki
okreslone na obszarze O dajag sie sprowadzi¢ do catek brzegowych. Tak jest
w przypadku, gdy sity objetosciowe sa zachowawcze, tzn. moga byé¢
reprezentowane przez gradient pewnej skalarnej funkcji. Do tej klasy si#t

objetosciowych nalezg obcigzenia grawitacyjne Cczyii cigzar wtasny3 oraz

sity odsrodkowe powstate w wyniku obrotu ciata woko+ statej osi . Réwniez

obcigzenie wynikte z odziatywania stacjonarnego pola temperatur TCx3,



spetniajacego réwnanie:

ATC x3 =0, Cl.633
moze byé¢é przedstawione przez catke brzegowa.

Podstawa transformacji catek okreslonych na obszarze 0 do catek
okreslonych na brzegu r moze by¢ wyrazenie rozwigzania podstawowego teorii
sprezystosci U_ przez tensor Galerkina G_ w postaci:

1
U <5.,, . cl. 643
tj ) .Kkk aCl-t»3 J
gdzie tensor G_ okreslony jest nastepujaco:
G. -r06..,/c8n/j3 cl1.653
<«
dla zagadnien przestrzennych, oraz
G Fr2inCr"*3/C8*"/3 C1. 663
dla ptaskiego stanu odksztatcenia.

Jesli ciato sprezyste o statej gestosci masy p znajduje sie w statynm

polu grawitacyjnym g., to
b =pg.., cl. 673
J J
i catka objetosciowa wyrazajaca wptyw sit objetosSciowych transformuje sie
do catki brzegowej:
B.zpg < o R 6 _bn o dr . c1.683
POt gk ZCIE kI K

Gdy ciato obraca sit,, ze stata predkosScia katowa woko+ osi
przechodzacej przez poczatek uktadu wspoétrzednych, wéwczas sity
objetosciowe okreslone sa réwnaniem:

b =g. .x., Cl. 693
J X
dzie ,=pCO co co -to_ to3.
g gL.] P g mom ij

Sita objetosciowa redukuje sie do catki brzegowej w postaci:

B-ogjkf(x TGk " ———— G kin ~ ——— S nvjdr'. c1. 703
u 2Cl-v3 tmkJ "™ 2C1-i>3 vk

w przypadku stacjonarnego pola temperatur TCx3 wptyw sit
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objetosci owych wyraza sie nastepujaca catka brzegowa:

1: <1-y {]o*jco.”,(-l,(jT - G |k.|2 -3n 3r‘ . cl. 713

ghdzie ot jest wspédczynnikiem rozszerzalnos$ci cieplnej.
Temperature T i jej pochodnag T~ na brzegu T otrzymuje sie w wyniku
rozwiazania zadania brzegowego przeptywu ciepta opisanego réwnanienm

rézniczkowym Cl1.633 wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi.

1.2.4 C +a obrotowo-symetryczne
w przypadku ciat [ symetrii obrotowej sformutowanie zadania
brzegowego za pomocag metody elementéw brzegowych prowadzi do obnizenia

wymiaru zadania o 2 rzedy, poniewaz brzegowe réwnania catkowe okreslone sa
tylko na tworzacej L, ktéorej obrét wokoéd osi symetrili tworzy powierzchnie
ciata.

Wprowadzmy cylindryczny uktad wspétrzednych Cp,0,2z3, a nastepnie

rozwinmy w szereg Fouriera przemieszczenia uCx3 i sity brzegowe pCx3:

or

mCx3 =0. Sm Cx3 + ) | mCx3sinn0"+ mCx3cosno~ J clr. 723
hitx

oraz rozwigzania podstawowe:

noox r (Sinno@ X
T Cx,y3* TCx, y3] 1do, cl. 733

lcosnoy

-n T=U,P
©=0C x3 -0Cy3
gdzie znak € 3 nad x i y oznacza, ze punkty x i y sa zdefiniowane przez
wspotrzedne p i z, aun, cun, spr® oraz cpn sa wspoédczynnikami rozwiniecia
Fouriera.

Teraz brzegowe réwnanie catkowe w wersji bezposredni mozna

przedstawi¢ za pomocg dwéch réwnan wektorowych Cdia uproszczenia pominigto

sity objetosciowe}:

cCx3*u"cx3=1[] [u~Cx .y3“pnCy3 -Un°Cx .y3 cpnCy3J

L

- [p~Cx .y3surcy3-~pPnacx ,y3°uncy3]13-pcyDdLc y3, c1. 743



cC x3"u4Cx5=J" [un’Cx .Yy pnCy3 -rU"’-Cx ,y3 sp+Cyo0 jji

L
—JpncCx .yJ fJunCy3 +pr,aCx ,yD “unCy3 \JJpC y3dLCy3 , Cl. 753
ri=0.1,2,. .00.
Tworzaca R jest dysk retyzowana za pomoca elementow brzegowych
podobne jak brzeg w zadaniach dwuwymiarowych. Ostatecznie otrzymuje sie

dyskretnag posta¢ roéwnan catkowych Cl1.743 i CIl.753

[Hn]<l'u*>:tGri]{np*>_ Cl. 763
gdzie L 1 i sa macierzanmi kwadratowymi fPWUx6W, W jest catkowita
liczbg wez4+6w na L, <nu > i <np > sag macierzanmi kolumnowymi zawierajacynmi
po 6W wartoséci przemieszczern wezdowych “u", i sit *pr, tpn.

Jesdli oprOcz osiowo-symetrycznej geometrii ciata réwniez warunki
brzegowe sa osi owo-symetryczne, to pozostaje tylko n=0 sktadowych
rozwiniecia Fouriera. Woéowczas do rozwigzania problemu wystarczy tylko
rownanie Cl. 753 z i *un rownymi zeru, a w rownaniu Cl. 763 n=0 i
macierze redukuja do wymiaru 3Wn3W. W przypadku niesymetrycznych
warunkow brzegowych réwnanie cCl1.763 jest rozwigzywane sukcesywnie dla
kazdej wartosci n.

1.2.5. Ciata przedziatami jednorodne

Jezeli ciato jest niejednorodne, to tensor statych materiatowych
c™ kICx3 zalezy od potozenia punktu X. w tynm przypadku zagadnienie
brzegowe mozna sformudtowaé¢ takze w postaci catkowej . Jednakze nietatwynm
problemem jest uzyskanie rozwigzania podstawowego, ktéore powinno spedniac
réwnanie o zmiennych wspédczynnikach. Zagadnienie znacznie sie upraszcza,

jesli niejednorodno$¢ moze byC aproksymowana uktadem Ffunkcji przedziatami

statymi
Podzielmy obszar O zajmowany przez ciato na podobszary tak, ze
u O =@ i fjo =o. Ciato niejednorodne mozna “aproksymowac¢ * uktadem ciat
m
jednorodnych o wtasnos$ciach opisanych statymi c<m”, jesSli przyjmiemy, ze
vigk
gdzi e

dla VxeQ
m

@ TO

* “ g dl a Vx«£)

Dla ilustracji zagadnienia rozwazane jest ciato sprezyste sktadajace



- 29 -

sie z dwéch podobszaréw jednorodnych i Obszary i rozdzielone
sa brzegiem wewnetrznynm i ograniczone z zewnatrz brzegiem zewnetrznym
T, na ktérym dane sa mieszane warunki brzegowe w postaci Ccl.43 i Ci. 53

Crys.i.4a3. Problenm analizy opisanego zagadnienia polega na podziale

rozwazanego ciata na dwa jednorodne obszary i rozpatrzeniu kazdego z nich

osobno Crys.1.4b3.

b)
Rys. 1:4 Ciato przedziatami jednorodne podzielone na dwa podobszary
Fig. 1.4 The zoned body divided in two homogeneous subregions

Dla kazdego podobszaru mozna napisa¢ brzegowe réwnanie catkowe typu

Cl.403 Tub po dyskretyzacji brzegu elementanmi brzegowyni utworzyc¢
macierzowe réwnania w postaci Cl1.513. Otrzymuje sie woéwczas:
Sug” <P 4> <Bl>
* FtG_31C0*31 L c1.773
L i i J
<ux> <B _>
1 2

dla podobszaru oraz



<u23 <p2> <BA>
* |_CGZ3 1cs2]h + C1.783

cup <P2> . s

dla podobszaru O0O~.

Warunki zgodnos$ci przemieszczen i réwnowagi sit+t na brzegu maja postac:
Cu 3 = <u > = <u > <p*> = -<pAr> = <p-“>. C1.793

taczac réwnanie Cl1.773 z Cl1.783 oraz uwzgledniajagc Cl1.793 otrzymuje sieg

nastepujace roéwnanie macierzowe:

r<u_>1
1
CH_3 CHI3 -CG13 O3 c6 3 [03 <B 3
1 1 1 Cul} 1 L <PI> + 1
—_ - - cCl.803
03 CHI3 CG13 CH_3 Cp1 03 1G_3 <B >
L 2 H 2 <Ez L 2 2
2 J
Uwzgledniajac warunki brzegowe, réownanie Cl1.803 mozna przeksztatcic
do postaci Cl1.573, w ktoérej nieznane wielkos$ci na brzegu zewnetrznym oraz
przemieszczenia i sity na T znajduja sie w macierzy kolumnowej cX3 ,
natomiast [Al Jest macierzg blokowo-pasmowag"~
1.3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W DYNAMICZNEJ TEORII SPREZYSTOSCI
1.3.1. Brzegowe roéwnania catkowe dynamicznej teorii sprezystosci
Rozpatrywane Jest ciato sprezyste, zajmujace obszar 0c<Sd C<2=2 lub 33
z brzegiem T, poddane dziataniu sit objetosciowych bCx,t3, x N, oraz
warunkoéw brzegowych w postaci:
przemieszczen Crys.1.53:
uCx,t3=uCx,t3 , x«gT , cl1.813
i sit
pCx ,t3 =p Cx ,t3 , iceT”, cl. 823
gdzie te7"=C0,T] Jest czasem, 1MJ r~r oraz r2=0e-
Ruch ciata opisany Jest, w ramach liniowej teorii sprezystos$ci,
hiperbolicznym réwnaniem rézniczkowym:
Laqu,t3:LSqu,t3 + puCx, t3=bCx, t3 , wed, cl.833
gdzie elementy operatora eliptycznego L~ opisane sa zaleznos$cig Cl.93, P
Jest gestosdciag osrodka.
Réwnanie CI1.833 spetnione jest dla t>0, a przy t=0 powinno spedniac

warunki poczatkowe:

uCx,03=u Cx3, uCx,03=u Cx3, xe0. cl. 84,3



Rys.1.5 Ciato odksztatcatne obcigzone dynamicznie

Fig. 1.5 The deformable body loaded dynamically

Réwnanie cl. 833 mozna rozwazac na catej osi

czasowej C -0o0» +003 W klasie
funkcji uogélnionych i1 wéwczas ma postac:
LduCx.t3=bCx, t3 C1l.853
-00< t< 00, X<EO,
gdzie
bCx ,t3 =bCx ,t3 +piu Cx364Ct3 »ucx3SCt3 1, c1.80}

<5Ct3 i O6*ct3 sq odpowiednio dystrubucjag Diraca i

jei pochodna, natomiast
pola przemieszczeh i sit objetosciowych sa okredlone na osi czasowej w
sposdéb nastepujacy:
IX*t3. t>0,
mC x ,t3 m=u, b. cl. 873
- C t<0,

Dodatkowo w obszarze O rozpatrywane jest pole przemieszczen
ktére spetnia

u"Cx, t34
réwnanie:

LAu* Cx ,13=b*Cx ,13 ,

cl .883
~00< t< co, xefi.
Réwnania Cl1.853 i C1.883 przedstawi¢ mozna nastepujaco:
L u =">b -pu, Cl.89a3
Lu* = b* -pu*

C1.89b3
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Rozpatrujac pole przemieszczen u* w chwili czasu ct-r3 oraz pole u w
chwi r otrzymuje sie na podstawie CIl.163» ze
CL uCy, ¢t3 *u*Cy, t-r3 - L u“Cy, t-r3 *uCy, r3 JdfiCy3 =
s a
[¢]
C1.903
\|Pniy>u* Cy, t-r3 *uCy, r3 - Pn<y JuCy,r3 *u*Cy, t-T3 3drCy3
Zalezno$¢ Cl. 903 scatkowana po r w przedziale C-co,o0a> przybiera postac:
JCu*#L u - L u**u3d0 = N\CP u**u - u* u3dr, cl1. 913
J a a J n
o r
gdzie symbol * oznacza splot wzgledem czasu.

Przyjmujac, ze gestos¢é¢ osrodka nie zalezy od czasu oraz uzgledniajac
wzory cl1.893 w Ci.913 otrzymuje sie zasade wzajemnos$ci prac dla
zagadnienia nieustalonego teorii sprezystosci:

ICu**b - b<*u3dft = NCI>u**u * u*#*» u3dr. cr.923

Zaktadajac, ze pole przemieszczen u*=UCx,y*t3 Jest wywotane przez
jednostkowa, chwilowa site skupionag b* =6Cy-x3<5131 dziatajaca w
nieograniczonej przestrzeni sprezystej, otrzymuje sie ostatecznie brzegowe
réwnanie catkowe dynamicznej teorii sprezystos$ci:

cCx3uCx.t3 « JPEX.y,tiFuly . teanCy3 « jbcx, y, t3#pcy ,t3drcys

r r
€1.933
+ #UCx,y,t3*bCy,t3dOCy3
a
gdzie
PCx,y,t3* [p Cx,y,t3] * g Uucx.y,t3l Ci. 94,3
L Jaxd L J
natomiast pCy,t3 jest wektorem sit powierzchniowych.
6dy punkt XGCi to cCx3=1 i pole naprezen wewnatrz ciata okreélone jest

nastepujaco:
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[m v y,t3#PkCy,t5drC y5 I w - MRTS y.0 dreyls
C1. 955
K kC x,y,t3*b)Cy,t3da:y3.
gdzie X<=n.
c1.965

ijk T Cim &*

W przypadku jednorodnego o$rodka izotropowego rozwigzanie podstawowe

UCx, y,tD“[U_Cx,y, t) 3 ma postac:

U Cx,y,o0 = _L_ L_H 6r _ L.
Anpc. 1 r c_
2 2
1.98D
gdzie
dla t<r/c
(t- -
v c i+
dla t>r/c
fr-T)
dla zagadnien przestrzennych, oraz
c1.99)
gdzie
HCt - a)
f Ct.abD =
fCct.aD = HCt-a) Jt 1net =« \]tz—az J - \] t2-a2 1
H - funkcja Heaviside*a,

dla zagadnien dwuwymiarowych.



We wzorach cl. 98) i Cl. 99%) cr=[CX.+27)/p] 2 oznacza predkos¢ fali
dylatacyjnej, natomiast cz=C/j/p)1/2 oznacza predkosc¢ fali skretnej w

osrodku sprezystym.

Réwnanie catkowe cl1.93) Jest stuszne zaréwno dla zagadnien
wewnetrznych Ca wiec c ograniczonych), Jak i dla probleméw
zewnetrznych, gdzie mamy do czynienia z nieograniczonym lTub

pétograniczonym osrodkiem sprezystym2*

Réwnanie cl1.93) rozwiagzac mozna w dziedzinie czasowej, stosujac
metode krokéw czasowych, lub w dziedzinie transformat, stosujac metode

transformacji catkowych Laplace’a lub Fouriera.

1.3.2. Metoda krokéw czasowych

Istnieja dwa sposoby rozwigzywania réwnania catkowego cC1.93) w
dziedzine czasu. W pierwszym ujeciu kazdy krok czasowy At rozwazany jest
jako nowe oddzielne zadanie, w konsekwencji czego na konfcu kazdego kroku

nalezy obliczy¢ przemieszczenia i predkosci wewnagtrz obszaru 0 i traktowac

je jako warunki pseudopoczagtkowe dla nastepnego kroku. W drugim ujeciu
catkowanie po czasie przeprowadza sie zawsze startujac od chwili
poczagtkowej t=0 i dlatego przemieszczenia i predkosci nie musza by¢
obliczane dla krokoéw posSrednich. Drugie ujecie Jest szczegodélnie efektywne
dla zagadnien z jednorodnymi warunkami poczatkowymi . Nizej przedstawione
jest ujecie drugie, w ktérym dla uproszczenia rozwazan przyjeto, ze

warunki poczatkowe i sity objetosSciowe sg zerowe.
Okres czasu te co,t k3 dzielony jest na M krokéw czasowych At = t‘j
tﬂ}r w=1,2,../f. Przy zatozeniu, ze b=0, formuta catkowa Cl. 93) odniesiona

do chwili t~ moze by¢ zapisana w postaci

cCx)ulx,t”) + J JtPCx,y, t~-T)uCy,T)-UCx,y,t_-T)pCy,r) 3drdr =

t
ol "
t c1.100)
r
m-1
'X | CPCx,y,t'Dt) uCy,r) - UCx,y,t'Dr) pCy,r)3drdr,
t r .71=1,2, .. M
r-i
Przyjmuje sie, ze pola przemieszczen uCy,T) i sit brzegowych pCy,r)

zmieniajag sie liniowo w kazdym przedziale czasu At

Jest to bardzo wazna zaleta metody elementéw brzegowych, poniewaz nie
trzeba wprowadzac¢ sztucznej granicy nieskonczonego obszaru Cjak to Jest
w przypadku metody elementow skonczonych lTub metody réznic
skonczonych), na ktoérej narzuca sie specjalne warunki brzegowe

symulujace fizyczne zachowanie sie badanego zjawiska dynamicznego w
nieskonczonosci
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uCy.0O * Nm umiCy5 + Nm u”Cy}
pCy,tD = Nm pm *CyD + Nm pmCy3,

gdzie funkcje interpolacyjne czasu maja postac

Nm o= ‘mT £ Nm = Sl A

At m At

OmCT3 = H [r-Cm-13 At) - H Ct- n At],

przy czym umCy5 = uCy.t”"D oraz pmCy5 = pCy.t~"D, zas H jest funkcja
Heaviside’a.
Formuta catkowa Cl. 1005 przyjmuje teraz postac

ci.ioi:

ch5qu,tt5 + j|mex.y3uCy.tm3drCy|5 = [I/’\.prCy.tm5drCy3 + RCx.tm3.
n

gdzie

umCx,yD=CI/Atl |Cr-t 5UCx.y,t -73dT,
J m-1 m
m- 1

t
n

PMCx,y3-i l/At] lcT-t _3PCx»y,t -TAdr,

m

RCx.tm}—CI/A t] hprx»tm_in eng —|OUCx,y,tm-r|dr

r tm—l

t
m

—qu,tm_IDJ Ctm—rDPCx,y,tm—IOdrISirCyD

t

m- 1

t

‘ | | | |HCx .y »tr -1 PCY 18D = PCx% yy, " -TDwCy» 10 jkdrdrCyD.

r-1

W przypadku gdy N~=N7=0,SA"C tO, to opisana procedura krokéw czasowych

redukuje sie do aproksymacji pola przemieszczen i sit powierzchniowych
przedziatami statymi.



Réwnanie CIl. 1015, dla kazdej chwili czasu mozna sprowadzi¢ do
uktadu réwnan algebraicznych wczedniej omdéwionych. W tym celu, podobnie
Jak w przypadku zagadnienia statycznego, nalezy przeprowadzi¢
dyskretyzacje brzegu za pomocag elementéw brzegowych 1 aproksymowac
brzegowe przemieszczenia i sity =za pomoca warto$ci weztowych i funkcji
ksztattu. W rezultacie dla kroku m otrzymuje sie uktad rownan

algebraicznych

IAm] <Xm> = [Fm] <Zm> + <Rm>. - s

gdzie:
- CA**] i IFm] sg macierzami kwadratowymi, ktérych elementy zaleza od

catek brzegowych o Jadrach UmCx,y3 i PmCx,y3,

- <Xm> jest macierzg kolumnow g zbudowang z nieznanych wartos$ci
przemieszczen i sit brzegowych w chwili t~,
- <Zm> Jest macierzg kolumnowga zalezng od danych wartosci przemieszczen

1 sit brzegowych oraz catek brzegowych o jadrach UmCx,y3 i PmCx.y3,
- <Rm> Jest macierzag kolumnowa, ktérej elementy zalezg od historii procesu
dynamicznego poprzedzajgcego chwile t~.
W przypadku zagadnieA tréjwymiarowych, z uwagi na prostote rozwigzan
podstawowych UCx,y,t3 i PCx,y,t3 catkowanie po czasie moze by¢

przeprowadzone analitycznie Cpor. C1.133.
1.3.3. Metoda transformacji catkowych

Metoda ta polega na wyeliminowaniu czasu z réwnan ruchu oS$rodka

sprezystego przez zastosowanie transformacji catkowej Laplace*a:

©
fCx.s3=Jf <fCx.t5> = J fCx.0e~°Ildt. Cl.1025
0
lub Fouriera:
00
?Cx,w3=y <fCx,t3> = J fCx,t3e"v6*dt. Cl. 103D
-00

W rezultacie hiperboliczne réwnanie C1.833 sprowadza sie do réwnania
eliptycznego, natomiast wektorowe réwnanie catkowe C1.933 przyjmuje

postac:

cCx3uCx,s3 + JpCx,y,s3uCy,s3drCy3 = |uCx,y,s3pCy,s3drCy3

r r
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gdzie UCx,y,s3=.£ CUCx,y,t33 i PCx,y,s3=,*' CPCx,y,t33.

Réwnanie catkowe C1.1043 dla wustalonego parametru przeksztatcenia
Laplace*a s ma posta¢ podobng do zagadnien statycznych. Dlatego procedura
rozwigzania Jest taka sama. Polega ona na rozwigzaniu tego réwnania dla
szeregu warto$ci parametru s za pomocg dyskretyzacji elementami brzegowymi
wzgledem nieznanych wartoéci brzegowych transformat przemieszczen uCx,s3
i sit pCx,s3 na podstawie danych warunkéw brzegowych i poczatkowych,
wyrazonych w postaci transform at.

Na koAcowym etapie rozwigzania nalezy przeprowadzi¢ numeryczne
odwracanie Cpor. C1.20, 1.27, 1.8333 otrzymanych transformat przemieszczen

i sit korzystajagc ze wzoru:

i ft+ia>
fCx.t3 = -- [ fC x,t3e"“'ds. i=v -1, Cl.1053
2ni i -
gdzie (3>0 oraz ReCs3>/?>0.
Powyzsza catka Jest okres$lona na ptaszczyinie zespolonej i réwnanie

catkowe C 1.1043 powinno by¢ rozwigzane dla zespolonych warto$ci parametru

s, ktéory przyjmuje postac:

s = @+ iC2rc/T3n, Cl. 1063

gdzie n zmienia sie od 1 do N i obejmuje caty przedziat czasu 7.

Jeéli stosuje sie przeksztatcenie Fouriera, to réwnanie catkowe
Cl. 1043 ma takag sama posta¢, z tym ze w miejsce parametru przeksztatcenia
Laplace*a nalezy podstawi¢ s-io> ROznica jest natomiast w odwracaniu

transform at, poniewaz stosujemy teraz nastepujacy wzo6r:

00
fCx.0 » J fCx.c€>el2,1"ldu. Cl. 107D

-00
W praktyce dolng i gérng granice catkowaniazastepuje sie skonczonymi

warto$ciami czestos$ci o>

Opis dynamiki os$rodka w dziedzinie transformat catkowych umozliwia

zastosowanie przedstawionego ujecia do zagadnien dynamiki i quasi-statyki
ciat lepk©sprezystych Cpor. C1.74, 1.52, 1.17, 1.3633.
Réwnanie stanu dla ciata lepko-sprezystego mozna przedstaw i¢

nastepujaco:
PCD3s..Cx,t3 = FCD3e, Cx,t3. Cl. 1083
5] Vi

gdzie PCD3 i FCD3 sa liniowymi operatorami rézniczkowymi:



PCD2>= J arDr* FCDD= j brDr, D=d/«*t, Dr=dr/dtr, C1.1092)
r=o r-o

natomiast s.v).i e.M.sq dewiatorami naprezen i odkszta#cen.

Wykorzystujac analogie sprezysto-lepkosprezysta zadanie
brzegowo-poczatkowe lepkosprezystosci rozwigzujemy w dziedzinie
transformat Laplace*a tak samo, jak zadanie teorii sprezystos$ci, z tym ze

w miejsce statych Lamego p i X nalezy w rozwigzaniu podstawowym wstawic

nastepujace wielkosci zalezne od parametru przeksztatcenia catkowego s:

ijCs) = FCsDA.2PCsD ], XV CsZ) = X +C2/32> C/j-ajVC52>3. C1.110D
Wada metody transformacji catkowych jest koniecznos$¢ stosowania
numerycznego odwracania transformat na kohAcowym etapie rozwigzania

zadani a4>

1.3.41. Drgania ustalone dynamiczej teorii sprezystosci. Wartosci wkasne
Duze znaczenie praktyczne ma analiza drgan przy wymuszeniu

harmonicznym. Wéwczas wpdyw warunkéw poczagtkowych mozna pomingé, natomiast

sita objetosciowa bCx,tD oraz brzegowe pola przemieszczen uCx,tD i sit

pCx,tD przedstawi¢ mozna nastepujgaco:
pCK.t~"pCy.uDe"1¢1, Ci.1113

gdzie bCx,6£, uCx,w) i pCx, <*0 sa zespolonymi amplitudami sit
objetosciowych, przemieszczen i1 sit brzegowych.
Zadanie brzegowo-poczgtkowe redukuje sie teraz do zadania brzegowego

opisanego rownaniem rézniczkowym o operatorze eliptycznym L”:

Lé‘qu,oO = Laqu,oO - po>2uCx,c*0 = bCx,a0. Cl. 1125

wraz z warunkami brzegowymi okreslonymi dla amplitud:

pCx ,a0 =p°Cx ,0D , xeT . Cl. 1135
Istnieje duza klasa zagadnien dynamiki stochastycznej, gdzie
rozwigzanie w dziedzinie transformat Fouriera, w postaci gestosci
widmowych losowych przestrzenno-czasowych pol przemieszczen, sit i
naprezen daje wystarczajacag charakterystyke analizowanego procesu
dynamicznego os$rodka bez koniecznos$ci powrotu do dziedziny czasowej

Cpor . roz. 45.
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Brzegowe roéwnanie catkowe przyjmuje teraz postac:

cCx5uCx,<05 + JPCx,y,CL>5uCy,<05drCy5 = juCx,y,o005pCy»co5drCy5

Cl.1145

+ Cx,y,w)bCy,w5d0Cy5

gdzie UCx,y,to5 Jest rozwigzaniem podstawowym operatora Ld
Powyzsze roéwnanie mozna otrzyma¢ w sposd6b formalny wstawiajac s=ic6 w
réownaniu Cl.1045, opisujacynm drgania nieustalone w dziedzinie transformat

Lapl ace *a .

Dyskretyzujac brzeg ciata za pomoca elementow brzegowych i
aproksymujac amplitudy uCx,0>5, pCx,<o05, dla kazdej wartosci <o=CtolL5,
1=1,2,.., za pomocag wartosci weztowych i1 Ffunkcji ksztattu, otrzymuje sie

nastepujacy uktad réwnan algebraicznych:
[HC co5 1<uCco5> = 1GC<051<pCa5> + <BC<o5>, <0=C0"5 , 1=1,2,.. Cl.1155

gdzie kwadratowe zespolone macierze [HC<o5] i 1GC<053 sg obliczane dla ciagu

wartosci 1=1,2 ...
Uwzgledniajac warunki brzegowe cl.1135, réwnanie Cl.1155 mozna

transformowaé¢ do nastepujacej postaci:

[ AC<05)<XC<05> = <YC<05>, <0=Cco5, 1=1,2,.. Cl.1155

Réwnanie to dla ciat ograniczonych posiada Jednoznaczne rozwigzanie z
wyjatkiem przypadku, gdy <o2 nie Jest wartos$ciag whasng operatora LR?
W przypadku Jednorodnych warunkéw brzegowych i przy zerowych sitach

objetosciowych réwnanie CI1.1165 przyjmuje postac:

IAC <05KXC<o05> = 0. Cl.1175

Koniecznym i dostatecznynm warunkiem istnienia nietrywialnego

rozwigzania réwnania Cl.1175 Jest, aby
det |[AC<c51] = O. C1. 1185

Pierwiastki réownania Cl. 1185 sg wartos$ciami wtasnymi problemu CI. 1175.
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Poniewaz macierz CACoOl jest pe#na i niesymetryczna, wiec numeryczne
okreslenie wartosci wkasnych Jest pracochdonne . Znajac wartosci whasne

mozna nastepnie obliczy¢ postacie stosujac roéwnanie CI.1175.

1.3.5. Alternatywne sformutowanie dynamiki o$rodka sprezystego w ujeciu
metody elementédw brzegowych”

Ghoéwnag wadag przedstawionych metod rozwigzania zagadnienia
dynamicznego teorii sprezystosci byta koniecznos¢ obliczania macierzy
wspodczynnikéw dla kazdej chwili czasu Cmetoda krokéw czasowych} lub dla
ciggu wartosci parametru przeksztatcenia catkowego Cmetody transformacji
catkowych}. Wynika to z faktu, ze rozwigzanie podstawowe elastodynamiki
zalezy od czasu. Prezentowane nizej alternatywne wujecie bazuje na
rozwigzaniu podstawowym statycznej teorii sprezystosci UCx,y5 i wymaga
tylko Jednokrotnego obliczenia macierzy wspoédczynnikéow. Prezentowana
metoda umozliwia utworzenie macierzy masy uk#adu sprezystego tylko na
podstawie dyskretyzacji brzegu uk#adu mechanicznego.

Stosujac do wzoru Cl1.835 formute Greena oparta na rozwigzaniu
podstawowym operatora L otrzymuje sie

cCx5uCx,t5 + JPCx.y3uCy.t8drCy8 = Jlkx, y5pCy, t5drCy5
T T Cl1.1195
¢ JuCx.y3bCy.+3d0Cy3 - pJuCx,y3uCy.t3dOCy3.

0 0

Ostatnia catka po prawej stronie roéwnania C1.119> zawiera nieznane pole
przyspieszen uCy. ti«Cu”Cy,t33 wewnatrz obszaru O. Zaktada sie. ze pole to
mozna wyrazi¢ w postaci sumy iloczynéw nieznanych  funkcji czasu
"iCt3=Cg-5(O 3 i znanych funkcji wspédrzednych FJICy3, vyeti.:

u.cy.ta - ajct3ficy3. ci.1203

Funkcje bazowe fXy3 mozna wybra¢ w rézny sposéb. Jedng z najprostszych

klas funkcji bazowych opisuje relacja Cpor. ti .59-i .63]3:

fiCy3 = RCA.,y3. Ci.1213

gdzie RCAN,y5 jest odlegtoscia od pewnego punktu A. do punktu y.

Jezeli wyrazenie potraktowa¢ Jako pseudosite objetosciowg, to
wywotuje ona w nieskorniczonej przestrzeni sprezystej pole
pseudoprzemieszczen spedniajace roéwnanie:

|_®c*' 3 = gfj.
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Stosujac teraz wzor Greena 1 uwzgledniajac CI1.1203. czdon inercyjny w

formule CI. 1193 przyjmuje postac:

ajCt3JuCx.y3f jJCy3dOCy3=ajCt3]-cCx3*ICx3

0
Cl. 1223

+ Jucx,y35:jcy3drcy3 - JpCx.y3*ICy3drCy3j .-

pseudoprzemi eszczen i pseudonaprezen

gdzie i ZXyZ> sa wektorami
sprezystej przez pseudo-

wywodanych w nieograniczonej przestrzeni

site objetosciowg
Ostatecznie réwnanie Cl. USD przyjmuje postac:

cCx3ulCx.t3 + JpCx,y3uCy.t3drCy3 - JuCx, y3pCy.t£3drCy3

r r

- JpCx.y3»jCy3drCy3jalCt3

pl-cCx3*jCx3 + JuCx.y3TJICy3drCy3
Cl1.1835

r r

+ HJCx.yDbCy.tDdOCy},

0

pokrywa sie z w-tyra punktem wezdowym na brzegu r.
sit brzegowch pCy,t5 oraz pola
ksztattu i

gdzie
Aproksymujac pota przemieszczen uCytO™*

pseudopr zemi eszczenn ~CyZ) i pseudosit ZIXy5 za pomoca Ffunkcji

wartosci weztowych otrzymuje sie

CHI <uCtD> + 1G) <pCO> -pCIHII*; — IGI ir])<aCt5> * <BCO>.

Macierze IHI i IGl okreslone sg identycznie do zagadnienia statycznego

zawieraja wartosci wezdtowe Ffunkcji 4™ i Zx

natomiast macierze 14&] i 1Z1
wszystkich punktéw  wezdowych yeA.,

Zaleznos¢ Cl. 1203 zapisana dla
J=1,2,.. W, przybiera nastepujaca postaé macierzowg

<iiCt)> * 1Dl <aCoO>,

gdzie IDlI jest macierza kwadratowg zawierajaca wartosci funkcji f*Cy} w

punktach wezdowych.



- 42 -
Ostatecznie otrzymuje sie uk#ad roéwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry w
postaci macierzowej ma postac:

[MI <uC t3> + 1Hl<uCt3> = 161<pCt3> + <BCt3>, Cl. 1243

gdzie macierz bezwkadnoséci wyraza sie zalezno$cia:

[MI = -pCIHUW - 1G11Z1DID1*1. Cl.1253

Po uwzglednieniu warunkdéw brzegowych, réwnanie CI.1243 przyjmuje postac:

(M']<%> + IH’I<%> = I@*Kp2> * IH**]<ui> + IM*'Kui> Cl1.1263
gdzie jest macierza kolumnowa nieznanych przemieszczen na brzegu r ,
natomiast macierzami kolumnowymi sit i przemieszczen

okreslonych przez warunki brzegowe C1.823 i1 CI1.813. Macierze CM*], CH*1,

16*), £H**], IM"*] okres$lone sg nastepujaco:

cl.1273

gdzie A reprezentuje macierze M, H i G, natomiast wskazniki 1 i 2 odnosza
sie do czesSci brzegu i
Réwnanie ruchu Cl1.1263 jest rozwigzywane metoda bezposredniego
catkowania wzgledem czasu, np. metoda Newmarka, Wilsona lub Houbolta.
Drgania swobodne sg szczegdlnym przypadkiem opisywanym przez rdéwnanie
ruchu Cl1.1263. Przyjmujac, ze na uktad nie dziatajag wymuszenia zewngtrzne
C<un>=0 i <pz>=03, oraz ze przemieszczenia zmieniaja sie harmonicznie w

czasie:

2 .
<u_> -C6 <U >, c1.1283
2 2

réwnanie ruchu Cl..1263 redukuje sie do postaci:

CIH™] - 2N n<u > = o. C1.1293

Réwnanie Cl1.1293 przedstawia uogélnione zagadnienie wktasne w

alternatywnym ujeciu metody elementéw brzegowych.



1.4. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Przyktad 1.1.

Dla ilustracji zastosowan metody elementéw brzegowych do obliczen
sprezystych elementédw maszyn obcigzonych statycznie rozwazono symetryczny
zab prosty ko#a =zewnetrznie wuzebionego Cpor. Burczynski i Mroéowczynska
[1.1833.

W literaturze przedmiotu najczesciej vrozpatruje sie wyodrebniony z
kota zebatego pojedynczy zagb obcigzony sitg skupiong w gérnej czesci
zarysu. Wptyw sgsiednich zebow jest najczesciej “pomi jany. Gtebokos¢
zamocowania wyodrebnionej czes$ci zeba zalezy od rodzaju kota zebatego i
moze by¢ uwarunkowana przyjeta metodg obliczeniowg Cpor. Muller CI1.5833.

Obliczenia wykonano dla zeba stalowego o nastepujacych parametrach:
liczba zeboéw w kole z=30. wspoé#czynnik orzesunigcia zarysu x*0, zebatka o
kacie zarysu cx =20""", promien zaokr gglenia gtowy zeba h~=0,38.

Wszyskie wymiary zeba odniesiono do modudu, tak ze wuzyskano geometrie
zarysu zeba w wielkos$ciach bezwymiarowych. Zab utwierdzono na brzegu

okreslonym punktami ABCD Crys. 1.63 1 obcigzono jednostkowg sita skupiong.

Naprezenia gtoéwne i przyjmuja na brzegu podstawy zeba wartosci
ekstremalne. Po stronie, gdzie przytozono site, naprezenia g46wne o sa
styczn* do brzegu swobodnego i maja znak dodatni, a naprezenia c/* sa
normalne do brzegu. Po stronie przeciwnej naprezenia gtdéwne a” sg styczne

do brzegu i maja znak ujemny, a naprezenia a” sa normalne.

Zwykle za podstawe obliczen wytrzymatosciowych przyjmuje sie naprezenia
po rozciaganej stronie zeba, gdyz tam najczesSciej rozpoczyna sig inicjacja
peknigcia zmeczeniowego, chociaz jak pokazujag obliczenia, po $ciskanej

stronie zeba bezwzgledne wartos$ci naprezen stycznych sa wieksze niz po

stronie rozciaganej. Dlatego za naprezenia kryterialne przyjmuje sie
maksymalne rozcigcja.igce naprezenia g4d6wne a, I max 5)
Zarys zeba podzielono na 118 liniowych elementéw brzegowych Wyniki

obliczen naprezen gtéwnych po obu stronach zeba przedstawiono na rys.1.6.
Maksymalne naprezenie réowne by4o 3.621 jednostek naprezenia.

Na 1identycznej siatce brzegowej zbudowano model numeryczny zeba za
pomoca metody elementéw skonczonych CI1.863. Siatka elementéw skonczonych
posiadata 3S6 tréojkatnych elementéw z liniowymi funkcjami ksztattu i miata
253 wezdo6w Crys. 1.73. Maksymalne naprezenie g#6wne w podstawie zeba po

stronie sity obcigzaigcej wynosido =3.126 jed. nap- i byto znacznie

a
Imcuc
mniejsze od wartos$ci, jaka uzyskano stosujac model elementéw brzegowych.

Réznice wynikaja m. in. z tego, ze stosujac tréjkatne elementy skonczone z

liniowymi funkcjami ksztattu otrzymuje sie naprezenia state wewnatrz

J) W pracy wtasnej Cl. 183 rozwazano takze 1inne modele dyskretne zeba,
zwierajace 78, 98, 138, 158 i 178 liniowych elementéw brzegowych. Podano
tam takze globalne i lokalne kryteria adaptacyjne umozliwiajace
zageszczenie siatki elementéw brzegowych.




Rys. 1.6 Dyskretyzacja zeba elementami brzegowyni. Wykres naprezen gtéwnych

Fig. 1.6 Boundary element discretization of a tooth. Diagram of principal
stresses



Rys. 1.7 Dyskretyzacja zeba za pomoca elementéw skoriczonych

Fig. 1.7 Discretization of the tooth uslng flnlte elements

elementu skorficzonego. Zwykle odnosi sie je do Srodkow ciezkosci
poszczeg6lnych elementéw. Jednakze $rodek ciezkosci elementu skonczonego
przylegtego do brzegu nie lezy wprost na brzegu, lecz Jest od niego
oddalony w kierunku wnetrza.

Dla tego samego poziomu dyskretyzacji metoda elementéw skonczonych daje
zwykle mniej dok*adne wyniki obliczen niz metoda elementéw brzegowych

Cpor. [1.57, 1°.6835. 0Odnosi sie to szczegdlnie do =zagadnien, w ktoérych

okresla sie naprezenia na brzegu ciata. %
*W obliczeniach przeprowadzonych za pomoca metody odwzorowan
wiernokatnych cl.58], bedaca Jedna z bardziej rozpowszechnionych i

zaakceptowanych metod s4uzacych do okreslania naprezen w podstawie zeba,
dla zeba o takich samych parametrach jak analizowany w niniejszej pracy,
otrzymano maksymanle naprezenie gtdédwne &zmax réwne 3,629 jed. nap-

Wyniki obliczen naprezen uzyskane za pomocag metody elementéw brzegowych
sa bardzo zblizone do tych jakie, otrzymano stosujac metode od,wzorowan
wiernokatnych. Swiadczy to o tym, ze metoda elementdéw.brzegowych Jest
skuteczng i efektywna technika numeryczng w analizie wytrzymatosSciowej
zebow.

Inne zastosowania metody elementéw brzegowych do statycznych obliczen

elementéw maszyn znalezé mozna w pracy autora CI.13].



Rys. 1.8 Dyskretyzacja wspornika: a3 elementami brzegowymi
bD elementami skonczonymi

Fig. 1.8 Discretizationofa bractet by means of:aD boundaryelements,
b3 finite elements

Rys. 1.9 Pierwsza posta¢ drgan wtasnych wspornika

Fig. 1.9 The first mode of free vibration of the bracket



Przyk#ad 1.2.

Dla ilustracji zastosowania metody elementéw brzegowych do =zagadnien
dynamicznych» w wersji opisanej w p. 1.3.5, rozwigzano zagadnienie wkasne
dla wspornika przedstawionego na rys. 1.9.

Zatozono, ze uktad znajduje sie w ptaskim stanie odksztatcenia i
wykonany jest z materiatu o nastepujacych w#asnos$ciach: modu+ Younga
0,21x01042CPal , liczba Poissona i>=0,3, gesto$¢ p=7860C kg/m9].

Do dyskretyzacji uktadu zastosowano 48 liniowych elementéw brzegowych
Crys. 1.8aD. W wyniku obliczeAn wyznaczono trzy pierwsze czestos$ci drgan.
Wynosity one kolejno a2i=2122C s-13 Cokres drgan 0, 296*10~2Cs33,
u,=S176[s"“] i M_=5741 [s“1].

Jednoczes$nie wykonano obliczenia za pomoca metody elementéw
skonczonych. Do dyskretyzacji uzyto 108 elementow czterowezdowych
Crys.l.SbD. Otrzymany ta metoda okres drgan wynosit+ 0,312*10 2Cs3.

Na rys. 1.9 przedstawiono pierwsze postacie drgan wtasnych otrzymane za
pomoca obu metod.

Przedstawiony przyktad, a takze wiele innych rezultatéw numerycznych
otrzymanych dla zagadnien wtasnych i drgan wymuszonych Cpor. prace
Burczynskiego i Fedelinskiego cl.15, 1.28, 1.2933, wskazuja na duzag
doktadnosé¢ i efektywnos¢é¢ metody elementéw brzegowych w rozwigzywaniu

zagadnien dynamiki o$rodka sprezystego.
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2. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE ZAGADNIEN NIELINIOWYCH

2.1. UW*GI WSTEPNE

Metoda elementoéw brzegowych* jako uniwersalna metoda numeryczna
mechaniki,««znalazta najwieksze zastosowanie w vrozwigzywaniu zagadnien
liniowych. Przebieg rzeczywistych zjawisk i procesow mechanicznych
zachodzgcych w odksztatcalnych ciatach statych wykracza zwykle poza ramy
modeli liniowych Cpor. np. [2.19, 2.39, 2.42, 2.52, 2.60, 2.61, 2.7533.

Metoda elementéw brzegowych, jako rozwijajaca sie intensywnie metoda

numeryczna, nie znalazta jeszcze tak szerokiego zastosowania do
nieliniowych zagadnien mechaniki, Jjak metoda elementéw skonczonych
Cpor. np. C2.27. 2.53, 2.7433. Za pomoca tej metody mozna jednak

sformutowacd i rozwigzaé¢ nieliniowe problemy mechaniki postugujac sin
powszechnie stosowanymi procedurami przyrostowymi 1 iteracyjnymi.

Pionierska praca poswiecong zastosowaniu metody elementéw brzegowych
do zagadnien fizycznie nieliniowych byt artykut Swedlowa i Cruse*a [2.623
i 1971r W pracy tej po raz pierwszy sformutowano przestrzenne zagadnienie
plastycznego p#ynigecia w postaci catkowej, uwzgledniajgcej odksztatcenia
plastyczne.

Ptaskie zagadnienia teorii plastycznos$ci oraz sprezysto-plastyczne
skrecanie preta w ujeciu metody elementéw brzegowych rozwazane bydo w
pracy Mendel sona i Albertsa C2.403. "

Mukherjee C2.433 sformutowat ptaskie zagadnienie termo-sprezysto -
plastycznos$ci w ujeciu brzegowych roéwnan catkowych oraz wskazat na pewne
nieprawidtowosci w formutach prezentowanych w pracach Mendelsona.

Bardzo wazny wktad, do badania zagadnien niesprezystych w ujeciu
brzegowych réwnan catkowych wnidést Bui C2.93, ktédry przedstawi4* poprawnie
sformutowane wyrazenia na gradient ecatki osobliwej cz4tonu nieliniowego
zawierajacego odksztatcenia plastyczne. % *

w pracach Tellesa i Brebbi c2.fi, 2.66-2.693 podano kompletne
sformutowania metody elementéw brzegowych dla zagadnien tréjwymiarowych i
dwuwymiarowych teorii plastycznosci w ujeciu odksztatcen i naprezen
wstepnych oraz pseudosit objetosSciowych.

Nastepnie pojawito sie wiele prac. w ktoérych metoda elementoéw
brzegowych stosowana byda od réznych problemdédw niesprezystych. Warto tu
wymienié¢ nastepujace prace: Banerjee i Mustone [2.53, Banerjee i Cathie i
Davies [2.23, Banerjee i1 Cathie [2.33, Mukherjee [2.453 , Nashimura i
Kobayashi C2. 493 , Benitez, Alarcon,Brebbia i Telles C2.7J, Oliveria Faria,
Mota Soares, Pereira i Brebbia CC2.553, Banerjee i Davies [2.43, Maier i
Novati c2.333, Maier i Polizzotto [2.363, Mustone [2.483, Banerjee i
Raveenda £2 63, Henry i Baner jee [2.20, 2.213, Telles i Carrer C2.713 oraz

opracowanie Burczynskiego [2.103. «
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Problemy plastycznego przystosowania do obcigzen cyklicznie zmiennych
w czasieOl badali Maier i Nappi [2.323 oraz Maier i Polizzotto [2.373.

Préobe symetrycznego ujecia metody elementdw brzegowych do zagadnien
sprezysto-plastycznych podjeli Maier [2.31], Maier i Polizzotto [2.38] i
Polizzotto [2.57-2.59], Maier, Novati i Sirtori [2.35] oraz Novati i
Burczynski [2.51].

Zagadnienia nieliniowos$ci geometrycznych formutowane byty
nastepujacych pracach: Novati i Brebbia [2.50] oraz Chandra i Mukherjee
[2.15-2.18, 2.46].

Problemy nieliniowe geometrycznie i fizycznie dla ptyt rozwazane byty
przez nastepujacych autoréw: Kamiya [2.22, 2.23], Kamiya i Sawaki [2.24,
2.25], Kamiya, Sawaki, Nakamura i Fukui [2.26] oraz Tanaka [2.63, 2.64].

Uogélniong koncepcje zastosowania metody elementéw brzegowych do
probleméw opisanych nieliniowym réwnaniem operatorowym przedstawili Tosaka
i Kakuda [2.72].

Zastosowanie nieosobliwej wersji metody elementéw brzegowych, opartej
na metodzie Trefftza, przedstawit+ dla zagadnien sprezysto-plastycznych
Zielinski [2.73].

Z opracowan ksigzkowych Jlub samodzielnych rozdzia4déw monograficznych
ujmujacych tematyke zastosowania metody elementdéw brzegowych do zagadnien
nieliniowych nalezy wymieni¢: Telles i Brebbia [2.70], Mukherjee [2.443,
Telles [2.653, Maier, Novati i Perego [2.343 oraz Mukherjee i Chandra
[2. 473 .

Oméwione wyzej prace dotycza zastosowania metody elementdow brzegowych
do nieliniowych zagadnien statycznych.

Ostatnio metoda elementéw brzegowych znalazta takze =zastosowanie w
nieliniowych zagadnieniach dynamicznych. Pierwsza prébe zastosowania
metody do sformutowania problemoéw dynamicznych z nieliniowosSciami
geometrycznymi i1 fizycznymi podjeli Burczynski i1 Adamczyk [2.11, 2.13.

Ci sami autorzy stosowali takze metode do zagadnien dynamicznych z
nieliniowymi warunkami brzegowymi C€C2.12, 2.133.
Kantoni i Beskos [2.28-2.303 zastosowali metode elementdéw brzegowych

do dynamicznych zagadnien sprezysto-plastycznych i lepko-plastycznych.

Uogé6lnione sformutowanie dynamicznych zagadnien nieliniowych
mechaniki w ujeciu metody elementdw brzegowych, uwzgledniajace
nieliniowos$ci geometryczne Cw opisie materialnym i przestrzennymi),

fizyczne i1 nieliniowe warunki brzegowe przedstawili Burczynski i1 Adamczyk
[2. 143 .

W niniejszym rozdziale przedstawiono, na podstawie oryginalnych prac
wtasnych, sformutowanie metody elementéw brzegowych dla nieliniowos$ci

geometrycznych, fizycznych oraz dla nieliniowych warunkéw brzegowych.

~ ang. "shakedown"
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Zagadnienie ujeto w spos6éb ogdélny i jednolity dla wymienionej klasy
nieliniowosci uwzgledniajac jednoczes$nie dynamiczny stan osrodka

mechanicznego.
2.2. NIELINIOWOSCI GEOMETRYCZNE
2.2.1. Opis materialny
Przyjmuje sie, ze w chwili poczatkowej t=0, rozpatrywany os$rodek,

wypedniajacy obszar 0c?d C<2=2 1lub 33 i ograniczony brzegiem T, opisany

jest w kartezjanskim uktadzie wspdéirzednych Lagrange’a x" z bazg e

CE-1 »..<E>. W chwili nastepnej t>0 os$rodek przemieszczajagc sie wypedni
obszar V ograniczony brzegiem S. Bedzie on opisany w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych Eulera z™" z ta samag baza e_ Zaktada sie, ze r i S

spedniajag warunki powierzchni Lapunowa.

Odwzorowanie obszaru 0O w V ma postac:

z = u.Cx.t3 + Xx X «=Q, z eV*T, T=CO0:t3, t<=C0,c*D, c2.13
L L7k [ L L

gdzie ucjest sktadowg wektora przemieszczenia qu,t3=CuLCx,03
Deformacja osrodka opisana zaleznoscia Cc2. 13 generuje pole
odksztatcen i naprezen. W opisie materialnym Lagrange’a tensor odksztatcen

skofnczonych Greena ma postac:
.= u. .+ u_ .+ U ,u, .= 2e  + 2n ., c2.23

gdzie wyrazenia e. . i n. przedstawiaja liniowa i nieliniowag cze$¢ tensora
-V
Tensorowi Greena odpowiada tensor naprezen Kirchhoffa T . ktOry
0

spednia réwnania ruchu Signoriniego Cpor. C2.1933:

3, + pu =b , Cx,k.t3<:0xT:OT. Cc2. 3a3*

Cx tt3eTxT=r_, C2. 3b3
\ T

gdzie n. jest jednostkowym wektorem normalnym do brzegu T, b i p
przedstawiaja odpowiednio site objetosciowa i powierzchniowa, ktore
odniesione sg do konfiguracji poczatkowej.

Zaktadamy, ze pole przemieszczen spetnia jednorodne warunki
poczatkowe. Nie zmniejsza to ogélnosci rozwazan, bowiem kazde
niejednorodne zagadnienie poczatkowe mozna sprowadzié¢ do jednorodnego

przyjmujac, ze w sile objetosciowej b wuwzglednione jest wymuszenie ruchu



osrodka warunkami poczatkowymi Cpor. roz. 15.

Uwzgledniajgac C2.13 w rdéwnaniach C2. 35 otrzymuje sie:

C2. 4a3

C2. 4b5

Wielkosci b* oraz p* traktowa¢ mozna odpowiednio Jako pseudosite
objetosciowa i pseudosite powierzchniowa. Wéwczas roéwnania C2.45 sa
identyczne z réwnaniami Eulera wystepujacymi w teorii maktych odksztatcen.
Do ich rozwigzania zastosowa¢ mozna sposOb opisany ponizej.

Rozwazane Jest zagadnienie przestrzeni sprezystej obcigzonej w chwili
czasu t“r, w punkcie y*Cy.5 sida skupiona dziatajaca w Kkierunku wersora
e” W przestrzeni tej powstanie pole przemieszczen U mCx.y,t-r5 Cpor wzér
Cl. 9955, ktoéore Jest odpowiedziag na Jednostkowy impuls &' m<5Cx-y56Ct-T5.
Rozwigzanie podstawowe Uim generuje pole odksztatkcen Eijm i naprezen Tujm
Naprezenia T, spedniaja rownania ruchu Eulera:

-T .. _ + pil. = <& <5Cx-y3<5Ct-r5, Cx.y5«Sd C2. 5a5
ijmj im im

C2.5b5

i sg zwigzane z odksztakceniami prawem Hooke “a:

T'ij - Z#iEtjm + ﬁ_jXEka C2. 65
gdzie

E m C ¢ U.

u
Ljm m.j mJ.

W celu wyprowadzenia brzegowych formu# catkowych w opisie Lagrange*a
pomnézmy réwnanie C2,4a) przez rozwigzanie podstawowe elastodynamiki 117 i

scatkujmy po obszarze Otrzymujemy wtedy.
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gdzie d0O~-dOCx3dT.
Stosujagc twierdzenie Gaussa-Gstrogradskiego oraz biorgc pod wuwage
jednorodno$¢ warunkéw poczagtkowych réwnanie C2.73 po przeksztatceniach

przyjmuje postac:

_ = .
fu; pdro, ‘im,}ﬁ"kj T 7-d0 ¢ . ydo Su; bdo, -IfEijmTideT' c2. 83

gdzie drT=drCx3dT.

Podobne operacje wykonywane sa z roéwnaniem C2.53. Jesli pomnozy¢ go

przez u™ i scatkowaé¢ po obszarze . to otrzymuje sie nastepujaca postad
catkowa:
- N “ . - _Loel . Cc2 93
fu'ipimdrT + pruimuldﬂT umCy t3 JITIJmeleOT
r o G
T T T
Odejmujac teraz od réwnani a C2. 93 réownanie c2.83 otrzymuje sie

ostatecznie CBurczynski i Adamczyk ta. 1433:

n =
unCy, t3 'Ifulmp T IPent 97y © 'Ifuimbidd_l_
r
T
C2.103
Fuin i Tii e, w90 ¢ T e ~Eignli 3907 -
o n
T T
Powyzsze wyrazenie przedstawia uogo6lnienie formuty catkowe]j

Somogliany na dynamiczne zagadnienia geometrycznie nieliniowe w opisie

materialnym. Jesli w formule catkowej C2.103 pominagé cz4ony nieliniowe

Cdwie ostatnie catki3, to beda one przedstawiac znany wzér Somogliany dla
zagadnien geometrycznie liniowych Cpcr. roz. 13. 1Inne szczegdélne postacie
formuty C2. 103 zalezg od przyjetego roéwnania konstytutywnego oS$rodka.

Problem ten rozwazany jest w p. 2.3.



2.2.2. Opis przestrzenny

Postugujac sie opisenm przestrzennym Eulera. wyprowadzi¢ mozna
réwnania analogiczne do C2.103. W opisie tym tensor odksztatcen Almansiego

ma postac:

2. .= D.u. + D.u., - D.tu

. D.u, = 2e_.- 2n _* C2.113
uj Jjou u j ] L]

* k uj

gdzie DC 3=dC 3/<*z .
J J
Tensorowi odpowiada tensor naprezen Cauchy*ego a_. Powinien on

speiniaé¢ réwnania ruchu Eulera Cpor. £2.5433:

-Dcr .+ pD v. = b , Cz, .t3eVxT=V
JuJ £t u k T,
C2. 123
oljnj. = p., Cz,k ,t:ieSxT:ST
gdzie v/A=DwH, Jest operatorem pochodnej materialnej.

Rozwigzanie podstawowe dla przestrzeni nieograniczonej U~Cz,y*t-r3

eneruje ola: odksztatcen E. . i naprezen a.. Pole naprezen &
g uj P z ujm 1 prez Wim prez ujn

powinno spedniaé¢ roéwnanie:

- = - 0 - *
D(J)_u.jm + thVu.m 6u.m 6Cz-y36Ct-T3, Cz,y3«s*d,
C2. 133
gdzie V. =D U.
um £oum
Przyjmujemy liniowy zwigzek konstytutywny:
o.. * 2/JE. . + \6 E » C2. 143
ugm ujm uj kkm
gdzie
E.. = CDU . + DU 3/2.
ugm u jgm J um

Podobnie Jak poprzednio, w celu wyprowadzenia formuty catkowej tym
razem w opisie Eulera» mnozymy réwnanie C2. 123 przez . catkujemy po

obszarze V i korzystajagc z twierdzenia Gaussa-0Ostrogradskiego otrzymujemy:
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—||U_ pdS + |E cf dV + fu. pD Cv.5dV Jumb.dV. C2.153
im i Foijm tj J o tm t i

S \ \ \

Ostatnig catke wystepujaca po lewej stronie roéwnania C2. 153 przeksztatcié

mozna w nastepujacy sposoéb:

J[uimleciv 3dv = |pCU pv)dV - |;ulva.D|pdv - VPV dv. c2. 163
) \ \ \
Korzystajgc z twierdzenia o pochodnej materialnej catki objetos$ciowe]j

Cpor. £2.1933 oraz z réwnania ciggtosci otrzymuje sie:

I:u_ pDCv3dVv = D U pv.dvVv - V. pv dv. C2. 175
im t i Il tm + I im 1

\ \ \
Nastepnie rdéwnanie C2. 135 mnozone Jest przez i catkowane po V. Po

przeksztatceniach otrzymuje sie rodownanie, ktore odjete od réwnania C2. 155

daje w rezultacie nastepujacg zaleznos$¢:

0Ct-T5u Cy,ts = fu. p.ds - [P, u ds + ]uimbldv

C2. 185
5 fpCV u. -v.U.. 5dv + fCa. .-E. . 0. _5dV.
tj tn t T tm J u tim tj
Catkujac roéwnanie C2. 185 ze wzgledu na czas w przedziale CO,t5 i

uwzgledniajac Jednorodno$¢ warunkéw poczagtkowych otrzymujemy zaleznos$¢
bedgcg odpowiednikiem réwnania C2.105 w opisie przestrzennym CBurczynski i

Adamczyk t2.1435:

u Cy,t5=JU p dS - P, uds + |U, b.dv + |Co\. e. -E. .o.5dV_. C2. 195
m Ftm't T I tm t T J5im ot T J tjim tj tjim ij T

Przedstawione zostaty dwa sposoby opisu zachowania sie ciata
odksztatcalnego w ujeciu catkowym. Formudta C2.105 reprezentuje uogélniony
wzér Somigliany w opisie materialnym ClLagrange*a5» natomiast formuta

C2.195 w opisie przestrzennym CEulera5.



2.3. NIELINIOWOSCI FIZYCZNE

Zaktada sie, ze rozpatrywany osrodek Jest Jednorodny i 1izotropowy
oraz ze roéwnanie konstytutywne osrodka da sie przedstawi¢ w nastepujacej

ogélnej postaci:

T.=CCO y «CC. « T =+ T., C2.20D
vj uj k ijk tj tj

+
kt I I ijfcl k1

gdzie tensory i charakteryzuja wkasnosci materiatowe.

Za pomocag roéwnania C2.205 opisaé mozna whasnosci wielu znanych
materiatéw, z ktérych wykonuje sie elementy maszyn i budowli.

Rozwalane sa nastepujace przypadKi:
a) jezeli ciato Jest liniowo-sprezyste, lub sprezysto-plastyczne podczas

procesu biernego, to tensory materiatowe maja postac:
« IK-6 6 + $.,6.0 + \6. 6 » C2. 21a5
i ] )
N =0, C2.21b5

gdzie X i 4 state Lamego;

b5 dla osrodka sprezysto-plastycznego w procesie aktywnym, gdy stosowana
jest deformacyjna teorii plastycznosci, tensory materiatowe wyrazajag sie

zaleznosci ami :

C = K&, .6 C2. 22a5

Lkl cj k1

N..,, - amCE£..D[6.t6, - 6 .A /33, C2. 22b5
k1 <0 ik gl + Kl

]

gdzie
K * C2/j + 3X5/3,
natomiast 2zwigzek miedzy intensywnos$cia naprezenia i intensywnos$cig
i 5 Scd = -
odksztakcenia £<0 dany Jest zaleznos$cia 0.<|>—2mC<0>}£ 4 przy czym

mCEN2 Jest funkcja intensywnosci odksztatcen Cpor. C2.5235;

c5 dla nieliniowego osrodka sprezystego tensor wyraza sie

zaleznosciag C2.21a5» natomiast
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N'.J.k..I = c:iynn&.“<i.I 3 CZy'iJAU + Carik6j’l' C2.233

gdzie c . i ea sg stalymi sprezystymi.

Réwnania konstytutywne w formie przyrostowej. zlinearyzowanej w

otoczeniu konfiguracji aktualnej, maja postac:
AT.. = C00 PBARTLL = ATIN 4 AT c2.243

PR cc... + N
L Lkt k1 ik’ ijKi K ij Lj

gdzie tensor R ~ okreslony Jest nastepujaco:

- dla przypadku b3

dla przypadku cD

= + 0
N'ijkl’ NT_jkl * CC|<5i.j-6k,| * C2+5il2'16 Oynn Cay{%'eﬂt'

W podobnej formie co zalezno$¢ C2.24D mozna zapisa¢ roéwnania teor

plastycznego pdyniecia Cpor. C2.523D, przy czym

o
&9 FFy
Nuki 1/h + 2%F E
mn mn
gdzie
9F
F -, N h = -1/tCOF/Qyv .3F. 1],
y . Qvy, 31
L]
natomiast
FCT rP =0

Jest warunkiem plastycznosci, w ktorym * Jest wspoédczynnikiem wzmocnienia,

a plastyczna c”es$¢ tensora predkosci odksztaltcenia ma postac:

OF

YE]—X

X Jest nieujemnym wspoétczynnikiem proporcjonalnoséci.



- 62 -

We wszystkich przedstawionych wyzej réwnaniach konstytutywnych
zastosowano opis Lagrange“a. W opisie Eulera majag one taka samag postaé, z
tym ze Ti' nalezy zastapi¢ przez ty'.J., natomiast y”. przez E.IJ..

Uwzgledniajac zwigzki konstytutywne C2. 205 w zaleznos$ciach C2. 105 i
C2. 195 oraz przyjmujac, ze punkt y zdgza do brzegu ciata T Ilub S,
otrzymuje sie nastepujace dwa uktady réwnan catkowych:

-dla opisu materialnego:

,CY5u §Cy, t5 =J:u;/mpidrT - JPs u.dr_ + JU.Imb.ldO

im t T T

C2. 255
- ctT.. n . -E _ _ T _ + U _T. u. dCi_5d0_ .
igm 4j ijm uj im.j kj 1.,k T T
dla opisu przestrzennego:
C2.265
= - j + 0 +
imCyDuiCy' ©) [uimpidST JlPi' mu'vd§ |”'t mb'id\T/ Jcc‘vj'mn'ij Eiji«o'ij'SdVT
S S ) )
T T T T
State c. zalezg od po#ozenia punktu y i okreslone sa podobnie jak w

rozdziale 1.

Réwnania C2. 255 i C2. 265 tworzg dwa uk#tady nieliniowych osobliwych
réwnan catkowych?>, w ktérych niewiadome wystepuja w obszarze
domknietym Ci UT 1ub v Us. Podstawowa zaleta metody elementéw brzegowych,
polegajaca na tym, ze niewiadome wystepuja tylko na brzegu ciata
Cobowigzujaca w zagadnieniach liniowych5, w ogé6lnym przypadku zagadnienia
nieliniowego nie wystepuje. Jesli jednak zastosuje sie do rozwigzania

réownan C2. 255 i C2. 265 procedure iteracyjna, pomijajac w pierwszynm

przyblizeniu cztony nieliniowe, to niewiadome wystapiag tylko na brzegu
ciata. Catki objetosciowe oblicza sie w takim przypadku na podstawie
rozwigzania z poprzedniej iteracji. Przy obliczeniach numerycznych

dyskretyzacji podlega brzeg ciata, natomiast wnetrze obszaru C lub V
nalezy podzielié za pomoca komérek wewnetrznych, ktére umozliwiaja

obliczenie catek objetosciowych.

7> Doktadnie sg to uktady roéwnan catkowo-rédzniczkowych, poniewaz oprécz
nieznanych wartosci brzegowych przemieszczen i sit powierzchniowych
nieznane sg takze gradienty przemieszczen wewnatrz ciata.



2.4. METODA PRZYROSTOWA

Mimo ze bibliografia z zakresu réwnan catkowych jest dos$é¢ obszerna,
to prace poswiecone osobliwym roéwnaniom catkowym zawieraja przewaznie
klasyczne juz rozwigzania Tricomiego 1 Girarda. Wyjatkiem w tym zakresie
sg m. in. prace Michiina [2.41] i Pogorzelskiego £2.56]. W pracach tych
znalez¢é mozna warunki wystarczajgce 1istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzan
liniowych réwnan osobliwych. W pracy C2.56] przedstawiono takze pewnag
klase nieliniowych réwnan osobliwych podajac warunki wystarczajace
istnienia rozwigzania.

Rownania C2. 252) i C2. 265 spe#niajag warunki podane w [2.56] w catym
obszarze yed CV5. Nie wiadomo jednak, jak wyglada problem istnienia
rozwigzan, gdy do roéwnan tych dotaczy sie sprzezone z nimi réwnania
okreslone na brzegu yeTCS5.

Jesli znany jest rozktad przemieszczen i1 sit powierzchniowych na
catym brzegu, to wtedy réwnania C2. 255 i C2.265, w  mysl twierdzenia
sformutowanego w [2.56], maja rozwiagzania, ktére mozna uzyskaé¢ droga
iteracji. Dlatego wydaje sie celowe stosowanie metod przyrostowych, dzieki
ktérym uk+tady réwnan C2.255 i C2.265 =zmieniaja sie w skonczong liczbe
liniowych uktadow réwnan catkowych. Te ostatnie maja jednoznaczne
rozwigzania, ktére otrzyma¢ mozna metoda kolejnych przyblizen.

Rozwazana jest liniowa cze$¢ przyrostu Au~Cy,t5 otrzymana w wyniku
nasuniecia na réwnanie C2. 255 operatora AtdCO/#t. Uwzgledniajac

jednorodnos$¢ warunkoéw poczatkowych otrzymuje sie:

C2. 275

Rownanie C2.275 zapisa¢ mozna w zwartej postaci:

C2. 285
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gdzie przez AR.Cx.t3 oznaczano nieznane przyrosty sit i przemieszczen na
brzegu w przedziale czasu At. natomiast, wielkosci A6 Cy.t3 wyrazaja znane
przyrosty tych samych wielkosci, dane przez warunki brzegowe.

Jadra zalezg od rozwigzahn podstawowych. natomiast Jadra sa

zalezne roéwniez od pochodnych funkcji przemieszczen i przedstawiaja
nieliniowg czes¢ roéwnania C2.273.

Réwnanie CS. 263. opisujace zachowanie sie osrodka w opisie

przestrzennym, zapisa¢ mozna w podobnej postacit

cimCySULCy.t3 —l [Kml_kCz,y,t—TSR.ICz.T3ndeCz3
(o] S

C2.293

In~Cz .y ,t -r ;DMunNdYCzS 1dT + G~Cy.O.

W réwnaniu C2.293 skorzystano z zaleznosci L “CL 6 /n)n =L n
mi mi 1k 1 k mik k
Aby roéwnanie C2.2S3 mozna by#o przedstawi¢ w postaci przyrostowej,

nalezy najpierw wyprowadzic¢ wzoér na pochodnag materialng catki

powierzchniowej Cpor. Burczynski i Adamczyk [2.1413:

C2. 303

v,n, 1dS.
J

Dij[fin9$=Dtj[fi_idV=| fw dv + Jlfi,tvﬁ_.knlgsz!lfl_ A n u+ t
S

S \ \ S

Nasuwajac teraz operator AtDC O na roéwnanie C2.29D i uwzgledniajac
Jednorodnos¢ warunkéw poczatkowych otrzymuje sie:

t
cimCySAuiCy.t3 = JI . JMJ_dkC'mini?’A“aq + Lmlilen_kjldS

o S

C2. 313

INI + N Au_+ N _,ACD u3 +N ACD, u. 3]dV dr + AG Cy.t3,
JLm mL k] mik k i m k k j 1 m
\

gdzie

«*3/4W"31, N _=DN . N _ =ON /KDle.
im mik m ]

Z¥ozona posta¢ roéwnan C2.313 wynika z faktu uwzglednienia zmiany



Mo
ksztattu obszaru V W przedziale czasu At. Jezeli w. przedziale tyra pomingc
wpdyw  zmiany odksztatcen objetosci owych na wartosci poszukiwanych
przyrostéw przemieszczen w obszarze V, to roéwnania C2.313 przyjmuja

uproszczong postac:

t

CimCy3Au~Cy ,t3 J[J*:LAR + R.D L ,3dS
mi i it omi
o S

C2. 323

dr + AGmCy,t3.

Odpowiednikiem réwnan C2.283 i Cc2.323, opisujacych dynamiczne

zachowanie sig¢ osrodka, sg w statyce nastepujace roéwnania catkowe:

C2. 333
r (0]
w opisie materialnym oraz
S
C2. 343
\%
w opisie przestrzennym.
2.5. DYSKRETYZACIA
Czas dyskretujemy na M przedziatéw Ckrokow} o d¥ugosci w
spos6b nastepujacy:
te <t0(= oh; <a=1.2, C2. 353
Zaktada sie dalej, ie przyrosty poszukiwnych wielkosci sg W

poszczeg6lnych przedziatach czasu state*l. Wéwczas rdéwnania C2.283 mozna

zapisac¢ nastepujaco:

** Jest to szczegdlny przypadek interpolacji Qliniowej czasu opisany w
p- 1.3.2.
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w - A
imCy3AuiCy3 I/E ['Il'lr“ IC)(.yDAsA x3drc x3

C2. 363
[nﬁll,i.Cx,y;|/'}’_e+3A|/iJ’kdOCxD 1 + AGacCyi ,
gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:
ca, ca a-i A 2
Aum—rtnj - um Tnu Cy,tOI)—umCy.tOt_lE'),
oi _ - ft o_
um = /) Aum, um—O,
ft=+
AN _ = - - ~
\\g‘i [lmi,Cx.y.ta T3dT, N%S JjnnM.ka.y,La run13dT.
tu-t
Réwnania C2. 325 po dyskretyzacji czasu przyjmuja postac:
¢, cysauGD =V [ fcl’ARM + R7MiLa),2dS™1
vm i / J mi i v mi
ft=+ L
C2. 375

J @K%"Cz,y;Dkuq‘ *3 + N’;a}/i?k ACDkIuAdV/? ‘1l + AG Cy3.
vA-f J

gdzi e

MOT = LiCz-y-tymt, 8 - L Czoy T -td>,

A = _ -DuUAT* _ _tADi />
lcm NmCz.y.ta tp’-i’DPk 3 NmCz.y.ta t()Dr(/i 1}

Cz»y,t -T;D u”_15dr.
k a ki
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Porownanie réwnan C2. 363 i C2. 373 wskazuje, ze rozwigzanie

nieliniowego zagadnienia dynamicznego w chwili t~, w opisie przestrzennym,

mimo prostszej nieliniowej funkcji N~, niz w opisie materialnym, wymaga
pamietania wszystkich poPrzec*hi<h konfiguracji obszaru \p-'L, (J-1,2,. .a.
Jest to duze  utrudnienie w praktycznej realizacji numerycznej . Opis
materialny nieliniowego zagadnienia dynamicznego w ujeciu catkowym Jest
korzystniejszy, poniewaz nie posiada tego mankamentu.

Dalsza uwaga skupiona bedzie na roéwnaniach C2.363. Jest to uk#tad
liniowych réownan catkowych okreslonych w obszarze ﬂU T. Rozwigzanie
numeryczne wymaga przeprowadzenia dyskretyzacji wnetrza ciata O wraz z
jego brzegiem r i1 poszukiwaniu rozwigzania w tym obszarze. Jezeli Jednak
przyja¢ do rozwiagzania procedure iteracyjna, w ktorej catke objetosSciowa
oblicza sie na podstawie znanych wielkos$ci z poprzedniej iteracji, to
niewiadome wystepuja tylko na brzegu r. Catke objeto$ciowg mozna oblicza¢
za pomoca dowolnej metody przyblizonej. W praktyce obszar O dzieli sie na
komérki wewnetrzne Oq, <?=1,2,.. ,Q, Cpor. roz. 1.3 i za ich pomoca oblicza
catki okreslone na obszarze O.

Réwnania C2.363 w postaci iteracyjnej zapisa¢ mozna nastepujgco:

_Cy5Aua,<\l+4> = fLaaARa<NH>dr + fNaaCx.y;ua-°Uua"““dfl - AH®°\ C2. 385
a i J mi i I mik r,8 i,k m

gdzie

“ - «n A A 172 . ;
AH“Cy5 = \// [ [Imi ARi dr + J[nmika.y,I/'F3,£;L}Aui3’kdfllI

W kazdym kroku iteracji nalezy rozwigza¢ wuktad roéwnan catkowych
C2.383, dla y«T, i znalezé¢ nieznane przemieszczenia i sity na brzegu, a
nastepnie korzystajgc z C€$2.383, dla i chiig*mt4+ obliczyé gradienty
przemieszczen wewnatrz obszaruP> O. Pochodne przemieszczen obliczy¢ mozna

za pomoca metody roéznicowej lub skorzysta¢ z réwnan C2.383, dla yefi i

c .—6 _..

mu mu
Z uwagi na silng osobliwos$¢ Jadra Nmik operacja rdézniczkowania

analitycznego wymaga specjalnego potraktowania Cp>or. Biu C2.933.
w literaturze przedmiotu Cpor. np. C2.6, 2.8, 2.6533 gradientonm
przemieszczen przypisuje sie zwykle interpretacje fizyczng w postaci
odksztatcen lTub Cpo uwzglednieniu praw konstytutywnych osrodka3
naprezen. Dlatego iteracyjno-przyrostowe procedury nosza nazwe
sformutowan za pomoca odksztatcen poczatkowych lTub naprezen

poczagtkowych.



Rézniczkujac C2. 383 wzgledenm otrzymuje sie:

. +i i . f;
I aa gtz ReE oy A e s AR cz. 393
mi.j 1 J mik.j r,B t,k m,;
0-0
gdzie Jest infinitezymalng sferg Cdia d=33 1lub okregiem Cdia 33 o
promieniu £ w punkcie y, natomiast czdon oprécz pochodnej

zawiera takze wyrazenie powstate w wyniku catkowania Jadra Nmik P°
powierzchni tej sfery.

Uk+ad roéwnan catkowych C2.383 sprowadzamy do postaci algebraicznej
aproksymujac na kazdym elemencie brzegowym r®, e-1,2, £, poszukiwane
wielkosci AR” za pomocag funkcji ksztattu NWCE3 i wartosci wezdowych ARN

Cpor. roz. 1.3:

AjJAo = NWC?3ARAMV. C2. 405

Takze obszar O dzielimy na komérki wewnetrzne O0q, <y=1,2,..,Q, ktére

umozliwiajag obliczenia catek objetosSciowych o Jadrach N W tym celu

mik,j~
réwniez gradienty przemieszczen wewnatrz obszaru Ci sg aproksymowane przez

funkcje interpolacyjne i wartos$ci weztowe.
Jesli teraz w roéwnaniach C2.383 catki brzegowe zastapi sige przez sume

catek po elementach r® to otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych:

[Aa]l M a,<N+1> - m a “W> + C2.413

gdzie 1Aa] Jest macierza kwadratowg zalezng od catek brzegowych z
rozwigzan podstawowych, ~xNa, jest macierza kolumnowa, ktérej
elementami sag nieznane przyrosty przemieszczen i sit wezdtowych AR na
brzegu, <Y>a,<N> Jest macierza kolumnowa zalezng od danych warunkow
brzegowych i sit objetosciowych, natomiast <H>a Jest macierzag kolumnowa,
ktérej elementy zaleza od znanych przyrostéow sit i przemieszczen, od
historii odksztatcenia osrodka oraz gradientéw przemieszczen obliczonych z
poprzedniej iteracli .

Znajac rozktad przemieszczen i sit brzegowych w chwili t~ nalezy
nastepnie obliczy¢ gradienty przemieszczen wewngtrz obszaru O korzystajac

z zaleznos$ci catkowej C2.393.



2.6. NIELINIOWE WARUNKI BRZEGOWE

Rozwazany Jest osrodek liniowo-sprezysty, w ktoérym stan
odksztatcania opisuje tensor odksztatcen infinitezymalnych okreslony

nastepujgaco:

v__ = Cu + u_.3/2. C2. 423
I_] Ja

Przyjmujemy dla uproszczenia, ze sity objetosciowe sa zerowe,
natomiast sity powierzchniowe sg nieliniowymi funkcjami przemieszczen
brzegowych.

Analizowane zagadnienie opisuje czesto spotykany w praktyce
przypadek, w ktérym ciato odksztatcalne przymocowane Jest na cze$ci brzegu
do nieodksztatcalnego os$rodka za pomoca niewazkich podatnych elementéw o
nieliniowych <charakterystykach. Na brzegu takiego wuk#+adu mechanicznego

spednione powinny byé nastepujace warunki:

T Cx,t3nj = piCx»t,;ukB, xeT, C2. 433
i
gdzie
p.Cx ,t;uf8 gdy »
p Cx,t ;u, 3 p-Cx,t3 gdy x 7
i k - P
p.Cx,t3 gdy x«T ,

r:rrp rl}J rp.

Réwnania catkowe tak sformudtowanego problemu maja postaé¢ CBurczynski i

Adamczyk C2.13, 2.1433:

C2. 443

c"Cy3UCy,t3* J [ K Cx,y,t-r3p.Cx,t;ufld3dr - Jp~"Cx,y,t-T3u"Cx,r3drjdT.

0 r

Przyjmujac sposéb dyskretyzacji opisany zaleznos$cig C2. 353, réwnania

C2.443 mozna przedstawi¢ nastepujaco:



gdzie
u* = u Cy»t 3, 2aCx ;ufsS = +>.Cx,i_;ufsS »
m m a + K 1 a K
ul’": = [u1mCx,y.ta-T3dT. P'%3 = JP1mCx,y,L -rDdr,
Vv * t/3-i
- A . A _ °on *
GCyD lll [ II—U?m5 1 X'Mk(bdrl') * Ir im pidru }pim u%dr
fiz* r r r

J U'm Cx,y,ta —T3p.VCx» derP - JI PLmCx,y,tCA—rZ)uL.Cx, deru dr.

0 r
p

Funkcja GNCy3 wystepujaca w réwnaniu C2. 453 zalezy od znanych
wartoéci przemieszczen i sit na brzegu w chwili oraz historii
odksztatcenia.

Dyskretyzujac brzeg za pomocag elementéw brzegowych r*. e=1,2,.,.E, i
aproksymujac przemieszczenia i1 sity brzegowe przez funkcje ksztattu i
wartosci weztowe otrzymuje sie ostatecznie uktad nieliniowych réwnan

algebraicznych:
[Aa] <FCu»* - 4Gi". c2.463

gdzie [A01] jest macierza kwadratowa zalezna od catek brzegowych z
rozwigzan podstawowych, <FCiD>a Jest macierzag kolumnowa , ktorej
elementami sa nieliniowe funkcje wartosci przemieszczen w weztach
elementéw brzegowych na powierzchni r ., natomiast elementy macierzy
kolumnowej <G> zaleza od danych warunkoéw brzegowych i historii

odksztatcenia.
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3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE KONTAKTU CIAL STALYCH

3.1. UWAGI WSTEPNE

W zagadnieniach analizy wytrzymatoséciowej réznych elementéw maszyn
czesto pojawia sie problem okreslenia naprezen i przemieszczen lokalnych
wywotanych oddziatywaniem innego uk+adu mechanicznego. Analiza
niehertzowskiego kontaktu, uwzgledniajgca dowolny ksztatt kontaktujacych
sie powierzchni ciat statych oraz zjawisko tarcia miedzy tymi
powierzchniami, mozliwa jest obecnie dzieki zastosowaniu metod
numerycznych.

Metoda elementéw brzegowych Jest wyjatkowo dogodnga metoda numeryczng
w analizie zagadnien kontaktowych, poniewaz uwzglednia w sposoéb
bezposredni fakt, ze rzeczywiste elementy maszyn stykajg sie ze sobg
powierzchniami zewnetrznymi. Inng zaletg metody elementédw brzegowych w
formutowaniu zagadnien kontaktowych jest mozliwos$¢ bezposredniego
uwzglednienia normalnych i stycznych sit powierzchniowych w strefie styku.

Zagadnienie kontaktu jest ze swej istoty zadaniem, ktére mozna
zakwalifikowacd do probleméw brzegowych o nieliniowych warunkach
brzegowych, poniewaz sity powierzchniowe w strefie styku zalezg, w ogo6lnym
przypadku, od przemieszczen brzegowych w sposéb nieliniowy. Wyodrebienie
tych probleméw z klasy zagadnien opisywanych w roz. 2 Cp. 2.63 wynika ze
specyfiki 1 waznos$ci =zagadnien kontaktowych. Nieliniowo$¢ rozpatrywanego
zjawiska powoduje, ze do rozwigzania problemu nalezy zastosowa¢ technike
iteracyjno-przyrostows.

Oryginalny dorobek zwigzany z zastosowaniem metody elementow
brzegowych do rozwigzania dwuwymiarowego zagadnienia kontaktu wnios#ty
prace Anderssona, Fredrikssona i1 Persona C3.83, Anderssona C3.S-3.73 oraz
Anderssona i Persona [3.93

Mozliwos$¢ wykorzystania metody elementdw brzegowych do analizy
kontaktu rozpatruje takze Witkowski [3.263, traktujac jednak omawiang
metode tylko jako narzedzie stuzgce do okreslenia podatnosci ciata.

W pracach Burczynskiego i Adamczyka [3.2-3.4, 3.10-3.123 wuogélniono
prace Anderssona na przypadek tréojwymiarowy oraz osiowo-symetryczny i
sformutowano zagadnienie kontaktu kota kolejowego z szyna i kota z osiag
zestawu wagonowego.

Zastosowanie metody elementoéw brzegowych do zagadnien kontaktu
rozpatrywane by4o takze w innych pracach. Warto tu wymieni¢ nastepujace
pozycje: Paris i Garrido [3.20, 3.213, Tsuta i Yamaji [3. 2583,
Abdul -Mihsin, Bakr i Patcer [3.13, Kuich [3.173, Margenov 1i inni [3.183,
Karami i1 Fenner [3.163, Jin, Runesson i Samuelsson [3.143, Panagiotopoulos
[3.193, Selvadurai [3.223, Takahashi i Brebbia [3.233, Tratli i Alessandri
[3.243 oraz Jodko [3.153.

W rozdziale niniejszym rozpatrzono zagadnienie kontaktu z tarcienm

sprezystych ciat przestrzennych oraz oméwiono spos6b modelowania potgczen
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wtdaczanych elementéw maszyn o symetrii obrotowej stosujgc ujecie metody

elemntéw brzegowych przedstawione w oryginalnych pracach wkasnych.
3.2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwazane sg dwa liniowo-sprezyste ciata zajmujace odpowiednio
obszary OA i 0D i ograniczone powierzchniami TA i TB Crys.3. laD. Ciata te
pod wpiywem czynnikéw zewnetrznych podlegaja zblizeniu. Skutki tego
zblizenia sga analizowane od chwili odpowiadajacej zetknieciu obu ciat. 0d
tego momentu wraz ze wzrostem obcigzenia wzrasta¢ bedzie pole powierzchni,
na ktorej oba ciata sie stykaja. Powierzchnia ta oznaczana Jest przez r”.

Potozenie powierzchni Tc jest na poczatku analizy kontaktu nieznane.
W chwili poczatkowej wyrézni¢ mozna tylko na brzegach obu ciat «czes$ci
powierzchni TA i TB, ktérych fragmenty w nastepnych chwilach wejda w
kontakt Crys. 3C. 1b2>. CWarto zauwazyc¢, ze iBPc nie muszg by¢ identyczne z
powierzchniami odpowiadajacymi po odksztadtceniu powierzchni Jesl,i
oznaczy¢ przez TA i T® powierzchnie, ktére po odksztatceniu przejda w

powierzchnie r”~, to powinny zachodzié¢ nastepujace zwigzki:

rk 3 rK 2 fK. K=A,B. C3. 13
c Cc

Na powierzchniach TA i r* wprowadza sie lokalne uktady wspoétrzednych
Crys. 3.22). Analiza kontaktu przeprowadzona bedzie metoda przyrostowg, tzn.
przyrostom obcigzenia odpowiada¢ bedag poszukiwane przyrosty przemieszczen.
Wielkos¢ u°"n, przedstawiona na rys. 3.2, oznacza odlegtos¢ miedzy
powierzchniami w n-tym kroku obcigzenia. Na tej czesci brzegu, ktora
weszta w kontakt, spedniony Jest warunek u°"n=0.

Wielkos¢ a definiuje potozenie powierzchni Tc 1 Jest poczatkowo
nieznana. Dopiero gdy uda sie okres$li¢ przemieszczenia u™ i1 u” takie, ze w
Cn+12) kroku obcigzenia punkty P~ i Pb zetkng sie, to ca moze by¢é wyznaczona

zZe Wwzoru:
a4 = e 3. cO

Wskaznik 6i mozna traktowaé¢ jako parametr okreslajacy umiejscowienie
lokalnego uktadu wspédrzednych, w ktérym zostato zdefiniowanych szes$¢
nowych sktadowych przemieszczen v*C, K-A®B. W tym przypadku oi powinno by¢
zadane apriori, np. a=0,5. Z drugej strony a moze by¢ obliczona z
poprzedniego kroku obcigzenia i aktualizowana w kazdym nastepnym kroku. W

tym przypadku w Cn+1D kroku wielko$¢ jest okreslana z zaleznos$ci:

a,n
u _
a =- 4 C3. 33
UA‘n R UB n
1 1
Jezeli u™ + u” *0. W przeciwnym razie przyjmuje sie do obliczen a z

kroku Cn-13.
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Dwa ciata w kontakcie

Two bodies 1in contact
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Rys. 3.2 Definicja lokalnych uktadéw wspédrzednych w strefie kontaktu

Fig. 3.2 Definition of locai coordinate systems in the contact zone

Przyrosty przemieszczen i sit» jakich doznajg ciata A i B, okres$lane
beda w uk#tadach wspétrzednych zaczepionych na powierzchniach r* i r*
Crvs.3.23, natomiast w uktadach wspoédrzednych zaczepionych na powierzchni

f pr.zyrosty przemieszczen zdefiniowane sa nastepujaco:

C3. 43

K~AtBt i>2»3.

Sktadowe przemieszczen Av*,n interpretowa¢ mozna jako odleg4osci
jakie muszg przeby¢ punkty brzegowe, aby osiagnacd powierzchnie

Catkowita wartos$¢ przemieszczen obliczana jest nastepujaco:

K=A>B. C3.53
Podczas obcigzania tworza sie nowe wiezy ograni czajace
odksztatcalnos$¢ ciata. Jesli powierzchnie r* i r” pokryé ptaskimi

elementami brzegowymi, to wéwczas mozna okres$li¢ takie przyrosty
obcigzenia, przy ktorych przejsécie do nowego stanu odbywaé¢ sie bedzie przy

nie zmienionych warunkach kontaktu.
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3.3. TARCIE MIEDZY POWIERZCHNIAMI KONTAKTU

Najprostszym sposobem uwzglednienia zjawiska tarcia jest przyjecie
modelu Coulomba, w ktérym sity styczne p”~ okreslone sa przez wspétczynnik
tarcia n w sposo6b nastepujacy:

p s upi» C3.65

r

gdzie
pT * Jcp252 + 093

/j = const.

Przyjecie do obliczen modelu Coulomba prowadzi jednak do mato
dok+adnych wynikéw Cpor. C3.5-3.7, 3.935. Z badan doswiadczalnych wiadomo,
ze wspoOtczynnik tarcia zalezy m. in. od wielkos$ci nacisku miedzy ciatanmi,

ksztattu powierzchni, wkasnosci fizykochemicznych materiatu.

W pracy €3.133 przyjmuje sie, te liczbatarcia zalezy od
wspoétczynnika twardosci h i wzglednego poslizgustykajacych sie
powierzchni w sposo6b nastepujacy:

AiCvT ,h5 = AikCl - ClI - ~/~)expC - h\rn~3, C3. 75

gdzie fj® jest wartos$ciag poczatkowg wspoédczynnika tarcia, natomiast f | jest

wartodciag koncowa Cgraniczng}.

Gdy ‘Otrzymuje sie model Coulomba.
Po n krokach obcigzenia wzgledny pos$lizg mozna obliczyé ze wzoru:
v * ’\|CuA’n uB'n52 + 6uA'n + uB' 52 Cc3.8}
T 2 3 3

Wspoétczynnik tarcia 4 zmienia sie w sposéb ciaggty wraz z obcigzeniem. Ten
fakt nalezy uwzgledni¢ w obliczaniu przyrostéw si4 stycznych. Przyjmuje
sie, ze sity. styczne zwigzane sag z normalnymi naciskami w sposoéb

nastepujacy:

PL= APkt *=%2.3, C3.9}
gdzie
M cos*>,
P3 = M sin*>.
Parametr okresla kierunek wypadkowej sity stycznej Crys.3. 35, a Jego

sposdéb wyznaczania przedstawiony Jest ponizej Cpor. C3.4, 3.10-3.1235.
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Fig. 3.3 Direction of a slip in the contact area

Zaktada sie, ze po n krokach obcigzenia na czes$ci powierzchni re
wystapi zjawisko poslizgu. Woéwczas w Cn+15 kroku kierunek sity tarcia Jest
taki sam. Jak sity stycznej do powierzchni w n-tym kroku.

Otrzymuje sie wiec

costp =

¥p2552 ¥ 6@352
C3. 105

Przyjmuje sie, ze w kazdym nastepnym kroku kierunek sity tarcia pokrywa

sie z kierunkiem pos$lizgu, tj.

costp = - C3. 1labD

strup = C3. 11bD

A.n+l1 B,n+1 2 . A,n+1 B,n+1-~
Jcu +u 57 + Cu + U g
9
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Znak minus we wzorach C3. 112) oznacza, ze zwroty sit tarcia majag by¢é
przeciwne do wzglednego poslizgu.

Rézniczki sit stycznych mozna zapisa¢ w postaci:

dp~ = i-2,3. €3.122)

Zmieniajac teraz roézniczki na przyrosty otrzymuje sie:

sJJn_1Apn, i=2.3 C3. 133
gdzie
- -2
A" e g o g%,
przy czym wzgledny pos$lizg okreslony jest réwnaniem C3. 82).

Przyrosty wspétczynnika tarcia okredlone sga na podstawie poprzedniego
kroku obcigzenia. Zastosowanie wzoru C3.132) do =zagadnien dwuwymiarowych

prowadzito do poprawnych wynikéw obliczen Cpor. C3.715.
3.4. WARUNKI BRZEGOWE W STREFIE KONTAKTU

Zaktada sie, ze na tych czesciach powierzchni rA i r", dla ktérych
u®°,n=0 Ca wiec w tych miejscach, gdzie ciata sie stykaja}, wyroézni¢ mozna
nastepujagce strefy:

- strefy adhezga'ne rcA i Pg .
a a

- strefy poslizgu r,léS i PlCBD.

Jest oczywiste, ze zachodzag nastepujace zwigzki:

T!:( 2 Tga U l’gs oraz rga [1* réa = 0. C3.143
K=A,B

Wymég prawidtowego rozwoju kontaktu narzuca potrzebe sformutowania
odpowiednich wiezéw geometrycznych i fizycznych, ktére w strefie kontaktu
wprowadzaja ograniczenia na dowolng deformacje obu ciat. Wiezy
geometryczne wynikaja z warunku zgodnosci przemieszczen w strefie
kontaktu. Zada sie, aby wartos$ci przemieszen normalnych punktéw bedacych w
kontakcie by+y przeciwnych znakéw i réwne co do wartosdci bezwzglednych. To

samo dotyczy przemieszczen stycznych w strefie adhezyjnej. Sity
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powierzchniowe p* w strefie kontaktu powinny by¢ dla obu ciat Jednakowe.
Wiezy fizyczne narzucaja ograniczenia, aby w strefie posSlizgu sity

styczne byty zwigzane z sitami normalnymi prawem tarcia, natomiast sity

normalne powinny by¢é ujemne. Powyzsze ograniczenia mozna zapisa¢ w postaci

nastepujacych warunkéw brzegowych w strefie kontaktu:

Avi + Av_. = 0
* *
rr. U re, C3.13a3
Ap - Ap p <0 K=*A.B, i=1.2.3
r‘c‘a : Av’l‘ + AVSi = 0. t=2,3. C3. 15b}
r;‘o H Apli< = Ap™ + lJiAplg. K=A.B; i=1,2,3. C3. 1Scd

Warto nadmienic¢, ze z uwagi na specyfike formutowania zadania
brzegowego w postaci catkowej, w ktdérej przemieszczenia brzegowe i sity
powierzchniowe wystepujg w sposdéb jawny w roéwnaniach, wiezy geometryczne i

fizyczne sa uwzgledniane w sposéb bezpodredni.

3.5. BRZEGOWE ROWNANIA CALKOWE ZAGADNIENIA KONTAKTU

Dla kazdego ciata znajdujacego sie w kontakcie mozna napisac¢ uktad

brzegowych réwnan catkowych w postaci 40>:

1..Cx)u“CxD * <x,y}p*Cy}dr*cy} - jp. Cx .yju*Cy}rdr*Cy}. €3.16)
K=A, B
lub
T. Cx ,y}u~Cy}dr Cy} Cx .yZ>p*CyDdrKCy3 . C3. 175
K*A.B
gdzie
T»JCx,y) = P JCx,y) ¢ c. .Cy}oCx-y}. C3. 18}
i- «

Poniewaz przy opisie zagadnienia kontaktu stosuje sie zasade

przyrostowa, wiec uk#ad réwnan catkowych C3.17} przybiera postac:

i0> Dla uproszczenia dalszych rozwazan wp4yw sit objetosciowych zosta+t
pomi nigty.
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JV .Cx,y3Au*Cy3drKCy3 = Ju.{x.y3Ap*Cy3drKCy3. C3.19)
r* rK
K=A.B
Wszystkie wielkosci w roéwnaniu C3.192) odnoszg sie do globalnego
uktadu wspoédtrzednych z bazag Natomiast do tej pory uzywano
lokalnego uktadu wspé4rzednych <£*> z bazg <e*>» K=A,B, Cpor. rys. 3.22). W
lokalnym wuk#tadzie wspédrzednych Jadra rdéwnan C3.192) transformuja sie

nastepujaco:

T*. ,Cx,y2> * AK,,CxDT. .Cx,yDAIC.,CyD
t J y v [N] y JJ yo»

i
C3. 202)
u*, .,Cx,y) = AK,.CxDU. Cx,y}AK ..CyD .
u ) it w R
gdzie
K K K X K o
Al =e , *e; A *e.K*e&,; A.K,.‘A. s 6.,.,
- - < [ | 1'L TR 1'j

Uwzgledniagpgc w roéwnaniach C€3.192) brzegowe warunki kontaktu C3.152)
oraz zalezno$ci C3. 42 i C3.132) otrzymuje sit?;II>

* + * . + *_ .+ * + *
jt lf\uﬁd \I}A Ft”Ade rA jCTLIAVI T1 éﬁ\\éA TL3AV,3°\3drA

*oraA ra
Ca Co
N + + + prr + fin-i -
JfI 1APAd T A J[lIJJ*Ade rA JFd{: pzn* LAlZ fip~iUA_3Ap di-A 3. 213
ra-rg ra rés

fanTAu°'n*drA + fcLT* ap~g.r> + U* apu-r3drA.
J U J 12 2 19 3

rA rA
c Co

j:t* AuBdrB + J:t Avdr® + ch®_Av + T®_Av’ + t"_AvB3dr®
VA £ it 1 B2 2 £33

N - -
c Ca Co
“ T
Jfl,I@JAderB + J[UE.A*HdrB + feu” + a/nu* o+ ALT1UB3Ap.drB C3. 222)
r -r
14> W celu uproszczenia dalszego zapisu we wskaznikach i oraz j pominieto

apostrofy.



gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:

= - = ; * = = i= H -
Av? Avli3 Avi 5 ApV Ap% ApI na ré(a U rcKa, i=1 .2,3; K-A.B,
Ava = -AvB = Av_ na TK ; t=1,3; K=A.B.
i -+ i Ca

Réwnania C3. 21D i €3.22D tworzg w sumie uk¥tad O réwnan catkowych
zagadnienia kontaktu. Na kazdej czesci brzegu wyréznic mozna szes¢

niewiadomych, a mianowicie:

u er*/ r§3 AvK lub AptK , i=1,2.3 K=A.B,
k=a ,a
rA TB Av 1 Ap ,
Ca Ca v
TA , Tg Av i Ap. AvK AvK
Ca a i i

Jezeli powierzchnia kontaktu, a $cislej strefy: adhezyjna i pos$lizgu
nie zmieniaja sie podczas przyrostu obcigzenia, to uwzgledniajgc fakt, ze
oba ciata sa liniowo-sprezyste, mozna zastosowaé¢ zasade superpozycji.
Wéwczas rozwiazanie roéwnan C3.21D i C3.22D ztozy¢ mozna z dwéch czesci.
Cze$¢ pierwsza rozwigzania zaleze¢ bedzie od dwéch ostatnich catek w
réwnaniach C€3. 21D i C3. 22D, natomiast druga cze$¢ vrozwigzania zalezna

bedzie od przyrostéw obcigzenia zewnetrznego.

3.6. DYSKRETYZACJA ZAGADNIENIA KONTAKTU ELEMENTAMI BRZEGOWYMI

Problem dyskretyzacji brzegu zostat dok#tadnie oméwiony w rozdziale 1
pracy. Jak wiadomo, istnieje wiele réznych ksztattow elementéw brzegowych.
Doswiadczenie numeryczne wskazuje jednak, ze w zagadnieniu kontaktu nie
wszystkie typy elementédw brzegowych dajag zadowalajace wyniki. Zwykle zada
sie, aby funkcje aproksymujace poszukiwane wielkosci na brzegu byty co
najwyzej Jliniowe. Zastosowanie funkcji ksztattu wyzszego stopnia prowadzicé
moze do pewnych niezgodnos$ci geometrycznych.

Powierzchnie FA i TB dyskretyzowane sa za pomoca elementéw

brzegowych. Na kazdym elemencie poszukiwane funkcje wyrazone sa przez



kombinacje liniowag wartosci wezdowych i funkcji ksztattu w sposéb

nastepujacy:

Au CE2) = N CE2)Au , €3. 23aD
Av CO = NC()Av ,
Ap C?) = N CE2)Ap C3. 23c2>
K=A,B
i=1,2,3
w=l ,2, . .W.

gdzie NWCE2) jest funkcja ksztattu w lokalnym uktadzie wspé4rzednych J.

W wyniku zastgpienia catek brzegowych w réwnaniach catkowych C3.212) i
C3.222) przez sume catek po elementach brzegowych i uwzglednieniu
aproksymacji C3.232) otrzymuje sie w rezultacie uktad 3CW/A+UD2 rodwnan
algebraicznycn, w ktérym niewiadomymi sa wartos$ci przyrostoéw przemieszczen

i sit weztowych. Uktad ten przedstawi¢ mozna w nastepujacej postaci:

[G] <X> = <YMT) ®» tUKAP>. C3. 242?
gdzie <X> jest nieznang macierzg kolumnowa okreslong nastepujaco:

<X>=[AuA tAu* ,AvA ,AvB ,AvA ,AvB ApA ,ApH
2e 2s Ba 3s

natomiast macierze CG], <YAT> i <AP> okreslone sa nastepujaco:

ta O r’;s 0 Thy 0 = °
CG1 o
© T O T8 0 T® 0 -U® 1
2a sSs ]
\TA IR 1A LuA -cux o+ « (I11*) -u*  -u*
1a 2a 3a 18 la 18 3 3a 2a 3a

182 *8. 7%, T4g "U§a CU%g * AgUggd -ug, -ug,
-anTAu°"n-1 + UAAp~A™n + uW=*-

-Cl-anDTBu®°-n"*“ + U8Ap~*"n + URApP~"n

an 0 Ap*
cu] = <AP> =
0 u8 Aps

przy czym Ap oraz Ap sa macierzmi kolumnowymi si+ zewnetrznych w wez#ach
elementdéw brzegowych.

Zamiast rozwigzywac uktad réwnan C3. 242), mozna rozpatrzyé dwa
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nastepujace uktady réwnan:

[63 <X > = <YNT>, €3.253
[6KX > - (UI<AP>, c3 263

przy czym rozwigzanie zagadnienia jest suma vrozwiagzan roéwnan C3.25} i
C3.25}. tzn. <X> = <Xi> + <X2>.

Uk+ady roéwnan C3.253 i C3.26} rozwigzywane sg w sposéb opisany
ponizej. Najpierw w n-tym kroku obliczen rozwigz”any jest uk#ad C3.25},
ktérego prawa strona zalezy od odlegtosci u°,r,imiedzy powier zchniami
majacymi wejs¢ w kontakt oraz od residualnych sit stycznych powstatych w
wyniku nieuwzglednienia zmian wspédtczynnika tarcia. Nastepnie rozwigzywany
jest uktad C3.26} przy dowolnym przyrosécie sit zewnetrznych <[P>. Przyrost
ten szacowany jest na podstawie obcigzenia maksymalnego. W dalszym kroku
postepowania tak dobierany jest przyrost <AP> Cprzez zwiekszenie lub
zmniejszenie}* aby kolejne elementy brzegowe wesz4y w kontakt. Problem

doboru przyrostéw sit+ <AP>, zwany skalowaniem, opisany jest w p. 3.7.
3.7. SKALOWANIE. DYSKRETNY ROZWOJ KONTAKTU

Nalezy okresli¢ taki przyrost obcigzenia <AP>, aby kolejny element w

sgsiedztwie strefy styku wszed% w kontakt. W tym celu mozna zaproponowac
nastepujacy tok postepowania. Najpierw nalezy rozwigzad uktad réwnan
C3.25}. W wyniku otrzymuje sie oraz [°p~CT", K=A,B, na powierzchni

kontaktu. Nastepnie rozwigzywany jestukdad réwnan C3.262) w nastepujacej

postaci:
[G1/XX2> = 1U1@<iP> , C3.27}

gdzie przez /?<[P> oznaczono dowolny przyrost obcigzenia zewnetrznego,
zwany dalej prébnym przyrostem obcigzenia.

Na poczatku zatozy¢é mozna, ze wie]kos$¢ ft jest. réwna np. 1.
Z rozwigzania roéwnania C3. 27} otrzymuje sie ftAPuK'n oraz /?0Pp*"n.

Catkowityag wartosc¢ sit i przemieszczen wuzyskuje sie sumujgc wyniki z

poprzednich obliczen:

T, T L L T c3.28%
i 1

C3. 29}
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Natomiast przyrost przemieszczen jest réwny:

TR LTE L (_31APU.K’rl c3. 30j

Wystagpi¢ moga nastepujace trzy przypadki:

ID. Wspédczynnik ft dobierany Jest w ten sposéb, aby najmniejsza z
réznych od zera odlegtosci u°"n byta roéwna zero. Odpowiada to takiemu
obcigzeniu, przy ktérym kolejny element wchodzi w kontakt. Korzystajac z

zaleznosci C3.42 otrzymuje sie nastepujacy warunek:

C3. 315

Jesli teraz w zaleznos$ci C3.312 uwzgledni sie zwigzek C3.302» to otrzymuje

sie wzér na poszukiwang warto$¢ wspédczynnika ft:

ft = 3. 322)

22. Po obcigzeniu uk¥adu prébnym przyrostem <AP> okazuje sieg, ze
powierzchniowe sity normalne na pewnym elemencie brzegowym, bedacym
poprzednio w kontakcie, sa wieksze od zera. Nalezy wigec zmniejszy¢ <AP>
tak, aby sity normalne na tym elemencie byty réwne zero. Wykorzystuje sie

w tym celu réwnanie C3.292. Bezpos$rednio z niego wynika, ze

K,n-1 . .0 K,n
p +Api

ft C3. 332

Oczywiscie w nastepnym kroku nalezy zatozyé, ze elementy te nie sg Juz w
kontakcie, a wiec ze leza na powierzchni rt(\Cr&(aU TK 2.

32. Po obcigzeniu uktadu prébnym przyrostem obcigzenia <AP> okazuje
sie, ze w pewnym elemencie sita styczna przekracza dopuszczalng wartos¢,

tzn.

= F Cpn32 + Cpn)2 > MPn- C3. 343

Nalezy wiegc zmniejszyé prébny przyrost obcigzenia tak, aby pr=fip~.
Uwzgledniajac zaleznos$¢ C3.292 otrzymuje sie kwadratowe réwnanie ze

wzgledu na ft:

2 P n,2 . P nn2 _ . ° N n-1- P n . .0 n . n-12 P n_
M [CA p22 + CA 992 1+ BftICAp2 + Py 2Ap2 + CA P3 + )33 2K p3]
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Oczywiscie w nastepnym kroku obcigzenia przyjmuje sieg, ze na tym
elemencie wystepuje poslizg.
Po obliczeniu wspédczynnika skalowania fi rozwigzuje sie jeszcze raz

uktad réwnan C3.272.

3.8. MODELOWANIE POtLACZENIA WTLACZANEGO CIAL OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH JAKO
ZADANIA KONTAKTU

Rozwazane sg dwa ciata liniowo-sprezyste A i B o symetrii obrotowej,
ktére maja tworzy¢ potaczenie wciskowe. Przed zmontowaniem takiego uktadu

ciato A posiada otwér o promieniu wewnetrznym mniejszym o pewng wartos$é¢ w

od promienia zewnetrznego ciata B. Wielkos¢ w nazywana bedzie dalej
wciskiem.
Ciata A i B zajmuja w $3 obszary fiA 1 08, ktére sa ograniczone

powierzchniami rA i TB. Powierzchnie TA i TB otworzone sa przez obroét
tworzgcych LA i LB woko6t osi zCxg2, tzn. TA=LAx[-rr, ] i rB=2Bx[-n,rc]
Crys. 3. 42.

Rys. 3.4 Potaczenie wthtaczane dwéch ciat osiowo-symetrycznych

Fig. 3.4 The forced-i.n join of two axisymmetric bodies

Jak pokazano w p. 1.2.4, w przypadku cia#t o symetrii obrotowej
zagadnienie przestrzenne redukuje sie do jednowymiarowego. Wprowadza sie
uktad wspoédrzednych cylindrycznych Cp,©0,z2. W rozwazanym przypadku zaréwno
przemieszczenia, jak i sity sa niezalezne od kata © i brzegowe roéwnania
catkowe dla obu ciat mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

przyrostowej :

JT_Cx ,y2 AUJ"Cy2pCy2dLCy2 - JIi_Cx ,y2Ap"jCy2pCy2dLCy2 , C3. 362

i.j=p.z  K=A,B
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gdzie

T. Cx,y2 = P Cx,y2 + c_Cy2«5Cx-y2.
M « ij

Cx,y) i PACx,y2 sa rozwigzaniami podst-awowymi statycznej teorii
sprezystoéci we wspoé4rzednych cylindrycznych Cpor. wzér Cl. 732 dla >1=02,
AuK 1 Ap* sa przyrostami przemieszczen i sit powierzchniowych; przyjeto
takze, ze Xl-pZ- i >:2:z.

Zaktada sie, Ze na powierzchni kontaktu utworzonej przez tworzaca LC
wyré6zni¢ mozna dwie strefy: adhezyjna i poslizgu , oczywiscie

zachodzi nastepu lacy zwigzek Lc: L U Z—CS— Te czesci tworzacych, ktére nie

ca
wchodzg w strefe kontaktu, oznaczono przez Lé, K=A>B.

Problem analizy procesu wtdaczania rozwazany bedzie od momentu, gdy
luz pewna cze$¢ ciata B wtdoczona jest w otwdédr ciata A. Woéwczas warunki

kontaktu obu ciat w strefie styku maja nastepujaca postac:

JA . tB . K.n _ LK - KLuno . K,n
ljol L, mp " =0, e, Ap., = uap ", c3. 37al
Au
C3. 37b2
Ap" Ap =0,
gdzie ® = J Aw-", N jJjest wspoétczynnikiem tarcia miedzy powierzchni ani

kontaktu.

Na Zc wprowadza sie wspélne wielkodci Ap~ oraz Av~r zdefiniowane w

spos6b nastepujacy:

i u [ Au = Au_’ * Av ,
Ca
C3. 382
v A*pA " ApB " ogp

Uwzgledniajac wzory C€3.372 i €3.382 w roéwnaniach catkowych C3. 362
otrzymuje sie:

ji«:j\uﬁ,v + Jt_«_jAVEde.A + jC}T f\an + T1 éA\éA,andZ.A =
~NA »n ~NALnN
o Ca Cs

C3. 392

jUtj\pr)‘de_A + J'CU11 + an122Api‘:de.A,
~A LN AL T«
Ca Cs

oraz



[t AuB,ndtB + (¢ _AvnpdLB +
Jij J J7 uj

+ T, AvB,n3pdZ.B
12 2

Lo LEin L8N
H C3. 402
- Ju. ,Ap"pdz.B - JCUIE + 22ap~pdLB + JY ~pAundL?
|,\/:l,2 . xi:p, x2:z,
gdzie sgnCAp~ *2, i.~’° = 0, /C=/4,B.

W wyniku dyskretyzacji Z i Z za pomoca elementédw brzegowych w
postaci odcinkoéw liniowych Crys.3. 42 i aproksymacji funkcji brzegowych na
kazdym elemencie otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych:

C3. 412
gdzie
. pT0 0 pT20 0 pTA -pU -pCU + fohUA 3
0 pT ptog-t PT 16 pUa® pCU®18+ pnu@2)32
<AX> = fAu/(\),Aug,AvéS,Av%alAvla,Apa,Apl))5
tT7J <Aw> = Awl.
-KJ n
Réwnanie C3.412 zapisa¢ mozna w innej postaci:
£T 1(3<Aw>n, C3. 422
gdzie ft jest wspédczynnikiem skalowania.

Zatézmy, ze po rozwigzaniu uktadu C3. 422 dla n-tego przyrostu wcisku
Awn okazato sig, ze na elemencie brzegowym, ktéry lezat w strefie
adhezyjnej C"a"2, zachodzi nieréwnos$c¢:

C3. 432

Oznacza to, ze element ten powinien leze¢ w strefie poslizgu C"s"2 oraz ze

wcisk An>n jest zbyt duzy. Przyrost wcisku Awn nalezy wiec zmniejszy¢
/?-razy, aby zachodzi+ warunek:

K i = 171 e C3. 44}

a w nastepnym kroku nalezy przyjaé, ze rozwazany element lezy juz w

strefie poslizgu.
Wykorzystujac wzoér C3.432 wspoétczynnik ft oblicza sie z relacji:



C3. 452
Ap,

Na podstawie opracowanej 1 przedstawionej wyiej oryginalnej metodyki

modelowania potgczen wciskowych =za pomocag metody elementéw brzegowych

skonstruowany zostat numeryczny algorytm analizy wytrzymatosciowej

potaczenia wthtaczanego kota kolejowego z osig Cpor. [3.11, 3.1232.
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4, METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE ZAGADNIEN STOCHASTYCZNYCH

4.1. UWAGI WSTEPNE

Rozwigzania deterministyczne wielu zagadnien z zakresu mechaniki ciat

odksztatcalnych stanowiag w wi

lu przypadkach modelowania rzeczywistych
uktadoéw mechanicznych zbyt duzag idealizacje i nie odzwierciedlaja ztozonej
struktury zjawisk fizycznych. Zgodnie wiec ze wspéOdczesng tendencja
stosuje sig w tego typu przypadkach opis stochastyczny.

Modele stochastyczne sa lepszym przyblizeniem rzeczywistosci niz
modele deterministyczne, poniewaz w modelowaniu stochastycznym mozna
lepiej wykorzystaé¢ posiadane informacje o badanym uk#tadzie 1lub zjawisku
uwzgledniajac jednoczesé$nie niewiedze i1 niepewno$¢é w jego ocenie.

Opis stochastyczny znalazt szerokie zastosowanie w analizie ciaggtych
uktadéw sprezystych, takich jak struna, pret, ptyta, powtoka oraz w
badaniach rozprzestrzeniania sie fal stochastycznych w osrodkach
nieograniczonych 1lub pétograni czonych. Cpor. np. [4.2, 4.18, 4.19, 4.28,
4.31, 4.32, 4.333).

W przypadku ciat o ztozonej geometrycznej postaci konstrukcyjnej, z
ktorymi najczesciej spotykamy sie w budowie maszyn, jedynie zastosowanie
metod numerycznych pozwala na uzyskanie efektywnych rozwigzan =zagadnien
stochastycznych.

Sposéb analizy losowo odksztadconych uktadow w postaci tzw.
stochastycznej metody elementéw skonczonych stat sie w ostatnich latach
nowym narzedziem badania uktadéw mechanicznych w warunkach niepewos$ci
Cpor. np. C4.24, 4.25, 4.29, 4.30, 4.35, 4.36]).

Rowniez metoda elementédw brzegowych umozliwia formutowanie zagadnien
probabilistycznych mechaniki, uwzgledniajac zaréwno stochastycznag nature
obcigzen Cstatycznych i dynamicznych) dziatajacych na uktad, losowe
wtasnosci materiatu, Jjak i stochastyczny ksztatt brzegu uktadu.
Stochastyczna metoda elementéw brzegowych staje sie nowym i obiecujagcym
wariantem metody elementéw brzegowych w zagadnieniach losowych.

Pierwszag proébe sformutowania stochastycznych zagadnien brzegowych
statycznej teorii sprezystos$ci w ujeciu metody elementdw brzegowych podjat
Burczynski w pracy [4.3]- Problematyka ta rozszerzona o sprezyste i
lepko-sprezyste zagadnienia dynamiczne kontynuowana byta przez
Burczynskiego w pracach [4.4, 4.5, 4.6, 4.8, 4.12], a takze w pracach z
Adamczykiem [4.13] i Johnem [4.15, 4.16, 4.17].

Stochastyczne zagadnienia teorii potencjatu rozpatrywane byty przez
Burczynskiego [4.71, a problemy zwigzane z przewodnictwem cieplnym
rozwazat Drewniak [4.20].

Metoda elementéw brzegowych stosowana byta takze przez Burczyhskiego

w analizie rozprzestrzeniania sie fal w odrodkach stochastycznych [4.10].



Osobnag ciekawa klasa zagadnien, w ktérej metoda elementéw brzegowych
moze by¢é uzytecznym narzedziem numerycznym, sa zadania z losowym brzegiem.
Problemy takie rozpatrywane by+ty przez Nakagiri , Suzuki 1 Hisada [4.263,
Burczynskiego [4.9, 4.113, Burczynskiego i Fedelinskiego [4.143 oraz
Drewniaka i Pawickiego [4.213.

Zagadnienia stochastyczne mechaniki uktadéw odksztatcalnych formutuje
sie nastepujaco: znajac charakterystyki probabilistyczne takich wielkosci,

jak warunki brzegowe, warunki poczatkowe i sity objetosciowe nalezy

wyznaczyc¢ odpowiednie charakterystyki probabilistyczne wielkosci
opisujacych zachowanie sie uktadu, a wiec np. przemieszczen i naprezen. Z
matematycznego punktu widzenia nalezy wiec rozwigzac stochastyczne

zagadnienie brzegowe lub stochastyczne zagadnienie poczatkowo-brzegowe.

Podstawowag role w aksjomatyzacji zagadnien stochastycznych odgrywa
pojecie przestrzeni probabilistycznej. Pod tym pojeciem rozumie sie tréjke
uporzadkowang gdzie £ jJest zbiorem zdarzen elementarnych i
przedstawia wszystkie mozliwe elementarne wyniki doswiadczenia zwigzanego
z danym zjawiskiem losowym, & oznacza vrodzine zdarzen Jlosowych bedaca
<7-ciatem, natomiast P jest miarg probabilistyczng okreslong na &.

Stochastyczne zagadnienia brzegowe badat po raz pierwszy Kampe de
Feriet [4.233. Podat on definicje losowego rozwigzania problemu dla prawie
wszystkich realizacjil2*

Istotg prezentowanego w rozdziale niniejszym ujecia Jest sprowadzenie
stochastycznego zadania brzegowo-poczgtkowego Jlub brzegowego, opisanego
uktadem losowych czagstowych roéwnan roézniczkowych wraz z przynaleznymi mu
losowymi warunkami brzegowymi i poczatkowymi, do uk#tadu stochastycznych
osobliwych réwnan catkowych okreslonych tylko na brzegu rozwazanego
uktadu. Dyskretyzacja tych réwnan technika elementéw brzegowych prowadzi
do uktadu losowych réwnan algebraicznych, ktére sa podstawg do okreslania
charakterystyk probabilistycznych Cmomentéw) nieznanych na brzegu ciata

przemieszczen i1 sit, a w nastepnej kolejnosci obliczania przemieszczen i

naprezen wewngtrz uktadu mechanicznego.

4.2. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ZAGADNIENIACH STOCHASTYCZNYCH
ELASTOSTATYia

Rozpatrywane jest jednorodne * izotropowe ciato sprezyste o statych
materiatowych X i ju zajmujace w przestrzeni £d CczZz=2 lub 3) obszar Q z

brzegiem F\ Na brzegu ciata dane sag stochastyczne warunki brzegowe w

i Stochastyczne zagadnienie brzegowe sprowadzi¢ mozna takze do problemu
deterministycznego Cpor.[4.323) w przypadku gdy dla kazdego ustalonego
yOeE—A, gdzie "CA)=0, rozktad miary Jest Jednopunktowy, tj . PC<y0>)=l i



postaci:

- stochastycznego pola przemieszczenh:
uCx,>0 = -u°Cx»jo, xX€Ti, C4.1}

- stochastycznego pola sit powierzchniowych:
pCx,>0 = p°Cx.joO. Xer ,» C4. 3D

przy* czym r=P.u r2- r*n T2=0, y Jest zdarzeniem elementarnym i nalezy do

zbioru zdarzen elementarnych tJ.

Stan uktadu opisany jest operatorowym réwnaniem rézniczkowym:

LBqu,y) » bCx,>0, C4.3)

gdzie Jest operatorem deterministycznym i ma postaé¢: CIl.10).
Zaktada sie» ze znane sg charakterystyki probabilistyczne warunkéw

brzegowych i sity objetosciowej w postaci pierwszych dwéch momentéw:
- wartos$ci przecietne:

mUCxD =Eu°Cx.>0. xsT1 C4.4a)
mPCx) =Ep°Cx»>0, X ’\2 C4.4b)
«fEx3 =EbCx,jo, XN, C4. 4c)
- tensory korelacyjne ICCx ,x DB 1K Cx ,x )!I» K Cx ,x D* 1K Cx ,x )1
u P2 winj 1 273 p 1 2 1 PiPj 1 273
i Kbel»x2 Jg_b_Cxl.x221>|, ktéorych elementy zdefiniowane sg nastepujace:
L a) J
K Cx ,x; = Eu¢Cx _,joOu°Cx_.*0, X X er , C4.5»)
u.u. 1 1 1 J 72 1°2 1
]
- ° *0p° 1
Kpj,\ Cx ‘lxzb pr Cxl, Op chz x1 ’2X 2eT , C4. 5b1)
* *i
Kb b.CX 5 D EbiCxl,}/)hij2 Jo , xl,g( C4.5c)

gdzie E jest operatorem wartos$ci oczekiwanej.

Odnos$nie do pél losowych u°Cx,y), p°Cx,}0 i bCx,jO zaktada sie, ze sa
one generowane przez niezalezne Zré6dta. Jesli pola te sg jednorodne, to
tensory korelacyjne C4.5) zalezag tylko od réznicy argumentow.

Sformutowane stochastyczne zagadnienie brzegowe sprowadzi¢ mozna do
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postaci catkowej korzystajac z zasady wzajemno$ci prac Bettiego CI. 18!).
Otrzymuje sie wéwczas uktad stochastycznych osobliwych réwnan catkowych,

ktéry w postaci wektorowej ma postac¢ Cpor. Burczynski 14.1232):

c4. 6)
coxyucx,*o + JIOXY2AUCY, JOXC/2RIUCKY PO j0drcyy + *ucx,y2ybey, jodocy?)

r r (0]

x T,
gdzie UCx,y) i PCx,y2) sa vrozwigzaniami podstawowymi statycznej teorii
sprezystosci 1 opisane sg wzorami Cl.292)-Cl.322), natomiast cCxD okreslone
Jest zaleznos$cig CI. 392).

Gdy x”~, to zaleznos$¢ C4.6D jest analogonem stochastycznym formuty
Somigliany.

Stochastyczne pole naprezen wewnatrz ciata okreslone Jest réwnaniem:
ty..Cx,jo - Jd~Cx, y*p~Cy, ~)drCy) - Js”™ ~kCx, yDu~Cy, jOdTy)

ca.7)
MEX ,y)b®Cy ,J0dOC y2>,

xeQ,
gdzie tensory vak i Shj’k okreslone sa wzorami ClI. 243 i CI. 252).

Wektorowe stochastyczne réwnanie catkowe C4. 62) rozwigzac mozna
efektywnie technika elementéw brzegowych. W tym celu» podobnie jak w
zagadnieniach deterministycznych, brzeg ciata T dyskretyzuje sie za pomoca
elementéw brzegowych T®, e=i,2,..,E, a wspo4rzedne prostokatne x=CxfD
dowolnego punktu elementu brzegowego wyrazaja sige przez wspo6trzedne
punktow wezdowych x-Cx”2), podobnie jak w CI. 432).

Stochastyczne brzegowe pola przemieszczen uCx,jo i sit
powierzchniowych pCx,*0 sa na kazdym elemencie brzegowym T® aproksymowane
w lokalnym uktadzie wspoédrzednych e=C£.2) za pomocag funkcji ksztattu NCE) i

losowych warto$ci weztowych u*vCjO i p*vC>0 w sposdb nastepujacy

UBCXC{P.jO = NCE)u*wC>0. c4. 8)
ca. @)

19> Skonczenie wymiarowa dyskretyzacja Jlosowych poél przemieszczen i1 sit
brzegowych powoduje, ze warto$ci weztowe tych wielko$ci sg zmiennymi
losowymi, otrzymanymi w wyniku lokalnego us$redniania rozwazanych pél na

kazdym elemencie brzegowym. w konsekwencji mozna oczekiwacd, ze
stochastyczny charakter wartosci wezdowych zaleze¢ bedzie od wyboru
geometrii siatki elementéw brzegowych, podobnie Jak w metodzie
stochastycznych elementéw skonAczonych Cpor. Vanmarcke et al. [4.35,

4. 36] 2.



- 08 -

W wyniku opisanej w rozdziale 1 skonczenie wymiarowej aproksymacji
réwnania catkowego réwnanie C4. 6) przyjmuje nastepujaca postac

algebraiczna:

IHJ<uC>0> = [G3<pCy)> + <BCjO>. C4.10)

gdzie macierze nielosowe IH1 i IGJ okreslone sg identycznie z zagadnienienm
deterministycznym Cpor. roz. 1) natomiast macierze kolumnowe <uC?0> i
CpC*0> zawieraja losowe wartosci wezdtowe przemieszczen i sitbrzegowych;
losowa macierz kolumnowa <BCjO> zalezy od sit objetos$ciowych.
Uwzgledniajac warunki brzegowe C4. 1) i C4.2) roéwnanie C4.9) przyjmuje
posta¢ uktadu losowych roéwnan algebraicznych, ktéry w postaci macierzowej

mozna przedstawi¢ nastepujaco:

1AJ<XCy)> * IFKYC}0> + <BC*0>, C4. 11)

gdzie macierz kolumnowa <XC”)> zawiera nieznane Jlosowe wartosci weztowe
przemieszczen i sit brzegowych, macierz kolumnowa <YCjO> zalezy od danych

losowych warunkow brzegowych, natomiast determi

istyczne macierze
kwadratowe tAl i IFJ utworzone sg z elementdéw macierzy [HJ i IGI.
Jesli macierz [Al jest nieosobliwa, to rozwigzanierdwnania c4a.11)

przedstawi¢ mozna nastepujaco:
<XCH#0> = IA]-*I1FI<YCH0> + [A]-1<BCjO> . C4.ia)
gdzie tAl 1 jest macierzg odwrotng do £Al.
Rozwigzanie w postaci C4.12) stuzy do okreslania momentéw nieznanych

wielkos$ci losowych przemieszczen i sit brzegowych.

Wartos¢ przecigtng oblicza sie ze wzoru:

<my> = IA)'IIFI<mV> . tA)"<iiD>. C4.13)
Macierz korelacyjna okreslona jest wzorem:

[ICr"l = EEJI<XC ><XCJO>TJ = tAI"*IF1 [ICv IEF]T|A1~“T + HTAL"“iF] <myX m i>T (Al “1T

C4. 14)
+ 1Al —1[(1‘3 1CA1"1T £ EAl ”‘<mB><Ym STIFI T[AJ™1T.
gdzie znak T oznacza transpozycje macierzy.
Przyokreslaniu momentoéw losowych pél przemieszczen i naprezen

wewnagtrzciata potrzebna jest znajomo$¢ macierzy korelacjiwzajemnej 1K~

i CKvxl' Macierze te oblicza sie ze wzorow:



EKXYl = e E<XC/,O»<YC}O>t3 = £Al -lEFJIKY] + £A]"1< mB> <Ym>T. C4. 153

£ICyx] = EjcYCjOMKCjO~j = EKy1EF)TEA]"1T + <myX m B>TEA] ~“T C4. 163
Warto zauwazy¢, ze wszystkie momenty wyrazaja sie przez EAl~ lTub

“1T * N N .
[Al Wystarczy zatem tylko raz odwréci¢ macierz tAl. Mozna tego dokonat¢

rozwazajac uktad deterministycznych réwnan algebraicznych w postaci:
IAKX D> = <I1L>, C4.17)

gdzie rozwigzanie <X” jest I-tg kolumng macierzy odwrotnej 1AL1", *=*1*
Jest macierza kolumnowg, w ktdérej w i-tym wierszu jest 1, a pozostate
elementy sa réwne zero.

Losowe przemieszczenia i naprezenia okreslone sga réwnaniami:

<uCx, r>) = tGCx) 1<pCy)> - I1HCx)I<uC?0> + <BCx,jO>. C4. 18)
xe0
<0<x,?0> = [DCx) 1<pCT > - CSCx)I<uCy)> + <BCX.*0>. C4. 19)
Xtis0
Momenty przemieszczen 1 naprezen maja nastepujacag postac:

- wartosci przecietne:

<raqu)> = [GCx)1<mp> - IHCx)KnL1|> +<mgx)>, C4.20)
X<eO

<m0Cx)> = (DCx) 1<mp> - ISCX)Mmu> +<nBCx)>, C4.31)
X« 0

macierze korelacyjne:

£KCX1,X231= E~<uCxi.#"3XuCx2.j"3>Tj = C4.223

EGCxiS]EKpIEGCx alT - EGCxi3J<mp><mu>T£HCx E]T + EGCx131<mp><mBCx23>T

- EHCXI 3[}} m p><m >T£GC5 31T + £HCX13IEKu I£HC)(23]T - EHCX13J<mu><mBCX23IT

+ <mBCi( 3><mp>TfGCx231T - <mBC>I( 3><mu>TEHCx23]T + EKchl’XZS] -

X ,xzeO,



IKACxAx" 1« EN<oCxi.y3XoCx2,+-3>Tj = C4.233

- [SCxi)I(Jm }p{m)TIKxQ]T + ISCxlDHICu)[SCX23JT - ISCi<3Kmu><mBCx23>T

+ {mCx)Xm >TIDCx)IT - <mCx3Xm>T[SCx3JT + IX Cx_,x_DJ.
B 17 'p 2 B 1 u 2 B 1772

X ,X €0,
1 2

Wzory C4. 123, C4.183 i C4.19) s#uzy¢é moga do obliczania momentow
wyzszych rzadéw. Wéwczas wychodzgc =z rozwiniecia Grama-Charliera mozna
okreslic¢ rozktad prawdopodobienstwa stochastycznych pol przemieszczen

uCx»}0 i naprezen oCx,y3.

4.3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W STOCHASTYCZNYCH ZAGADNIENIACH
DYNAMIKI

Rozwazane jest jednorodne izotropowe ciato sprezyste, o statych X, fj
i gestos$cip zajmujace obszar 0 w Cd=2 lub 33 z brzegiem r, poddane
dziataniu sit objetosciowych w postaciprzestrzenno-czasowego pola
losowego bCx,t,jO oraz warunkéw brzegowych w postaci:

- przestrzenno-czasowego stochastycznego pola przemieszczenh:

uCx,t,”3 = u°Cx,t,jo, XEeEdan , C4.243

- przestrzenno-czasowego stochastycznego pola sit powierzchniowych:

pCx ,t,jo = p°Cx,t,jo, nn

gdzie t€T«CO0,T3, I"U r~r oraz rjy r2=0-

Warunki poczagtkowe moga mie¢ takze nature stochastyczna:
uCx ,0 ,~3 = uOCx,yS . uCx,0,y3 = uOCx,y3, X<=G. C4.263
Stan rozwazanego uktadu opisany jest operatorowym réwnaniem rézniczkowym:

LduCx,t,>0 = bCx,t,*0, C4.273

-ocK t< oo, X6.0,

gdzie operator L~ ma postac

L= L 4+ p oo c4.283

Operator L opisany jest przez Cl1.103.
8 A

Pole stochastyczne bCx»t»jO okreslone jest nastepujaco:
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bCx,t»>0 = bCx,t,jO + piUqCx, Ct3 + u~Cx,y36Ct3 3. C4. 293
Zaktada sie, ze znane sa charakterystyki probabilistyczne
stochastycznych warunkéw brzegowych, poczatkowych i1 sit objetos$ciowych.

Nie zmniejszajac og6lnosci dalszych rozwazan zaktada sie dalej, ze

wartosci przecietne tych wielkosci sag réwne zeru. Przyjmuje sie takze, ze

pola losowe u°Cx,t,v2>, p°Cx»t,*0, ugx,jo, uOCx,yS oraz bCx,t,y) sa
generowane przez niezalezne zrédta.
Znane sa macierze korelacji warunkéw poczatkowych i
a o

Stochastyczne warunki brzegowe i sity objetosciowe scharakteryzowane
sa przez macierze uogélnionych gestosci widmowych SACx”N,x",coM,a 0 ,

Sprl,xz,wl,wz) i Sbel,x Zcf ,002’%, ktérych elementy zdefiniowane sg

nastepujaco:

Su.u.cxl’)% f ,2u) E”J ICx1 ,cql,y)uJsz 05 ,jOl. C4. 303
tJ L J
Sp.p_Cxl’ﬁ( Ui ,é303= Ef[91_0x1 ,0|>,jg)p§x ’EO’JOJI’ C4. 313
Sbh p.cw W = c4. 323
\}’j Tt J
gdzie
aCx,co,*0 = |<2Cx,t,y3expC-£co t3dt, C4. 333
0 o
* .
artu, by ’b'v
]
aCy.w”r.y0 * JcxCx»t,y"3expC tovat3dt, C4. 34)
—00

Wzér C4.333 okresla transformate Fouriera, natomiast wzér C4.343 wyraza

sprzezony transformate Fouriera.

Gestosci wi dmowe : Squl,xz,ml,OOZB, Sprl,xz,m fog i Sbel,xz,ool,mZB
sa charakterystykami probabilistycznymi niejednorodnych w dziedzinie

wspédrzednych przestrzennych i1 niestacjonarnych w dziedzinie czasu pol
losowych. Tak zdefioniowane momenty drugiego rzedu sga w dziedzinie czasu
uogo6lnienienm gestosci spektralnej procesow stacjonarnych na procesy
niestacjonarne Cpor. [4.18, 4.3133.

Uogélniona gesto$¢ widmowa przebiegéw stacjonarnych jest dodatnim
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masywem dystrybucyjnym skoncentrowanym na prostej ol=t®2 * wyraza sie

zaleznos$cia:

SCx_ ,x ,0 ,03 = 2rcSCx_,x ,m3<Cco 00 3. c4. 353
1 12 1 1 2

Charakterystyki widmowe pél losowych sa réwnowazne czasowym Ffunkcjom

korelacyjnym KCx”,x",t~,t"D przez podwdéjne przeksztatcenie Fouriera:

(0]
SCx_ ,Xx ,c0 ,c0) = IKCx ,x ,t ,t 3exp[ -£Cco t - ot 3Jdt dt . C4. 363
172 T % JJ 1772 2 11 22 172
-00
Brzegowe réwnania catkowe dla stochastycznego zagadnienia

dynamicznego otrzymaé¢ mozna wychodzac z zasady wzajemno$ci prac Bettiego
Cl.923. Uwzgledniajagc stochastyczng nature warunkéw brzegowych, warunkow

poczatkowych i sit objetosciowych otrzymuje Cpor. Burczynhski [4.1233:

cCx3ulCx,t,*0 + |PCx,y,t3*uCy, t,*0drCy3 = 1|HCx,y,t3*pr, t ,>0drCy3 =
u
C4.373

JuCx,y,t3#bCy.t,~3d0Cy3 ,
xeT.
(o]

gdzie symbol * oznacza splot czasowy, natomiast deterministyczne Jadra
okreslone sa przez rozwigzania podstawowe dynamicznej teorii sprezystosci
UCx,y,t3 i1 PCx,y,t3, ktoéorych postaé¢ wyznaczona jest przez CI1.983, CI1.993 i
Cl. 943.

Wektorowe stochastyczne roéwnanie catkowe C4.373 opisuje dynamiczne
zachowanie sie osrodka sprezystego poddanego oddziatywaniu
przestrzenno-czasowych po6l Jlosowych. W przypadku gdy x ~ c¢Cx3=1 roéwnanie
C4.373 Jest formutag Somigliany dla stochastycznych zagadnien dynamicznych.

Stochastyczne pole naprezen wewngtrz ciata okreslone jest réwnaniem:

<y Cx,t*jO = jD_kCx,y,t3#pkCy,t, jOdrCy3- Js™ "X,y ,t3*ufy ,t ,>0drCy3

C4. 383
c,y,t3*bkCy, t,~3d0Cy3 ,
fw

X«2.

gdzie tensory D_tjk i S.ij okreslone sa przez Cl. 963 i Cl. 973.
Do rozwigzania C4.373 wygodnie jest zastosowa¢ metode transformacji

catkowych Fouriera. Otrzymuje sie wtedy:
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cCxDuCx, + JpCx,y,<«x>uCy»o, jodrCy) = JuCx, y, ooDpCy, 65,y0drCyD =
r r
C4. 391
ILiCx.y. bCy ,a, doCy) .
a xer
UCx,y,0a>= Ju_Cx»y, o)) Jest rozwigzaniem podstawowym operatora
Ly, = Lg - pa, C4. 403
i ma postac:

U.”Cx,y,<|>D B »Lr»j.z), C4.41D
gdzie k=4 dla zagadnien przestrzennych i ae=2 dla zagadnien ptaskich.
Funkcje y/ 1 x okreslone sa nastepujaco:

expC —Iojt/cZD c s C 2 expg - 1ot/cC O}
(- T_0>r 6>frr -1
C4. 423
expC -icar/c 2
_L_ r_J- _ - 1- I -
2 1 N 2 2 1
C v LCi>r fc) r r
302 3c2 } expC —Lo>r/02}
= ¢t —icor 0r J
C4. 433
3c 3c expC —tii>r /c D
r 1 1 °
O TT-+14)
dla zagadnien przestrzennych oraz
- (= ) —wer Kl ¥ - —  KY{— 1]
2 2 1 1
C4. 45}

* m«.{— i -4 *(— i]e
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dla zagadnien ptaskich.

K™, i sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela trzeciego rodzaju
odpowiednio zerowego, pierwszego idrugiego rodzaju, natomiast
c1l=CCX+2/j3/p31/2 jest predkosciag fali dylatacyjnej, a c/~NC~/pD172  jest
predkosciag fali skretnej.

Réwnanie C4.393 zachowuje swoja waznos$¢ takze dla osrodkow
lepko-sprezystych, opisanych réwnaniem stanu Cl. 108!1), Jesli w miejsce
Statych Lamego X i vy wstawié¢ wielkosci i zalezne od parametru

przeksztatcenia Fouriera oo

vVC£o>3 = FCico3/[2PC £33, XVC£<">3 * X + C2/33Cu - quiuD], C4. 46}

gdzie F i P sa operatorami roézniczkowymi okreslonymi wzorami CI1.1063.

Wielko$ci iiJL £8 1 X“E<i>3 wyrazi¢ mozna takze przez zespolone moduty
przy $cinaniu Y~CioO i dylatacji YACEc«>3 w  sposodb nastepujagcy Cpor.
C4.2733:

vaiu) = YaCiOO/Z, XVCEaO = [YvCiW) - YSC£g>33/3. .C4. 473

Jesli < potraktowaé¢ Jako parametr, to roéwnanie C4. 393 podobne jest do
stochastycznego brzegowego réwnanie catkowego C4.63, opisujacego
zagadnienie statyczne. Dlatego do rozwigzania roéwnania C4.393 zastosowacd
mozna podobny tok postepowania.

Brzeg uktadu dyskretyzowany Jest za pomoca elementdéw brzegowych r#,
e=1,2Transformaty catkowe przestrzenno-czasowych pol losowych
przemieszczen uCx,u>,3}0 i sit brzegowych pCx,0>,}0 aproksymowane sa na
kazdym elemencie T* przez funkcje ksztattu i losowe wartosdci weztowe

u#wCtt*y3 i1 p*vCw,y3 w nastepujacy sposoOb:

a*CxC(3 .u.yl

HC?3u**Cw.jO. C4. 483

p*CxCe¢S.u.tO = MC?Dp“vCu,y3. C4. 493

Jesli catke objetosciowag, wystepujaca w réwnaniu C4.393, nie da sie
obliczy¢ analitycznie lub sprowadzi¢ do catki brzegowej Cpor. p.1.2. 33, to
takze obszar O nalezy podzieli¢ na komérki wewnetrzne O0*, <= 1,2,..Q,
Cpor. p.1.2.23.

W wyniku dyskretyzacji réwnania C4.393 otrzymuje sige nastepujaca

posta¢ algebraiczng:

IHCo>3J<uC 73> = [GCo>B1<pCa> "3>. <BCo0>.jO>, C4. 303

excit3, 1=1,a... 1
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gdzie elementy nielosowych macierzy zespolonych [HCo>2>] i féto) | sg
okreslone przez catki brzegowe z rozwigzan podstawowych UCx,y,c»>1> i
PCx.y, 00 i obliczone dla ciggu wartosci o, 1=1,2,..» imaX
Macierze kolumnowe <uCc>>,*0> i <pCo>,*0> zawieraja transformaty
losowych wartos$ci wezdtowych przemieszczen i sit brzegowych.
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych réwnanie C4.50D przeksztatcic

mozna do uktadu zespolonych losowych réwnan algebraicznych:

IACw3]<XCo,”> = [FCco3KYCo,y3>+ <BC«,*0>, C4.513

+'=c<o13 . 1=1 ,a,, .i

max
gdzie macierz kolumnowa <XCc*>, zawiera nieznane transformaty Jlosowych
przemieszczen i1 sit brzegowych, natomiast w macierzy kolumnowej <YCco,f0>
znajduja sie wielkosci dane w warunkach brzegowch.
Jesli dla ciagu wartos$ci parametru a°, 1:1,2,...,imax, macierz [ACco3l
Jest nieosobliwa, to rozwigzanie réwnania C4.51Z) przyjmuje postac:
<XCw,jO> = IACa0l~*[FC<<0]<YC<*}":>> + [AC«3 ]~*<BCio.}0> . C4. 52D
+>=Co>13 ,1=1,2,.. 1|
max

Rozwigzanie C4.52D umozliwia okreédlanie gesto$ci widmowych nieznanych
przemieszczen i sit brzegowych. Otrzymuje sie nastepujace wyrazenia na

poszukiwane charakterystyki spektralne:

I1SCu.u)) = E <XCw ,}0»<XCg> ,jO»H

IACw.JI|_,tFCu.DJIS Cu,,(#D11FCw_51HIACu_D]"' 1H
i i \ 12 2 2 C4. 533

CACoj; 5)" ' tS Cto, ,u,MIACoj,D1"1",

craz wzajemne gestos$ci widmowe:
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C4.543

ISXYCOj_.o?DI = e[LXCO)l.IOXYCWZ,}O>“j = [ACu13 I'I[FCu131IS‘(Cu1,u2)],

u.<ul5. 1=1.2 t
1 max
CA. 553
ISVXCU1 -P)31 = ELLYCo>, ,>0><XC«, .*0>"1§ = IS, C«} -w, 311 FC#>, D11 ACo>, 33" *H ,

u,=Cel3. 1=1.2.. .1

gdzie przez H oznaczono sprzezenie 1 transpozycje macierzy zespolonych.
W przypadku gdy drgania uk#adu wymuszone sa stacjonarnym polem

losowym, to wzory C4.533-C4. 553 przybierajag prostsza postac:

C4.563
ISxCu51 = CACG60I'""tFC(i)lIISvCa01ltFC601HtACLOj'*H +[ACw3j' *[SbCg3]IACoDI"‘H,
ofCuS. 1=1,2... 1
moXx
[SxyCo>3] * [ACoB] *IFC0)3JISyCo>31, C4.573
<=>Co>{ 3, 1*1,2,.. i
|SYXC°D1 « 1SC0)3] CFC0)31HEACO00 1~1H C4.583
o i *
6)=CO0il3 ,i*1,2,. . nax
Znajomos$¢ macierzy gestosci widmowych pol przemieszczen i sit

brzegowych umozliwia wyznaczenie charakterystyk spektralnych przemieszczen
i naprezen wewnatrz ciata. W og6lnym przypadku pol niejednorodnych i

niestacjonarnych otrzymuje sie nastepujace wzory:
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ISqul -, ,«1,«2)] «IGCx1 ,?> ) (SpCul ,(:1>231'|'G(:x2 M )1+

IThkxi.wiDIl1SuC<oi.-W2DIC#kx2 ,002DIH + CS~Co”~.0"31 , c4
x ,x_€Clt
1 2

= *
P, =Co13, 1*1,2,.. i

mox

ISaCxl.E( 0% 4 31 = £DCx1,l«)] [pSUl,Lé)UDCx2 ,uz)] *

ISCx .u3HS Cu.u_31ISCx_,dl31" + 1S Cu ,U 31.
171 VA ] 2 72 B 1 2

C4. 603

x, ,xzd]l’

<>V=C<oil3, i=1,2,. _1
1=1,2

gdzie macierze [HCx»a>3], [GCx,to31, IDCx ,0>31 i [SCx,0>3] zalezg od catek

brzegowych opowiednio o jadrach PCx,y,<03, UCx,y,<03, D_f€x,y,a0 1
S.tjka,y,u3.
Warto zwroécic uwage, ze w odréznieniu od zagadnien

deterministycznych, zastosowanie gesto$ci widmowych jako <charakterystyk
probabilistycznych losowych pol przemieszczen, sit powierzchniowych i
naprezen nie wymaga przeprowadzania pracochdonnego numerycznie odwracania
transformat catkowych. Jest to oryginalnag cecha i duza zalety
prezentowanego ujecia, ktére zostato sformutowane po raz pierwszy przez
Burczyrnskiego w pracy [4.43.

Istnieje mozliwos¢ alternatywnego sformudtowania zagadnienia analizy
drgan stochastycznych ciagtych uktadow sprezystych wykorzystujaca,
przedstawione w p. 1.3.5, rozwiniecie nieznanego pola przyspieszen
uCy,t,jo, yeft, w postaci Cl. 1203. W pracy Burczynskiego C4.63 oraz w
pracach Burczynskiego z Adamczykiem C4.133 i Johnem C4.163 przedstawiono
zastosowanie tego ujecia, ktdédre prowadzi do uktadu stochastycznych réwnan
catkowych Volterry 1 rodzaju Cpor. C4.133 wzgledem nieznanych

przyspieszen weztowych punktédw brzegowych1*.

i*) Zastosowanie stochastycznych réwnan catkowych Volterry do badania
dyskretnych uktadoéw losowych rozwazat Szopa w pracy C4.343.
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4.4. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W PROBLEMACH ROZPRZESTRZENIANIA si1E FAL
W OSRODKACH STOCHASTYCZNYCH

Do tej pory rozwazane bydty zagadnienia, w ktérych stochastyczng
naturag miaty warunki brzegowe, sity objetosciowe i warunki poczatkowe,
natomiast operator rézniczkowy opisujacy wtasnosci osrodka by+
deterministyczny. Jesli osSrodek jest losowy, +to operator opisujacy jego

zachowanie jest stochastyczny i réwnanie stanu ma postac:

LCjOu = b, ca. 61}

gdzie LCjO jest operatorem roézniczkowym o losowych wspoétczynnikach.
Typowym przyktadem réwnania typu C4.61D jest w analizie
stochastycznych =zagadnien falowych réwnanie Helmholtza. Wéwczas operator

losowy ma nastepujaca postac:
LCjO = V2 + k*N2Cx,jO,p C4.625

gdzie k~ liczbg falowag os$rodka jednorodnego, NCx,jO jest funkcja losowa
opisujaca niejednorodnos$ci o$rodka.

Rozpatrzmynieskonczony obszar sprezysty w 8d, Cd-2 lub 33,
sktadajacy sie z obszaru wewnetrznegoograniczonego brzegiem T, i
obszaru zewnetrznego O

Problem rozprzestrzeniania sie fali harmonicznej o amplitudzie u w

osrodku stochastycznym opisany jest réwnaniem Helmoltza:

V*u + kVecx,j"Du = bCx5, C4.632

gdzie bCx3 jest dang funkcja charakteryzujaca zroédto fali harmonicznej.
Jesli zrédto jest umiejscowione w punkciex®, to bCx3=6Cx-x°D. W
przypadku og6lnym funkcja bCxD moze mie¢ charakter losowy.
Jesli Ix |0, to amplituda harmoniczna uCx,jO powinna spe#4niac¢ warunek

wypromi eni owani a Sommer felda Cpor. C4.221]3:

duC x ,>0
I im. EKANCX,}0UCx»>0 j = 0. C4.643
| xUco O x|
Zaktadamy, ze losowos$¢ os$rodka jest ograniczona do pewnego

skofnczonego obszaru RcO oraz ze N2Cx ,j0 Jest w tym obszarze Jednorodnym
i izotropowym polem losowym o skonczonych momentach. Jesli losowe
fluktuacje osrodka sa mate, to wspoédczynnik =zatamania NCx,}0 przedstawic

mozna nastepujaco:
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N2Cx ,jO = 1 + *VCx,}O0, £<<1, C4.653
gdzie VCx,jO reprezentuje losowe fluktuacje w#asnosci osrodka, e jJest
matym parametrem.

Zaktadamy, ze VCx,yD Jest jednorodnym i izotropowym polem losowym o

wartosci przecietnej réwnej zero:

mv = EVx»*0 * 0, C4.663
i funkcji korelacyjnej K~x~.x”") okreslonej zaleznos$cia:

* 1 = n -1 -
Kv Cf,xz} ECVCxi ,JOVCXZ ,203 ovexpc JAXi lelaz), C4.67D

gdzie o2 jest wariancja, natomiast a jest promieniem korelacji Jlosowego

poia VCx ,joO .
Przy powyzszych zatozeniach rozwiagzanie roéwnania C4.63D przedstawic
mozna w postaci:
oD
uCx.jo = "~ ekukCx.)O0. CA .683

k=0
Wstawiajgc C4.683 do C4.63D i przyréwnujagc wyrazenia tego samego

rzedu przy £ otrzymuje sie uktad rézniczkowych réwnan rekurencyjnych Cpor.

[4.333}:
7*u_ + k2u - bCx3, C4.693
0 o o
7 uk + kguk —kgVCx.JOu,k_t, C4.703
M=1,2..
Stosujac tozsamo$¢ Greena do uktadu réwnan rézniczkowch C4.692) i

C4.70D oraz przechodzac z punktem x do brzegu T otrzymuje sie roéwnowazny

uktad brzegowych réwnan catkowych:

cCx)u Cx) = 1I[UCx,ydp Cy3 - PCx,yZ>u Cyi)3drCy!> + UCx,yDbCyDdO , C4.713

C4.72D

cCx3ukCx3 =* CUCx,y3pkCyD - PCx ,yl>ufe 3dfCy} + k JuCx, y3VCy, >0uk ~dR
<g3
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gdzie UCx,y3 Jjest rozwigzaniem podstawowym operatora deterministycznego

L*~2 + kg i ma postac:

expCik”M|x-y]|
UCX.Yy3 = ——mmmmmmmmmmmmo . dla <2=*3, C4.733

UCX,y3 = H<Ck |x-yp. dla d=2. C4.743

°

H~2> Jest funkcja Hankela drugiego rodzaju zerowego rzedu.

Funkcje PCx,y3 i pf€y3 wyrazajag sie nastepujacymi zaleznos$ciami:

PCx»y3 = 3UCx,y3/%nCy3, C4.753

pkCy3 = y3/£nCy3 , C4.763

gdzie nCy3 jest Jednostkowym wektorem normalnym do F.
Funkcja cCx3 zalezy od potozenia punktu x na brzegu T. Na brzegu r
dane sg warunki brzegowe, ktdére mogag dotyczy¢ u lub p.

Rozwigzaniem réwnania catkowego C4.713 Jest deterministyczna funkcja

urCx3, ktéra opisuje fale pierwotnag w osrodku jednorodnym. Stochastyczne
pole ukCx,jO, te=I»2,.. , Jest wygenerowane w os$rodku przez fale pierwotng
ur i pole rozproszone ut fe=2,3,.

Stochastyczny proces rozprzestrzeniania sige fali, opisany szeregienm

C4.683, moze by¢ interpretowany Jako kolejne wielokrotne rozpraszanie.

W celu rozwigzania brzegowych réwnan catkowych C4.713 i1 C4.723 nalezy
znalezé¢ wiele kolejnych przyblizen uf, CM=0,1,2,..3. . Jed$li rozpatruje siege
przypadek rozpraszania stabegol3*, to wystarczy Jedynie znalezé¢ u Cx3 i
uiCx»*0. Wéwczas wartos¢ przecietna i1 funkcja korelacji pola Ioosowego

uCx,joO maja postac:

m_Cx3 * EuCx,*0 = Z Cx3, C4.773
u

Kl,JCxI 63 = ECqul,pOUsztySJ = K, Cxl,§ 3. C4.783
u
1

W celu okreslenia momentéw C4.773 i C4.783 nalezy rozwigza¢ brzegowe

réwnania catkowe C4.713 i C€C4.723 dla k=1. Brzeg r dzielony je”t na

elementy brzegowe r®, e=1,2,..,E, tak ze wspoé#rzedne prostokagtne dowolnego

19

)W tym przypadku rozwazane Jest rozpraszanie Jednokrotne. Takie
przyblizone rozwigzanie nazywa sie przyblizeniem Borna. Nakt+ada ono

mocne ograniczenia odnos$nie do ma#oSci ECV*3 Cpor. Sobczyk C4.3333.
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punktu elementu brzegowego wyrazaja sie przez wspotrzedne weztowe za
pomoca zaleznosci Cl. 433. Deterministyczne pola u~Cx3 i pCx3 sa
aproksymowane w lokalnym uktadnie wspédtrzednych £*C{ 3 na kazdym elemencie

przez wartosci wezdtowe i funkcje ksztattu NCE3 w spos6b nastepujacy:

SoCxC 33 = NvCI!T3u~*, C4.793
EOCfo33 = Nwa5pg. C4.803
W wynikuskonczenie wymiarowej aproksymacji réwnania catkowego C4. 713

otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych:

CAKX0> = IFKYD> + <BD>, C4.813

gdzie macierze kwadratowe (Al i1 (FI zaleza od catek brzegowych z rozwigzan
podstawowych UCx,y3 i1 PCx,y3 i funkcji ksztattu, macierz kolumnowa <X >
o

zawiera nieznane wartosci wezdtowe u i p, w macierzy kolumnowej <Y >
o o o

znajdujag sie znane wartosci uo i pu dane prze warunki brzegowe, natomiast
zalezy od funkcji bCx3. Znajac wszystkie wartosci funkcji

macierz<B >

LT;CX?: i ?:’st na brzegu r, mozna z réwnania C4.713 obliczy¢ D/Ost wewnatrz
obszaru R dla cCx3=1. To umozliwia okres$lenie stochastycznego pola u~Cx,>0
przy zastosowaniu roéwnania catkowego C4.723. W tym celu losowe pola
udCx,joO 1 p4aCx,}0 sa aproksymowane na kazdym elemencie brzegowym r* przez

funkcje ksztattu i losowe wartoéci weztowe:

uiCxC?3.}"3 = NuCe3u"C+40. C4.823

PiCxCF3.y3 = NuCe3p”C*-3. C4.833

Obszar R Jest dzielony na komérki wewnetrzne R*1, 3=1,S,..Q, Crys.4. 13
i woéwczas losowe pole VCx,jO Jest aproksymowane“® w Jlokalnym uktadzie
wspé4rzednych r)=Cr).3 kazdej komérki przez funkcje ksztattu i losowe

wartoéci wezdtowe VvC}'3:

VCXxC7)3.y3 = *vCrpVvC}O. C4. 843
Ten sposo6b dyskretyzacji skonczenie wymiarowej stochastycznej
fluktuacji wtasnosci osrodka poprzez losowe wartosci wezdowe Jest taki
Jak w stochastycznej metodzie elementéw skonczonych Cpor. [4.35. 4.36,

4.24, 4.25, 4.28. 4.3013.
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Rys. 4.1 Dyskretyzacja brzegu elementami brzegowym r* 1 obszaru
komérkami wewnetrznymi Rgq

Fig. 4.1 Discretization by means of boundary elements r* and internal
cells Rgq

Réwniez fala pierwotna UOCX2> Jest aproksymowana na kazdej komdérce

przez funkcje ksztadttu i wartosci weztowe:

UoCx.Cy)DD = tp"Cypul C4.853

Dyskretna posta¢ stochastycznego brzegowego roéwnania catkowego C4.72D

przedstawi¢ teraz mozna w postaci losowego uktadu réwnan algebraicznych:

cAl<XCy}> * 1FKY4 + IRIIUOKVC jO>. C4. 863

gdzie macierze [Al i |IFl okreslone sa identycznie do roéwnania C4.813,
macierz kolumnowa <X~CjO> zawiera nieznane losowe wartos$ci wez4owe funkcji
uCx,}0 i p~Cjc.t0O na brzegu T, w macierzy <Y~> znajduja sie dane wartosci
funkcji u™ i1 p~, elementy macierzy kwadratowej IR] zalezg od ca#tki po
obszarze R z rozwigzania podstawowego i funkcji ksztattu, J*st
macierzg diagonalng, ktdédra zawiera wartosci funkcji u® w weztach komérek
wewnetrznych Rq, <VCyD> Jest macierza kolumnowa zawierajaca losowe
wartosci funkcji VCx,jO w weztach komérek wewnetrznych Rq.

Macierz korelacji losowego wektbra <X7ACjO> ma postac:
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IK, 1 = [A]"HIFJ<Y ><¥ >T[AL 1T + IAJ_iCRLIU 11K 1tU 1T[R3T[A3-1T, c4.871)
) o

gdzie elementy macierzy zalezg od funkcji korelacyjnej C4.67D.

Jesli funkcja opisujaca losowe fluktuacje os$rodka VCx,jO ma rozk#tad
normalny, wtedy stochastyczne pole falowe uCx,jO jest takze normalne i
okreslone jest przez warto$¢ przecietng roéwng UqCxD i Ffunkcje korelacji

okreslong przez Kqul,xzb_

4.5. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE CZESTOSCI DRGAN WHASNYCH
UKLADOW SPREZYSTYCH Z LOSOWYM BRZEGIEM

Ksztatt powierzchni elementéw maszyn z uwagi na niedoskonatos¢
proces6w wytwarzania nigdy nie jest idealnie zgodny z geometryczna
postaciag konstrukcyjnag zaprojektowang przez konstruktora. Praktycznie
problem granic elementéw maszyn, w sensie makrostruktury zewnetrznej. Jest

dotychczas rozwigzywany przy uzyciu pojecia tolerancji Jako odchy#tki

wymiarowej lub btedu ksztattu. Wydaje sie, ze adekwatnym modelem
niedoskonatos$ci ksztattu jest model probabilistyczny. Stochastyczne
wkasnosci struktury zewnetrznej ujawni¢ mozna dzieki stwierdzeniu, ze

miara potozenia poszczegbélnych punktéw brzegu jest wielkoséciag losowa.
Powierzchnie takie bedziemy nazywali brzegami stochastycznymi Ciosowymi).

Jest rzecza oczywistg, ze stan odksztatcenia, naprezenia lTub
czestosci drgan whasnych takich uktadédw majg takze nature stochastyczng.

Metoda elementow brzegowych jest wyjatkowo naturalng technika
numerycznag w badaniu Jlosowych fluktuacji sktadowych stanu naprezenia,
odksztatcenia lub czestosci drgan wtasnych spowodowanych stochastyczng
strukturag zewnetrzng elementéw maszyn.

Prezentowana nizej metoda badania wpdtywu losowej Ffluktuacji ksztattu
brzegu wuk#tadu sprezystego na czestosci drgan w#asnych oparta jest na
oryginalnych pracach autora 4.9, 4.11, 4.143» w ktérych zastosowano
aparat analizy wrazliwos$ci.

Zaktadamy, ze stochastyczny ksztatt brzegu uktadu T* Cograniczajacy
obszar 0*} o wspétrzednych x*Cjo, mozna otrzyma¢ w wyniku natozenia
na us$redniony Cdeterministyczny!) brzeg r Cograniczajacy obszar CD o
wsp6trzednych x losowej Ffluktuacji w postaci ciggtego i rézniczkowalnego

pola losowego 6gCx,jO=C<5gkCx ,jOD tak, ze zachodzi nastepujaca relacja:

x*CjOo = x + 69gCx,jo, E<5gCx,}0 * O. C4. 881

Przyjmujemy, ze znana jest funkcja korelacyjna pola 6gCx,jO zdefiniowana

nastepujaco:
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foﬂ?B:E[<59ka",jO(’)g"Cx",j03. c4. 893

Poniewaz brzeg T doznaje matych fluktuacji losowych, wiec stochastyczng

czestos¢ drgan whasnych coCjoO mozna wyrazi¢ w postaci:
coCy3 = cot + 6coCjo , E6wCjO * O C4. 903

gdzie wielko$¢ o identyfikowana jest z wartoséciag $redniag czestos$ci drgan
o]
obliczong dla uktadu zajmujacego obszar 0 z brzegiem T, natomiast wielkos$¢

6coCjoO reprezentuje losowe fluktuacje czestos$ci.

Wartos$¢ oczekiwang czestosci mszC0C>O=C00 mozna obliczy¢ przy
zastosowaniu alternatywnego ujecia < metody elementoéw brzegowych
Cpor. p. 1.3.5). Po dyskretyzacji brzegu elementami brzegowymi otrzymujemy

woéwczas nastepujace roéwnanie:

1H”1 <u2> = u02 EM* 1 <u2>, C4.913

gdzie macierze tH*1 i CM*J okre$lone sa nastepujaco:

IH*1 = IH_] 1
C4. 923
Macierze (Mtj] i IHM 1, i, 7*1,2, sa podmacierzami macierzy
bezw¥adnosci CMI Cpor. C1.12533 oraz macierzy [IHlI , znanej =z zagadnienia
statycznego, natomiast wskazniki 1 1 2 odnoszg sie do czes$ci brzegu na
ktérym uCx3=0, i r~, na ktérym pCx3=0. Macierz kolumnowa zawiera

wartosci wezdtowe amplitud przemieszczen na brzegu

Wariancja stochastycznej czestos$ci okreslona Jest zaleznos$cia:

VarC<*>3 = ECcoCjO - 2 = Et 6coCy0 32 C4. 933

Stochastyczng fluktuacje czestos$ci 06coCy0 obliczymy rozpatrujac zagadnienie

wtasne dla obszaru Ct* w postaci wariacyjnej:

C4. 943

gdzie
aCu,v3 = c<u3*£Cv3,

C4. 953
4>Cu,v3 = ,ou*v.

Pole v spednia takie same warunki brzegowe, Jak amplituda Cfunkcja
wtasna) u, natomiast p jest gestoscig.

Wariacje pola przemieszczen u=Cu.3 i elementu obszaru dft* okreslone



sa nastepujaco:

<Bu. = <Bu. + u ,<&g, * C4. 963
v v L.k k
0ocdo ) = og,k’ I,(dO, C4.973
gdzie 6u” oznacza wariacje przemieszczen dla ustalonej konfiguracji

Obliczajagc wariacje obu stron zaleznos$ci C4.94) oraz zaktadajac, ze
u=v, mozna catkowanie po obszarze Ci* z brzegiem r* transformowaé¢ do

catkowania po ustalonym obszarze 0 z brzegiem r. Otrzymujemy wtedy

C4.983
2JaCu,<5u)dO+JaCu,u)n-<59dF:éCcoZ)Ji>Cu,u)do+wzﬂcCU* u*urn* ) .
0 (o] Ci
gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym dc brzegu T.
Wariacja czestosdci Jest teraz roéwna
64iCjO = —mmmmmmmmmmm o /2 v faCu,6u)dO - o M6Cu,é&B)doj +
2c0J*6Cu ,u) dO N
C4.99)
J|[aCu,u) - co2fcCu,u) 3n*6gdr~.
Bioragc pod uwage, ze
|*aCu,6u)dO - co2lfcCu,6u)dO = O, C4.100)
(o] Ci
oraz przyjmujac warunek normalizacyjny
#>Cu,u) =1, c4.101)
0
otrzymuje sie ostatecznie
6coCjO WtuCx3,00 3nCx) *6gCx,*Odr\ C4.102)
-20> .I
gdzie
WtuCx),co 3 = a1uCx),uCx)3 - cofoluCx3 ,uCx) 1. C4.103)

Z zaleznos$ci C4.102) wida¢, ze losowa fluktuacja czestos$ci okreslona
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jest przez catke brzegowa zalezng od wartosci i funkcji wtasnej dla
obszaru z ustalonym brzegiem T oraz od stochastycznej modyfikacji tego
brzegu. Ma to kluczowe znaczenie w obliczeniach numerycznych przy
zastosowaniu metody elementédw brzegowych, poniewaz redukuje problem tylko
do analizy wielkos$ci okreslonych na brzegu.

Wariancja czestosci okreslona jest teraz zalezno$cia:

C4. 1043
varco>3 =———— [ [wtuCx p.6> Jweucx,, 03nkal)nVszDKbgAdgC_xl,é 3drCx 3drcx 3.
4.1 3 J 1
rr

Stochastyczny kszta4t brzegu wygodnie jest opisa¢ za pomoca uktadu
losowych parametréw ksztattu aCjo=Can~CjO3, r=1,2,.. ,R. Woéwczas wariacje

losowego pola gCx, jO=g[x;aC”03 przedstawi¢ mozna nastepujaco:

6gk = 6a C4. 1053
da.

gdzie wielko$¢ 6a CjO przedstawia losowe fluktuacje parametrow ksztattu.
Zaktadamy, ze E [6a”C>03=0 oraz przyjmujemy, ze znana jest macierz
korelacji [K3=Ckm3, kra=EC oarCJOOaaCJOB. Wéwczas losowa fluktuacje

czestos$ci wyrazi¢ mozna nastepujaco:

600C*0 = <S> <6aC}0> , C4. 1063
gdzie
<6aCjo> = téa Cy0 ,6a CjO ,..,6a CjO ,. .6a CjO3 , C4. 1073
<s> = \s.s_,..,s ,..s 1 C4. 1083
Li. 2 r

Elementy macierzy kolumnowej <S> eokreslone sa nastepujaco:

s = ijeu,wo)ndegk/darSdr. C4. 1093

Teraz wariancja czestosci okreslona jest wyrazeniem:

varCu»>3 = <S> [JC3 <S>. C4. 1103

Za parametry ksztattu przyjagé mozna wspoOdrzedne wezddéw elementéw
brzegowych. Brzeg uktadu dzielony Jest na elementy brzegowe T®,
e=1,2,..,£, ktérych zbidér przedstawi¢ mozna za pomocg sumy podzbioréw

elementow <T@®>:
P



- 117 -

<re> = U <r=>, C4.1113
P=* P

ktére *#aczag sie w P weztach.

Elementy macierzy <S> wyrazié¢ mozna nastepujaco:

p
* " 723.< « * “ i
SaP~V )Z_ 5 W*CuC?3 Oo]nd_VMPCf3drPCf3, C4.1123
m-* r"
P p=t.2,..P,
v=z ,1,0 for d=9
v-1,0 for d-2,

gdzie W**tuCeB,O>03 jest okreslone na kazdym elemencie T; przez funckje i
wartosci wtasne okreslone dla obszaru O z brzegiem F, E okresla liczbe
elementéw brzegowych, ktdére +acza sie w wezle p Cp=1,2,. .f.p,PS.

Funkcja M*C£3 zalezy od sposobu aproksymacji pola losowego gCx;aCjoO]
na elemencie b?zegowym F*. W przypadku zastosowania liniowej interpolacji
otrzymujemy: ’

-dla zagadnien tréjwymiarowych Cd=33 Celementy tréjkatne!):

MeCcf3 = 1 - Cl/L* 3? - Cl/L* 3{_, C4.1133
p Ip- 1 2p 2

-dla zagadnien dwuwymiarowych Cd=23:

M’”*‘C?S =1 - CI/L’;3f. C4.1143

gdzie £=C{f*3, j"=1,..,d-1, Jest lokalnym uktadem wspdétrzednych zwigzanym z

elementem brzegowym T® umiejscowionym w wezle p, natomiast L* i L* sa

ddugoscianmi bokéw tréjkatnego elementu brzegowego Cdla d=33, L* jest
P

ddtugoscig elementu brzegowego Cdla d=23 Cpor. rys. 5.73.
4.6. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA
Przyktad 4.1

Rozwazane by+o stochastyczne zagadnienie zewnetrzne w przestrzeni
nieskornczonej z pustkawalcowa o promieniu r=0,25tm] Crys. 4.23.Przyjeto,
ze wewnagtrz pustki panuje losowe cidnienieopisane przez proces

stacjonarny pCt,jO o gestos$ci widmowej:

Za* aCft2 + a23
P

SPCa>3 ) P 575 N C4.1153
n Cu - 9'72 - abD + 4o« &
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jest przez catke brzegowa zalezng od wartosci i funkcji wtasnej dla
obszaru z ustalonym brzegiem r oraz od stochastycznej modyfikacji tego
brzegu. Ma to kluczowe znaczenie w obliczeniach numerycznych przy
zastosowaniu metody elementéw brzegowych, poniewaz redukuje problem tylko
do analizy wielkos$ci okreslonych na brzegu.

Wariancja czestosci okreslona Jest teraz zalezno$cia:
C4. 1043
VarCco3 * wtuCx 3,6) DWCuCx 3,0> I nCx 3n.<Cx~3K - Cx »x_3drCx .3drCx 3.
4052 ff 10 2 ok iV 2K ogneg S a2 i 2

rr

Stochastyczny ksztatt brzegu wygodnie jest opisa¢ za pomoca uk#adu
losowych parametréw ksztattu aC”3=Ca~Cy33, r=1,2,..,R. Wéwczas wariacje
losowego pola gCx,y2>=gtx;aC”r0 ] przedstawié¢ mozna nastepujaco:

~k

6gk = 6a . C4. 1053
da

gdzie wielko$¢ 06a~C/0 przedstawia losowe fluktuacje parametrow ksztattu.
Zaktadamy, ze EC6a”~CyO0”0 oraz przyjmujemy, ze znana Jest macierz
korelacji 1KI=Ck"], k~=Et 6a~Cj06anCjo]. Wéwczas losowa fluktuacje

czestosci wyrazi¢ mozna nastepujaco:

<5<0C>0 = <S> <6aCy0>, C4. 1063

gdzie
<6aCy2>> = [«5a Cy0 ,<5a Cy3,. .,<5a CjO ,. .<5a Cy2>] C4. 1073
<S> = Lsi’sz,..,sr,..sﬁ;l C4. 1083

Elementy macierzy kolumnowej <S> okreslone sa nastepujaco:

[ TwCu,0> 3n Cag,/da 3dr. C4. 1093
J o k r

K

Teraz wariancja czestos$ci okreslona jest wyrazeniem:

varCu>3 = <S> IKJ <S>. C4. 1103

2a parametry ksztattu przyjaé mozna wspodrzedne wezdé6w elementow
brzegowych. Brzeg uktadu dzielony jest na elementy brzegowe T,
e=1,2,..,E, ktérych zbidér przedstawi¢ mozna za pomocg sumy podzbioroéw

elementéw <F*>:
P



> C4. 1113

ktére tacza sie w P weztach.

Elementy macierzy <S> wyrazi¢ mozna nastepujaco:

P
* W*[uC?3.<->, 3n*, M*Ce3dr*C?3, C4. 1123
Sdp—v %_ J [u RN IVA R I'PC
p=1.2...P.
v=2 ,1,0 for d=9
v*1,0 for d=2,

gdzie W*[uC£3,0>03 Jest okreslone na kazdym elemencie Tg przez funckje i
wartosci whasne okreslone dla obszaru O z brzegiem T, E okres$la liczbe
elementéw brzegowych, ktére *acza sie w wezle p Cp=1,2, . P,P3.

Funkcja M*CE£3 zalezy od sposobu aproksymacji pola losowego gCx;aC”D3
na elemencie blEzegowym F*. W przypadku zastosowania liniowej interpolacji
otrzymujemy: F

-dla zagadnien tréjwymiarowych Cd=33 Celementy tréjkatne}:

M*Cf3 = 1 - Cl/L* 3? - Cl/L* 32 _, C4.1133
p N Ip- 1 2p %2

-dla zagadnien dwuwymiarowych Cd=23:

M:CfS =1 - CI/L’;Sf. C4.1143

gdzie £=C{;”3, j-1,.. ,d-1, Jest lokalnym uktadem wspoétrzednych zwigzanym z
elementem brzegowym T® umiejscowionym w wezle p, natomiast L* i L° sa
p Ip 2p
d¥ugosdciami bokéw tréjkatnego elementu brzegowego Cdla d=33, L lest
P

ddtugosdcig elementu brzegowego Cdla d=23 Cpor. rys. 5.73.
4.6. PRZYKLADY ZASTOSOWANIA
Przyktad 4.1

Rozwazane by+o stochastyczne zagadnienie zewnetrzne w przestrzeni
nieskornczonej z pustka walcowa o promieniu r=0,25tm]Crys. 4.23.Przyjeto,
ze wewnatrz pustki panuje losowe cidnienieopisane przez proces

stacjonarny pCt,jO o gestos$ci widmowej:

2072 aCft2 + o2}

S Cw) , C4. 1153
p m Co>2 - (3*
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gdzie wariancja cis$nienia wynosita <92=1012[N2m 4]( natomiast parametry
P

gestosci widmowej by4y roéwne ot=0,2Cs *3 i 0Cs *3.
Zatozono, ze warunki poczatkowe i sity objetoéciowe sa réwne zero.
Zagadnienie zostato rozwigzane dla trzech modeli o$rodka: dla modelu
sprezystego CED, modelu Maxwella CMD i modelu Kelvina CKD. Osrodek byt
scharakteryzowany przez nastepujace wielkos$ci- state Lamego
\=1,2*1011CNm"23, fj-7,7*1010CNm-23, gestos¢ p=7844.2CNs2m"*3 i1 dodatkowo
wspbétczynnik lepkos$ci r>=3,845*10i0[Nsm 23 dla osrodkéw lepkich.

Rys. 4.2 Pustka walcowa w nieograniczonej przestrzeni z losowynm
cidnieniem wewnetrznym

Fig. 4.2 Circular cavity under internal random pressure in an
infinite medium

Brzeg pustki zostat podzielony na 20 statych elementéw brzegowych, na
ktérych przemieszczenia i sity brzegowe byty aproksymowane funkcjami

przedzi atami statymi.

Wyniki numeryczne w postaci gestosci widmowych przemieszczen
promieniowych S”CcoD i naprezen obwodowych CcoD na brzegu i dla punktu Q
r os

przedstawione sg na rys. 4. 3.
Warto zwréci¢ uwage, ze metoda elementéw brzegowych Jest wyjatkowo
dogodng technika numeryczng w zagadnieniach dla obszaréw nieskonczonych,

poniewaz dyskretyzacji podlega tylko brzeg pustki.



Gestosci widmowe
obwodowych dla pustki

Spectral densities of
circular cavity

przemieszczen

walcowej

radial

displacements

and hoop stresses

promieniowych i naprezen

for
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Przyktad <4.2

Rozwazane by4o ogniwo +*ancucha znajdujace, sie w plaskim stanie
naprezenia i1 wykonane z materiatu lepko-sprezystego Cmodel Maxwella CM3 i
Kelvina CK33 o nastepujgcych parametrach: modu4+ Younga E*0,21 «10i2CPa3,
liczba Poissona +£*0. 3 i wspotczynni k lepkosci 77=2500CNsnT*3. Do
dyskretyzacji uktadu zastosowano 50 liniowych elementdw brzegowych

Crys. 4.43.

Rys. 4.4 Dyskretyzacja ogniwa #*ancucha elementami brzegowymi

Fig. 4.4 Discretization of the chain link using boundary elements

Ogniwo obcigzone by4o sitami bedgacymi procesami stochastycznymi o
gestosci widmowej okreslonej wzorem C4.1153. Sity te roztozono promieniowo
w wezdach brzegowych wiekszego otworu ogniwa. Przyjeto nastepujace

parametry gestos$ci widmowej obcigzen:

- wariancja obcigzen <¥f*289[N*3, parametry: a=*0.15Cs**1], f-/ls-1].

Poniewaz oK<ftt wiec proces stochastyczny opisany wzorem C4.1153
opisuje wolnozmienny przebieg <czasowy o losowej amplitudzie i fazie
Cpor. C4.233.

Z uwagi na wolnozmienny charakter stochastycznego procesu obcigzenia
rozwazane zagadnienie potraktowano jako zadanie quasi-statyczne
lepko-sprezystoscilr Wyniki obliczen gestosci widmowej przemieszczen
poziomych punktéw brzegowych A, B i C przedstawiono na rys. 4.5a, b i c,

natomi ast przemieszczenia pionowych punktu B na rys. 4.5d.

17)
Przyjeto, ze zmiany obcigzenia w czasie sa tak wolne, Ze mozna pomingc
wptyw sit bezwhadnosci Cpor. Nowacki C4.2733.
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Rys. 4.5 Gestosci widmowe przemieszczen brzegowych ogniwa #%ancucha

Fig. 4.5 Spectral densities of boundary displacements of the chain link
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Poréwnujac wykresy z rys. 4.5 warto zauwazyé» ze procesy
stochastyczne przemieszczen wezdtéw brzegowych zawierajag duzo sktadowych
harmonicznych wolnozmiennych. tj. o niskich czestos$ciach co potwierdza to

dopuszczalnos$¢ przyjetego modelu quasi-statycznego.

Przyktad 4.3

Badanie wp#ywu stochastycznego ksztattu brzegu na pierwszg czestos$é

- 12
drgan wdtasnych przeprowadzono dla stalowego wspornika CE=0.21*10" [Pa3,

p=7860[kg/ma], v=0. 32) Cpor. Burczynski i Fedelinski [4.1431)
przedstawionego na rys. 1.9. Brzeg podzielono na 48 1liniowych elementoéw
brzegowych. Pierwsza czestos¢é drgan wtasnych dla brzegu ustalonego

Cwartos¢ oczekiwana czestos$cil!) jest roéwna o=2122 [rad/s].

Brzeg P podlegat stochastycznej fluktuacji polegajacej na modyfikacji
w kierunku normalnym za pomocg Jlosowych parametréw ksztattu o6a”Cjo,
ktérych elementy macierzy korelacji byty okreslone przez k rjs <5raC,

C-9*10-<[mZ).

Obliczono wariancje pierwszej czestosci, ktéra wynosita
VarCco!) =34 ,96[ s~23. Zaktadajac, ze czestosé <0oC*0 ma rozktad Gaussa,
prawdopodobienstwo tego, ze <czestos¢ drgan whasnych zawarta Jest w
przedziale VarCoaD , Jest roéwna .£>=0,9973.

Badane bydo takze zagadnienie stochastycznej analizy wrazliwosci
czestosci drgan wtasnych dla +*uku przedstawionego na rys. 5.16 Cpor.
przyktad 5.5!) o takich samych parametrach materiatowych, Jak rozwazany
wyzej wspornik. Przyjeto, ze losowe fluktuacje brzegu mierzone wzd4uz
normalnej do brzegu okreé$lone sa przez macierz korelacji, ktoéra okreslona
jest tak samo jak dla wspornika. Wartosé oczekiwana czestosci drgan
wtasnych wynosita LDD=3435[S"i3. Obliczona wariancja czestos$ci coC"0 byta

réwna Var C0)=42, 4s
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5. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE WRAZLIWOSCI | OPTYMALIZACJI
POSTACI KONSTRUKCYJNEJ

5.1. UWAGI WSTEPNE

Zagadnienie okreslenia geometrycznej postaci konstrukcyjnej uk#tadoéw
odksztatcalnych odgrywa istotna role w procesie projektowo-
konstrukcyjny.: elementéw maszyn i budowli. Metoda elementéow brzegowych
znalazta szerokie zastosowanie w problemach analizy, w ktérych =zardéwno
ksztatt brzegu, jak i sformutowane na nim warunki brzegowe sga z géry dane.

Problem optymalizacji postaci konstrukcyjnej jest znacznie bardziej

ztozony. Ksztatt brzegu jest zmienna projektowa i w trakcie procesu
optymalizacji postaé¢ konstrukcyjna uk#tadu wulega zmianie. Wraz ze zmiang
ksztattu brzegu zmieniaja sie takze warunki brzegowe . Ponadto problemy

optymalizacyjne sa, w przeciwienstwie do =zagadnien analizy, zadaniami
wielowartosciowymi , poniewaz w wielu zadaniach nie istnieje jedno
rozwigzanie.

W sytuacji gdy istniejag trudnos$ci w uzyskaniu rozwigzania probleméw
optymalizacji ksztattu, szczegbélnego znaczenia nabra#t problem analizy
wrazliwosci ksztattu. Pod tym pojeciem rozumie sie tutaj badanie wpdywu
zmian ksztattu brzegu na funkcjonat jakosci i ograniczenia uk#adu. Tak
sformutowane zagadnienie analizy wrazliwosci ksztattu posiada jednoznaczne
rozwigzanie, ktére umozliwia znalezienie kierunku najlepszych zmian
postaci konstrukcyjnej . Analiza wrazliwosci dostarcza znacznie wiegcej
informacji o zachowaniu sie uk#adu niz tradycyjna, konwencjonalna analiza,
polegajaca na okreslaniu naprezen i przemieszczeh. Ponadto analize
wrazliwosci traktowaé¢ mozna jako etap wstepny optymalizacji, z ktérego
uzyskuje sie operator wrazliwos$ci, okreslajacy gradient funkcjonatu
Jakos$ci i warunkoéw ograniczajacych.

Badania prowadzone w ostatnich latach wskazujag, ze metoda elementéw
brzegowych jest wyjgtkowo dogodng technika numeryczng w problemach analizy
wrazliwosci ksztad#tu i optymalizacji postaci konstrukcyjnej.

Pierwsze prace poswiecone zastosowaniu metody elementéw brzegowych do
zagadnien optymalizacji ksztattu pojawity sie w 1983r.

W pracy Burczynskiego i Adamczyka [5.12] zostat sformudowany problem
optymalizacji ksztattu sprezystych uk#tadédw przestrzennych i dwuwymiarowych
ze wzgledu na maksymalng sztywnos$¢ przy ograniczeniu na objeto$¢ uktadu.
Do rozwigzania problemu zaproponowano procedure iteracyjna
Newtona-Raphsona.

Mota Soares, Rodrigues, Oliveira Faria i1 Haug 15.60] przedstawili
problem optymalnego ksztattowania przekrojow poprzecznych pretow
skrecanych ze wzgledu na maksymalng sztywno$¢ przy ograniczeniu na pole

przekroju poprzecznego. Zagadnienie programowania nieliniowego rozwigzano
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metoda iinearyzacji Pszenicznego.

2ochowski i Mizukami [5.75] stosowali metode elemetéw brzegowych do
optymalizacji ksztattu uktadu dwuwymiarowego ze wzgledu na minimalizacje
ciezaru przy ograniczeniach przemieszczeniowych i geometrycznych. Wyniki
obliczen poréwnano z metoda elementéw skonczonych.

W latach nastepnych pojawito sie wiele prac zwigzanych z
zastosowanienm metody elementéw brzegowych w problemach optymalizacji
ksztattu i analizy wrazliwosci. Szerokie oméwienie tych prac mozna znalez¢
w artykule przegladowym Burczynskiego [5-10]. Warto tu wymienicé
nastepujace prace:

- z zakresu uktadéw obcigzonych statycznnie:

prace Burczynskiego [5.%4-5.6, 5.8], prace Burczynskiego i Adamczyka
[5.13-5.18], Burczynskiego i Mréwczynskiej [5-23], prace Mota Soaresa i
jego wspétpracownikow [5-58, 5.59, 5.61-5.63], . prace Eizadian i
Trompette [5-37], Zochowskiego [5.76], Wilczynskiego [5-71, 5.72],
Grabackiego [5.42, 5.43], Kane [5.50], Kane i Saigal [5-51], Miyamoto,
lwasaki i Sugimoto [5-57], Merle [5.55, 5.56], Choi i Kwak [5-27],
Defourny [5.28, 5.29], Kamiya i jego wspotpracownicy [5.48, 5.49],
Chaudouet -Mi randa i El Yafi [5.24, 5.25], Gracia i Doblare [5-44],
Sandgren i Wu [5.67], Zhao i Adey [5.733, Krzesinski [5.54],m
- z zakresu uktaddéw obcigzonych dynamicznie:

prace Burczynskiego [5.7], Burczynskiego i Fedelinskiego [5.19-5.22,
5.38-5. 411].

W pracach autora [5.9, 5.11] podano og6lne sformutowanie metody
elementéw brzegowych do statycznych i dynamicznych zagadnien analizy
wrazliwosci i1 optymalizacji postaci konstrukcyjnej.

w rozdziale niniejszym przedstawiono w sposo6b ujednolicony,
opierajac sie na whasnych orginalnych pracach, zagadnienia analizy
wrazliwosci i1 optymalizacji ksztattu w ujeciu metody elementdw brzegowych

uwzgledniajac statyczny i dynami.czny stan uktadu.

5.2. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W ANALIZIE WRAZLIWOSCI

5.2.1. Metoda elementdéw brzegowych w analizie wrazliwosci ciat obcigzonych

statycznie

5.2.1.1. Wariacja ksztattu brzegu zewnetrznego

Rozwazane jest ciato sprezyste zajmujagce obszar O z brzegiem T w

przestrzeni euklidesowe]j 8d, (cE=2 lub 3). Na brzegu T dane sa warunki
brzegowe w postaci pola przemieszczen uCx2>=Cu”~CxDD =u°CxD, i sit
powierzchniowych pCx)=Cp~CxDD=p°Cx} , xeT2, gdzie r=rtJ i r2-0< »

obszarze O moga dziata¢ sity objetosciowe bCxD=Cb"CxD2>, xeO. Rozwazane
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clalo nazywane bedzie dalej uktadem podstawowym CUP2. Zagadnienie analizy
takiego uktadu opisane jest uktadem brzegowych réwnan catkowych CI.40}.
Jest rzeczg oczywista, te pola przemieszczen u, odksztatcen £ i
naprezen a oraz pewne funkcjonaty, okreslajace charakterystyki mechaniczne
uktadu i bedace miarg Jakoséci i ograniczen narzuconych na dziatanie uktadu
J”» Cct=0,1»../C-2}, zalezg od ksztattu brzegu T. Interesujace jest zbadanie
wpdywu. Jaki ma modyfikacja ksztattu brzegu na przyjete funkjonaty JN.
Rozwazana jest infinitezymalna wariacja konfiguracji ciata okres$lona

przez ciagte i rézniczkowalne pole wektorowelBl <5g9=C<5g"} , tak ze Crys.5.1}:

X* = x + 0g. Cs. 13

Pole transfomacji g=gCx;a} modyfikuje ksztatt brzegu zewnetrznego +»
gdzie a=Ca”} ,r=1 ,2, ..R, jest zbiorem projektowych parametréw ksztattu,
ktore opisuja zewnetrzng postaé¢ konstrukcyjna rozwazanego uktadu. Zmienna
x okreslona jest na obszarze nie podlegajacym transformacji 0 z brzegienm
T, natomiast zmienna Xx okreslona Jest w obszarze transformowanym O =QCa}

z brzegiem r =rCa}.

Rys. 5.1 Uk#ad podstawowy obcigzony statycznie i transformacja jego brzegu

Fig. 5.1 The primary system loaded statically and shape transformation of
its boundary

18 Istnieje osobna, bardzo wazna klasa probleméw, w ktérych wariacja
ksztattu brzegu Jest polem osobliwym lub quasi-osobliwym. Problemy
takie wystepuja np. w mechanice zniszczenia, gdzie propagacja szczeliny
moze by¢é traktowana Jako proces transformacji brzegu. Problemy te nie

sg rozwazane W niniejszym opracowaniu.
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Wariacja pola transformacji 6g okreslona Jest nastepujaco:

09 = --mmoommmmee- <5ar = <5§ . C5.33

gdzie wielko$¢ vk=Jgk/da™ moze by¢é wuwazana za predkosc transformacji
odpowiadajacag parametrowi ksztattu a .

Wygodnie jest traktowa¢ O Jako ciagte medium i zastosowac idee
pochodnej materialnej [5.74, 5.46, 5.473. Odwzorowanie C5.1D mozna teraz
opisywaé¢ Jako proces dynamiczny z rc’)aodgrywajacym role czasu i v{
pedniacym role predkosci.

Wariacja zmiennych stanu u, £t a 1isity objetosciowej b oraz sit

powierzchniowych p moze byé wyrazona nastepujaco:

Dq
6q = -—------—- 6a , C5. 3D
Da r
r q=u, £, <7,b, p
gdzie catkowita pochodna materialna przemieszczen u, odksztatcen

c % naprezen a oraz sity objetosciowej b wzgledem ar ma postac:

Dq 0q
________ = ——————  + (.,V,, CS. 43
De:\r dar
q=u, £, <,b
natomiast catkowita pochodna materialna sit powierzchniowych Jest
réwna:
Dp. do
i E R
+ a, , - + d. - 0. -
o i n, a!j,’k nv, (fuanJnI ojL,)nl?;vkvI C5.5D

Catkowita pochodna materialna rézniczki powierzchni dr, rézniczki
obszaru do oraz jednostkowego wektora normalnego do brzegu

n=Cn.),i=1,. .d, moga by¢ wyrazone nastepujaco Cpor. [5.35, 5.32, 5.643D:

DCdrD
- Cc6 - Fx
= Co.kI nkn IDVJk'Idr, C5. 6aD
Da
DCdOD
= Vk,kdo , C5. 6bD
Da
DnL
———————— = Cn..n ”«& Dn s C5. 6¢cD
Da il u k k-1



- 129 -

gdzie <5 jest delta Kroneckera.
Rozwazany bedzie problem okreslenia wrazliwodci pierwszego rzedu dla

zbioru dowolnych funkcjonatoéw Cot=0,1,2, . .AC-2D w postaci Cpor.

Burczynski CS.935:

Ja= Js~Co-.”~.uDd0O + J~Cu.pDdr C5.72)

0Cab rCabD a=0,1,2, ...K-2

gdzie 4Mla,r ,ub sa dowolnymi <ciaggtymi Ffunkcjami naprezen, odksztatcen i
przemieszczen w obszarze O, ACu.pbD sg dowolnymi ciagtymi funkcjami
przemieszczen i sit powierzchniowych na brzegu T.

Funkcjonaty wyrazac moga zaréwno funkcje Jakosci CceluD
optymalizacji Jak 1 warunki ograniczajgce natozone na rozpatrywany uk#tad
mechani czny.

Zagadnienie znalezienia pierwszej wariacji funkcjonatoéw méze by¢
rozwigzane przy zastosowaniu ujecia bezposredniego lub sprzezonego Cpor.
[5-32, 5.35, 5.36, 5.643D. W pracy niniejszej zastosowano metode uk#adéw
sprzezonych.

Niezaleznie od uktadu podstawowego CUP2> wprowadza sie koncepcje
uktadu sprzezonego CUS2> z rozwigzaniami sprzezonymi u*, £* i dla
kazdego ca. Uktadami sprzezonymi sg ciata sprezyste o takiej samej
konfiguracji jak uk#ad podstawowy, ale z innymi warunkami brzegowymi i

sitami objetosciowymi Crys.5. 23).

Rys. 5.2 Uk#ad sprzezony dla zagadnienia analizy wrazliwo$ci w problemach
statycznych

Fig. 5.2 The adjoint system for shape sensitivity analysis of statical
probiems
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Na brzegu T uktadu sprzezonego cus2~ dane sa nastepujace war unk i
brzegowe:
&4>(fu.q.)
uO'O- - e na T , C5. 8a)
o &4>olCu p)
T na r C5. 8b)
ot 2
du
a wewnatrz obszaru O dane Jest pole odksztatcen wstepnych c¢ +, pole
naprezen wstepnych o™ oraz sity objetos$ciowe:
&1f Co-.r.u)
w 0, C5. 9a)
der
G YE UL
———————————————— w 0, C5. 9b)
df
]
&LOIC<yt£, u)
ba w
& < q C5. 9¢)
du
Prawo konstytutywne dla uktadéw sprzezonych ma postac:
a. cce? - £y - A, C5. 10)
ol ot ot ot
1 * * = A H A = -
gdzie C «eijl Kl R e'tjkl X.Qﬂekl‘ fJCOikejl+ 6tl<iﬁ(. \ i sa statymi
Lamego.
Brzegowe réwnania catkowe dla uktadow sprzezonych CUSJ0|,
ot=0,1,2, .. ,AC-2. majag postaé¢ Cpor. Burczynski [5.93):
cCx)unrCx) = I'JUCx,pr/‘Cy) - PCx,y)u~rCy)Jddrcy) + BacCx), C5. 11)
gdzie B~=CB”~ ) zalezy od odksztatcen wstepnych , haprezen wstepnych o~L

i sit objetosciowych w spos6b nastepujacy:
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Bay+ u b* [ *ai ag? JdO. C5.12
ar JVxl jelor 3k e .1 " 28id 15 )
Catkowite naprezenia w obszarze 0 dla uktadu sprzezonego CUSS>»
~ el ai
wynoszag Os + a .
Pierwsza wariacja fukcjonatow a=0.1,2...,K~2, moze by¢é wyrazona
nastepujaco:
DJ
a
[o s [ 6a , C5.13)
a Da r
gdzie catkowita pochodna materialna funkcjonatu wzgledem parametru
ksztattu a ma postac:
DJ_ DCdO) _  D<pr DCd D
= ff do + * 1+ f[ dr + 9 —————- 1. C5. 14)
Da dL Da ** Da J JL Da a Da J
r Ci r r r
4
Pochodne materialne funkcji i okreslone sa nastepujaco
Dt d* Da d* De d* -
Cu CA CA Du
_______ = + + - C5. 15)
Da da Da dc Da Su Da
A @ AN
- + . C5. 16)
du Da dp Da
Stosujac roéwnania dla naprezen i1 przemieszczen wirtualnych [5.323:
p da e db p dp
\ca' ———————- d0 = Jua* -——— dO + wua* -———-—- dr C5. 173
J da J da J da
o
iS> Znak ¢ miedzy dwoma tensorami lub wektorami oznacza sumowanie wzgledem

ich wskaznikow.
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3 Of n da p du

01%* —--eeee dft = ba* --———-——- do + pa* ---— dr, CS. 1sD
J da J da D) da
0 r 0 r r r

oraz uwzgledniajgc C5.4), C5.6) CS.8)-C5.10) otrzymuje sie kofncowag postacd
dla wrazliwosci funkcjonatu Cpor. Dems i Mré6z C5.353, Dems i Haftka

C5.323 » Burczynski C5.93):

- * * ey* - * 2 n
a*fa + b*ua + td>a + peu*) " 2c<pa + P uo).lslnkvkdr

-

Pag\)dre  CS- 193

+ Jiro. + PAdH|jvydL>

gdzie wyrazenie podcatkowe [~ +peuall= “uaj - A4+ px»uaj przedstawia

skok wielkosci C~+p#u°D wzdduz krzywejzZ0> L, ktéra oddziela czesci brzegu
od 9( Jest Sredniag krzywizng brzegu.

Jesli brzeg T Jest utworzony przez zbiér regularnych powierzchni

przecinajacych sie na krawedziach Lfc, to zalezno$¢ C5.19) powinna by¢

uzuped#niona przez zalezno$é Cpor. Mréz [5.643):

s p»u C5. 20)
1J [K+p-T]< f v K
k i
i
_ [ - . - e -f +
gdzie v =v*w Jest predkosciag pola transformacji na L,, ¥ =s*n i ¥ =-sen ,
s jest Jednostkowym wektorem stycznym do L”, n i n sg Jednostkowymi

wektorami normalnymi do obu czes$ci brzegu.

Przy wyprowadzaniu roéwnania C5.19) zatozono, ze sity objetosSciowe b

zo> W przypadku zagadnien dwuwymiarowych krzywa L redukuje sie do dwodch
punktow.
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sg niezalezne od parametréw ksztattu an, r=1,2,.../7.

Dla danych warunkéw brzegowych catkowite pochodne materialne Du°/Da”

na rti Dpd/Dar na r2 sa znane i moga by¢é wyrazone przez predkosé
transformacji 1 gradienty danych warunkdéw brzegowych u i p°.

Z roéwnania C5. 19) wida¢, ze wrazliwo$¢ fukcjonatu zalezy tylko od
brzegowych wartosci zmiennych stanu uk#adu podstawowego CUP5 i uktadu

sprzezonego CUS)_~. Ten fakt ma wazne znaczenie w obliczeniach numerycznych
przy zastosowaniu metody elementéw brzegowych.

Réwnanie C5.19) wraz z zaleznos$cig CS. 20) opisuje ogélny przypadek
wariacji brzegu zewnetrznego, odcinkami regularnego. Z réwnania tego mozna
otrzyma¢ rézne szczeg6lne przypadki wariacji brzegu.

Czesto wystepujacym przypadkiem jest sytuacja, gdy wariacji podlega
tylko brzeg obcigzony r . Biorgc pod uwage, ze <EN=<f£~Cu) na r , <ol=° na
oraz ze p° Jest polem sit+ zachowawczych CDp°/Dar=p?k"/), réwnanie C5. 19)

dla brzegu regularnego przyjmuje posta¢ Cpor . Burczynski [5.93):

- c/*£a + b*ua + (:<pa + P,"u*l),n—20<p + ?.ou*)QC‘]Jn,kv,&drz. CS. 21)

a
"2
Zatézmy, ze brzeg zewnetrzny T sktada sie z trzech czesci: czesci
utwierdzonej czesci obcigzonej i czeé$ci swobodnej T , dla ktérej
p°=0. Przyjmijmy dalej, ze tylko cze$ swobodna brzegu podlega

transformacji, podczas gdy P~ i VA pozostajag niezmienione. Woéwczas biorac
pod uwage, ze <pCACu,p):O na TO, wrazliwos¢ funkcjonatu J(] wyraza sie
zaleznos$cia:

&E? + b*ua\ljnl\(/fkdro. C5.24)

Dyskretna wersje brzegowego réwnania catkowego Cl1.40), ktdédre opisuje
ukdtad podstawowy CL/PJ>, i réwnania catkowego C5.il), ktdére opisuje uktad
sprzezony otrzymuje sie dzielagc brzeg T za pomoca elementoéw
brzegowych T* Ce~l1,2,..E). Wspétrzedne kartezjanskie x dowolnego punktu na
elemencie T®, na ktérym wprowadzono Jlokalny uktad wsptdérzednych £=C£),
wyrazaja sie za pomoca zaleznosci Cl.43). Na kazdym elemncie T*

przemieszczenia i sity brzegowe aproksymowane sa nastepujaco:

gBCxCiT33 = NCf3qgav C5. 23)
A= U R
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Obszar C Jest dzielony na komérki wewnetrzne Clg C<?=1,2,. .GO 1 w
kazdej komérce sity objetosSciowe oraz odksztatcenia i1 naprezenia wstepne

sa aproksymowane za pomoca wartosci wezdtowych i Ffunkcji ksztattu 4>Cyf):

C5. 24)

r=b ,ba,Ea',aa'

Ostatecznie otrzymuje sie dyskretng postaé¢ brzegowych rdéwnan catkowych
opisujacych uktad podstawowy CUPY i uktady sprzezone C*/sHyn,
01=0.1 .2. ...K-2.:

IHI <u> = IGl<p> + <B> , C5.25)
s=CUP2,CUS5

gdzie <u>° i1 <p>® sag macierzmi kolumnowymi przemieszczen i sit weztowych,
CHI i1 £G] sa macierzami kwadratowymi zaleznymi od catek brzegowych Cpor.
roz.ID, <B>a Jest macierza kolumnowa zalezna od sit objetos$ciowych b, w
przypadku uktadu podstawowego, lTub od sit objetoscowych b~ oraz
odksztatcen £ i naprezen a wstepnych w przypadku uktadu sprzezonego.

Warto zwréci¢ uwage, ze macierze [HI i 1G] sa takie same zaro6wno dla
uktadu podstawowego CUP2, jak i uktadu sprzezonego CUS2>a i dlatego
wystarczy Je obliczyé tylko Jeden raz.

Uwzgledniajac warunki brzegowe roéwnanie C5. 25D mozna przekszta#cicé¢ w
ten spos6b, ze wszystkie niewiadome beda znajdowac sie w macierzy
kolumnowej <X>a, natomiast wielkosci dane w macierzy <Y>a. Ostatecznie

réwnanie C5. 25D przyjmuje postac:

CAKX>* = 1F1<Y>* + <B>®. C5.26}

Rozwiagzujac uktad réwnan CS.26} otrzymuje sie zmienne stanu uktadu
podstawowego i uktadu sprzezonego, ktére sa przydatne w obliczeniach
wrazliwosci funkcjonatu J~.

Rozwazania powyzsze moga znalezé¢ takze zastosowanie, gdy za*miast
funkcjonatu globalnego ‘Ja mamy do czynienia z ograniczeniami lokalnymi .
Zatbézmy, ze w pewnym punkcie X& lezacym wewngtrz lub na brzegu

rozpatrywanego ciata dane sa lokalne ograniczenia réwnosciowe w postaci:

x _Cx } = x_Cer, £,un dla x C5. 27D
a "o a o
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y Cx ) =y Cu.pD dla x eT. C5. 28}
ca o a

Stosujac fukcje Diraca éCxO—x} wiezy C5. 27} i C5.28} zastapi¢ mozna

znanymi formudami catkowymi:

J * j**CO\*,u}dn, C5. 29}
0
Ja = J”aCu*P~rdr» C5. 30}
r
gdzie
{ot = xaCat£t|£> SCx-xO}» C5. 31}
R, S Q_aCu.;?) 6Cx—x0}. C5.32}

Funkcjonaty C5. 29} i C5. 30} stanowiag szczegblnag postac zbioru
funkcjonat6w C5.7} i1 dlatego wz6ér na pochodng materialng C5.19} ma takze w

tym przypadku zastosowanie.

5.2.1.2. Wariacja ksztattu brzegu wewnetrznego

Rozwazane jest ciato sprezyste sktadajace sie 2z dwéch, jednorodnych
obszaréw i oczywiscie 0JJ 07=0. Obszary i rozdzielone sa
brzegiem wewnetrznym i cgraniczone z zewnatrz brzegiem zewnetrznym T,
na ktérym dane sa warunki brzegowe w postaci przemieszczen uCx)=u°Cx), dla
X€TN, 1 sit pawierzchniowych pCx}=p°Cx} » dla x"T2m

Zagadnienie analizy opisanego zagadnienia zostato przedstawione w
p. 1.2.5.

Przemieszczenia u™ i1 sity na brzegu wewnetrznym sg funkcjami

ciaggtymi, ale ich gradienty sa nieciagte:

[ud = 0. [pj = [o-]1-nl1 = O.

C5. 333

[u.J “ [*VnK - P K =!1>3\-

gdzie n oznacza skok na obliczany jako réznica odpowiednich wielkosci
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w podobszarach i tak ze oraz nl Jest jednostkowym

wektorem normalnym do

Zaktada sie, ze brzeg zewnetrzny T jest wustalony, natomiast brzeg
wewnetrzny?2l> podlega transformac ji ksztattu opisanej odwzorowaniem
CS.ID z predkosciag transformacji V£ odpowiadajaca parametrowi ksztattu

a”Crys. 5.3D.

Rys. 5.3 Uk#tad podstawowy dla ciata dwufazowego z brzegiem wewnetrznym i
jego transformacja

Fig. 5.3 The primary system for the interface problem and its shape
transformat!on

Problem analizy wrazliwos$ci rozwazany jest dla zbioru funkcjonatoéw

Coi=0,1,. .AC-2D w postaci Cpor. Burczynski C€5.93D:

=Z J *«ev w a<v c5-343

Wrazliwo$¢ funkcjonatu J moze by¢ wyrazona nastepujaco:

DJ _ i fr 0 !a' DerI <Wa! DCI a Dul )
” — E o T * " -
Da Fe 3 K ter Da T de; ba ' du. Tda' *V vU jdfv o« »
r r r
21> W zagadnieniach ptaskich brzeg wewnetrzny moze by¢ identyfikowany

nie tylko z granicag miedzy réznymi materiatami, ale takze Jako element
usztywniajacy lub skokowa zmiana grubos$ci Cpor. C5.64, S.33, S.34]D.
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Pochodne materialne CDa”~/Da”D ,q=0,, £,u# oblicza sie stosujac metode
stanéw sprzezonych. W tym celu wprowadza sie uktady sprzezone CUSJI>M

0i=0,i .2. ..AC-2, Crys.5 .42>.

Rys. 5.4 Uktad sprzezony dla ciata dwufazowego z brzegiem wewnetrznym

Fig. 5.4 The adjoint system for shape sensitivity analysis of interface
t

W uktadach sprzezonych wystepuja:

- odksztatcenia wstepne:

naprezenia wstepne:

- sity objetosSciowe:

otl w Ok C5. 385

a warunki brzegowe na T majag postac:



0.0
na r
* CS. 393
pao= 0 na T2.
Stosujac roéwnanie C5. 195 do obszaroéw £" i przyjmujac CDb/DarD=0 w O,

~ ns = = i
@ao, ka na T. CDu/DarS CDp/DarSO na TI oraz biorgc pod uwage

zaleznos$ci C5.33} otrzymuje sie Cpor. Dems i Haftka C5.32], Mréz [5.64],
Burczynski [5.9]5:

C5. 405
DJ
JIL*j - [-9 - - Pa,[“> ] nkvi,drl + |[[P'Ual v L.
Da
gdzie ostatniacatka okreslona jest na krzywej powstatej w wyniku
przeciegcia sie pA z brzegiemwewnetrznym, natomiast an i sa

sktadowymi stanu naprezenia i odksztatcenia wyznaczonymi w uktadzie
wspotrzednych, ktérgo osie lezag w ptaszczyznie stycznej do r~.

Warto zauwazy¢, ze wrazliwosc¢ funkcjonatu zalezy tylko od
zmiennych stanuuktadu podstawowego CUP5 i uktadu sprzezonego cusiIn
okreslonych na brzegu wewnetrznym r~.

Zmienne stanu dla uk#adéw CUP5 i CUSSCA otrzymuje sie rozwigzujac
réwnania typu C5. 255 dla kazdego podobszaru Cl=1,25, razem z warunkami
zgodnos$ci i réwnowagi na brzegu Cl1.795. Otrzymuje sie wtedy nastepujacy

uktad roéwnan algebraicznych Cpor. wzér CI1.8055:

r<u1>l8 s
CH_,3 CH1] -CG}] co] €cG.] co] <Pt> <B >
1 1 i <u> i F - 1 c5. 415
Co]  CH3]1 CG3] CH,3 <p*> co] CGZ] <pas <B,>
I<vJ

s=ccupi. CUSY

gdzie <B>®, 1=1,2, zalezy od sit objetosSciowych bCx5, x«sQ, w przypadku
uktadu podstawowego, lub od sit objetosciowych b~rCx5, odksztatcen
wstepnych £7~Cx5 i naprezen wstepnych o~Cx5, xeOkt» w przypadku uk#adu
sprzezonego.

Uwzgledniajac warunki brzegowe, réwnanie C5.415 mozna przeksztatcic
do postaci C5.265, w ktérej nieznane wielkosci na brzegu znajduja sie w

macierzy kolumnowej <X>a.
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5.2.2. Metoda elementéw brzegowych w analizie wrazliwosci ciat obcigzonych

dynamicznie

5.2.2.1. Analiza wrazliwosci dla dynamicznych zagadnien nieustalonych

Rozwazane jest ciato sprezyste o statych A, ~ i gestos$ci p zajmujace
obszar O i brzegiem r, obcigzone sitami dynamicznymi. Zmienne stanu takie
Jak przemieszczenia, odksztatcenia i1 naprezenia oraz sity powierzchniowe i
objetosciowe sa funkcjami nie tylko wspédrzednej przestrzennej X, ale
takze czasu t<=J"=C0,T], tzn. g=qCx,t5, q=u, p,.£,<y,b.

Na brzegu uk+adu dane sg warunki brzegowe Cl1.815 i okreslone sa
warunki poczatkowe C1l.845.

Problem brzegowo-poczatkowy opisany jest wektorowym brzegowym
réwnaniem cadtkowym C1.935 1lub CI1.1235, w przypadku zastosowania ujecia

alternatywnego Cpor. p.1.3.55.

Zaktada sie, ze brzeg zewnetrzny doznaje transformacji Crys.5.55
opisanej rownaniem C5. 15 i parametry ksztattu a~ Cr=1,2,..R5 oraz predkos¢
pola transformacji sg niezalezne od czasu.

Rys. 5.5 Uk+ad podstawowy obcigzony dynamicznie i transformacja jego brzegu

Fig.5.5 The primary system loaded dynamically and shape transformation of
its boundary

Rozwazany Jest problem okreélenia pierwszej wariacji zbioru funkcjonatoéw

,o04=0,1,. .AC-2, Cpor. Burczynski [5.9], Burczynski i Fedelinski [5.19]5:

SACE£,u5d0odt + 1 1 uddrdt, C 5.423
T 0Ca3 T rCa3

gdzie * sa dowolnymi ciagtymi funkcjami odksztatcen £Cx,t3 i
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przemieszczen uCx,t) w OkT, natomiast sg dowolnymi ciggtymi Ffunkcjami
przemieszczen uCx,t5 w r*T.

Funkcjonaty C5. 425 mozna wyrazi¢ w inny sposoéb:

J » 1_C*,ubdt, C5.435
J a

gdzie funkcjonaty 1"~ maja nastepujaca postac:

1 = * Cr,u5dCi + J)Xp Cubdr. C5. 445
a J° I"a
0Ca5 TC*5
W celu obliczenia wariacji funcjona#6w J”, a=0,1,2,. .,/C-2, rozwaza sie

nieustalone zagadnienia sprzezone, ktére sa opisane w dziedzinie czasu

t0«?”~. 3*=C0.T3, przy czym ta zwigzane Jest z t zaleznos$cig:

t° =T - t. CS. 453

Z zaleznos$ci C5.455 wynika, ze proces sprzezony przebiega w kierunku
przeciwnym niz zjawiska dynamiczne w uktadzie podstawowym CUP2. Wprowadza

Sie uktady sprzezone CUSD Crys.5. 65, w ktérych:

X, Ua(x,0)-0
VE(X,0)-0

Rys. 5.6 Uktad sprzezony dla zagadnien dynamicznych

Fig. 5.6 The adjolnt system for dynamical problems
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- naprezenia wstepne i sity objetodciowe okreslone sa przez zaleznos$ci:

<Ne.CcCx.t3.uCx.0i

Ot
Cx,tab w O, C5. 465
de
6* Cx, t5
a
b&Cx,td_) w O, C5. 475
du

- warunki brzegowe majag postac:

ugoCx.taS =0 uT - C5.485

O<pOtCqu.t33

°Cx.t*“3 na T CS. 495
du

- warunki poczatkowe okreslone sa nastepujgaco:

u Cx,05 =0 w 0. C5.50a5

*u Cx,05
ot
w Ci. C5. SOb5

Zaleznos$¢ naprezen od odksztadtcen w CUSS>a ma postac:

< = C5.515

~“Warto zauwazy¢, ze dla uktaddéw sprzezonych nalezy rozwigza¢ zadanie
brzegowo-koncowe, poniewaz dla czasu rzeczywistego t warunki poczatkowe
C5.505 sa warunkami konAcowymi* tj. kiedy ta=0, to t=T.

Zmienne stanu dla uktadéw sprzezonych obliczane sg dla czasu ta za
pomoca brzegowych réwnan catkowych Cpor. Burczyhnski [5-93, Burczynski i

Fedelinski C€5.1935:

CS. 525
cCx3uPx,ta3d = uCx.y.tb#pPy-ta3d - PCx.y.t“3#u@@y-t“5JdrCy3 + Bgex,t,°D,
® J[ ® @v- s &

r

gdzie
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Ba.Cx,t*3 = U Cx,y,ta3*[b“Cy.ta3 -
g AUy ex.y. tas=pprcy.ta ak |

’ICy.t"IﬁinCyi.

lub stosujac sformutowanie alternatywne:

cCx3unCx.ta3 - Jj~UCx,y3p“Cy,ta3 + PCx.y3u“Cy, ta3jdrCy3=

C5. 335
a olct |
3] -cCxD»jCx3+J | "UCx.y3ZjCy3-PCx,y3>1<jCy3jdrCyD]| — +B“Cx.ta3.
gdzie
wg = . « ° B A AL
B%Cx.t 3 J[quCx.y3 E'bakCy.t 3 cgk,Lery.t IJdOCyJ.
Pierwsza wariacja &J wyraza sie nastepujaca zaleznoécig:
DJa
0 = e 6a , C5. 545
“ Da r
gdzie catkowita pochodna materialna ma postac:
DJ DICI
mdt. C5. 555
Da = 1-pa
3- r
Podobnie do zagadnien statycznych, wrazliwos$é funkcjonatu 1 mozna
obliczyé:
DI &if()» De - Du
[ * v, VIdO
Da JL »E£ Da Ou Da “ k,’Ii<(
0 r J
CS. 565
0% Du
* ——_— + 4> C6 - n n,)vf ,ldr

du Da a ki k1 k-D
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Stosujac zasade prac wirtualnych otrzymuje sie ostatecznie Cpor. Dems

CS. 313, Dems i Mréz CS. 3635:

Dloi
= |I" -<ysnha+beua-pueua+C<P +peuaD, -2Cd +p - fKin, vfdr

Da Jia a n a J kk

+hr M ir mK

r
fifo + p*uaT|vrdL + --—- ffpCua*u, ~ ua*u, ldft,
Jt a J v JL ar al

gdzie L Jest krzywa, ktéra oddziela i TN natomiast C 5 oznacza

pochodng wzgledem czasu t.
Podstawiajagc C5. 575 do C5.555 otrzymuje sig nastepujace wyrazenie na
wrazliwos¢ funkcjonatu Cpor. Burczynski C€5.93, Burczyriski i Fedelihski

CS. 1935:

DJcr
- J J Ha-T=jpM+beua-pu*ua+CoN+p U5 ,n~2Cra+P*u°5 nfvEdrdt

r r

T . * .
A I o-WH -1 Ir e »I»
TTr r rr r
Z + I*a * p“ualvvdLkdt-
kT Lk
Jak widac z powyzszego wzoru, wrazliwoséci funkcjona#4déw Jn,

a=0,1,2». .JC-2, CS. 425 zalezg tylko od brzegowych zmiennych stanu uk#tadu
podstawowego CUP2 i uktadéw sprzezonych CUSI>». Jes$li tylko regularna czes$¢
brzegu r” podlega wariacji i pole sit powierzchniowych p° Jest niezalezne
od konfiguracji brzegu Ckonserwatywne pole sit+5 oraz ®Q~faCu5 na r2 , #a=c>

na r , wtedy wzér CS. 585 przyjmuje postac:
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DJ

-a* fa+b eua-pueua+Cp +p -u°5, -2C9p +p -u°5%] v dr _dt. CS.59D
ba .| | K Skik 2
T r

W przypadku gdy brzeg sktada sie z trzech cze$ci, tzn. T=riU TZUT 5 gdzie

cze$é¢ brzegu Jest wolna od obcigzen powierzchniowych Ctj. pCx,t5s05,

oraz tylko r podlega transformacji ksztattu przy 4>Ot*0 na r , wtedy
o o

otrzymuje sie:

DJot
* P" -o0-"a+b*ua-pu*ua |n, vrdr dt. CS. 605
Da J jL “ J k k o
Tr
o
W celu obliczenia zmiennych stanu uk#tadu podstawowego i uktadow

sprzezonych dalsza uwaga bedzie ograniczona do alternatywnego ujecia
metody elementéw brzegowych.

Dyskretyzujac brzeg elementami brzegowymi T, e=1,...£, i
aproksymujac przemieszczenia, sity, pseudoprzemieszczenia i1 pseudosity
Cpor. p.1.3.55 za pomocag funkcji ksztattu i wartosci wezdowych otrzymuje
sie uktad liniowych réwnan rézniczkowych, ktéry dla uktadu podstawowego ma

posta¢ Cl1.1245, a dla uktadu sprzezonego przedstawié¢ mozna nastepujaco

Cpor. Burczynski C€5.93, Burczynski i Fedelinski [5.1935:

im mmmmmm + 1Hn/gt”™  « tGj<pactad> + cs.ei3

gdzie <u“Ct“3> 1 <p“ct“3> sg macierzami kolumnowymi przemieszczen i sit
wezdowych, macierze kwadratowe IHI 1 IGl sg takie same. Jak dla uktadu
podstawowego, natomiast macierz masy (Ml okreslona Jest wzorem Cl.iasD.
Macierz <B“Ct“3> zalezy od sit objetos$ciowych i naprezen wstepnych.
Rozwaza¢ mozna takze problem okreslenia wrazliwodci dla dynamicznych
ograniczen lokalnych okreslonych w punkcie Xg W chwili czasu to:

X Cx ,t 5 - XOtC<e,u5, dla x , tgT, C5.625

lub

x €T, te\ C5. 635



Ograniczenia opisane zaleznos$ciami C€C5.622) i C5.635 moga by¢é wyrazone w

postaci catkowej:

£ ,u) dftdt C5. 645
T O
lub
ctodrdt CS. 655
gdzie
+ = x Cc,ub56Cx-x 5<5Ct-t 5 C5. 665
a ca o o
4 = §££u5<5Cx—x0560t—t05. C5. 675

Funkcjonaty C5.645 i C5.655 wyrazajag sie zalezno$Sciami stanowigcymi
szczeg6lng posta¢ funkcjonatoéw C5.425, ktérych analiza wrazliwos$ci byta

uprzednio rozwazana.

5.2.2.2. Analiza wrazliwos$ci dla wartos$ci w#asnych

Rozpatrywany Jest problem drgan swobodnych <ciata sprezystego. w
ujeciu alternatywnym Jest on opisany réwnaniem Cl.1295.

Jest rzecza oczywista, ze czestos¢ drgan whasnych zalezy od ksztattu
brzegu T. Nalezy wiec okres$li¢ zalezno$¢ czestos$ci drgan od parametrow
kztattu an, r*1,2,..,£E. Rozwazany bedzie przypadek prostych Ctzn.
niepowtarzajacych sie5 wartosci wtasnych.

Zagadnienie wtasne opisa¢ mozna takze za pomoca réwnania wariacyjnego

Cpor. C5.47, 5.66, 5.26, 5.6835:

ACu,u5 = <2IBCu ,u5 C5. 685
gdzie
C5. 695
0Cab
C5. 705
0Ca5

uCx5 Jest funkcjag wtasnag odpowiadajgca wartosci wtasnej o2, aCu5 i sCu5 sa

tensorami naprezen i odksztatcen.
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Wariacja czestosci drgan wtasnych o dana jest zalezno$cia:

6co = ——— <5a , C5. 715

gdzie wrazliwo$é¢ CDco/Da”5 moze byé obliczona jako pochodna materialna obu

stron réwnania C5.685:

Do> 1 r DACu,u5 DOCu»u5
= J*— . C5.723
Da 20a Q3Cu, us5 *= Da Da J
r r r

Uwzgledniajgc CS. 35, C5.45 CS. 6b5 oraz warunek normalizacyjny SBCu,u5=I,

otrzymuje sige ostatecznie Cpor. Burczynski i1 Fedelinski C€5.19, §S.2235:

- - * C2co5 11Co<u5 «~ACu5 =<i>pu ‘u5nkvkdr. C5. 735

Jak wida¢ relacja miedzy wariacjag ksztattu brzegu ciata sprezystego a
wariacja czestosci22* zalezy od wartosci wtasnej i funkcji wiasnej
okreslonej na brzegu uk#adu.

W celu okreslenia czestosci i postaci drgan nalezy rozwigzac

zagadnienie wktasne opisane réwnaniem CI.1295.

5.2.3. Dyskretyzacja catek brzegowych wrazliwosci za pomoca metody

elementéw brzegowych

Analiza wrazliwos$ci rozpatrywanych funkcjona46w J , ot=0,1,. .AC-2,
zaréwno dla zagadnien statycznych, nieustalonych probleméw dynamicznych,
jak i prostych czestosci drgan whasnych ~K_ 40 wskazuje, ze zaleznosé
miedzy wariacja ksztattu brzegu oraz J», a=0,1,...AC-1, ma postac¢ catki

brzegowej, w ktérej wyrazenie podcatkowe zalezy, w przypadku ogo6lnym, od
zmiennych stanu ukdtadu podstawowego i uktadéw sprzezonych. Ten fakt ma
wazne znaczenie w numerycznych obliczeniach wrazliwosci metoda elementéw
brzegowych.

Zaleznos$é kazdego funkcjonatu Jn, ct-0,1,..A-1, wzgledenm zbioru

parametréw ksztattu a=Ca”5, r=1,2,..R, moze by¢ opisana nastepujaco:

6J0t = <Sot>T<éa>, CS. 743

Analiza wrazliwosci dla powtarzajacych sie czestosci drgan wtasnych
jest bardziej z+ozona Cpor. [5.26, 5.47, 5.6635 i nie jest tutaj
rozpatrywana.
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gdzie
<Sot> Lsoa ’S@ 'Soir’ oo Sour} €5. 755

jest macierzag wrazliwos$ci, ktérej elementy Cwrazliwo$cil!) opisane sag za

pomocag pochodnych materialnych funkcjonatéw JOi wzgledem ar, mianowicie:

DJ
a
S * C5. 765
otr fa
oraz
<6a> 5 06»1 2 “..<5ar,...6aR]T CS. 775

jest macierzg wariacji parametréw ksztattu.

Warto zauwazy¢, ze macierz wrazliwosci przedstawia sobg gradienty
funkcjonatu wzgledem parametréw ksztattu a~ Cr=1 ,2». .R5.

Znajac <6a> oraz majac obliczong macierz wrazliwosci <S~> mozna
oceni¢ stopien zmiany funkcjonatéw JI~, a -1.2,. .,K -1, spowodowany zmiana
ksztattu brzegu.

W celu obliczenia macierzy wrazliwosci *A5- nalezy okres$li¢ pole
transformacji VvE£, ktdore odpowiada parametrowi ksztattu ar.

Wybor parametrow ksztattu stanowi zasadniczy krok w analizie
wrazliwosci i optymalizacji ksztattu. Najprostszym i najbardziej
naturalnym sposobem opisu geometrycznej postaci brzegu jest przyjecie
potozenia wezddéw brzegowych za zmienne decyzyjne.

Niech zbiér wszystkich elementéw brzegowych T*, e=1,2,..£, bedzie

przedstawiony w postaci nastepujacej sumy zbiorodw:

p
<r*> = u cre>, C5. 785
P=i P
gdzie <f*> Jest zbiorem tych wszystkich elementéw brzegowych, ktére #+acza
sie w p-tym wierzcho4ku Cp=1,2,. .. ,P5.

W przypadku probleméw przestrzennych elementy brzegowe T* sa
reprezentowane przez czworokatne Crys.l.3a5 lub tréjkatne Crys.l.3b5 %laty
powierzchniowe . w problemach dwuwymiarowych elementy brzegowe T sa
krzywoliniowymi segmentami Crys.l.3c5. F

Dyskretyzacja brzegu T za pomocag elementéw brzegowych powinna by¢
przeprowadzona w ten sposo6b, aby krzywa L utworzona byta przez krawedzie
elementéw T* . W zagadnieniach p#taskich L redukuje sie do punktéw, ktoére
powinny by¢ identyfikowane z wezdami brzegowymi

Wéréd wielu typoéw elementéw brzegowych, ktére mozna zastosowaé w
obliczeniach analizy wrazliwosci, elementy : liniowymi Tfunkcjami ksztattu
daja wymagang doktadno$¢ bez potrzeby dtugotrwatych obliczen numerycznych.
Zastosowanie tych elementow w parametryzacji brzegu bedzie dalej

szczeg6towo oméwione Crys.5.75.
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Rys. 5.7 Dyskretyzacja za pomoca elementéw brzegowych: aD dla zagadnien
przestrzennych, fc0 dla zagadnien ptaskich
Fig. 5.7 Discretization by means of boundary elements: a2 for three-
dimensional problems, b!> for plane problems
Wektorowe pole transformacji ksztattu gCx2> mozna wyrazicé na kazdym
elemencie brzegowym r* w sposéb nastepujacy Cpor. Burczynski i Adamczyk
P
[5.14-5. 1835
g*C?3 = M*CJT3bp + M*C?3bp + M*Cf3bp. C5. 793
P P P ~
gdzie
M*C?3 = 1 - ————- ? - f C5.79a3
* «
p |_)>p 1 sz
1
M@C?S R f., C5. 79b3
i
ip
1
M*C?3 = ——mmme ( C5.79c3
ks L* 2
*P
£=CE 2>, j=1,. .<2-1. Jest lokalnym uktadem wspé4rzednych umiejscowionym na
elemé]ncie brzegowym. L” i L sa dtugosciami bokéw elementu r . W
*p 2p P
przypadku dwuwymiarowym £=£
P dla £,=2,=0
bp dla e=1* i 2 _=0 C5. 80D
1 Ip 2
uy dla §i=0 1 f2=L2p.
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“zg *
parametrami ksztattu a=Ca”3, r=1,2,. .R, w sposdéb nastepujacy:

- dla zagadnien przestrzennych Cd=32>:

aSp—Z « b? ; a3p7| = bﬁ) ; a = bg R C5. 813

- dla zagadnien dwuwymiarowych Cc2=23:

a2p| - b? ; aZp = bg C5.823

Liczba parametrow ksztattu a” réwna R zwigzana Jest z liczbag punktow
weztowych P relacja: R=mP.

Pole transformacji ksztattu VvE moze byé teraz wyrazone na kazdym
elemencie brzegowym T* za pomocag funkcji M*CE2>.

Pomijajagc dla prpostoty zapisu catki Fé)kres’.lcme na L, wrazliwosci SCir
moga byé wyrazone w postaci:

- dla zagadnien statycznych i probleméw whasnych:

= JwaCu,ua,p,pa,«,£a,o",0aDnkv/dr, C5. 83aD
r

- dla zagadnien nieustalonych:

Sap =1 IW~ACu.u ,p,p ,£,£ >0*0 ;tSnkvfdrdt, C5. 83bz>
mfj*,
TTFr
gdzie sg pewnymi funkcjami zaleznymi» w przypadku ogé6lnym, od

zmiennych stanu uktadu podstawowego i uk+tadéw sprzezonych.
Elementy macierzy wrazliwosci mogag by¢ obliczone przy wykorzystaniu

nastepujacych zalezno$ci:

(o3
p
sadp-h =2 'V nUKC driCt’ C5Be0
C N
P T
sc.dp-h « Z z {wWJ WaC f-t i3V h MpCeb5dr~ Cf3} 1
ezt t=1 p-

p=1,2.. . .P

h=2,1,0 for d=3
h=1,0 for d=2
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gdzie E oznacza liczbe elementéw brzegowych» ktére #*aczag sie wezle p,
N P N
<ti>i1_'1 i <wi>iI1 Sg Dunktami i wagami kwadratur catkowania w t zedziale
czasu JT=t0.T3.
Funkcje W*“ sa okreslane na kazdym elemencie brzegowynm 1* przez

zmienne stanu uktadu podstawowego CUP2 i uktadéw sprzezonych CUsD
01=0,1 ,3,... ,AC-2.

Przedstawiony spos6b parametryzacji brzegu wykorzystujacy wspodrzedne

weztowe Jest najprostszy. 14a on jednak pewne wady. Liczba parametroéw
ksztattu jJest w takim opisie zwykle dosy¢ duza, natomiast w procesie
optymalizacji istnieje tendencja do generowania nierealistycznych i

nieciggtych ksztattdédw brzegu.

Ostatnio zostaty zaproponowane do opisu ksztattu brzegu funkcje
gietne Cfunkcje Bezier, B-spliny}2a> Cpor C5.23%}. B-spliny znalazty
zastosowanie w optymalizacji ksztattu metoda elementéw brzegowych w pracy
Sandgrena i Wu [5.673 oraz Krzesinskiego [5.543, natomiast funkcje Bezier
byty stosowane przez Burczynskiego C5.21] oraz Wilczynskiego [5.723.

Réwnanie parametryczne dla funckji Beziera ma forme:

sl = L bEB,, €s3. 0<s<lI. CcS. 853
I'n
gdzie B® jest zdefiniowane nastepujaco:
BeplS3 = oSt 1y AT -s3nh C5. 863
Parametry krzywej bl-Cbjo, 1=0,1,. .,n; fe=1,2,..<2, sag punktami kontro] nymi

i wygodnie jest je traktowaé¢ jako wektorowe parametry ksztattu a=Ca”D.
Dla zagadnien dwuwymiarowych zachodzi zwigzek bj~a~, , C1=0,1,2,. .n;
k=1,2D, i pole transformacji ksztattu vE moze by¢ wyrazone bezposSrednio
przez funkcje Cpor. Burczynski 15.21Jj
Dla zagadnien przestrzennych powierzchnia Beziera opisana jest przez

dwa zbiory krzywych Beziera. ROéwnanie parametryczne przyjmuje postac:

rl n

xCs,r3 =V _bJ'LB Cs33 cr3, O<s,r<lI,
/ I_ Jm I>n
J-0 1=0

gdzie bjL okres$laja potozenie punktoéw kontrolnych traktowanych Jjako

parametry ksztattu.

23 Funkcje t=z zdobyty szerokie zastosowanie w grafice komputerowej.
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5.3. METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH W OPTYMALIZACJI POSTACI KONSTRUKCYJNEJ
5.3.1. Warunki stacJonarnos$ci

Zagadnienie optymalizacji geometrycznej postaci konstrukcyjnej polega
na znalezieniu optymalnych parametréow ksztattu a0p=Car}» r=1.,2, .. aeE*
wedtug zatozonego kryterium optymalizacji. Ogélnie wyré6zni¢é mozna cztery
grupy kryteriow optymalizacji Cpor. [5.1, 5.3. 5.53, 5.6935:

Pierwszg grupe stanowig kryteria maksymalnej sztywnosci lTub
minimalnej podatnos$ci.

Grupa druga zawiera kryteria wytrzymatosciowe» ktére postuluja
wyréwnanie lub minimalizacje naprezen w rozpatrywanym uktadzie
odksztatcalnym.

Do trzeciej grupy zaliczy¢ mozna kryteria zgdajgce minimalnego kosztu
uktadu. W grupie tej mieszcza sie. jJjako szczegélny przypadek, kryteria
minimalnej objetoséci lub minimalnego ciezaru.

Kryteria czwartej grupy zwiazane sg ze specyficznymi problemami
dynamicznymi

Typowe kryteria optymalizacji oraz wyrazajace je funkcjonaty jakosci
przedstawione sg w p.5.3.3

Problem optymalizacji ksztattu sformutowaé mozna nastepujaco:

zminim alizuj funkcjonat jakos$ci JOCaJ> z natozonymi ograniczeniami w
postaci funkcjonatéow JIN <fa=l ,2, .../C-0O, wyrazonych, poprzez naprezenia,
odksztatcenia i przemieszczenia luh czestoéci oraz w postaci ograniczenia

na koszt ciata J -J , tak ze
c K

J Ca!') 4 min C5. 87}
przy ograniczeniach:

c5. 88}

gdzie c” Cct=l ,2, ...A0 sg danymi statymi.
Jesli koszt ciata jest proporcjonalny do objetosci Ilub ciezaru, to

mozna napisac:
J C5. 89}

0

gdzie C jest jest specyficznym kosztem materiatu, z ktérego wykonany jest
uktad odksztatcatny.
Problem opisany roéwnaniami C5. 87} i C5.88D moze byé zastagpiony

zagadnieniem poszukiwania punktu stacjonarnego funkcjonatu Lagrange’a Jf
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X=J + \ X I, - ¢ 5 €5.905

gdzie X01 Ca=1.2,../0 sa mnoznikami Lagrange’a CX.CI>05.

Warunek stacjonarnos$ci funkcjonatu X wyraza sige nastepujaco:

0X = 03 _ + ) X 0J_ =0, C5. 91}
(o] aZi a a

X _CJ - Ca} = 0. C5. 925

a=1 ,2.. .

Punkt stacjonarny funkcjonatu X definiuje optymalne parametry ksztattu
a
op

Pierwsze wariacje funkcjonatéw <5J», a=0,1,. ..AC-1, byty prezentowane w

punkcie 5.2, natomiast wariacja kosztu wyrazona by¢ moze nastepujaco:

63 — <S >T<6a>, C5. &35
gdzie elementy macierzy wrazliwosci sa okreslone nastepujaco:
S & |Cn vdr. . C5. 945
cr K K
r
w alternatywnym sformutowaniu problemu optymalizacji nalezy

zminimalizowaé koszt JO=sdc przy danych ograniczeniach wyrazonych przez
funkcjonaty J”~, cc*i,2,. ..AC-1.

Warunek stacjonarnos$ci C5. 91} traktowaé¢ mozna Jako konieczne warunki
optymalnosci zapewniajace szukane minimum.

Dodatkowo mozna wprowadzié¢ ograniczenia geometryczne zaktadajace, ze

brzeg I bedzie lezat miedzy dwoma dopuszczalnymi potozeniami powierzchni

r~ i r~, Jak pokazano na rys.5.8. Spednienie tego warunku wymaga, aby
C5. 463:

dnCr, T4 > 0. C5. 95a5
oraz

dnCr”,r} > 0, C5. 95b}

gdzie dn Jest odlegtosécia miedzy I i * lub I”, mierzong wzdduz normalnej

do brzegu.



Rys. 5.8 Ograniczenia geometryczne natozone na brzeg

Fig. 5.8 The pointwise constraints on the boundary
Czesto zgada sie takze, aby parametry ksztattu byty mate, tzn. aby

<<ha>T (Wl <FGem < fz. <S. 963

gdzie f Jest matym parametrem, IWJ Jest dodatnio okreslona macierza

wagowg .

5.3.2. Metody iteracyjne w optymalizacji ksztattu

W celu rozwigzania sformutowanego problemu optymalizacji postaci
konstrukcyjnej zastosowa¢ mozna dwa podejs$cia:
- metode warunkéw optymalnos$ci,
- metode programowania matematycznego.

W metodzie warunkéw optymalnos$ci wyrézni¢ mozna dwa etapy [5.703.
Etap pierwszy polega na sformutowaniu koniecznych warunkéw optymalnos$ci,
natomiast na etapie drugim konstruuje sie efektywny proces iteracji, ktory
pozwala spe#ni¢ te warunki. Stosujac te metode zagadnienie redukuje sie do
wyznaczenia zmiennych stanu uktadu podstawowego i uktadéw sprzezonych oraz
okreslenia nieznanych parametréow ksztattu a=CapD, r-i,2,..£, i mnoznikodw
Lagrange®a 1,2, - .K

Przy zastosowaniu ujecia drugiego wyznacza sie iteracyjnie parametry
kszt4tu a=Ca } stosujac jedna z metod programowania nieliniowego.
Opracowanych Jest wiele réznych metod programowania matematycznego
stuzgacych do rozwigzywania probleméw ekstremalnych Cpor. €5.3, 5.53, 5.69,
5. 653.
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5.3.2.1. Zastosowanie metody warunkoéw optymalnos$ci

Warunek optymalnos$ci C5.91} mozna wyrazié¢ nastepujgaco:

ogay = s oS- C5. 97D

1,2,..R

Warunek C5. 97} przedstawia sobg tylko R roéwnan. Rozwigzanie problemu
optymalnego ksztattowania wymaga wyznaczenia CR+JO nieznanych wielkosci,
gdzie R jest liczbg parametréw ksztattu a=Ca”}, r=1,2,..R, a K Jest liczba

mnoznikéw Lagrange“a Xo04=1 ,2,..K. Pozostatych K réwnan ma postac:

= [ = 0. C5. 98
0R+Otca} XCA C.JC 3 3

a=1 .2,. .K

Warunki C5. 97} i C5.98} tworzg zbiér CR+tO nieliniowych réwnan, ktore

mozna zapisa¢ nastepujaco:

Qicar) * o0, €5.99}
i,s=1,2,. .CR+IO
gdzie
s=1,2, R>
C5. 100}
s=R+1,. .R+K
Uk+ad réwnan nieliniowych C5.99} moze by¢ rozwigzany za pomoca
iteracyjnej procedury Newtona:
C5. 101}

da
L=1»2.

gdzie Aa” jest przyrostem nieznanej wielkosSci a".
Nowe wartos$ci a, s=1,2,..CR+A0, w Ci+1l} kroku iteracji obliczane sa z

relacji

C5. 102}

Macierz pochodnych 1] moze by¢ obliczona przez rézniczkowanie
warunkéw optymalnos$ci lub za pomoca bezposredniego rézniczkowania metoda

réznic skonczonych. Stosujac drugie ujecie otrzymuje sie:



<)QI GCzla .. .a .aa+og.a,..3 - QIqu,. .aa_l ,aa-<5qa... 3

______ * * cS. 103}

gdzie 63" oznacza dany ma#ty przyrost parametru a#.

z réwnania C5. 101} wynika» ze majac pewien poczatkowy brzeg
odniesienia oblicza sie przyrosty A~. Na tej podstawie» w wyniku nowej
iteracji, okresla sie ksztatt nowego brzegu. Proces optymalizacji jest
zakonczony, gdy w dwéch kolejnych krokach optymalizacji wartosci
parametroéw an sa dostatecznie bliskie. Wieloparametrowa procedura
optymalizacji ksztattu, ktéra zostata opisana powyzej na podstawie

globalnych warunkéw optymalnos$ci, przedstawiona zostata schematycznie na
rys. 5. 9.

Mozliwe Jest takze wykorzystanie Jlokalnych warunkéw optymalnos$ci.

Rozwaza sie w tym celu bardzo czesto spotykany przypadekgenerowania
optymalnego kszta#tu brzegu obciazonego z ograniczeniem na catkowity
koszt.

Pierwsza wariacja funkcjonatu jakos$ci ma postac:

6J « S o6a , C5.104}
o] er r
gdzie
SO r jfg Cu,ua p,pa,fl,tfa,<y,oa)nkvkdr2, C5.105}

r
2

dla zagadnien statycznych i problemu w#asnego, oraz

Sor * J ;t3nkvEdrnrdt, C5. 106}

Tr
2

dla zagadnien dynamicznych nieustalonych.
Uwzgledniajac C5.1043}-C5.106%} oraz C5.93}, C5.94}%} w warunkach

stacjonarnos$ci C5.91} otrzymuje sie:

JCWA + X4C}oégndr2 = 0, cs. 107}

2

oraz
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I START 1
|

Ustal poczatkowy kszta4t brzegu

i wartos$ci poczatkowe a
Przeprowadz dyskretyzacje brzegu T

Oblicz macierze [HI i1 [G3

Rozwigz uktad podstawowy CUP5.
Oblicz u, p, £, 0o na brzegu

( Problem sprzezony ~

Tak

Rozwiagz uktady sprzezone <t/S>
Oblicz S_, 01

Oblicz [0Q|/0§83

Rozwigz réwnanie C5.101D
i oblicz al = a°+ Aa

Drukuj wspotrzedne weztowe
optymalnego brzegu

| KONIE~n

Rys. 5.9 Schemat blokowy iteracyjnej procedury Newtona generowania
optymalnej geometrycznej postaci konstrukcyjnej ciata spregzystego

Fig. 5.9 The flow chart sketch of the shape optimization procedure using
the Newton method
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C5. 1085
H I K +t ¢) K dtdr* =°°

gdzie <5g”=nkv~"6a” jest sktadowag normalng wariacji brzegu.
Poniewaz wielko$¢ 6g~ moze by¢é dowolna, wiec roéwnania C5. 1075 i

C5.1085 przyjmuja posta¢ lokalnych warunkéw optymalnosci

W0 = I—X C = constant na T2. C5. 1095
W dt = -X C - constant na r,. C5. 1105
° 2
J1
T

Powyzsze warunki moga by¢ bezposrednio zastosowane w procesie

generacji optymalnej postaci konstrukcyjnej brzegu rn. Przesuniecie
kazdego wezta brzegowego p Cp=1,2,. .P"> na w kierunku normalnym Jest
obliczane w Ci+15 kroku iteracji z nastepujacej zaleznos$ci Cpor. Mroéz

[5.643, Burczynski [5.935:

d
W<i>Cj" 3]
P

6-gn(“'VCy 5 —1 C5. 1115
P w{i>
W=w ,w
gdzie Cp=+,2,. .P"5 definiuje dyskretne rozmieszczenie wez46w brzegowych
na T2, / i d sg danymi statynmi, Wa>Cy 5 Jest wartos$ciag Tfunkcji w
p

CW=W~,Wot5 w wezle p-tym w t-tej iteracji, W* jest wartos$ciag $rednig z

W*Cy p5 .
Gdy WACr 3<W<i. to punkt p przesuwany Jest na zewngtrz ciata,
natomiast gdy WACy 5>W<i>, to punkt p przesuwany jest do wnetrza. Proces
p -

Iteraeyjny Jest przerywany, gdy wielkos$¢ |WU>CyP3—Wa,| Jest dostatecznie
mata.

Wadg w stosowaniu lokalnych warunkéw optymalno$ci jest to, ze nie
zapewniajg one zawsze znalezienia globalnego minimum.

Schemat blokowy opisanego procesu iteracyjnego optymalizacji ksztattu

przedstawiony jest na rys. 5.10.
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Rys. 5.10 Schemat blokowy generowania optymalnej postaci geometrycznej
brzegu przy zastosowaniu lokalnych warunkéw optymalnosci

Fig. 5.10 The flow chart sketch of the shape optimization procedure using
the local optimality conditions

5.83.2.2. Zastosowanie metod nieliniowego programowania matematycznego

Poszukiwanie optymalnych parametréw ksztattu aop w typowym zadaniu
nieliniowego programowania polega na skonstruowaniu iteracyjnego procesu

opisanego zaleznos$cia:

a<i+d>= a‘b + 0<h<\ C5.1125
i-0,1,2, ..

gdzie h4> jest wektorem okreslajacynm kierunek procesu optymalizacji,
bioragcym za punkt wyjsécia rozwigzanie aa>, natomiast /K> Jest
czynnikiem, od ktérego zalezy dtugos$¢ kroku w kierunku h<U.

W celu rozwigzania problemu optymalizacji ksztattu nalezy wybracé
metode okreslania wektora ha> oraz dtugosci kroku Wektor ha>

okresla og6lng zbiezno$¢ procesu optymalizacji, natomiast wybor /x> ma
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decydujacy wp4yw na pracochdtonnos$¢ obliczen w kazdej iteracji.

Przedstawiona bedzie efektywna metoda gradientu sprzezonego» w ktorej
wektor h4> zalezy od gradientéw funkcjonatu jakosci i ograniczen. w
metodzie tej wykorzystane sag wprost wrazliwosci funkcjonatéw wyprowadzone
uprzednio.

Zaleznos$¢ C5.975 w zapisie macierzowym ma postac:

QCa5 = SO+ SA = 0, C5. 1135

gdzie S zawiera wrazliwosci odpowiadajace zbiorowi
wiezow aktywnych.
Eliminujgc z C5. 1135 mnozniki Lagrange’a otrzymuje sie Cpor. [5.5235:

QCa5 = x - - s . C5. 1145
STS

gdzie Q Jest rzutem gradientu funkcjonatu Jakosci Jn na zbior
ograniczen aktywnych.

Réwnanie C5.1145 Jest podstawag sformutowania metody gradientu
sprzezonego.

Jesli 070. wtedy optimum nie Jest osiggniete i procedura iteracyjna

przebiega przez wykorzystanie najszybszego spadku, w ktérym h<b=-Q

a‘tdl>= a(@ - C5.1153

gdzie (3 jest obliczane w wyniku minimalizacji J"Ca-~305 wzgledem (3. Jesli
natomiast Q=0 oraz a-1 ,2,.. AC, wtedy znaleziono optymalne parametry
ksztattu.

Praktycznie parametrow ksztattu szuka sie w postaci a=a°+«5a. gdzie a°
Jest zbiorem nominalnych parametréow ksztattu w danej iteracji, tak aby

zminimalizowaé¢ J”~ podczas spe#nienia ograniczen:

Oia = Sg 6a <Ala, a=1.2...K C5. 1163

dla wszystkich a takich, ze Ja>-c, gdzie c¢ Jest dodatnim matym parametrem,,
ktéry definiuje te nierdéwnosSciowe ograniczenia, ktére sa traktowane Jako

N-aktywne. AJ” Jest zadang korekcjag w sped#nieniu ograniczen.
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Ograniczenia wynikte 2z przyjecia ograniczen C5.955 mozna przedstawic

nastepujaco:

-cAzrCr _3.r*3 < <5g Cr 3 < d"cr",rcj" 33. C5. 1173
P n p P

p=1 ,2,. .P

Ograniczenia geometryczne opisane przez C5.965 sa takze brane pod
uwage . Dla dalszej wygody ograniczenia C5.955 mozna przedstawic¢ w

réwnowaznej postaci:

[ *
JTOp+1 dnCrCypB,r 3 < 0. C5. 118a3

Iaprz = -dncr -rey 33 < o, C5.118b3

p*1.2%. P

dla ktérych biorgc pod uwage C5.1175, mozna pierwszg wariacje wyrazic

nastepuj aco:

a = -n,Cvy 3v£Cv 36a_< dnCTCy 3 .T*3. CS. HSa3
p p r p

6J = ST [¢]
“Krp+1 K+p+1 k

<6a = n

<5J = ST Cy 3vfCy 3«5a < dnCr*.rCy 33. C5.119b3
~|cfp+2 K+p+2 kK 'p” "k p r P

p=1,2,..P

Wprowadza sie takze zbidr wskaznikoéw A:

A » < oi : dla ktérych *OEES> e C5.1205

oraz macierz kolumnowg J z elementami aeA

. C5. 1215
Schemat blokowy iteracyjnej procedury wykorzystujacej metode

gradientu sprzezonego przedstawiono na rys.5.11 Cpor. C5.45» 5.4635.
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5.3.3. Typowe przypadki ksztattowania optymalnego

Wybér whasdciwego kryterium optymalizacji oraz funkcjonatu, ktoéry go

wyraza matematycznie, jest Jednym 2z istotnych etapéw w optymalizacji.
Funkcjonaty JCL, «=0,1, ...X-2, opisane przez C5.75, C5.345, C(C5.425, JKI
oraz »noga wyrazaé¢ rézne mechaniczne charakterystyki ciaggtego uktadu

odksztatcatnego.

Optymalne ksztattowanle ze wzaledu na minimum globalnel podatnosci i

maksimum sztywnos$ci

Zaktada sie, ze funkcja 4*0=WC00 wyraza potencjat naprezen odniesiony
do Jednostki objetosci, natomiast na brzegu okreslona jest funkcja
P =-p«u® Wéwczas funkcjona#t J C5. 75 okresla catkowita energie
o o

komplementarna:

n = .]o “ WCo0dO - Jp*u°dT4. C5. 1225

0 r
1

Przypadek gdy #7=UCE5, gdzie UCc5 Jest potencjatem odksztatcen odnie-
sionym do jednostki objetosci oraz A*_p°*u na opisany Jest

funkcJonatem:

n =J = iUCdO - p°-udr C5. 1235

ktéry wyraza catkowita energie potencjalng Cprzy b=05.

Dla Jliniowych <ciat sprezystych energia komplementarna przyjmowana
jest jako miara $redniej podatnosci uk#adu, natomiast energia potencjalna
Jako miara $redniej sztywnos$ci Cpor. CC5.3, 5.33-5.35, 5.6435.

Ciato sprezyste, ktérego geometryczna postac konstrukcyjna Jest

ksztattowana tak aby:

n in, C5.1245
a a.
lub
n max, C5.1255
u a

z ograniczeniem na goérny koszt Cobjeto$é¢, ciezarhs:
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jest najmniej odksztatcatne wsrod dopuszczalnych vrozwigzan, tzn. praca
wykonana przez dane sity na odpowiada lacych im przemieszczeniach osigga
wartos¢, minimalnag.

Ksztattowanie ze wzgledu na minimum podatnosci przy statym koszcie
Cobjetosci » ciezarze!) jest roéwnowazne ksztattowaniu ze wzgledu na minimum
kosztu Cobjetosci, ciezaru) przy statej $redniej podatnos$ci.

Warto zwrécic uwage na fakt, Ze przy zastosowaniu kryteriow

energetycznych zmienne stanu uk#tadu podstawowego i uktadu sprzezonego

pokrywaja sie.

Optymalne ksztattowanie przy ograniczeni ach przemieszczeni owych

Czesto mozna sie spotka¢ z zagadnieniem optymalnego ksztattowania ze
wzgledu na minimu objetosci przy natozonych ograniczeniach na
przemieszczeni a. Nalezy wiec znalezé¢ takie parametry a-Cas, r=1,2,..R,

aby zminimalizowaé¢ funkcjona#t:

J =1 = jcdd0 + min C5. 1275
c J
a
przy ograniczeniach
Ji = JuCx5 ] - ug <0, xe0, (5 128)
lub
J. = JuCx5 1 - u <0 . xeT . C5.129)
i 0 2

gdzie 'Iqu)ll"umj)l 2, a uy jest danym dopuszczalnym przemieszczeniem.

Ograniczenia przemieszczeniowe C5.1285 i1 Ci 1295 czesto transformuje

sie do réwnowaznej postaci roéwnosciowej Cpor . [5.4635:
J - 4CuDdO = O, €5.1305
1 J4
0
lub
J2 ~ j\<F’2Cu5dr2 = 0, r5. 1315
r
2
gdze
x5§5 = Jul ug * c5. 132)

i +.-n dla xeid, oi az <(>2:H dla xef2
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Zamiast warunkéw C5.128) i C5.129) mozna takze minimalizowa¢ funkcjona#t:

J L* Cu)dO = min. €5.133)
[¢]
lub
= L Cu)dr -» min, C5. 134)
J e 2 a

przy ograniczeni ach C5.126).

Funkcje 4»0 i tpo kreslone sa nastepujaco:

JuCx) |
* Cu) = dla xe0, x 4 od. CS. 135)

JuCx5]
Cu) = dla xeT , h ** c. C5. 136)

Funkcjonaty C5.133) i C5.134) przedstawiaja lokalne przemieszczenia
opisane przez warunki C5.128) C5.129) dla x -to.

Optymalne ksztattowanie dla kryteridow naprezeniowych

Warunki w>trzymatosciowe naleza do podstawowych ograniczen, Jjakie
nalezy uwzgledni¢ w trakcie procesu optymalnego ksztattowania. Wiezy te
maja najczesciej charakter Jlokalny i1 zalezg od zmiennych stanu o-=Co". .).
Gtownym celem stosowania kryteriow wytrzymatosciowych jest obnizenie
koncentracji naprezen lub wyroéwnanie naprezen.

Kryterium wytrzymatosciowe przedstawi¢ mozna nastepujaco:
«Co0 = &CcO - oo< o, C5. 137)

gdzie & jest pewng funkcja okreslong na podstawie przyjetej hipotezy
wytrzymatosciowej, jest przyjetym dopuszczalnym poziomem naprezen.
Przypadek szczegélny, gdy ~«y”~const Jest zwigzany z ksztattowaniem ze
wzgledu na réwnomierng wytrzyma4osc¢.

Najprostszym i najefektywniejszym sposobem wuwzgledniania warunkow
wytrzymatosciowych jest zamiana ograniczen lokalnych na ograniczenia
globalne w postaci catkowej. Wéwczas optymalnego ksztattu brzegu szuka

sie, przy ograniczeniu na objetos¢ ciata, minimalizujac funkcjona#:



= f* Co0dO min, C5. 1385
o jo
gdzie
4- CoO C5. 1395
Istniejag takie inne sposoby przedstawienia funkcjonatu jakos$ci, np. w
postaci:

dla & > a

J = C5.1405

dla & < a

lub przez rozwazenie $redniego naprezenia w pewnej objetosci Ofc, takiej ze

Okeo,

A
Jo " IJp,COOm do, C5. 1415

gdzie mft Jest funkcjag charakterystyczna, ktéra Jest dodatnia w oraz
réwna zeru na zewnatrz O, i z ktérej catka jest rdéwna 1 Cpor. C5. 4735.
Szczegb6lnym, ale waznym przypadkiem optymalnego ksztattowania jest
zagadnienie wyréwnania naprezen brzegowych wyrazonych przez wektor
naprezenia Csit powierzchniowych} p na brzegu podpartym r~. Szuka sie
wéwczas optymalnego brzegu r , przy przyjetym ograniczeniu na koszt, tak

aby spedniony byt warunek:

JpCx5 | - p~ < O, dla C5. 1425
gdzie p” jest Srednig wartos$ciag sit brzegowych na
Sformutowany problem moze by¢ zastagpiony przez minimalizacje

funkcjonatu:

10 Cp5dr min. CS. 1435

gdzie

I[pCx3|
4 Cp5 CS. 1443

przy warunkach ograniczajacych CS. 1263.
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Optymalne ksztattowanie w zapadnieniach dynamicznych

Opisar.e wyzej kryteria i wyrazajace Jje funkcjonaty moga by¢
uogélnione na zagadnienia dynamiczne. Zagadnienie znalezienia optymalnego
ksztattu ze wzgledu na minimalizacje kosztu moze by¢ sformutowane

nastepujaco:

* Jc * \]Cdc 'J " dodt * mir” C5. 1455

[e] T G r
przy ograniczeniu w postaci przemieszczen:

Jy = JucCx.tj | - u, < 0. w £5xT. C5.1465

Ograniczenia C5.1465 mozna przeksztatci¢ do réwnowaznej postaci:

m 1 J*. CuCx,t55d0odt = 0 C5.1475
T O
gdzie
u5 = JuCx»t5] - u” +JJuCx.t5] "uoO |- C5. 1485
Mozliwe jest takze sformutowanie alternatywne. Minimalizowany jest

funkcjonat zalezny od przemieszczen:

J = \] \] uCx ,155d0dt -»min, C5.J495
ta
gtfzie
JuCx,t5 I
4 CU5 =  mememmmmememmeeee s a * o, xeo0, C5. 1505

przy ograniczeniach na koszt:

C
N\ | | t dodt - ¢ <O. C5. 1515

T a
Ograniczenie w postaci JuCx,t5]--u <Q mozna takze sformutowaé dla
przemieszczen na brzegu F Wéwczas funkcjonat Jakosci mozna przedstawicd

nastepujaco.
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Cqu.ODdrzdt -m;n, C5. 1525
r r,
ydzi e
JuCx,t3 H*
< CuD h -~ @, xeP2 C5. 1535
o
Yo

przy ograniczeniu w postaci C5. 1515.

Specyficzne kryteria optymalizacji zwigzane sa z ciatami
wykonywujacymi drgania swobodne. w wielu problemach optymalnego
ksztattowania nalezy zmaksymalizowaé¢ pierwszg podstawowg czestos$¢ drgan
wtasnych przy ograniczeniu na koszt. Wéwczas problem znalezier .a
optymalnych parametréw ksztattu a=Car5, r=1,2,../<, polega na minimalizacji

wyrazenia:
J a) min C5. 174>
0.

przy ograniczeniu w postaci C5.126D.

Jak wida¢ funkcjonaty jakosci i funkcjonaty wyrazajace ograniczenia
mozna przedstawic w rézny sposéb. Opisane wyzej funkcjonaty g
szczeg6lnymi postaciami funkcjonatoéw, ktére by4y rozwazane w czesci

posSwieconej analizie wrazliwo$ci.
5.4. PRZYKLADY ZASTOSOWAN
Przyktad 5. i

Rozwazono zagadnienie analizy wrazliwosci dla Sruby kotwowe j
wykonanej z aluminium Cmodu4 Younga E=73000tMPal, liczba Poissona v=0,34).
Brzeg ciata podzielono na 30 liniowych elementéw brzegowych Crys.S. 12aD
Obliczono pierwszg wariacje funkcjonatu C5. 122D. wyrazajgcego energieg
komplementarng. Brzeg #4ba $ruby byt modyfikowany w ten sposéb, ze wezty
brzegowe przesuwane by4y w kierunku normalnym dc brzegu w strone wnetrza
ciata o warto$¢ <5a”=Imm dla kazdego wezta. Wyniki obliczen numerycznych
wariacji funkcjonatu zostaty przedstawione na rys.S.12a. Jak widac,
najwiekszy wp47w na zmiane podatnoéci ma modyfikacja dolnej czesSci brzegu
+ba Sruby.

Rozwazono takze problem optymalizcji postaci konstrukcyjnej +4ba Sruby
dla kryterium minimum podatnos$ci przy ograniczeniu w postaci statego pola
obszaru. lteracyjny proces optymalizacji zakonczy#4 sie po 13 krokach.
Koncowy ksztatt geometrycznej postaci konstrukcyjne] przedstawiony jest na

rys. 5. i2b.
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Przedstawiono takze vrozktad naprezen redukowanych, obliczonych wg
hipotezy Hubera, przed i1 po optymalizacji. Warto zauwazy¢, ze w wyniku
optymalizacji ze wzgledu na minimum globalnej podatnos$ci nastapito

wyréwnanie naprezen redukowanych na optymalizowanym brzegu.
Przyktad 5.2
Rozwazono stalowg stope CE=210000CMPal, +=0,3D obcigzonag i podparta

w sposéb przedstawiony na rys. 5. 13a. Model numeryczny sktadat sie z 28

liniowych elementéw brzegowych.

Analiza wrazliwos$ci dotyczyta funkcjonatn C5. 1222) wyrazajacego
energie komplementarng. Modyfikacji podlegat brzeg swobodny, ktéry
transformowany by+ do wnetrza o <5a”=Imm dla kazdego wezta brzegowego.
Rozktad wariacji funkcjonatu przedstawiono na rys. 5. 13a. Jak widac,

modyfikacja ksztattu goérnej czes$ci stopy ma najwiekszy wpdyw na zmiane
podatnosci.

Posta¢ brzegu swobodnego podlegata takze optymalizacji ze wzgledu na
minimum podatno$ci przy ograniczeniu na pole, ktére wymosito 21300tmm2] i
byto wieksze niz pole poczatkowe 19725Cmm2]. Minimalna podatno$¢ zostata
osiaggnieta w 39 iteracji. Ksztatt optymalny zosta#t przedstawiony na
rys.5.13b. Rozktad naprezen redukowanych przed i po optymalizacji

przedstawiono na rys. 5. 13c.

Przyk+ad 5.3

Problem analizy wrazliwosci by+ rozpatrywany dla ograniczen
przemieszczeniowych opisanych zaleznos$cig C€5.129D. Przyjeto, ze pionowe
przemieszczenia obcigzonego brzegu stalowego wspornika CE=210000CMPal ,
u=0,33> Crys.5.142> nie powinny przekraczad wartosci dopuszczalnej
u~r=0,5[mm3. Problem ten zostat zastgpiony przez minimalizacje funkcjonatu
JN wyrazonego zaleznos$cig C5. 134D, gdzie a=100. Cze$¢ brzegu AB byta
modyfikowana w ten sposé6b, ze wezty brzegowe ulegaty kolejno przesunieciu
w kierunku normalnym na zewngtrz o 6a~=1Cmm3 Rozk+tad wariacji funkcjonatu
przedstawiono na rys. 5. 14a. Wyniki obliczen wskazuja, ze najwiekszy wptyw
na zmiane przemieszczen brzegu obcigzonego ma modyfikacja $rodkowej czesci
brzegu AB.

Rozpatrywano takze zagadnienie optymalizacji brzegu AB minimalizujac
funkcjonat CC5.134D przy ograniczeniu na state pole. Ostateczna postac
brzegu Crys.5. 14b2> zostata osiggnieta w 8 iteracjach i przemieszczenia

wszystkich wezdtdéw brzegu obcigzonego byty mniejsze niz 0,5[mm3.
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Przyktad 5-4

Zagadnienie analizy wrazliwosci i optymalizacji ksztattu uktadu w
postaci stalowej ramy mostowej, przedstawionej na rys. S.l1Sa, byto badane
dla ograniczen naprezeniowych w postaci C5. 1422). Model numeryczny sktada#t
Sie z 35 elementéw brzegowych. Postawiono sobie za zadanie wyré6wnanie sit
powierzchniowych na brzegu utwierdzonym przy p~=90EN].

Zagadnienie zostato sformutowane Jako réwnowazne minimalizacji
funkcjonatu catkowego w postaci C5.1435 z x=6. Modyfikacji podlegata tylko
cze$¢ brzegu oznaczona przez ABCD. Wez4y tej czes$ci brzegu przesuwane byty
w kierunku normalnym do wnetrza ciata o <5a*=ICmml. Rozktad pierwszej
wariacji rozwazanego funkcjonatu przedstawiono na rys.5.15a.

Optymalny ksztatt brzegu ABCD Crys.5. 15b5 zostat osiggniety w 29
iteracjach. Rozk+tad sit powierzchniowych przed i po optymalizacji

przedstawiono na rys.5.15c.
Przyktad 5,5

Rozpatrzono zagadnienie analizy wrazliwos$ci czestosci drgan wtasnych
stalowego #uku CE=210000EMPa], v>=0,3, p-0,786*10*Ekg/m9]5 przedstawionego
na rys. 5. 16. Brzeg #4uku podzielono na 32 liniowe =elementy brzegowe.
Pierwsza czestos$¢ drgan w#asnych obliczona metodga przedstawiong w p.1.3.5
wynosita co”=3435E s -4] . Brzeg uktadu podlegat modyfikacji w kierunku
normalnym do wnetrza ciata o <5a”=IEmm3 dla kazdego wezta. Wyniki obliczen

wariacji czestos$ci o6co przedstawiono na rys. 5. 16.
Przyktad 5.6

Rozpatrywany by4 problem analizy wrazliwosci czestos$ci drgan wkasnych
uktadu w ksztatcie przesta mostu wykonanego z betonu CE=0, 3*1044EN/m2],
i>=0,17, p=0,18«104Ekg/m3]5 Crys.5. 175. Model numeryczny sktadat sie z 14
liniowych elementéw brzegowych. Obliczono pierwszg czesto$¢ drgan wtasnych
w =1789Es 4]. Modyfikacji podlegat odcinek brzegu AB w kierunku normalnym
do wnetrza o 6a”=l1 Eran] dla kazdego wezta. Wyniki obliczen o6co przedstawiono
na rys. 5. 17b.

Rozwazono zagadnienie poszukiwania optymalnego ksztattu dla kryterium
maksymalnej pierwszej czestos$ci drgan Cpor. wzér C5.15455, z ograniczenienm
na pole powierzchni. Przyjeto graniczna wartos$sé¢ pola roéwna IEmZ] i byta
ona mniejsza niz pole poczatkowe 2,16Em2]. Ksztat optymalny brzegu AB
przedstawiono na rys.5.17c. Historie zmian <czestosci przedstawiono na
rys.5.17d. Maksymalna czestos¢ 2709Es *] zostata osiagnieta po 40

iteracJach.
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Rys. 5.16 Analiza wrazliwos$ci czestos$ci drgan whasnych +uku

Fig. 5.16 Shape sensitivity analysis of natural frequency for an arch
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Rys. 5.17 Analiza wrazliwosci i optymalne ksztattowanie przesta mostu

Fig. 5.17 Shape sensitivity analysis and optimal design of a bridge span
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6. UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementéw brzegowych w
wybranych problemach analizy, analizy wrazliwos$ci i optym alizacji
odksztatcatnych uktadéw mechanicznych.

W rozdziale 1, ktéory pe#ni role wprowadzenia do metody elementéw
brzegowych, przedstawiono sposéb formutowania brzegowych réwnan catkowych
zadan brzegowych i brzegowo-poczatkowych teorii sprezystosci oraz ich
dyskretyzacje skonczenie wymiarowsa.

Rozdziaty nastepne, tzn. 2, 3, 4 i S, oparte saga na oryginalnych
pracach w4asnych 1 dotyczg zastosowania metody elementéw brzegowych do

nastepujacych zagadnien:

15 Dynamika nieliniowych uktadow odksztatcatnych z uwzglednieniem
nieliniowos$ci geometrycznych, fizycznych i nieliniowych warunkoéw
brzegowych. Jest to préba ogdélnego sformutowania problemédw nieliniowych
dynamiki oérodka ciggtego w opisie catkowym. Przedmiotem rozwazan sg
trojwymiarowe zagadnienia dynamiczne przedstawione w opisane
materialnym i przestrzennym.

35 Kontakt uktadow tréjwymiarowych i obrotowo-s;/metryczne potaczenia
wtdaczane z wuwzglednieniem tarcia w strefie styku. Jest to proéba
uogdélnienia wczedniejszych prac dotyczacych kontaktu dwuwymiarowego.

45 Stochastyczne zagadnienia statyczne i dynamiczne z uwglednieniem
losowych obcigzen, losowych wtasnosci materiatu i stochastycznego
ksztattu brzegu. Jest to proéba stworzenia tzw. stochastycznej metody
elementéw brzegowych, ktéra wumozliwia analizowanie <ciagtych uk#adow
mechanicznych w warunkach niepewno$ci.

55 Analiza wrazliwosci uwzgledniajaca wariacje brzegdéw zewnetrznych i
wewnetrznych Cw przypadku ciat przedziatami niejednorodnych}
obcigzonych statycznie i1 dynamicznie. Jest to nowa dziedzina zastosowan
metody umozliwiajagca efektywne badanie wpdywu zmian geometrycznej
postaci konstrukcyjnej na charakterystyki mechaniczne Cstatyczne i
dynamiczne5 uktadéw odksztatcatnych.

65 Optymalizacja postaci konstrukcyjnej uktadéw pracujagcych w warunkach
statycznych i dynamicznych. Jest to takze nowy obszar zastosowan metody
umozliwijacy optymalne ksztattowanie przy réznych kryteriach

optymali zcj i .

Prezentacja powyzszych zagadnien, bedaca rezultatem prowadzonych
badan wtasnych, miata na celu rozwiniecie i uogdélnienie dotychczasowych
zastosowan metody do zagadnien nieliniowych i kontaktowych oraz
zastosowanie do nowych dziedzin, takich jak zagadnienia stochastyczne,

analiza wrazliwos$ci i optymalizacja postaci konstrukcyjnej. Jest to takze,
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wg rozeznania autora, pierwsza préba jednoczesnego i spéjnego

przedstawienia zagadnien analizy i syntezy odksztatcatnych uktadow

mechanicznych w ujeciu metody elementéw brzegowych.

Charakteryzujagc zastosowanie metody do wymienionych zagadnien warto
zwréci¢ uwage na nastepujace jej cechy:

- w zagadnieniach nieliniowych geometrycznie i fizycznie, rozwigzywanych
metodami przyrostowymi, niewiadome, podobnie jak w problemach liniowych,
wystepuja tylko na brzegu, z tym ze w kazdym kroku 1iteracji nalezy
wyznaczy¢ pole odksztatcen lub naprezen wewngtrz ciata stosujac podzia#
obszaru na komérki wewnetrzne. W zagadnieniach dynamicznych z uwagi na
nieliniowe zachowanie sige osrodka mozliwy jest tylko opis w dziedzinie
czasu Ca nie w dziedzinie transformat catkowych} i do rozwigzania
problemu zaproponowano metode krokéw czasowych,

- metoda szczegoblnie nadaje sie do zagadnien kontaktowych, poniewaz
wszystkie niewiadome potrzebne do rozwigzania zagadnienia znajduja sie
na powierzchniach kontaktujacych sie ciat. Wyrazna korzys$¢ wyptywa z
zastosowania metody do ciat o obrotowej symetrii. Uwzglednienie tarcia
miedzy kontaktujacymi sie powierzchniami wymaga zastosowania metod
przyrostowych,

- w rozwigzywaniu stochastycznych zagadnien dynamiki uk#adéw sprezystych
oraz dynamiki i quasi-statyki uk#addéw lepko-sprezystych nie ma potrzeby
odwracania transformat catkowych Fouriera, jesli do opisu zachowania sie
uktadéw stosowane sa charakterystyki spektralne proceséw Jlosowych w
postaci gestosci widmowych. Jestto niewagtpliwa zaleta =zapropnowanego
sposobu rozwiagzania tej klasy zagadnien,

- metoda szczegdélnie nadaje sie do zagadnien, w ktérych brzeg ma nature
stochastyczng, poniewaz losowa wariacja brzegu Jest uwzgledniania
bezposrednio w catkowo-brzegowym wyrazeniu na fluktuacje zmiennych
stanu, np. czestos$ci drgan wkasnych,

- analiza wrazliwosci dowolnego funkcjonatu, opisujacego kryterium
optymalizacji lub warunki ograniczajace, prowadzi do wyrazenia w postaci
catki brzegowej zaleznej od brzegowych zmiennych stanu uktadu
podstawowego i uktadu sprzezonego,

- dyskretyzacja catek brzegowych wrazliwosci elementami brzegowymi
umozliwia numeryczne okreslenie gradientu funkcjonatu Jakosci i warunkow
ograniczajacych,

- w iteracyjnym procesie optymalizacji postaci konstrukcyjnej niewiadome
wystepuja tylko na modyfikowanym brzegu.

Przedstawiony w pracy tok postepowania, opierajacy sie na
sekwencyjno-iteracyjnym rozwigzywaniu kolejnych zagadnien analizy, analizy
wrazliwos$ci i optymalizacji, stanowi podstawe procesu syntezy postaci
konstrukcyjnej uktadéw odksztatcalnych.

W pracy starano sie wykazaé¢, ze metoda elementéw brzegowych moze by¢
uzyteczng technika numeryczng w rozwigzywaniu wielu zagadnien z zakresu

analizy 1 syntezy uk#tadéw odksztatcalnych. Charakteryzujac zastosowanie
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metody do wymienionych zagadnien warto zwréci¢ uwage na nastepujace Jej
wady i1 zalety:

Zalety metody elementéw brzegowych:

ID Jest toogdélna metoda numeryczna o szerokich zastosowaniach w
mechanice. Metoda ma ugruntowane podstawy matematyczne i jest
efektywnym narzedziem numerycznym. MEB moze by¢ stosowana zardéwno do
zagadnien deterministycznych, jak i stochastycznych, liniowych i
nieliniowych Cw tym drugim przypadku pod warunkiem, ze zagadnienie
moze by¢é aproksymowane jako przyrostowo-liniowe}.

2} Metoda wymaga zwykle dyskretyzacji brzegu ciata, a nie Jego wnetrza,
Jak to Jest w innych metodach numerycznych, np. w MES lub MRS Ta
redukcja wymiaru zadania o jeden rzad przyczynia sie do utatwienia
przygotowywania danych wejsciowych i prowadzi do uktadu réwnan
algebraicznych znacznie mniejszego niz przy MES lub MRS.

3} Przy tynm samym poziomiedyskretyzacji co MES, metoda daje zwykle
doktadniejsze wyniki obliczen, co jest szczeg6lnie wazne w problemach
z duzynmi gradientami naprezen. Dok+adnos$é ta moze znacznie sie
zwiekszy¢ w wyniku zastosowania specjalnych elementéw brzegowych 1
spiecjalnych technik catkowania.

45 Zastosowanie osobliwych rozwigzan fundamentalnych lub funkcji Greena
powoduje mozliwos$¢é rozpatrywania zagadnien dla obszaroéw
nieskonczonych lub pétnieskonczonych bez potrzeby wprowadzania
sztucznych granic jak to wystepuje w MES.

55 Powyzsze zalety MEB nad MES sa szczegd6lnie widoczne w tréjwymiarowych
problemach liniowych Cszczegobtnie dla nieograniczonych lTub
pétograniczonych osrodkéw jednorodnych i izotropowych}.

6} MEB wumozliwia obliczanie nieznanych wielkosci wewnagtrz obszaru bez

potrzeby dyskretyzacji tego obszaru i1 tylko w tych punktach, w
ktérych te wielkos$ci nas interesuja.

7} MEB moze by¢ zastosowana do budowania macierzy sztywnos$ci dla
Jednorodnych bardzo duzych Ctakze nieskonczonych} elementoéow
skofnczonych Ctzw. superelementéw), co powoduje radykalna redukcje

liczby niewiadomych w sformutowaniu za pomocag MES.

Wady metody elementdédw brzegowych:

1} W wyniku aproksymacji skonczenie wymiarowej brzegowych réwnan
catkowych otrzymuje sie uktad réwnan algebraicznych z petnag i
niesymetrycznag macierza wspédczynnikow. Obiecujacym kierunkiem
rozwoju metody wydaje sige by¢ sformutowanie symetryczne.

2} Jest niezmiernie trudne lTub czesto nawet niemozliwe otrzymanie
rozwigzania fundamentalnego dla niektérych zagadnien, takich jak np.
anizotropia, niejednorodnos$c¢. Problemy takie mozna rozwigzac za
pomocag MEB, ale nalezy stosowa¢ przyblizone rozwigzania podstawowe z

jednoczesnym iteracyjnym ujeciem.
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3D MEB Jest nieefektywna dla ciat, w ktérych Jeden lub dwa wymiary sa
male w stosunku do pozostatych. Podobne trudnos$ci wystepuja takze dla
powdok.

4D Istnienie sit objetosciowych o znanym rozktadzie Cw zagadnieniach

JiniowychD, pseudo-sit w przyrostowym ujeciu zagadnien nieliniowych

lub cztonodw objetosciowych zaleznych od niejednorodnosci

stochastycznych o$rodka powoduje pojawienie sie catek objetosciowych,
ktérych obliczenie wymaga dyskretyzacji obszaru, jakie zajmuje ciato.

Jednakze catkowanie to Jest prostsze niz w MES i moze by¢ ograniczone

tylko do czes$ci obszaru, w ktérym te sity wystepuja. Nie prowadzi to

takze do zwiekszenia rzedu koncowego uktadu réwnan algebraicznych.

5D Jest niewiele ogélnych profesjonalnych programoéw i systemoéw
komputerowych MEB w poréwnaniu z MES. Jest to sytuacja przejséciowa,
poniewaz nad programami pracuje wiele renomowanych os$rodkoéw.

Wydaje sie, ze MEB i MES mozna uzna¢ za metody komplementarne w tym
sensie, ze ich wady 1 zalety wzajemnie sig¢ kompensuja. Intensywne prace
nad potagczeniem obu metod powoduje powstanie technik hybrydowych, ktére
+tacza zalety obu metod.

Metoda elementow brzegowych Jest w ciagtym rozwoju i znajduje
zastosowanie w rozwigzywaniu coraz to nowych probleméw fizycznych.
Szczegdblnie interesujagca wydaje sie kontynuacja przedstawionych w pracy
probleméw w dwéch kierunkach.

Pierwszy Kkierunek to dalszy rozwéj stochastycznej metody elementéw
brzegowych z jednoczesnym uwzglednienienm nieliniowos$ci fizycznych i
geometrycznych. Jest to ogd6lny przypadek w#asnosci os$rodka, a mozliwos$é
jednoczesnego analizowania nieliniowych i stochastycznych wtasnosci
materiatu wynika ze stosowania takiej samej procedury postepowania, ktoéra
powoduje, ze nieliniowe i losowe aspekty sa wuwzglednione w <czdonach
objetosciowych brzegowych roéwnan catkowych. Numeryczne rozwigzanie tak
ogélnie postawionego problemu, wymaga, co prawda, dyskretyzacji obszaru

iowoséci i losowe niejednorodnos$ci materiatu» ale nie

gdzie wystepuja niel
zwieksza to wymiaru konncowego uktadu réwnan algebraicznych.

Drugi kierunek badan obejmuje zagadnienia analizy wrazliwosci
probleméw osobliwych i1 quasi-osobliwych, w ktérych wariacja brzegu Jest
funkcja nieciggta 1 ma postaé¢ szczeliny lub karbu ostrokatnego. Jest to
technicznie bardzo wazna klasa zagadnien umozliwiajaca analize wrazliwosci
elementéw maszyn przy wystepowaniu pekniec. Metoda elementéw brzegowych
szczeg6lnie nadaje sie do rozwigzywania tych probleméw, poniewaz w sposéb
naturalny radzi sobie z osobliwos$éciami na brzegu i umozliwia precyzyjne
obliczenie naprezen przy duzych gradientach naprezen.

Przedstawiona w pracy problematyka i1 zarysowane kierunki rozwoju nie
obejmuja, oczywiscie, wszystkich mozliwych zastosowan MEB. Wiele waznych i
interesujacych zastosowahn metody wigze sie z takimi dziedzinanmi, Jak
mechanika zniszczenia» problemy termo-mechaniczne oraz zagadnienia

zwigzane z adaptacyjnym ujeciem metody.
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METODA  ELEMENTOW BRZEGOWYCH W WYBRANYCH ZAGADNIENIACH  ANALIZY |
OPTYMALIZACJI UKLADOW ODKSZTALCALNYCH

Streszczeni e

W pracy przedstawiono zastosowanie metody elementéw brzegowych do
rozwigzywania wybranych zagadnien z zakresu analizy, analizy wrazliwos$ci
i optymalizacji postaci konstrukcyjnej uktadéw odksztatcalnych.

Oméwiono podstawy metody elementow brzegowych na przyktadzie
zagadnien liniowych statycznej i dynamicznej teorii sprezystosci.

Pokazano spos6b formudtowania dynamicznych probleméw nieliniowych
mechaniki osrodkéw ciggtych w wujeciu metody elementédw brzegowych, z
uwzglednienienm nieliniowosci geometrycznych, nieliniowos$ci fizycznych
oraz nieliniowych warunkéw brzegowych.

Sformutowano zagadnienie kontaktu ciat przestrzennych i
obrotowo-symetrycznych z uwzglednieniem zjawiska tarcia w strefie styku.

Przedstawiono zastosowanie metody elementédw brzegowych do analizy
stochastycznych zagadnien brzegowych, propagacji fal w osrodkach
stochastycznych oraz analizy czestosci drgan wtasnych uktadéw sprezystych
z losowym brzegiem.

Pokazano zastosowanie metody elementéw brzegowych do zagadnien
analizy wrazliwosci i optymalizacji postaci konstrukcyjnej uktadow
sprezystych poddanych obcigzeniom statycznym i dynamicznym.

Prace zilustrowano przyktadami numerycznymi.
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METOA TPAHWYHBIX 3NEMEHTOB B W3BPAHHBIX 3AJAYAX AHANIU3A U ONTUMUSALKN
NE®OPMUPYEMBIX CUCTEM

Pesome

B HacToAwel pa6oTe nNpeAcTaBNeHO NPUMeHEHWE MeToAa FPaHUYHbLIX 3NEMEHTOB
ana peweHnAa I/I36paHHbIX 3apgad no aHanwunsy, aHannsy HYyBCTBUTE/NNbHOCTHU n
oONTUMM3aLUM KOHCTPYKUMOHHOW opmbl AedpopMUPYEMbIX CUCTEM.

O6CcyXAeHbl OCHOBbl MeTOoga FPaHWUYHbIX 3/1eMEeHTOB Ha MNpuMepe NUHeWHbIX 3ajaud
cCTaTMUYEeCKOW W AMHAMMWYECKON Teopuih ynpyroctu.

YkazaH cnoco6 (opMynMpoBaHUA [AUHAMWUYECKUX HENUHENHbIX 3ajay MexaHUKu
CNNOWHONW cpeabl € TOUKMU 3peHusn meToga rPaHNYHbIX 3/IEMEHTOB, C Y4YéTom
reomeTpunyecknmx n C*)I/IC!VILIBCKVIX HenunHelHocCTel a Takxe HeNUHelHbIX rPaHnU4YHbIX
ycnosuii.

CdhopmynnpoBaH BOMPOC KOHTakKTa MNPOCTPAHCTBEHHbIX M OCECUMMETPUYHbLIX Ten
(o yHéTOM AB/IEHNA TpeHUsa B 30He CTblKa.

MpeacTaBNeHO MNpPUMEHWEHHe MeToja T[FpPaHUYHbIX 3/7eMeHTOB ANA aHanusa
cTOoOXacCTMYeCKUX KpaeBblX 3ajay, pacnpocTpaHeHuUs BOJIH B CTOXaCTUUYeCKUX cpepgax
a TakXe [ANns aHanum3a COGCTBEHHbIX 3HAa4YeHW cCUCTeM CO cnyyaliHOW rpaHuuem.

npeACTaBﬂeHO npumMmeHeHne mMeToha TPaHWMYHbIX 3/IEMEHTOB ANn4 3ajga4d4 aHanunsa
UYyBCTBUTE/NIbHOCTH n onTuMmnsaunmn KOHCTPYKLUWOHHOM copmbl  ynpyrux cucrtem,
nogsepraeMblX CTaTUYECKUM UM ANHAMUYECKMM Harpyskam.

Pa6oTa npounnwcTpupoBaHa YUC/IEHHbIMW MNpUMepamwu.
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THE BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR SELECTED ANALYSIS AND OPTIMIZATION
PROBLEMS OF DEFORMABLE SYSTEMS

Summary

The application of the boundary element method to solving selected
analysis, shape sensitivity analysis and shape optimization problems of
deformable systems is presented.

The foundations of the boundary element method for linear static and
dynamic theory of elasticity is described.

The boundary element formulation of dynamic nonlinear problems for
geometrical and physical nonlinearities and nonlinear boundary conditions
is presented.

The three-dimensional and axisymmetric contact problems with friction
are considered by means of the boundary element method

The applications of the boundary element method to stochastic
boundary value problems, wave propagation in stochastic media and
eigenvalue problems of elastic bodies with random boundaries are
presented.

Shape sensitivity analysis and shape optimal design of elastic
structures loaded statically and dynamically are considered.

Numerical implementations of described problems are presented.
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