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MODELOWANIA PROCESU KRZEPNIĘCIA ODLEWU ZA POMOCĄ R-FUNKCJI

Streszczenie. W pracy opisano sposób modelowania procesu 
krzepnięcia odlewu za pomocą dotychczas rzadko stosowanej metody 
R-tunkcji. Metoda ta pozwala uwzględnić w rozwiązaniu, w sposób 
ścisły, kształt brzegu i warunki na nim postawione.

1. WSTĘP

W latach 1960 - 1980 powstała i rozwinęła sie teoria R-funkcji.
Opublikowano cały szereg monografii poświeconych teorii i zastosowaniom 
funkcji Rvaceva w zagadnieniach mechaniki i teorii wymiany ciepła (por.
13).(4) ) .

Analityczno-numeryczna metoda oparta na pojęciu R-funkcji Jest dwueta
powa. Na pierwszym, analitycznym etapie, należy wyprowadzić postać całego 
brzegu i poszczególnych jego części, na których zadano różne warunki 
brzegowe. Następnie tworzymy tzw. ogólna strukturę rozwiązania, czyli 
poszukujemy kłase funkcji • spełniających na zadanym brzegu określone 
warunki brzegowe. Struktura ta w swej budowie zawiera nieznane 
współczynniki rozwinięcia poszukiwanej funkcji wewnątrz .obszaru. 
Współczynniki te wyznaczamy na etapie drugim, np. poprzez wyznaczenie 
warunku 3tacjonarności odpowiedniego funkcjonału.

1. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

Niech przekrój poprzeczny odlewu zajmuje obszar O - 0(x,y). zaś brzog
n

można podzielić na n części <30 ( i - 1.2,...n ) takich, że <30 ”aUt <30̂  i
n
n  <xi -o.0=1 i

Poszukiwać bedziemy rozkładu temperatury T - T(x,y.t) w odlewie . któ
ra musi spełniać nastepujace równanie

k(T) ( ) - c(T) f>(T) —  . (1)
. 6x <3y

(jc.yleO, t«(0,oo) r



2 0 0 ft■ Wawrzynek

przy następujących warunkach brzegowych

< + \  T )|«o i - 1 .2 , ,n; (x.y)e<JO

oraz warunek początkowy
T(x.y.t). o - To (x,y), (x,y) e n.

( 2)

(3)

CiT)

£XT> O funkcjach materiałowych c(T) ,£>(T) ,X (T) za
kładamy, ±e sa stałe (ale różne) w poszczegó- 

~1 Inych fazach procesu krzepnięcia (rys.l). zaś
funkcja X - const w całym procesie (Na 

 ^»-rysunku Tz -T1_-’rs “ oznaczaja odpowiednio tem
peratury: zalewania.1 ikwidusu i solidusu).

k y t .  1 .

2. ANALITYCZNE RÓWNANIE BRZEGU

Niech badany obszar O określony będzie Jako wynik działania na obsza
rach Ci, i = 1,8,...ni np. (por. rys. 2) O = O m  n gdzie

{ (x,y) : x e R. y e <0,2> >;

( (x.y) : x e R, y < -2x + 4 1;

Każdy ze zbiorów Cl (i- 1,2, 
logicznej takiej, że

Os - < (x.y) : x e R. y < 2x + 6 1;

,n) można przedstawić w postaci funkcji

(<t>. (x.y) > 0)
1 v (x,y) e n. -ao.

(4)
0 V (x,y) e <30.

Zastępując operacje na zbiorach ( u.n,( ) ) . operacjami logicznymi (
v,.s, ( ) ) otrzymamy logiczna postać obszaru fł (w naszym przykładzie: 
O * O ~ O - 1).-Z ^olei zastępując zupełny układ operacji logicznych 
zupełnym układem R-funkcji, np. postaci (por. 13] , (4) , [5] ),. uzyskamy 
analityczna, postać brzegu obszaru O. W naszym przykładzie otrzymamy:

c*> - w + co & 2

y (2 —y )/2:
-/<o*+ u2 + (O - •/( u + u i z  s i :
u - (-2x - y + 4)/5; w

/ I ? +6) + W - 0 (5)
gdzie: y (2 -y)/2: (-2x - y + 4)/5: w3~ (2x - y + 6)/5;

3. OGOLNA STRUKTURA ROZWIĄZANIA I FUNKCJONAŁ ZAGADNIENIA

Jak wykazano w-{5]} funkcja spełniając»; ha brzegu Ki wszystkie warunki
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brzegowe (2) ma postać

i ^ l  i » l  1T(x,y)»<*>— — —T c*> D.S +$ - w * —  --- —r--- , (6 )
J i  “ ł A

gdzie to - oo(x,y) - 0 - znormalizowane równanie całego brzegu tJO; tô  
to^(x.w) - 0 - znormalizowane równanie i-tej części brzegu; 4 - *(x,y)
nieznana funkcja w postaci szeregu

4 - Y a f (x,y). (7)
i , j lJ

w której pozostają do wyznaczenia współczynniki rozwinięcia a.., zaś fun-tj.
keje f (x,y) sa elementami np. szeregu trygonometrycznego.

Dla rozwiązania zagadnienia czasowo-przestrzennego(l) zastosujemy dla 
zmiennych przestrzennych metode R-funkcji, a zmienną czasową poddamy
dyskretyzacji. Wówczas równanie problemu (1) przyjmie postać

Ti+Ai _ ^  + a &t Tt+At + Tt+Ai } (8)
X X  X  X

gdzie: At jest krokiem czasowym; a - k/c£> ; (•).„ “ Ś(.)/Śx; T(x,y,t+At) 
oraz T(x.y.t) określone jest wzorem (6 ).

Nieznane współczynniki rozwinięcia a_ (por.(7)) wyznaczamy z warunku 
stacjonarności następującego funkcjonału (por.[51)

J[v] - a(v,v) - [f.v] -
J". v* dO ł a At J (  v 2, x  + v* ) dO 1  +  • (9)
O O

h. v* d«i - f f. v dśfi 1 - f u  v dfi r f(a );' 
v t  j  v t  I j  O

dO. O- • v
gdzie przyjęto oznaczenia: u - T(x,y,t); v = T(x,y,t+At).O

4. ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA

Dla rozwiązania nieliniowego problemu (1) - (3) zastosujemy procedurę 
opisaną np. w [1 ],[2], składającą sie z dwóch etapów (dla każdego kroku, 
czasowego); najpierw wyznaczamy rozkład temperatury dla parametrów jak 
dla fazy ciekłej, a następnie obliczamy z bilansu cieplnego ¿oprawkę 
uwzględniająca fakt. że w niektórych podobszarach odlewu występuję już 
faza przejściowa bądź stała. W ten sposób rozwiązanie nieliniowego 
problemu sprowadza sie do dwukrotnego rozwiązania problemu liniowego.

Rozwiązanie zagadnienia (1) + (3) polega na wyznaczeniu warunku sta- 
cjónrności funkcjonału (9) ze względu na nieznane współczynniki rozwi
nięcia a ^  .

S p o ś r ó d  w s z y s t k i c h  d o p u s z c z a l n y c h  p ó l  t e m p e r a t u r y  ,  o k r e ś l o n y c h  w z o r e m  

( 6 )  ,  t y l k o  d l a  r z e c z y w i s t e g o  p o l a  f u n k c j o n a ł  ( 9 )  p r z y j m u j e  w a r t o ś ć  

s t a c j o n a r n ą .  T a k  w i e c  w s p ó ł c z y n n i k i  a ^ j  w y z n a c z a m y  z  w a r u n k u

At{ ;aa.



262 A. Wawrzynek

( 10 )

Warunek (11) stanowi ukïad N*równań algebraicznych ( z Nzniewiadomymi) 
postaci

( 11)

gdzie :

O ( 1 2 )

Bkl ■
Oo

-T  f  ( Xo - « .]  do - At E s [ \  * e Xkl - fm x j  
fi "'‘ififi

dćKi .
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MODELING OF THE CASTING SOLIDIFICATION PROCESS BY MEANS OF R-FUNCTIONS 
S u m m a r y

In this.paper the modeling of solidification process in casting volume 
by using R-function method is described. This method allows in approxima
te solution to take into account the complex shape of the boundary and 
the boundary conditions in exact way.

MOHEJIHPOBAHHE nP0UECCA3ATBEPHEBAHHii OTJIMBKH IIPH HCI10JIi>30BAHHM R-ÓYHKIJHH 

P ë o *> m e
IlpencTaBJieH MeToa MonejmpoBaHKn npouecca oaTBepaeBai-.na otjihbkh np« 

McnojbaoBaHHH no eux nop penxo npHweHneMux R-<J>yHKU«H. MeTon nooBameT 
yWKTWBaTt. B HMCJleHHOM peil£HHH TOHHy*) <(>OpMy KOHTypa H COOTBeTCBy IDUIJie 
rpaHHHHbie ycjioBun


