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STATECZNOŚĆ DYNAMICZNA KOLUMNY ZE SZCZELINA ZAMYKAJĄCĄ SIĘ

Streszczenie. W pracy przedstawiono model matematyczny drgań 
poprzecznych kolumny ze szczeliną zamykającą się, obciążonej na 
końcu zmienną siłą osiową. Uszkodzony przekrój poprzeczny kolumny 
modelowano elementem sprężystym o podatności obliczonej na podstawie 
praw mechaniki pękania. Opracowany model wykorzystano do analizy 
wpływu wielkości i położenia szczeliny na wielkość obszarów 
stateczności dynamicznej kolumny.

Pe3Dxe. B paóoTe npencTaBJieHa xaTexaTMwecxaH xonejib no- 
nepeMHbix KOJieóaHH» kojiohhu c 3 a np w Baronie ii TpemHHoS Harpy*eH- 
h o h Ha KOHue nepeMeHHOH ckjioh. IIonepeHHoe ceweHHe kojiohhłi 
C TpemHHOH XOflenxpOBaHO npyiKHHOH, WeCTKOCTb KOTOPOH paCCHH- 
TaHa 3axoHax xexaHiKi xpynxoro pa3pymeHHa. Pa3pa6oTaHHaa xo- 
aejib npHHTa b aHanK3e bjihhhhh BeJiHWMHbi h ojio*eHHH TpeoiHHbi 
Ha flHHaxxnecKy» ycTofiwHBocTb xonoHHa.

Summary. The paper presents a mathematical model of transverse 
vibrations of colum with a closing crack. In damaged cross-sections 
of columnn there were applied elastic elements of flexibility 
calculated on the basis of the laws of fracture mechanics. Making 
use of the elaborated model there was carried out an analysis of the 
effect of the magnitude and position of the crack upon the basic 
instability area of the column.

1. WSTĘP

W chwili o b e c n e j  w ię k sz o ść  e lem entów  k o n s tru k c y jn y c h  m aszyn i  u rz ą d z e ń  

eksploatowana j e s t  w Z a k r e s ie  o g r a n ic z o n e j  w y trz y m a ło ś c i zm ęczen io w ej, co 

pow oduje p o w sta w a n ie  w m ie js c a c h  s p i ę t r z e n i a  n a p rę ż e ń  p ę k n ię ć .  P ę k n ię c ia  

pow odują z a k łó c e n ia  w p ra w id ło w e j p ra c y  m aszyny, c h a r a k te r y z u ją c e  s i ę  

w zrostem  poziom u d rg a ń , a c z ę s to  n i e  w y k ry te  w odpow iednim  c z a s i e  mogą 

p ro w ad zić  do jej zniszczenia.
Szczeliny powodują lokalne zmiany sz ty w n o śc i k o n s t r u k c j i  [1 ] .  Poniew aż 

sztywność t a  zmienia się w o b s z a rz e  ro z p a try w a n eg o  e le m en tu
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konstrukcyjnego zmianom ulegają jego charakterystyki dynamiczne. Celem 
niniejszej pracy jest budowa modelu matematycznego i analiza wpływy 
szczeliny zamykającej się na stateczność dynamiczną belki obciążonej na 
końcu zmienną siłą osiową. Z przeglądu bibliograficznego [2) dotyczącego 
dynamiki elementów konstrukcyjnych z pęknięciami wynika, że problem ten do 
chwili obecnej nie był analizowany.

2. SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA

Sposób tworzenia modelu dyskretno-ciągłego belki ze szczeliną 
obciążonej na końcu zmienną siła osiową przedstawiono na rys.1 . Uszkodzoną 
część belki modelowano sprężyną o podatności zastępczej 8 obliczonej na 
podstawie praw mechaniki pękania wg. metody opisanej w [3]. W ten sposób 
otrzymano układ dwóch odcinków belki połączonych elementem sprężystym. 
Ponieważ szczelina zamyka się podczas drgań poprzecznych belki podatność 
sprężyny 8 jest okresową funkcją czasu - rys.1 .
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Rys. 1. Model dyskretno-ciągły kolumny ze szczeliną 
Fig. 1. A discrete-continuous model of the column with a crack
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Cząstkowe róvmanie różniczkowe opisujące analizowane zagadnienie 
prZyjmuJe postać:

EJyI?(x,t) + PcostDtiy1 1 (x,t) + Cy(x,t) + pFy (x,t) = 0, (1)

gdzie: ~ sztyvmość giętna kolumny,
P - amplituda siły obciążającej kolumnę,
Q - częstość zmian siły obciążającej,
C - współczynnik tłumienia wiskotycznego,
F - pole przekroju poprzecznego kolumny, 
p - gęstość materiału kolumny, 
y - przemieszczenie poprzeczne kolumny,

i spełnia następujące warunki brzegowe:
y (0, t) = y* (0, t) = 0.

yi(V U  = y2(1l’t)- 

yjl^t) - yjdj.t) = eitly^dj.t),

ytII(1 r t ) ' y" (1 r t)' (2)
Ul,,

y, (V °  = y2 (1, ‘t}*
y” (l,t) = 0,

EJyIIł(l,t) + Pcos(Qt)y1 (1, t) = 0,

przy czym: 1 - położenie szczeliny,
1 - długość kolumny, 
i - przemieszczenia i 

8(t) - podatność kolumny w miejscu pęknięcia.
ŷ , yz - przemieszczenia poprzeczne belki po obu stronach szczeliny,

W celu rozwiązania równania (1) z warunkami brzegowymi (2) zastosowano 
metodę cyfrowej symulacji równań ruchu o zmiennych współczynnikach podaną 
przez T. Iwatsubo [4). W metodzie tej należy wyznaczyć pierwiastki 
charakterystyczne k(  ̂odpowiadające częstościom własnym drgań kolumny w 
każdym skończonym kroku czasowym “i” dla analizowanej formy drgań "j"

Równanie charakterystyczne służące do wyznaczenia wartości pierwiastków 
k otrzymujemy przyjmując następujące funkcje X dla obu odcinków belki 
oraz wykorzystując warunki brzegowe (2 ):
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Xt (<) = AjSlntS^) + B^costS^ę) + (^shiS^) + 0 ^ ( 5  <) 

X (ę) = A slnii C) + B costi t) + C sh(8 <) + D eh(i f)b fc 1 b 1 b b ¿ A

g d z ie :  a? = [(40* + n f ) 1 /2 + Tl 1/2, a 2 = [(40* + n f ) 1 /2 -  n l / 2 ,X 1 J i 1 b 1 J 1 1

0 = pFk /EJ, Ti = P /EJ, < = x/l.ij ij i i

(3)

Równanie charakterystyczne oożeay przedstawić jako:

A Ó
DET B B 1 2

Ó Ć
= o. (4)

gdzie poszczególne bloki mają postacie:

0 1 0 1

3i 0 32 0

B = i

sinia^e) cosia^e) sh(32e) ch(32e)
-52sin(3ie) -a^cosia^e) 52sh(3 e) 2 2 32ch(52e)
-52cos(5ie) 32sin(5ie) S2ch(S2e) 33sh(5 e) 2 2
3icos(3ie) -a^cos^e) 52ch(32e) 3 sh(3 e) 2 2

B = 2

-slnia^e) -cosid^e) -sh(32e) -ch(ó2e)
a^sintS^) ajcosia^) -32sh(32e) -32ch(32e)
a^costa^) -a3sin(aie) -a3ch(a e) 2 2 -a3sh(a e) 2 2
-^cosfa e) 
-328isinfa^ e)

a^sinta^e) 
a2e cos(a e)

-5 ch(6 e) +2 2
a2e sh(5 e) 2 1 2

-5 sh(6 e) +2 2
a2e ch(3 e) 2 1 2

c =
-a2sinai i -32cos3 i i a2sha 2 2 a2cha 2 2

(-a^+a^i)2 )cosaj (a^-a^^isinaj (33+32T,2)ch32 (33+S2T)2)sh32

przy czym: e=l^/l Jest bezwymiarowym położeniem szczeliny.
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3. PRZYKŁAD OBLICZEŃ

Przykładowe obliczenia numeryczne wykonano dla kolumny o wymiarach 1 
danych materiałowych jak na rys. 1 przy zmiennym położeniu szczeliny 
(e=const, f=varia) i przy stałej jej głębokości (y=const, e=varia). 
Przyjęto współczynnik tłumienia wiskotycznego C=0.0. Wyniki obliczeń 
przedstawia rys.2. Jako kryterium niestabilności przyjęto za Iwanowskim
[5] warunek, że jeżeli w ciągu 20 okresów amplituda drgań wzrasta 
monotonicznie to układ traktujemy jako dynamicznie niestabilny. Jeżeli 
natomiast w ciągu 40 i więcej okresów amplituda drgań wzrasta nieznacznie 
lub pozostaje bez zmiany to układ jest stabilny dynamicznie.

JL _£

Rys. 2. Obszary nlestateczności dynamicznej kolumny ze szczeliną 
Fig. 2. Tł>e areas of dynamic instability of the column with crack
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4. WNIOSKI

Analizując wyniki obliczeń numerycznych należy stwierdzić, że szczelina 
zamykająca znajdująca się w obszarze badanej kolumny znacznie zwiększa 
obszary dynamicznie niestateczne. Jest to związane z nałożeniem się na 
obszary niestateczności dynamicznej pochodzące od zmiennej siły osiowej 
dodatkowych obszarów niestatecznych wywołanych szczeliną i jej zamykaniem. 
Z drugiej strony należy stwierdzić, że wielkość obszarów niestateczności 
dynamicznej silnie zależy od położenia i głębokości szczeliny. Obszary te 
są największe dla szczelin położonych w miejscu utwierdzenia belki.
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DYNAMIC STABILITY OF THE COLUMN WITH CLOSING CRACK

Cracks occurring In constructional elements cause local stiffness 
variations of the construction [11. For the reason that the stiffness 
varies within the area of construction element under consideration, its 
dynamic characteristics: the natural vibrations frequencies, the forced 
vibrations amplitudes and the areas of instability are subjected to 
variations. This paper is intended to work out a mathematical model of 
dynamic stability of a column with closing crack (Fig.l) and determine the 
basic dynamic instability areas in function of its magnitude and position.
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A discrete-continuous model of the column with a crack is presented in 
pig i. The crack occurring in the column was modelled by spring of 
equivalent flexibility calculated on the basis of the laws of fracture 
Bechanlcs [3]. The partial differential equation of motion of the column 
with crack takes form (1 ) and it should satisfy the boundary conditions
(2). In order to solve equation (1) used the method described by Iwatsubo 
[41-

Exemplary numerical calculations were made for a steel column of 
dimensions and material constants as in Fig.1. As the criterion of 
Instability there has been assumed according to Iwanowski [5] the 
condition that if the vibration amplitude rises monotonically in 20 cycles 
than the system is treated as dynamically instable. However, if in 40 or 
nore cycles the vibration amplitude rises insignificantly or remains 
unchanged, the system is dynamically stable. The calculation results are 
presented in graphic form in Fig.2.

The areas of instability are function of depth and position of the crack.


