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SPOSOBY PRZEDSTAWIANIA DANYCH
W MATEMATYCZNYCH MODELACH SYSTEMOW KADROWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono pierwszg faza informacyjnego
zabezpieczania modeli mai- :latycznych opisujacych systemy kadrowe.
Pokazano sposoby formalizacji danych niezbednych w tych modelach oraz
zwigzki miedzy danymi w modelach deterministycznych, probilistycz-
nych czy strumieniowych. Dane te wchodzg do bazy danych w automatycz-
nym przetwarzaniu informacji.

WPROWADZENIE

Badajac systemy kadrowe, analizujemy zachowanie sie pojedynczej jednost-
ki w tym systemie®, biorac pod uwage jej miejsce w klasie.

Pojecie "klasa" moze by¢ interpretowane w zaleznosci od podejscia do
strukturalizacji systemu. Na przyktad przez klase bedziemy rozumieli grupe
specjalistow o tej samej specjalnosci i tych samych kwalifikacjach, pracow-
nikéw wykonujacych jednakowe badz poréwnywalne prace, czy osoby o tym sa-
mym stazu pracowniczym. Wprowadzenie pojecia "klasa" daje mozliwo$¢ rozbi-
cia kadr systemu organizacyjnego na oddzielne jednorodne w okreslonym sen-
sie grupy os6b, a tym samym na stworzenie niezbednych przestanek do mode-
lowania dynamiki systeméw kadrowych.

Osoby (pracownicy) moga przechodzi¢ z jednej klasy do drugiej. Méwimy,
ze miedzy klasami istnieje zwiagzek, jesli pomiedzy nimi nastepuja przej-
Scia.

Dynamika systeméw kadrowych posiadajacych strukture przedstawiong w [2]
moze by¢é opisana za pomoca réznorodnych modeli matematycznych. W literatu-
rze poswieconej matematycznemu modelowaniu systeméw socjalnych, do ktérych
nalezg systemy kadrowe, wyréznia sie modele z czasem dyskretnym i cigghym,
modele deterministyczne czy probabilistyczne.

Z punktu widzenia odzwierciedlania rzeczywistego procesu zmieniania sie
systeméw kadrowych najlepiej jest wykorzystywa¢ modele o czasie cigghym.

Do zalet tych modeli nalezy *atwos¢ obliczen analitycznych. Wygodnie jest
+acznie z modelami o czasie ciaghym wykorzystywa¢ modele o czasie dyskret-
nym. Charakteryzujg sie one tym, ze po pierwsze - otrzymane w wyniku sta-
tystycznych badan dane do obliczen przedstawiane sg w formie dyskretnej,
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po drugie - przy uzyskaniu liczbowych wynikéw na komputerze wykorzystuje
sie algorytmy obliczeniowe wymagajace sprowadzenia realizacji ciaglej za-
dania do postaci dyskretnej i po trzecie - wspotczesny rozwdj teorii ra-
chunku macierzowego pozwala przeprowadzi¢ analityczne opracowanie zadan
sformutowanych w formie dyskretnej.

Do klasy modeli zdeterminowanych zaliczymy tu modele proporcjonalnego
przemieszczania i modele strumieniowa. Do opisu dynamiki systeméw kadro-
wych najczesSciej stosuje sie te pierwsze. Podstawowe ich zalety to prosto-
ta struktury, przejrzystos¢ oraz wygoda liczbowej realizacji. Za ich pomo-
ca otrzymujemy Srednie oszacowania dla proceséw dynamiki systeméw kadro-
wych przy rdéznorodnych wartosciach parametrow.

Modele strumieniowe zaczeto stosowa¢ dla opisu dynamiki systeméw kadro-
wych stosunkowo niedawno. Szczegélnos¢ tych modeli lezy w tym, ze zmiane
stanu systemu kadrowego rozpatruje sie jako rezultat interakcji dynamicz-
nych strumieni kadrowych. Takie podejscie pozwala analizowa¢ dynamike kadr
i budowa¢ algorytmy optymalnego zarzadzania nimi.

Modele probabilistyczne najlepiej uwzgledniaja stochastyczng nature dy-
namiki systeméw kadrowych w warunkach istnienia zbioru losowych i nieloso-
wych czynnikéw.

OFIS DANYCH DLA MODELI MATEMATYCZNYCH

W badaniach prognostycznych zmian systeméw kadrowych za pomocg modeli
matematycznych, a takze przy wyborze optymalnego sposobu zarzadzania ka-
drami, niezbedne jest okreslenie informacji wyjsciowych, ktdére dadza obraz
sytuacji uksztattowanej w przeciggu lat w systemie. Dla obliczeh w mode-
lach zaréwno .statycznych, jak i dynamicznych dane ta otrzymuje sie w wy-
niku obrébki biezacej i sprawozdawczej dokumentacji oddziaxowej i kadro-
wej. Jednakze w analizie dynamiki systeméw kadrowych wymagana jest znaczna
ilos¢ informacji, przy czym i pracochdonno$¢ jej obroébki jest bardzo duza.
Dlatego tez w rzeczywistych obliczeniach niezbedne jest oparcie sie na spo-
sobach automatyczngo przetwarzania danych z wykorzystaniem bazy danych sy-
steméw kadrowych.

Rozpatrzmy roézne formy przedstawiania statystycznej informacji w syste-
mach kadrowych, etatystyczna informacja wyjsSciowa opisujgca dynamike sy-
steméw kadrowych najczesciej jest przedstawiana w postaci stanéw i strumie-
ni £2 ,3]. Rozpatrzmy takie informacje w postaci przedstawionej w tablicy 1.
W tym przypadku przez pojecie ''stan" rozumiemy przebywanie oséb w danej
klasie, a przez pojecie "strumien" - przejscia osob z jednej klasy do dru-
giej, wejscia do systemu badZz opuszczenie systemu przez pracownikow.

W tabl. 1 przedstawione sg liczbowe dane o przemieszczeniach oséb z jednej
klasy do drugiej ng,‘ _(_t)), wejsciach nowych os6b do systemu (Rj,(t)) iwyi-
sciach z systemu w ciaggu okreslonego przedziatu czasowego At (rok,
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kwartat, miesigc itd.)> zaczynajac od momentu t, a takze dane o stanach
systemu w momencie t+ At.

Tablica 1

Liczba os6b wcho-
dzacych do syste-
mu w okresie od t

Liczba oséb przechodzacych z j-tej
klasy do i-tej w okresie od t do

Stan systemu w
momencie t+ At

T+ At do t+ At
f,,(t) f12(D) Flno> A,(® s j(t+ At)
21 (0 220 2n(® R2(® s2(t+ At)
fil® fjict) R (D Si(tt AY)
fn1A Rn (© sn (t+ At)
Liczba os6b chodzgcych z systemu

wl(® w2 (0 wn (D) w okresie odw¥ do tiz Xt Y
s1(v s2(® sn (® Stan systemu w momencie t

Sumujac elementy i-tej kolumny (strumienie os6b z j-tej klasy), otrzy-
mujemy catkowitg liczbe oséb w i-tej klasie w momencie czasu t.

n
SJ() = 2U futt) + w, (). 1=1,....n )
13

Sumujac elementy j-tego wiersza, wkaczajac elementy kolumny wstepuja-
cych, otrzymujemy catkowitg liczbe os6b w j-tej klasie w momencie czasu
t+ At.

n
Sj(tr At) = X] fJi(H) + Rj(D), J=1,....n @

Informacja wyjsSciowa w postaci przedstawionej w tabl. 1, moze by¢ bez-
posrednio wykorzystana w obliczeniach modeli strumieniowych, opisujacych
dyskretny proces dynamiki systeméw kadrowych i zarzadzania kadrami.

Z tabl. 1 ¥atwo mozna otrzyma¢ dane wyjsSciowe dla obliczenia w modelach
zdeterminowanych wspotczynnikoéw przemieszczen. Jezeli kazdy strumien w roz-
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patrywanej kolumnie podzieli¢ przez catkowita sume strumieni w kolumnie»

to otrzymamy frakcje strumieni wychodzacych z kazdego stanu oraz wzgledng
liczbe os6b kazdej klasy opuszczajaca system. Te wielkosci nazwiemy frak-
cjami przemieszczen

gJi(® = fji(©)/sid (©)]

i1 () = wk(t)/sl(b) iLj=1,..., n ®

Aby otrzyma¢ wzgledng liczbe wchodzacych oséb w postaci frakcji wejsc,
nalezy podzieli¢ kazdy element kolumny wejs¢ przez odpowiadajacy mu element
kolumny stanéw w punkcie czasu t+ At:

rj(t) = Rj(t)/sj(t+ At) ®

W ten sposéb otrzymamy macierz kwadratowa funkcji przemieszczen f£i , wektor
wierszowy frakcji wyjs¢ -f i wektor kolumnowy frakcji wejs¢ r w okresie
czasu At, poczynajac od momentu t, ktére mozna przedstawi¢ jak w tabli-
cy 2.

Tablica 2
Frakcje przejsc Frakcje wejsc¢
g-pCt) ql2(o qln(®) ri(®
q21(Y) q22 () g2n(t) r2(o
ai® aji (o ain(t> rj®
an1 (o gni () gnnA rn (©)
*, () ~(E) fn(o Frakcje wyjsc

Z tablicy 2 fatwo mozna otrzyma¢ tablice intensywnosci przejsc¢, ktore
sa niezbedne w obliczeniach modelu Markowa z czasem ciggdym. Aby okreslic¢
intensywnosci przejsc i» wejs¢ Cg) i wyjsé¢ (1Y) pracownikéw, przed-
stawione w tablicy 3» wystarczy kazdy element tabl. 2 podzieli¢ przez At 1
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kazdy element wektora kolumnowego wejsS¢ pomnozy¢ przez odpowiadajacy mu
element wektora kolumnowego standéw Sj Ct+At), tzn. zrealizowal przeksztat-
cenie weddug wzordw:

i) =gi)At> i.j=1....n ®)
Pi(t) = ti(t)/ At, 1=1....n (@)
] r,(o Ri(®
aAJ(trA) - Apg™ sj(t+ At) = -Jge- ®
Tablica 3
fni &k Intensywnosci
Intensywnosci przejsc wejsé
MAa *e12 N . °tl
*e21 *eDD ecece 7~ § ecce *An *2
32 T s )N
-~ A2 ccee Ani LR XY Ann o
A n e Intensywnosé
h 2 Pn wyj3¢

W obliczeniach modeli Markowa z czasem ciagdym opisujacych ruch skiero-
wany kadr wykorzystuje sie jako dane wyjsciowe wektor intensywnosci przejscé
z klasy nizszej do wyzszej ,--- £n_1), wektor intensywnosci wyjsé
pracownikéw z systemu @G (i-p>--- Jn) i wektor intensywnosci wej$¢ pracow-
nikéw do systemu £= (@©@&,--- <h) uzyskanych z tablicy 4.Nalezy przy tym za-
znaczy¢, ze w tym przypadku tabl. 1 nie bedzie wypedniona catkowicie”™ a
tylko miejsca odpowiadajgce niezerowym elementom tabl. 4.

W obliczeniach modeli dyskretno-ciggdych opisujacych skierowany ruch
kadr stosuje sie dane mieszane.Zamiast intensywnosci przejs¢ zastosujemy
Srednie czasy przebywania oséb w klasach oraz ich dyspersje d»,
i=1,..., n-1. Wejscia os6b wyznacza sie w dyskretnych momentach £ i okre-
Sla wektorami

hil» - hjl», h™M»..... h'l» h*1»), 1
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Tablica 4
Intensywnosci przejscé Inte\;llgjy\ggosm
1 - K, 0 oo e 0 L 0 ]
1 - X2 . cce peee ceee 0
0 Kk 2 —
0 0 - (R 0 <
0 0 e M Cee Ce o
0 0 1-V i 0
0 0 0 *>n-1 0 <*n
Intensywnosci
i
Tablica 5
«Srednie Dyspersja Intensyw- Liczba oséb wstapujacych do
Numer czasy prze- nos¢ wyjs¢ i-tej klasy w 1-tym przedziale
klasy bywania w di czasowym
klasie
1 2 m
1 A’i di »<<> h£2> hS->
. » W e
2 *2 d2 h 4>
1 *1 di Pi h{*> »P> me--
n a

*n n Pn *i1)
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gdzie 1 - numer przedziatu czasowego wejscia, a - liczba oséb wcho-
dzacych w 1-tym przedziale czasu. Wyjscia oséb z i-tej klasy systemu wyra-
zaja sie przez intensywnosci wyjscé i=1,...,n. Dla tego przypadku dane
wyjsciowe przedstawiono w tablicy 5.

Wartosci parametroéw pokrywaja sie z odpowiednimi wartosciami parame-
tréw przytoczonymi w tablicy u. Wartosci parametréow hj”~ zgadzajag sie z
wartosciami parametréow ot®, o ile wszystkie przedziaty czasu 1 sg jednakowe
i rowne At (t=At) i liczba wchodzacych oséb jest jednakowa dla wszystkich
przedziatdw czasu. Oprécz tego, w tablicy tej przytoczono wartosci parame-
tréw ot - Srednich czaséw przebywania oséb w i-tej klasie oraz d" - dys-

persji.
Rozpatrzmy bardziej szczegétowo zwigzek miedzy intensywnosciami wejsé
i Srednimi czasami przebywania os6b w i-tej klasie dj, i=1,..., n-1. Po-

niewaz wywéd jest analogiczny dla dowolnej klasy, mozemy w tym miejscu o-
pusci¢ indeks. Oznaczmy przez F(t) funkcje rozk#adu wartosci losowej - cza-
su przebywania pojedynczej osoby w i-tej klasie do momentu przejscia do
klasy (i+l), a przez f(t) = F’(t) odpowiednio gestos¢ rozk#adu prawdopodo-
bienstwa-. Wtedy

p(H = F(O/(-F(D) ©))

jest chwilowg intensywnoscig przej$¢ oraz

jest Srednim czasem przebywania oséb w klasie.

Zat6zmy, ze zliczanie oséb w klasie odbywa sie w przedziale czasowym
[t.t+ At] . W punkcie czasu t w klasie byto s(t) oséb. W przedziale czasu
At do kolejnej klasy przeszto As osoéb.

Wprowadzmy wielko$¢ losowgye - czas przebywania osoby w badanej klasie
w punkcie czasu t. (W procesie stacjonarnym funkcja rozkdadu >C jest nie-
zalezna od t). Wtedy intensywnos¢ przejs¢ oséb z czasem przebywania w kla-
sie TC do nastepnej klasy jest réwna <f(y© i prawdopodobienstwo warunkowe
przejscia jednostki do kolejnej klasy w przedziale czasu [t, t+At] okresla
sie relacja >K) At+ o( At), gdzie o( At) jest wartoscig czastkowg wyz-
szego rzedu w poréwnaniu z “>(X) At. Prawdopodobienstwo bezwarunkowe przej-
Scia do kolejnej klasy w przeciggu [t,t+ At] okreslimy zgodnie z formuig

an

gdzie 0G0 - gestos¢ rozkdadu wielkosci losowej >t.
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Zgodnie z rezultatami teorii odnowy dla procesu stacjonarnego, relacja
tworzgca zwiazek miedzy gestoscig wielkosci losowej X i funkcja rozkiadu
F(X) ma postac¢

$() = (A-F(B))/ot 2

Podstawiajgac (12) do (11) oraz wykorzystujac wartos¢ chwilowej intensyw-
nosci przejsé, otrzymujemy

+00

o
1]
(&

<QA*.) dXAt +0 (At) =
(€S))
= JJ&L dXAt + O(AL) = + o( At)
- 00

Standardowe oszacowanie prawdopodobienistwa € wyrazamy w postaci = AR
Stad oszacowanie $Sredniego czasu przebywania jednostek w klasie <=
= (s/As) At = /A. _ W ten sposéb dla dowolnego rozk#adu otrzymamy rezul-
tat, ktéry jest oczywisty dla rozkkadu Poissona. Zawiera sie ten wynik w
tym, ?e Srednie czasy przebywania w klasie sa odwrotnie proporcjonalne do
intensywnosci przejsc.

W rozpatrywanym dyskretno-ciggtym modelu odnowy, w ktérym czas przeby-
wania jednostki w i-tej klasie jest wielkoscig losowg o rozktadzie normal-
nym , mamy

«4 = 1/Aj n-1 as

W systemie kadrowym o skonczonej liczbie klas n, intensywnos$¢ przejscé
z ostatniej klasy - 0, a $redni czas przebywania jednostek w n-tej kla-
sie do momentu przejscia do kolejnej klasy okreslamy jako réwny nieskon-
czonosci, co odzwierciedla fakt, ze z najwyzszej klasy mozna badz wyjsc¢
z systemu, badZz moga do niej wejs¢ nowe jednostki (oczywiscie w niewiel-
kiej liczbie).

PODSUMOWANIE

Analiza danych, przytoczonych w tablicach, wykazuje zwigzek pomiedzy
rozpatrywanymi modelami pod wzgledem zabezpieczenia informacyjnego i pod-
kresla przechodnios¢ jednego modelu w drugi przy okreslonych warunkach.

Nalezy przy tym zauwazy¢, ze réznorodne modele matematyczne odzwiercie-
dlajace procesy dynamiki kadrowej pozwalaja wyréznic¢ -cechy charakterystycz-
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ne systemu, przeanalizowa¢ funkcjonowanie systemu w réznych aspektach i wy-
korzysta¢ dane wyjsciowe w formie, ktdéra jest najbardziej adekwatna dla ba-
danego procesu.
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CnOCOEH TIPELCTABJIEHA MHHHX B MATEMATHHECKHX
MOJIEJIHX KAHPOBIEX CHCTM

Pe3jome

B pafioie npeflCiaBlieHa nepBaa $a3a HHS$opMauHOHHO02 3agKin iiaieM aiwecK ux
M O flejiefl, oimcLiBsuomHX KaspoBHe cncieM H. noKa3aHu onocofiu $opMajiH3aiiHH saH -
HbIX, HeofiXOfJiMbIX B 3THX MOflejlIHX, a TaKJKe CBH3H Meawy flaHHHMH B fleiepM HHH -
cTHuecKHx, BepoaiHOOTHMXx h crpyftuux M o”eaax, 3th aaHHue bxoaht b 6a3y ash—

HHX CHCTeMH aBTOMaTH'ieCKOfl OCpafiOTKH AaHHHX.

SOME METHODS OF PRESENTING THE DATA IN THE MATHEMATICAL MODELS OF STAFF
SYSTEMS

Summary

Presented in the paper is the first phase of the informational protec-
tion of the mathematical models describing staff systems. The methods of
formalization of the data necessary in these models and the relations bet-
ween the data in the deterministic, probabilistic and stream models have
been shown. The above data are included in the data base in the automatic
information processing.



