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Streszczen ie. Przedstawiono cyfrowy model przegrzewacza pary 
przeznaczony do symulacji dużych zmian obciążenia kotła. Model po
wstał z aproksymacji podstawowej transmitancji wymiennika ciepła funk
cjami wymiernymi według całkowitego kryterium powierzchni błędów.

MATHEMATICAL MODELLING OF STEAM SUPERHEATERS

Summary. The paper gives a m athem atical model of a superheater 
used in the sim ulation of large load changes. The model originated from 
the approximation of the prim ary transfer function of a heat exchanger 
with rational functions by using of integral criterion for the error 
surface.

MATEMATHHECKOE MOflEJIHPOBAHHE nEPErPEBATEJIEfł

Pe3K)Me. npcącTaojiCHO gHc^poByio MOfleJib naponeperpeBaTejisi, 
npe^Ha3HaveHHyK) ajih CHMyjiHpoM rjiyóoKHX H3MeHeHHH Harpy3KH KOTJia. 
Moflejib co3flaHa Ha óa3e annpoKCHMapmi o c h o b h o h  TpaHCMMTaupMM 
TenjiooÓMeHHHKa c noMombio pan,HOHajihHbix 4>yHKHHH, no HHTerpajibHOMy 
KpHTepHIO nOBepXHOCTH OIIIWÓOK.

Oznaczenia
A -  pole przekroju, c — ciepło właściwe, i -  entalpia, L -  długość rury 

wymiennika, m -  strum ień m asy czynnika, n  -  liczba podziału wymiennika na 
elementy jednostkowe, p -  ciśnienie, q -  jednostkowy strum ień ciepła przej
mowany na drodze promieniowania spoza przestrzeni wymiennika, Q -  s tru 
mień ciepła, s — operator Laplace’a, t  -  tem peratura, U -  obwód rury, x -  
współrzędna długości, a  -  przejmowalność energii cieplnej, p -  gęstość właści
wa masy, x -  czas.
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Indeksy
a -  element jednostkowy, c -  czynnik ogrzewany, D -  para, G -  spaliny, r -  

rura, 1 -  zewnętrzna strona rury  lub wejście do wymiennika (elementu po
działu), 2 -  wewnętrzna strona rury  lub wyjście z wymiennika (elementu 
podziału).

Wzory pom ocnicze
«2 U2 L , K K = ------- , K =m,. cr l  + v

v =

_ Ar Pr Cr 
<*2 U 2 

«lUi
0C2 u 2

Ac Pc F

1 + V

-  współczynnik nagrzewania czynnika,

-  współczynnik nagrzewania elementu jednostko

wego,

-  stała czasowa nagrzewania rury,

11 = Ar pr C

-  współczynnik korekcyjny przekazywania ciepła po

między spalinami i czynnikiem ogrzewanym, 

'-stosunek  pojemności cieplnych czynnika ogrzewanego i rury.

1. WPROWADZENIE

Nieliniowe cząstkowe równania bilansowe, opisujące właściwości dynami
czne kotłowych wymienników ciepła — przegrzewaczy pary, bądź podgrzewa
czy wody, po zlinearyzowaniu i przekształceniu Laplace’a są rozwiązywane w 
dziedzinie operatorowej, a następnie wynik rozwiązania wyrażony funkcjami 
transcendentalnym i jest aproksymowany wyrażeniami wymiernymi, pozwa
lającymi przejść do dziedziny czasu. W ten sposób wymiennik ciepła, jako 
człon o stałych rozłożonych, jest odwzorowany szeregowym połączeniem n 
elementów o stałych skupionych. Liczba podziału n wymiennika zależy od 
wartości współczynnika nagrzewania i zastosowanego sposobu aproksymacji 
transm itancji wymiennika. Otrzymuje się układ liniowych równań różniczko
wych zwyczajnych.

Model matematyczny bloku energetycznego powinien umożliwiać symula
cję zmian obciążenia w zakresie stabilnej pracy bloku (50-100% obciążenia) 
oraz inne jego stany, między innymi rozruch i odstawienie bloku [1, 2]. Dla 
takich dużych zmian strum ienia masy czynnika ogrzewanego występują duże 
zmiany wartości współczynnika nagrzewania czynnika k, określającego właś
ciwości dynamiczne wymiennika. W pracy [3] przeanalizowano niektóre spo
soby aproksymacji podstawowej transm itancji wymienników. Wygodnym kry
terium  aproksymacji transm itancji wymiennika jest minimum powierzchni
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błędu odpowiedzi czasowej. Zaletą tej metody aproksymacji jest możliwość 
przedstawienia współczynników funkcji aproksymującej w postaci analitycz
nej, co jest wygodne do wykorzystania w modelu cyfrowym. Ja k  wykazano w
[3], odpowiednio dobierając stopień funkcji aproksymującej można otrzymać 
wystarczającą dokładność modelu również do badania układów regulacji.

W niniejszym artykule wykorzystując wyniki prac [3, 4] omówniono reali
zację cyfrowego modelu przegrzewacza pary.

2. SFORMUŁOWANIE MODELU

Równaniami wyjściowymi opisującymi model m atematyczny stopnia wy
miennika dla ogólnie przyjmowanych założeń, w przypadku równomiernego 
rozkładu tem peratury spalin wzdłuż rury  t G(x, x) = tG(0, x), są:
-  bilans ciepła dla strum ienia czynnika w odcinku dx rury

Ac Pc Jj: ic (X, x)dx + mc ic(x, x)dx = dQrc (x, x) (1)

-  bilans ciepła dla odcinka dx rury

d ^
Ar pr cr —  t r(x, x) =  dQ)Gr(x, x) -  dQrc(x, X), (2)

przy czym całkowity strum ień ciepła przejmowany przez odcinek dx rury 
wymiennika w obrębie wymiennika (pierwszy składnik) i na  skutek promie
niowania spoza wymiennika (drugi składnik) wynosi:

dQGr (x, x) = oCiUJtołO, x) -  t r(x, x)]dx + qUidx, (3)

a strumień ciepła przejmowany przez czynnik w odcinku dx rury

dQrc(x, x) = a 2U2[tr(x, x) -  tc(x, x)]dx (4)

Dla warunków ustalonych (x = 0) z zależności (l)-(4), po scałkowaniu i 
uwzględnieniu równań stanu

i c = ic( tc> Pc), (5)

otrzymuje się tem peraturę czynnika na wylocie wymiennika dla x = L
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tc2(K,0) = tcl(0) ■ e x p (-V K ) + tG(O)+ q(0)
«i [1 -  e x p (-V K )] (6)

Z układu równań (l)-(4), po przejściu do postaci operatorowej, stransformo- 
waniu względem czasu x, scałkowaniu po zmiennej k , otrzymuje się dla 
przyrostów tem peratury wyrażenie:

Atc2(s) = Atcl exp(-vx ) A(k’, s )  +  

gdzie:

A(k , s) = exp

Atg(s) + Ać|(s)
«i

-kT, d + -
1 + T„s

B (s)[l -  exp(-VK)A(K,s)], (7)

(8)

B(s) = ^

przy czym:
Tr2 ds2 + Tr(e + v)s + V ’

d = T1(1 +  V2)

(9)

(10)

e = 1 + d (11)

3. APROKSYMACJA TRANSMITANCJI WYMIENNIKA WEDŁUG 
CAŁKOWITEGO KRYTERIUM POWIERZCHNI BŁĘDÓW

Wyrażenie A(k, s ) opisuje znaną postać podstawowej transm itancji wy
m iennika ciepła, przy czym iloczyn Tt = kTrd oznacza czas transportu  czynni
ka w rurze. Jeżeli d = 0, wówczas transm itancja A(k, s ) nie uwzględnia 
opóźnienia transportowego. Aby przejść do dziedziny czasu, transm itancja ta 
aproksymowana jest funkcjami wymiernymi:

f  i \ 
1 + ̂ biS1

A(k’, s )  =
i =  1 (12)

gdzie n  jest liczbą podziału wymiennika na elementy o jednostkowej wartości 
współczynnika nagrzewania czynnika Ka.



Tablica 1
Zestawienie wzorów określających współczynniki w funkcjach aproksymujących

Nr
fun.
apr.

Funkcja aproksymująca ai a2 a3 b, b2 b3

1
l + b 1T ŝ + b2T’2s2 +  b3T’3s3

Pi + b, P2
2 + *3lPl + *32

P3 bjP2 (2P3P5 - P 2P6)M2 +  M4M5 Ms -  bjM, P4 + 4bjP3 + 12b2P2

1 + ajTrs + a2Tr~s~ + a3Tr3s3 + ~ Y ~  +  b2Pl + b3 M2M3 + MjM4 m 2 24Pj

2
1 + bjT’s + b2T’2s2

Pi + b, P2
2 +l:)lPł + '32

P3 ^1P2 m 3

M4
P4 "b b iP3

1 + ajTrs + a2Tr2s2 + a3Tr3s3 6 + 2 ' b2Pi 12p2

3
1 + b ,T ’s

P. + b,
P 2
f + b ip >

P3 b1P2 P4

1 + ajTrs + a?Tr"s~ + a3Tr3s3 6 2 mCU1

4
1 + b ]T’s + b2T’2s2

Pi + b, P2
2 + *31P1 + 2̂

2p2p3 - p ip4
P3 +  3b]P2

1 + ajTrs + a2Tr2s2 4P,P, -  6P2
6p ,

5
l+bjT^s

P1 + b,
Pa
" 2 + b iP '

P3 Mj = 6PjP5 -  20P2 
M2 = 30P,P4 = 60P2P3 

M3 = 6P2P5 -  10P3P4 

M4 = 40P^ -  30P2P4 

M5 = 5P3p4- p ip6
i

P _  v  1 - 1 „oo P
P j - Z 2k - i a P(i-k) 

k - 1
gdzie a^» = Ka -  e 

a® = - 2<  
dla i > 2

a<» = - i  ab-»

1 + ajT’s + ajT^s2 3p i

6
1 +bjT ^ Kae2 + 2 2 -  Kae2

1 + ajTrs 2e 2e

7
1

1 + ajTrs + a2Tr2s2 + a3Tr3s3 Kae
2 Ka

Ka3f;3 -9 
2 “  Ka e + Ka

8
1

1 + a[Trs + ajT^s2 Kle
KaV  , 

2 Ka

9
1

1 + ajTrs Kae

M
atem

atyczne 
m

odelow
anie 

przegrzew
aczy 

pary



86 Franciszek Strzelczyk

W tablicy 1 zestawiono wzory [3, 4] określające współczynniki dla poszcze
gólnych funkcji aproksymujących dla 1 = m < 3, przy czym przez P, oznaczono 
kolejne pochodne transm itancji A(k, s )  dla s = 0.

Dla oceny dokładności aproksymacji transm itancji wykorzystano następu
jące wskaźniki w dziedzinie czasu:

gdzie: h A (K, t) i h G (K, t) —  odpowiedzi czasowe n a  w y m u s z e n i a  s kokowe dla 
transmitancji (8) i funkcji aproksymującej.

Na rys. 1 dla poszczególnych zależności aproksymujących (podanych w 
tablicy 1) porównano wskaźniki dokładności (14) aproksymacji funkcji (8) jako 
funkcję współczynnika nagrzewania elem entu jednostkowego Ka dla kilku 
wartości współczynnika d. Z rysunku wynika, że występują optymalne warto
ści jednostkowego współczynnika nagrzewania Ka (dla d > 0), dla których całka 
(14) osiąga minimum. Czym wyższy stopień m ianownika funkcji aproksymu
jącej, tym wyższa jest wartość optymalnego, jednostkowego współczynnika 
nagrzewania. Na rys. 1 podano również wartość błędu obliczenia charaktery
styki odpowiedzi czasowej dla przypadku bezpośrednio rozwiązywania układu 
równań (1)—(4) -  krzywa I. Z porównania wynika, że aby otrzymać jak  naj
mniejszy błąd odwzorowania, należy dla tego przypadku stosować jak  naj
mniejszą wartość współczynnika Ka, a zatem i mały krok całkowania równań, 
co powoduje znaczne wydłużenie czasu obliczeń przebiegów czasowych.

Liczba równań różniczkowych opisujących wymiennik zależy od liczby po
działu n i stopnia mianownika m funkcji wymiernej (12). Dla takiej samej 
liczby równań różniczkowych N z wszystkich postaci funkcji (tablica 1), funk
cja nr 1 najdokładniej apr oksym uje przegrzewacz.

Na rys. 2 przedstawiono odpowiedzi czasowe dla k  = 4,5 i k  = 9 oraz błędy 
aproksymacji w przypadku zastosowania funkcji aproksymujących nr 4 lub 
nr 5. Nawet w przypadku dwukrotnego zwiększenia wartości współczynnika 
nagrzewania k , stosując funkcję n r 4, błąd aproksymacji Ah < 0,01 (rys. 2 i 3).

Ah = hG(K, x) -  hA(K’ x) , (13)

(14)



Rys. 1. W artości całki A (w skali logarytm icznej) b łędu odw zorowania odpowiedzi czasowej w ym iennika ciepła w funkcji jednostko
wej w artości w spółczynnika n ag rzew an ia  czynnika dla różnych w artości w spółczynnika d (określonego w zorem  (10)). Cyfry 1-9  
oznaczają n u m ery  funkcji (podanych w tab licy  1) aproksym ujących tran sm itan c ję  (8). I -  b łąd  odw zorow ania c h a rak te ry s ty k i 

odpow iedzi czasowej w  p rzy p ad k u  bezpośredniego num erycznego rozw iązan ia  rów nań  ( l)-(4 )

Fig. 1. V alues of th e  in te g ra l A of th e  e rro r of th e  h e a t exchanger tim e response rep resen ta tio n  versu s th e  p e r u n it va lue  of hea tin g  
coefficient d  (defined by th e  equation  (10)). N um erals 1 to  9 denote num bers of functions (given in  T able 1), w hich approxim ate the 
tra n s fe r  function  (8). I -  The e rro r of th e  rep resen ta tio n  of the  tim e response charak te ris tics  for th e  d irect num erica l solution of th e

equations (1) to (4) CD
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Rys. 2. U norm ow ane odpowiedzi czasowe h  i błędy aproksym acji h  (wzór (13)) dla funkcji 
aproksymujących n r  4 oraz 5 i liczby podziału n  = 2. P aram etry  przegrzew acza:% = 4,5, d = 0,2, 

v = 0,1 -  linie grube; % = 9, d = 0,2, v = 0,1 -  linie cienkie

Fig. 2. Normalized tim e responses h  and  errors of approxim ation h  (equation 13) for the 
approxim ating functions No 4 and No 5 as well as for division num ber n  = 2. Param eters of the 

superheater: % = 4,5, d = 0,2, v = 0,1 -  heavy lines; % = 9, d = 0,2, v = 0,1 -  fine lines

4. REALIZACJA MODELU PRZEGRZEWACZA

Dla znamionowych obciążeń mn kotłów wartości k  i d wynoszą odpowie
dnio:
— dla przegrzewacza pary Kn = 4 +12, d < 0,2;
— dla podgrzewacza wody Kn = 20 + 50(80), d < 0,8 -s- 1,2.

Wraz ze zmniejszeniem obciążenia kotła m w zrastają wartości współczyn
ników nagrzewania według szacunkowej zależności:

K

k’ mV
(15)

gdzie:
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Rys. 3. U norm ow ane odpowiedzi czasowe h  i błędy aproksym acji h  d la funkcji aproksym ują- 
cej n r 4 i liczby podziału  n  = 4 przegrzew aczy w tórnych o p a ram etrach : 1) % = 10» 2) % = 15,

3) X = 20

Fig. 3. N orm alized tim e response h  and  e rro r of approxim ation  h  for th e  approxim ation  
function No 4 and  for division num ber n  = 4, for resuperheaters hav ing  param eters: 1) % = 10,

2) x  =  15, 3) x  =  20

k = 0,2 dla przegrzewaczy pracujących ze stałym  ciśnieniem pary, 
k = 0,5 dla przegrzewaczy pracujących z param etram i poślizgowymi,
k = 1,0 H-1,2 dla podgrzewaczy wody.
Ponieważ w czasie obliczeń modelu należy zachować sta łą  liczbę równań, 

więc należy wybrać taką  postać funkcji aproksymującej, aby przy jak  najwięk
szym wzroście współczynnika nagrzewania Ka następowało jak  najmniejsze 
pogorszenie wskaźnika A (rys. 1). Z funkcji 3 stopnia będą to funkcje nr 1, 2 i 
3 lub z funkcji 2 stopnia -  funkcje n r 4 i 5.

W modelu wymiennika tem peratura spalin tG, strum ień ciepła q  oraz tem 
peratura czynnika t c przepływającego w rurach występują w postaci jawnej, 
natomiast zmiany strum ieni czynnika i spalin w postaci niejawnej. Zmiany 
przepływu strum ieni czynnika i spalin odwzorowywane są przez zmiany w ar
tości przejmowalności ciepła a  oraz zmiany wartości współczynników i w 
układzie równań różniczkowych.
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Na rys. 4 przedstawiono schemat ideowy modelu wymiennika ciepła z 
zastosowaniem funkcji aproksymującej 2 stopnia. W przypadku przegrzewa- 
cza pary dla określenia liczby podziału n przegrzewacza można przyjąć 
Ka = 2,5.

Ze względu na dość złożoną postać wyrażeń na współczynniki ai i b, dla 
funkcji 3 stopnia korzystniejsza jest postać funkcji 2 stopnia. Stosując funkcję 
2 stopnia zwiększa się liczba podziału n wymiennika i dzięki tem u schemat z 
rys. 4 lepiej odwzorowuje wymuszenie w torze spalin -  nie zachodzi potrzeba 
stosowania dodatkowych równań różniczkowych w tym torze.

Dla każdego i-tego elem entu podziału wymiennika rozwiązuje się następu
jący układ równań różniczkowych:

Rys. 4. Schem at obliczeń charak te ry styk i statycznej i przebiegów  czasowych w ym iennika 
ciepła: a) schem at ogólny, b) schem at obliczeń przebiegów  czasowych

Fig. 4. Schem a of calculations referring  to losses and  tim e functions of th e  h e a t exchanger: 
a) general schem a, b) schem a of tim e function calculations
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gdzie:

co =
a 2

Cl:
bi

0 1

al
a2 a2

Co, C2

Xl + Cl
_x 2_ c2

* [U(t) -  U(O)]

a! 1 1
Co, C2 — — Co,

a 2 a 2  a 2 a 2

przy czym współczynnik a,, b, zgodnie z tablicą 1.
Temperatura pary na wylocie z elem entu podziału

tD2[i] = X! + C0 U(T),
gdzie:

U(t) = tm [i] exp(-VKa) + t G + OCi [1 -  exp(-VKa)]

(16)

(17)

(18)

Wymuszenie U(0) wyznaczone jest z zależności (18) dla x = 0.
Wyznaczona z wzoru (17) tem peratura  wyjściowa z i-tego elem entu jest 

wartością wejściową tDi[i+1] dla i+1-ego elementu.

5. WNIOSKI

Z punktu widzenia jakości regulacji istotna jest zbieżność transm itancji 
aproksymującej i aproksymowanej dla wybranego pasm a częstotliwości leżą
cego w 2, 3 i 4 ćwiartce charakterystyki amplitudowo-fazowej. Ja k  wykazano 
w [3, 4], jeżeli model ma służyć do doboru nastaw  układów regulacji tem pera
tury pary, wówczas do modelowania należy stosować funkcję n r 1 (tablica 1). 
Dobre wyniki otrzymuje się stosując do odwzorowania przebiegów czasowych 
funkcje n r 4 bądź n r 5.

Analityczne wyrażenie na współczynniki funkcji aproksymujących, jako 
funkcje ciągłe param etrów termodynamicznych i konstrukcyjnych wymienni
ków, ułatw iają i upraszczają organizację matematycznego modelu przezna
czonego do odwzorowania właściwości statycznych i dynamicznych wymienni
ków ciepła (przegrzewaczy i podgrzewaczy wody [4]) od stanu  rozruchu do 
znamionowego stanu  pracy kotła.
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Abstract

The nonlinear partial balance equations describing the characteristics of a 
boiler exchanger, after the linearization and Laplace transform ation have 
been solved in a operator domain, then the results have been approximated by 
rational expressions (Table 1) using the integral criterion of a deviation area.

The system of linear ordinary differential equations w ith variable 
coefficients has been obtained. Erorrs of approximation are given in Figs. 1 to
3. Analytical expressions of the coefficients for approximate functions, as the 
continuous functions of thermodynamics variables allow static and dynamic 
properties of boilers from a s ta rt-u p  to a rated  ru n n in g

In the heat exchanger model shown, the tem perature of combustion gases 
and tem perature of a medium flowing in conduits, exist in the explicit form, 
whereas variations of the flow of the medium in the heat exchanger exist in 
the implicit form. Variations in the flow of the medium are represented by 
variation of coefficient values a2, bz in the sysem of equations (16) to (18). The 
model allows simulation of large variations of a boiler loading.


