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ZASTOSOWANIE MES DO ANALIZY CIEPLNEJ 
PROCESU ZAMRAŻANIA GÓROTWORU PRZY RÓŻNEJ 
KONFIGURACJI RUR MROŻENIOWYCH

Streszczen ie. W pracy przedstawiono w yn ik i obliczeń pól tempera­
tu ry  w górotworze zamrażanym za pomocą pojedynczego lub podwójne­
go kręgu ru r  mrożeniowych. Obliczenia przeprowadzono wykorzystując 
metodę elementu skończonego oraz procedurę uśrednień całkowych. 
Przyjęto typowe założenia upraszczające, w  tym  stacjonarne zachowa­
nie się wilgoci.

APPLICATION OF FEM FOR THERMAL ANALYSIS OF 
UNDERGROUND ROCK FREEZING PROCESS WITH VARIOUS 
ARRANGEMENTS OF FREEZING PIPES

Sum m ary. In  the paper there are presented some results of 
temperature fie ld  calculations in  underground rocks being frozen. 
There were considered some varian ts  w ith  single and double circles of 
freezing holes. The fin ite  element method FEM  was used and the 
procedure o f in teg ra l averaging was applied. There were assumed the 
typ ica l s im p lify ing  presumptions, among them  the existence o f sta tion­
ary water. The exemplary results have m a in ly  a form  of d is tribu tions of 
isotherm lines. The dependence between frozen jacket thickness and 
dimensionless tim e for some cases o f freezing processes w ith  single 
circle o f holes as w ell as an influence o f d iv is ion o f to ta l number o f holes 
in to  two circles were also examined. A ll o f the calculations were per­
formed using nondimensional parameters and variables.

ANWENDUNG DER METHODE DER FINITEN ELEMENTEN BEI 
THERMISCHER ANALYSE DEN BODENSGEFRIERUNGSPROZEßEN 
BEI VERSCHIEDENER KONFIGURATION DER  
GEFRIERUNGSROHREN

Zusam m enfassung. Das Bodensgefrieren m it H ilfe  des einzelnen 
oder doppelten Kreises der Gefrierungsrohren wurde analysiert. Die 
Berechnungen der Tem peraturenfelder wurde bei Anwendung der
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Methode der F in iten  Elementen und des Integrationsverfahrens zu 
Bestim m ung der M itte lw e rte  durchgeführt. Die typischen Vorausset­
zungen, dabei auch die stationäre Feuchtigkeiterhaltung, wurden an­
genommen.

1. WSTĘP

Analiza cieplna procesu zamrażania górotworu jes t problemem złożonym, 
gdyż:
-  W  górotworze występuje tró jw ym iarow e pole tem peratury z ujemnym i 

źródłam i ciepła, k tó rym i są ru ry  mrożeniowe zawierające czynnik chłodni­
czy. Tem peratura czynnika chłodzącego w  rurze opadowej i  w pierścienio­
wej przestrzeni m iędzyrurowej zależy od głębokości i od czasu.

-  Właściwości cieplne górotworu zależą od położenia i  od tem peratury, a 
przewodność cieplna może również zależeć od k ie runku . Ponadto przewod­
ność ta  i  pojemność cieplna w łaściwa zm ieniają się skokowo w momencie 
zamarzania.

-  Zamrażany obszar znajduje się w  ośrodku nieskończenie rozległym. Do 
części zamrożonej oraz oziębionej dopływa ciepło z boku, od dołu oraz od 
góry. Tem peratura na tu ra lna  górotworu jes t funkcją głębokości.

-  Woda zawarta w różnych warstwach może zamarzać przy różnej tempera­
turze. M ożliwy jes t również przypadek zamarzania w  skończonym prze­
dziale tem peratury.

W ymienione powyżej aspekty sprawiają, że analiza cieplna procesu mroże­
n ia  górotworu jes t możliwa po przyjęciu pewnych założeń upraszczających 
oraz przy użyciu metod numerycznych. Spośród tych metod przy rozpatrywa­
niu procesów ze zmianą fazy najczęściej stosuje się metodę różnic skończo­
nych MRS lub metodę elementów skończonych MES. W pracach [1 -  13] 
przedstawiono w yn ik i analizy cieplnej mrożenia górotworu przy użyciu p ier­
wszej z wym ienionych metod i  po w ykorzystan iu  ilorazu różnicowego prze­
dniego. O przyjęciu takiego sposobu postępowania zadecydowały następujące 
przesłanki:
-  metoda różnic skończonych jes t stosunkowo prosta i ła tw a do zaprogra­

mowania, a poza tym  — w  przypadku stosowania elementarnych bilansów 
energii -  ma ona wyrazistą  interpretację  fizyczną,

-  obliczenia można przeprowadzać dla górotworu złożonego z w ie lu  warstw  o 
różnych właściwościach fizycznych również przy użyciu maszyn cyfrowych 
o re la tyw nie małej pojemności i d ługim  czasie obliczeń,

-  w  przypadku analizy cieplnej procesu zamrażania górotworu MRS um ożli­
w ia  w  prosty sposób uwzględnienie uwarunkowań zewnętrznych, np. cha­
rak te rys tyk  i maksymalnych mocy agregatów mrożeniowych.
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MRS ma jednak również istotne wady. Najważniejszą z n ich jest problem 
dokładnego określenia ksz ta łtu  granic stre fy zamrożonej. Aby uniknąć stoso­
wania dużej liczby elementów różnicowych, można czasem uprościć zagadnie­
nie przyjmując symetryczne uk łady cylindryczne [10, 20 — 22]. W  pewnych 
przypadkach powoduje to jednak powstanie istotnego dodatkowego błędu 
obliczeniowego. Ew entualny podział na mniejsze elementy różnicowe o niere­
gularnym kształcie bardzo kom pliku je  program i wydłuża czas obliczeń. Jest 
to szczególnie istotne w  przypadku mrożenia górotworu za pomocą pojedyn­
czego kręgu ru r  dość znacznie oddalonych od siebie lub w  przypadku wykorzy­
stania kręgu podwójnego. Powyższe przesłanki spowodowały opracowanie 
procedur obliczeniowych wykorzystujących MES [14 -  19]. O ile  uprzednio [1 
-  13] zakładano izoterm iczny proces zm iany fazy, o ty le  zastosowanie MES 
wymagało, podobnie ja k  w  [23, 24], wprowadzenia zastępczej, fikcyjnej poje­
mności cieplnej górotworu. Odpowiednio duża pojemność ta  występuje w 
okolicy rzeczywistej tem pera tu ry  zm iany fazy [14, 17]. T ak i sposób postępo­
wania um ożliw ił skorzystanie z klasycznych metod obliczeniowych MES słu­
żących do wyznaczania rozkładów tem pera tury  w  ciałach stałych dla proce­
sów nieustalonych.

Opracowane i  przetestowane uprzednio program y obliczeniowe w ykorzy­
stujące MES zaadoptowano do obliczeń związanych z zamrażaniem górotworu 
w przypadku w arstw  o malej zawartości w ilgoci i  stosunkowo dużym współ­
czynniku przewodzenia ciepła oraz dla warstw , w których proces zamarzania 
przebiega w sposób powolny. W  pierwszym przypadku stosuje się pojedynczy 
krąg złożony z małej liczby ru r  dość znacznie oddalonych od siebie. W  sytuacji 
drugiej uzasadnione bywa wykorzystanie podwójnego kręgu ru r  mrożenio- 
wych. Przy przeprowadzaniu obliczeń liczbowych dla obu przypadków przyję­
to statyczne zachowanie się w ilgoci.

2. OPIS M ETODY O BLICZENIO W EJ

Jak już  zaznaczono we wstępie, w  pracy wykorzystano klasyczną MES 
dostosowaną do rozw iązywania parabolicznego równania nieustalonego prze­
wodzenia ciepła przy zm ianie fazy. Obliczenia przeprowadzano dla powtarzal­
nego fragm entu pojedynczej w arstw y górotworu, t j.  d la uk ładu przestrzennie 
2-wymiarowego. Przykładowe wersje podziału rozpatrywanego obszaru na 
elementy skończone przedstawiono na rys. 1 d la pojedynczego oraz na rys. 2 
dla podwójnego kręgu ru r  mrożeniowych, gdy oba kręg i zawierają taką samą 
liczbę ru r  n = nz.

Zmianę właściwości cieplnych górotworu w ynikającą ze zm iany fazy wilgoci 
uwzględniono przez zastosowanie metody uśrednień całkowych. Isto ta tej 
metody [14 -  18] polega na specjalnym sposobie obliczania zastępczego współ­
czynnika przewodzenia ciepła i  zastępczej objętościowej pojemności cieplnej
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Rys. 1. Przykładowy podział na elementy skończone powtarzalnego fragmentu górotworu 
przy zamrażaniu za pomocą pojedynczego kręgu rur

Fig. 1. Exemplary subdivision of the characteristic fragment of underground rock into fini­
te elements during freezing by a single circle of freezing holes

właściwej c w  okolicach miejsca przem iany fazowej. W ykorzystuje się przy 
tym  następujące zależności:
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gdzie:
T

w(T) = w (T i) + J dT (3)

przy czym T oraz T Ł oznaczają tem peraturę bieżącą oraz wybraną tem peratu­
rę odniesienia, h zaś jes t objętościową enta lp ią  w łaściwą „wygładzoną” w 
otoczeniu tem peratury Tm zm iany fazy, ta k  aby sta ła się ona ciągłą funkcją 
temperatury (w praktyce wystarcza je j lin iow e „wygładzenie” w  wąskim  prze­
dziale tem peraturowym  2e). W zory określające zastępcze wartości k ie runko­
wego współczynnika przewodzenia ciepła i objętościowej pojemności cieplnej 
właściwej mają postać:

gdzie i = 1,..., LW  oraz

Zależności te służą do wyznaczania średnich wartości Z, oraz c w  elementach 
liniowych tj. takich, w  których funkcje ksz ta łtu  są lin iow e lub do określania 
wartości A., oraz c w  punktach Gaussa elementów nielin iowych. Dokładniejszy 
opis zastosowanej m etodyki przeprowadzania obliczeń za w a rty je s tw  [14,17].

Jak już wspomniano, obliczenia cieplne procesu zamrażania górotworu 
realizowano w  układzie dwuwym iarowym  pomijając osiowy przepływ ciepła. 
W celu zmniejszenia liczby niezależnych param etrów  mrożenia operowano 
wielkościami bezwymiarowymi zdefin iowanym i następująco:

1 3w /dx i
(4)

^  5T/3xi

(6)

(7)

k   --------^ -------
cn(Tm -  T ch) ’

( 8 )
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(9)

(10)

(11)

(12)

E
(13)

W  przypadku rozpatrywania procesu zamrażania górotworu dwoma kręga­
m i ru r  wprowadzono dodatkowy param etr bezwymiarowy:

Do niezależnych param etrów należy ponadto liczba ru r  mrożeniowych n, a 
przy zamrażaniu dwoma kręgam i ru r  także liczba ru r  w  kręgu zewnętrz­
nym nz.

W  przypadku uwzględniania pełnego oporu przenikania ciepła przez rurę 
mrożeniową, od górotworu do chłodziwa, zam iast (10) występuje inny  para­
m etr bezwymiarowy uwzględniający ten efekt [10]. W  niniejszej pracy zakła­
da się, że istotną rolę może odgrywać ty lko  opór w n ikan ia  ciepła pomiędzy 
ru rą  mrożeniową i chłodziwem.

3. W YBRANE W Y N IK I OBLICZEŃ, W NIO SKI, UWAGI KOŃCOWE

Przy użyciu opisanej powyżej w  w ie lk im  skrócie metody wykonano w ie­
lowariantowe obliczenia dotyczące procesu zamrażania górotworu przy zasto­
sowaniu jednego oraz dwóch kręgów ru r  mrożeniowych. W  przypadku zamra­
żania dwoma kręgam i ru r  przyjęto początkowo, że w  obu kręgach występuje 
taka sama liczba ru r  nz = n rozmieszczonych w  układzie promieniowym lub 
przestawnym (rys. 2). Następnie wykonano także obliczenia dla różnej liczby 
ru r  w  obu kręgach rozpatrując również pewien wycinek górotworu [10] trak to ­
wany jako  fragm ent powtarzalny. Fragm ent ten związany jes t z najmniej
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Rys. 2a. Przykładowy podział na elementy skończone powtarzalnego fragmentu górotworu 
przy zamrażaniu za pomocą podwójnego kręgu rur w układzie promieniowym

Fig. 2a. Exemplary subdivision of the characteristic fragment of underground rock into fi­
nite elements during freezing by a double circle of freezing holes in radial arrangement
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Rys. 2b. Przykładowy podział na elementy skończone powtarzalnego fragmentu górotworu 
przy zamrażaniu za pomocą podwójnego kręgu rur w układzie przestawnym

Fig. 2b. Exemplary subdivision of the characteristic fragment of underground rock into fi­
nite elements during freezing by a double circle of freezing holes in shifted arrangement
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korzystnym przypadkiem , tzn. dotyczy sytuacji, gdy otwory w  obu kręgach 
znajdują się na tym  samym prom ieniu. Podział rozpatrywanego obszaru na 
elementy skończone jes t podobny ja k  na rys. 2, przy czym obszar ten zawiera 
l/(2n) przestrzeni wewnątrz kręgu wewnętrznego, l/(2 n z) przestrzeni na ze­
wnątrz kręgu zewnętrznego oraz odpowiednią część pierścienia między kręga­
mi. Zastosowana we wszystkich rozpatrywanych przypadkach technika obli­
czeniowa wykorzystuje czterowęzłowe izoparametryczne elementy serendipo- 
wskie.

Jako w a rian t podstawowy przyjęto, opierając się na [10], następujący ze­
staw charakterystycznych param etrów  bezwymiarowych:
-  liczba ru r  mrożeniowych w  pojedynczym lub w  wewnętrznym  kręgu n = 20,
-  bezwymiarowa objętościowa enta lp ia  zam arzania k  = 1,5,
-  stosunek przewodności cieplnej 1 = 1,25,
-  stosunek pojemności cieplnej p = 0,8,
-  bezwymiarowy prom ień zewnętrzny ru r  mrożeniowych r  = 0,0125,
-  bezwymiarowy współczynnik w n ikan ia  ciepła od górotworu a  = 3000,
-  bezwymiarowa tem peratura początkowa górotworu tp = 0,667.

W przypadku zam rażania dwoma kręgam i ru r  w  wariancie podstawowym 
uwzględnia się ponadto dwa dodatkowe param etry:
-  bezwymiarowy prom ień kręgu zewnętrznego r z = 1,33,
-  liczba ru r  mrożeniowych w  kręgu zewnętrznym nz = 20.

Dla w arian tu  podstawowego zamrażania górotworu za pomocą pojedyncze­
go kręgu ru r  wyznaczono przebiegi izoterm  przedstawione na rys. 3 dla 
czterech wartości bezwymiarowego czasu Fo. Z rysunku tego wynika, że dość 
często [10] przyjmowane założenie o kołowym  przebiegu izoterm ze środkiem 
w osi ru ry  lub w  osi kręgu ru r  może prowadzić do znaczącego błędu. B łąd ten 
jest szczególnie is to tny  w  odniesieniu do chw ili zamknięcia płaszcza mroże- 
niowego oraz jego grubości wkrótce po tym  momencie.

W pracy [10] rozpatrywano przypadki n > 30. Stwierdzono, że można 
wówczas dla pewnego zakresu zmienności liczby Fo wyznaczać grubość płasz­
cza mrożeniowego jako  sumę składowej ew wewnętrznej i  ez zewnętrznej w 
stosunku do kręgu ru r  (rys. 4):

W zależnościach powyższych symbole A i( Bj oraz Ci oznaczają pomocnicze 
stałe, lite ra  „ i” zaś zastępuje indeksy „w ” lub „z” . Obliczenia wykonane w 
ramach niniejszej pracy przy użyciu MES dla n < 30 wykazały, że również

e ew -ł- ez (15)

przy czym składowe te w yn ika ją  z zależności

e; = A i Fo + B; '¡Fo + Ci (16)
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Tablica 1
W yniki ob liczeń  p om ocniczych  stałych  w  k orelacji (16)

Wariant Ai Bi Ci rxv Fomin Fomax Błąd, %
15 rur, podstawowy, cz. wewn. 0,2126 1,0442 -0,2400 0,079 0,219 0,256 0,256
15 rur, podstawowy, cz. zewn. -0.6489 1,4139 -0,2617 0,082 0,198 0,000 0,000
20 rur, podstawowy, cz. wewn. 0,1538 1,0497 -0,1547 0,040 0,154 0,259 0,259
20 rur, podstawowy, cz. zewn. -1,3577 1,7285 -0,2272 0,042 0,151 0,004 0,004
25 rur, podstawowy, cz. wewn. 0,3514 0,9786 -0,1035 0,032 0,151 0,245 0,245
25 rur, podstawowy, cz. zewn. -0,6665 1,2749 -0,1223 0,038 0,158 0,069 0,069
30 rur, podstawowy, cz. wewn. 0,3394 0,9917 -0,0775 0,021 0,170 0,227 0,227
30 rur, podstawowy, cz. zewn. -0,6696 1,2267 -0,0900 0,024 0,127 0,101 0,101
15 rur, k = 0,75, cz. wewn. 1,9268 0,1378 -0,0560 0,076 0,224 0,508 0,508
15 rur, k = 0,75, cz. zewn. -1,2070 1,9251 -0,3140 0,062 0,199 0,164 0,164
15 rur, k = 3,0, cz. wewn. -1,3007 2,2160 -0,5673 0,135 0,269 0,331 0,331
15 rur, k = 3,0, cz. zewn. -1,1378 1,9061 -0,4639 0,140 0,220 0,001 0,001
15 rur, 1 = 1,0, cz. wewn. -0,0983 1,1554 -0,2893 0,102 0,222 0,091 0,091
15 rur, 1 = 1,0, cz. zewn. 1,8485 -0,4373 0,0221 0,118 0,188 0,000 0,000
15 rur, 1 = 1,5, cz. wewn. 0,2847 1,1415 -0,2415 0,067 0,223 0,472 0,472
15 rur, 1 = 1,5, cz. zewn. -1,4634 2,0846 -0,3590 0,070 0,231 0,032 0,032
15 rur, r = 0,0095, cz. wewn. -0,6084 1,6341 -0,3635 0,089 0,190 0,047 0,047
15 rur, r = 0,0095, cz. zewn. -1,0844 1,7899 -0,3587 0,095 0,216 0,001 0,001
15 rur, r = 0,0155, cz. wewn. -0,3353 1,4739 -0,3052 0,074 0,206 0,321 0,321
15 rur, r = 0,0155, cz. zewn. -1,3053 1,9275 -0,3465 0,076 0,183 0,001 0,001
15 rur, tp = 0,333, cz. wewn. -0,2253 1,5547 -0,3078 0,065 0,214 0,566 0,566
15 rur, tp = 0,333, cz. zewn. ^1,3132 4,0294 -0,6675 0,068 0,142 0,002 0,002
15 rur, tp = 1,0, cz. wewn. -0,9820 1,9646 -0,4638 0,105 0,213 0,091 0,091
15 rur, tp = 1,0, cz. zewn. -1,0712 1,7049 -0,3606 0,112 0,191 0,002 0,002
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Tablica 1 cd.
W yniki ob liczeń  pom ocniczych  sta łych  w  korelacji (16)

Wariant A, B, c, rxv F°mm Fomax Błąd, %
25 rur, k = 0,75, cz. wewn. 1,1938 0,8044 -0,0637 0,997 0,023 0,170 0,331
25 rur, k = 0,75, cz. zewn. -0,8501 1,4436 -0,1136 0,990 0,027 0,116 0,071
25 rur, k = 3,0, cz. wewn. -0,0079 0,9746 -0,1383 0,995 0,052 0,232 0,091
25 rur, k = 3,0, cz. zewn. -0,4634 1,0634 -0,1298 0,990 0,059 0,239 0,055
25 rur, 1 = 1,0, cz. wewn. 0,1031 0,9971 -0,1246 0,996 0,041 0,145 0,024
25 rur, 1 = 1,0, cz. zewn. -0,7468 1,2419 -0,1381 0,995 0,049 0,130 0,000
25 rur, 1 = 1,5, cz. wewn. 0,6164 0,9603 -0,0891 0,996 0,026 0,162 0,150
25 rur, 1 = 1,5, cz. zewn. -0,7916 1,4043 -0,1217 0,990 0,031 0,128 0,118
25 rur, r = 0,0095, cz. wewn. 0,4893 0,8880 -0,1048 0,997 0,036 0,161 0,096
25 rur, r = 0,0095, cz. zewn. -0,5454 1,2073 -0,1257 0,991 0,043 0,170 0,085
25 rur, r = 0,0155, cz. wewn. 0,4125 0,9637 -0,0919 0,995 0,029 0,184 0,125
25 rur, r = 0,0155, cz. zewn. -0,7144 1,2962 -0,1131 0,989 0,034 0,147 0,071
25 rur, tp = 0,333, cz. wewn. 0,0469 1,2712 -0,1192 0,993 0,025 0,160 0,157
25 rur, tp = 0,333, cz. zewn. -0,5666 1,3360 -0,1075 0,992 0,028 0,114 0,003
25 rur, tp = 1,0, cz. wewn. 0,6173 0,7296 -0,0888 0,998 0,041 0,179 0,244
25 rur, tp = 1,0, cz. zewn. -1.0193 1,3605 -0,1512 0,992 0,050 0,136 0,000
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Rys. 3. Przykładowy przebieg izoterm przy zamrażaniu jednym kręgiem rur -  wariant
podstawowy

Fig. 3. Exemplary course of isothermal lines during freezing by a single circle o f freezing holes
-  basic variant
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Rys. 4. Powtarzalny fragment górotworu zamrażanego pojedynczym kręgiem rur

Fig. 4. Characteristic fragment of underground rock during freezing by a single circle
of freezing holes



Rys. 5. Przykładowy przebieg izoterm przy zamrażaniu dwoma kręgami rur w układzie promieniowym -  wariant podstawowy

Fig. 5. E xem plary  course of iso therm al lines du ring  freezing by a double circle of freezing holes in rad ia l a rran g em en t -  basic
variant
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Rys. 5 cd. Przykładowy przebieg izoterm przy zamrażaniu dwoma kręgami rur w układzie promieniowym -  wariant podstawowy
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w  tym  przypadku relacje (15) i  (16) są z dużą dokładnością spełnione. W yn ik i 
tych obliczeń zawarte są w  tab licy 1, w które j oprócz wartości pomocniczych 
stałych podano wartości granicznych liczb Fouriera Fomin i  Fomax, w  zakresie 
których obowiązuje (16), wartość współczynnika korelacji r xy oraz maksymal­
nego błędu względnego aproksymacji (16) w  węzłach grubości ew i  ez. Uwzglę­
dniono 20 wariantów , przy czym param etry nie wymienione w tabl. 1 mają 
tak ie  wartości ja k  w  wariancie podstawowym.

Przebiegi izoterm  dla przypadku zamrażania górotworu za pomocą pod­
wójnego kręgu otworów, gdy charakterystyczne param etry przybierają w ar­
tości ja k  w  wariancie podstawowym, przedstawiono na rys. 5 i  6. Rys 5. 
dotyczy uk ładu promieniowego, rys. 6 zaś przestawnego układu ru r. Jak 
w ynika z rys. 5 i  6, dotyczących wybranych wartości bezwymiarowego czasu 
mrożenia Fo, ksz ta łt izoterm  w  sąsiedztwie ru r  mrożeniowych może być dość 
złożony.

W  przypadku zamrażania górotworu za pomocą podwójnego kręgu ru r  
is to tny  jes t moment zakończenia procesu mrożenia wody w  przestrzeni m ię­
dzy kręgam i. Jest rzeczą in tu icy jn ie  oczywistą, iż przy stałej sumarycznej 
liczbie ru r  w  obu kręgach n + nz czas trw an ia  procesu do tej chw ili zależy od 
stosunku n/nz. Aby zbadać w pływ  tego ilorazu, wykonano obliczenia, których 
rezu lta ty  przedstawiono na rys. 7. P unkty  a dotyczą danych ja k  w  wariancie 
podstawowym, jedynie łączna liczba ru r  mrożeniowych n + nz = 40 została w 
różny sposób rozdzielona na kręgi. W  przypadku b przyjęto inną wartość 
bezwymiarowej tem peratury początkowej tp, w  w ersji c zaś uległa zmianie 
bezwymiarowa enta lp ia  zamarzania wody. Jest całkowicie oczywiste, iż 
wzrost każdego z tych parametrów wydłuża czas mrożenia. Punkty d odnoszą 
się do warunków ja k  w  przypadku a, sumaryczna liczba ru r  wynosi jednak 
n + nz = 48, co powoduje wyraźne skrócenie czasu zamrażania przestrzeni 
między kręgami. Jak w yn ika  z rys. 7, najkorzystniejszy, z punktu  widzenia 
czasu zamrażania przestrzeni między kręgam i, stosunek liczby ru r  w  kręgu 
wewnętrznym  i  zewnętrznym jes t mniejszy od 1 i  wynosi ok. 0,9. Ponieważ 
przyjęto, że iloraz prom ieni obu tych kręgów ma wartość l / r z = 0,75, zatem dla 
rozpatrywanych wariantów  obliczeniowych proces zamarzania wody w obsza­
rze międzykręgowym zachodzi najszybciej przy nieco większym zagęszczeniu 
ru r  w  kręgu wewnętrznym  niż w zewnętrznym.

Jak w yn ika  z zaprezentowanych rezulta tów  przykładowych obliczeń, zasto­
sowanie metody elementów skończonych do analizy cieplnej procesu zamraża­
nia górotworu um ożliw ia w stosunkowo prosty sposób otrzymanie rezultatów 
bardzo trudnych do uzyskania przy użyciu metod różnicowych. Rezultaty te 
mogą mieć charakter głównie poznawczy, ja k  w  przypadku ksz ta łtu  izoterm, 
ale również praktyczny. Dotyczy to np. wzorów służących do określania grubo­
ści płaszcza mrożeniowego przy zamrażaniu pojedynczym kręgiem ru r  lub 
problemu rozdziału ru r  na kręg i przy mrożeniu za pomocą dwóch kręgów.



Rys. 6. Przykładowy przebieg izoterm przy zamrażaniu dwoma kręgami rur w układzie przestawnym -  wariant podstawowy

Fig. 6. E xem plary  course of iso th e rm a l lines du ring  freezing  by a  double circle of freezing  holes in  sh ifted  a rran g em en t -  basic
v a ria n t
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Rys. 7. Zależność liczby Fouriera Fomk odpowiadającej chwili zamrożenia przestrzeni mię­
dzy kręgami od stosunku n/nz liczb rur w kręgu wewnętrznym i zewnętrznym: a) wariant 

podstawowy przy n + nz = 40, b) t p = 1,0, c) k = 2,0, d) n + nz = 48

Fig. 7. Dependence between Fourier number Fomk for the end of freezing of the space 
between freezing pipe circles and the ratio n/nz of numbers of pipes in the inner and outer 

circle: a) basic variant, n + nz = 40, b) tp = 1,0, c) k = 2,0, d) n + nz = 48

OZNACZENIA

a -  współczynnik w yrów nyw ania tem peratury, 
c -  objętościowa pojemność cieplna właściwa,

E, e -  rzeczywista i  bezwymiarowa grubość płaszcza mrożeniowego, 
Fo — liczba Fouriera, 

h  -  objętościowa enta lp ia  właściwa,
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k  -  bezwymiarowa enta lp ia  zamarzania,
1 -  stosunek przewodności cieplnej górotworu zamrożonego i  niezam- 

rożonego,
n, nz -  liczba ru r  mrożeniowych w  pojedynczym lub wewnętrznym kręgu 

oraz liczba ru r  mrożeniowych w  kręgu zewnętrznym,
LW  -  liczba wym iarów  zagadnienia,

p -  stosunek objętościowej pojemności cieplnej w łaściwej górotworu 
zamrożonego i  niezamrożonego, 

r  -  bezwymiarowy prom ień zewnętrzny ru r  mrożeniowych, 
r 0 -  rzeczywisty prom ień zewnętrzny ru r  mrożeniowych,
R0 -  prom ień kręgu ru r  mrożeniowych (wewnętrzny przy mrożeniu dwo­

ma kręgami),
Rz, r z -  rzeczywisty i  bezwymiarowy prom ień kręgu zewnętrznego,
T,Tj -  tem peratura aktua lna i  wybrana tem peratura odniesienia,

T m ,Tch -  tem peratura zm iany fazy i  tem peratura chłodziwa,
T p, t p -  rzeczywista i  bezwymiarowa tem peratura początkowa górotworu, 

t  -  tem peratura bezwymiarowa, 
x -  współrzędna przestrzenna, 

a, a* -  zastępczy i  bezwymiarowy współczynnik wnikania (przenikania) cie­
pła od zewnętrznej powierzchni ru r  mrożeniowych,

A. -  współczynnik przewodzenia ciepła, 
x -  czas,

)n,)z -dotyczy stanu niezamrożonego i  zamrożonego,
)m -dotyczy zm iany fazy.
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A bstract

The underground rock freezing process analysis is a very complicated 
problem m ain ly  because o f unsteady 3-dimensional therm al field, inner nega­
tive heat sources having a form  of freezing pipes, variable heat properties of 
underground rock, phase change effect and complicated shape of the frozen 
area situated in  in fin ite  space. Then the underground rock freezing process 
analysis is possible only a fter application some s im p lify ing  assumptions and 
using num erical methods o f tem perature fie ld  calculations. In  the monograph 
[10] the fin ite  difference equations (FDE) o f elementary heat balance w ith  the 
forw ard difference approxim ation were used and m u ltiva ria n t calculations for 
single and double circle o f freezing holes were performed. The FDE method 
cannot be used un fortuna te ly  when the distance between the freezing tubes is 
re la tive ly  large. So there was elaborated the num erical code using the fin ite  
element method (FEM ) and the application o f the in teg ra l averaging method 
for tak ing  in to  account the la ten t heat [1418], The code mentioned above was 
used in  the paper fo r the underground rock freezing process analysis in  a
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single layer and when the tem perature o f cooling agent inside the freezing 
pipes is constant. The dimensionless parameters and variables (6)(14) were 
used. Exem plary subdivision o f the characteristic fragm ent o f underground 
rock in to  fin ite  elements du ring  freezing by a single and double circle of 
freezing holes are presented in  Fig. 1 and 2. In  Fig. 3, 5 and 6 the exemplary 
course o f isotherm al lines du ring  freezing by a single and double circle of 
freezing holes in  ra d ia l and in  shifted arrangem ent are shown. The same as in
[10] the d ig ita l results obtained for one circle o f freezing holes proved th a t the 
correlation (16) may be used. The a u x ilia ry  constants A;, B, and C, were 
calculated for 20 varian ts  and they are given in  Tabl. 1. For the freezing 
process w ith  two circles o f freezing pipes there were performed the additional 
exemplary calculations for d iffe ren t re la tions between numbers o f holes in  the 
inner and outer circle. The results in  form  o f Fourier num ber Fo for the tim e 
when there is the end o f freezing o f the space between the freezing pipe circles 
are presented in  Fig. 7. The results have m a in ly  cognitive character but they 
may be also o f practica l importance.


