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CYSTERNY DO PRZEWOZU CIEKŁYCH GAZÓW

S treszczen ie . W  pracy przedstawiono zagadnienia optymalnego 
procesu wym rażania płaszcza cysterny z p unk tu  w idzenia nieprzekro- 
czenia dopuszczalnych naprężeń. W  szczególności sformułowano dwa 
funkcjonały jakości, których optym alizacja prowadzi do uzyskania cha
rak te rys tyk i temperaturowej procesu wym rażania. Rozważania teore
tyczne poparto przykładam i num erycznym i analizując w pływ  grubości 
płaszcza na rozkład naprężeń term icznych z zachowaniem w arunku
®red — Viup-

A THERMAL LOAD ANALYSIS OF A TANK SHELL FOR LIQUID GAS 
TRANSPORT

Sum m ary. Problems o f an optim um  low-tem perature treatm ent 
process o f a ta n k  shell at allowable stresses being not exceeded, have 
been presented in  th is  paper. In  pa rticu la r, there have been form ulated 
two qua lity  functionals, the optim ization o f which results in  a tempera
tu re  characteristics o f the low -tem perature treatm ent. Theoretical con
siderations have been supported w ith  num erical examples analysing 
the influence o f shell thickness the rm a l stresses d istribu tion , at 
orec] < oc]0p. condition preserved.

ANALYSE DER WÄRMEBELASTUNG DES MANTELS EINER ZUM 
TRANSPORT FLÜSSIGEN GASES DIENENDEN ZISTERNE

Zusam m enfassung. In  der Praxis man ha t ziem lich oft m it großen 
therm ischen Belastung zu tun. Zu diesen Fällen gehören Konstruk
tionen die sowohl in  hohen als auch in  niedrigen Temperaturen ar
beiten. Von der Bedeutung is t die Steuerung m it der Randbedingung 
erster A rt, um  die therm ische Spannung in  gegeben Z e itin te rva ll n icht 
zu überschreiten. In  der A rbe it wurde dieses Problem gelöst m it der 
Annahme der linearen W äarmegleichung und E lastiz itätstheorie. Das 
Problem wurde am Beispiel der eindimensionalen Wärmegleichung fü r 
einen Zylinder m it unbekannter Randbedingung erster A r t au f der 
inneren Oberfläche. Die Oberflächentem peraturverte ilung wurde m it
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der Berücksichtigung der zulässigen Spannung berechnet. Das fü h rt 
zur Aufgabe der quadratischen Programmierung. Die theoretischen 
Betrachtungen wurden m it numerischen Beispielen bestätigt.

WSTĘP

W  w ie lu  konstrukcjach metalowych is to tny w p ływ  na ich trwałość ma 
zmienne pole tem peratur. Zachodzi to zarówno w zakresie wysokich, ja k  
również bardzo n isk ich  tem peratur. W trakcie  eksploatacji urządzeń pracują
cych w  zakresie dużych i  gwałtownych zm ian tem peratur istotnego znaczenia 
nabiera wielkość czasu, po upływ ie którego wielkość naprężeń zredukowa
nych nie powoduje zagrożenia dla konstrukcji. Z drugiej strony nie mniejszego 
znaczenia nabiera wyznaczenie optymalnej charakterystyk i nagrzewania (np. 
tu rb in y  cieplne) lub charakterystyk i wym rażania (np. cysterny do przewozu 
skroplonych gazów, zb io rn ik i do ich magazynowania), to znaczy wyznaczenie 
rozkładu tem pera tury w  funkc ji czasu powierzchni nagrzewanej lub ziębionej, 
aby nie przekroczyć dopuszczalnych naprężeń w  m ateria le konstrukcji. Tak 
postawione zadanie prowadzi do zagadnienia programowania kwadratowego 
z ograniczeniami. Rozwiązanie tego zagadnienia pozwala na wyznaczenie 
optymalnych parametrów pracy konstrukcji, ja k  na przykład czasu ponowne
go wygrzewania (wymrażania) po odstawieniu urządzenia z eksploatacji.

Zagadnienia naprężeń term icznych były przedmiotem w ie lu  prac o znacze
n iu  podstawowym, są to między innym i prace: W. Nowacki [6], E. Melan i
H. Parkus [7], B.A. Boley i  J.H . W einer [1], H. Parkus [9], ja k  również 
T. C hm ie ln iak i  G. Kosman [2], T. Chm ieln iak, G. Kosman i  A. Rusin [3], 
Z. Orłoś (red.) [8].

1. ZA G A D N IE N IA  PROSTE

W  pracy rozważymy równanie jednowym iarowe niestacjonarnego przewod
nictwa cieplnego w  postaci:

3 T _ ^ T  1 - 2 8  3T t  e (0, <*>)
at ~ a2t  + x ' a x ’ x e ( x 0, i>

gdzie param etr 8 zależy od ksz ta łtu  ciała



Analiza obciążenia termicznego płaszcza cysterny. 47

■ — ku la  (warstwa ku li)  
£

0 walec (rura)

— p ły ta  (warstwapłaska)

z warunkiem  początkowym

T(x, 0) = T°(x) x e (x0, 1) 

oraz w arunkiem  brzegowym

T(x0, t)  = f(t) t >  0

(2)

(3)

d x
=  0

x= 1

Zagadnienie początkowo-brzegowe ( l) - (3 )  rozwiążemy za pomocą metody ele
mentu skończonego. Równanie (1) sprowadzimy do dogodniejszej postaci. 
Mianowicie mnożąc równanie (1) przez funkcję X 1 "  25, otrzymujemy:

1 - 2S dT _ d  
d t  d x

A  - 25 .
d x

Zakładamy lin iow ą interpolację funkc ji T(x, t) względem zmiennej x. 
Funkcja bazowa (p;(x) ma postać:

(4)

oraz

<Pi(x) =

X  -  X i_ !

X i -  X i_ !  

X  — X;

x e  (Xi.!, Xi>

1 -  "  - ‘ x e <x¡, x i+1)
xi+l xi 

0 x e ( X i_ ! ,  x i+1)

N  + l

T(x, t) = X  T¡(t) ■ <pi(x)
i = 0

(5)

(6)

Dla równomiernego podziału przedziału (x0, 1) z krokiem  h mamy
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Xj =  x 0 + i  h  i  = 0, 1, 2, N  + 1, h  =
1 -Xo
N  + l

Dowolną funkcję ciągłą v(x) możemy przedstawić w postaci (6)

N + 1

v(t) = X vi(t) ■ <Pi(x)
i = 0

(7)

W  celu uzyskania równania wariacyjnego odpowiadającego równaniu (4) 
pomnożymy to równanie przez funkcję v(x) i scałkujemy przez części, stąd:

dK=j _d_

dx
,1-28 3T

dx v(x) • dx (8)

Dokonując całkowania prawej strony otrzymujemy:

1 ^ , ! _ 25 3T 'v(x) ■ dx = x —  v(x)
dx

,1-28
dx ‘ - 1

x.-2»|T|vdx = 
dx ax

f 1-28 3T 3v  j  1 _ 28 dT= -  x 1 Zb -r— —  dx + X 1 —  v(x) J ax ax dx

Zatem równanie (8) ma postać

i  v(x) :.1-28 3T
dt

dx = - J 1 _ 28 3T dv ,
dx dx

(9)

Postać równania wariacyjnego nie zm ieni się dla następujących warunków 
brzegowych

powierzchnia x = x0
a) I  rodzaju (v(x0) = 0)

b) I  rodzaju (v(x0) = 0)

c) I I  rodzaju

d) I I  rodzaju

ox 
C3T
dx 0

powierzchnia x  = 1 
I rodzaju (v(x0) = 0)

I I  rodzaju I-oy
I  rodzaju (v ( l)  = 0)

I I  rodzaju
3 T

dx =  0
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Przypadek a) ma charakter ogólny. Przypadek b) lub c) odpowiada przepływo
wi ciepła z jedną powierzchnią adiabatyczną, natom iast przypadkowi d) prze
pływ ciepła wewnątrz ciała z dwoma pow ierzchniam i adiabatycznymi. Dla 
warunków a, b, c, d będzie zachodzić znikanie członu

Z uwzględnieniem rodzaju w arunków  brzegowych opisanych powyżej rów
nanie wariacyjne przyjm uje postać:

Z praktycznego punk tu  w idzenia interesującym  przypadkiem  jes t przy
padek b) odpowiadający izolacji cieplnej ścianki zewnętrznej (kadłub tu rb in  
cieplnych, cysterna do przewozu ciekłych gazów, ko tły  parowe). Uwzględnie
nie w arunku b) w  rów naniu (9a) spowoduje modyfikację uk ładu równań odpo
wiadającemu rów naniu (9a). W dalszym ciągu uwzględniamy warunek brze
gowy typu a oraz b.

Całkując równanie (9) w  przedziale czasu ( t -  At, t)  dostajemy:

Równanie (10) stanowi równanie wariacyjne d la  równania przewodnictwa 
cieplnego (4). Równanie (10) rozwiążemy wykorzystując przedstawienie fun 
kcji niewiadomej T(x, t)  wyrażone zależnością (6), a dla funkc ji v(x) wyrażone 
zależnością (7). Funkcje (6) i  (7) są funkc jam i k lasy H 1((x0, 1)). Zatem mamy:

i i
(9a)

i t i

J X 1 -  25 ■ v(x) [T(x, t) -  T(x, t  -  At)] dx= -  j (10)
t-At x0

di)

a ze względu na dowolność w ielkości vk otrzym ujem y
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N +  1

X ITiW ~ Ti(t -  At)]J x l 25 ' <Pk(x) • cpi(x) dx +
i = 0

+ j T i( t ) d t j x 1- 2 6 - ^ ^ d x d t  J J dx dxt - At x„

(12)
= 0, k  = 1, 2, N

Ze względu na rozłączne nośnik i funkc ji <pk(x) ■ <p1(x) dla k  *  (i -  1, i, i  + 1)

k + 1

I
i = k — 1

[Ti(t) -  T ;(t -  At)] j X1 25 ■ cpk( x )  • <pi(x) dx +
x o

J Tx(t) d t j x 1-25- ^ ^ d x d t l -  = 0, 1 < k  < N
t i

+
t-At

dx dx

Wprowadzając oznaczenia

A ik = J X1 28 • <pk(x) ■ cpi(x) dx = Akl

1-25 d(Pi d(Pk 
dx dx

dx = B

T;(t) = T f T i(t -  At) = T?

ki

in - 1

oraz obliczając całkę po czasie

(13)

(14)

t-At
J Ti(t) d t = [(3 T i(t) + (1 -  (3) ■ T;( t -  A)] ■ At =

= A t[p -T f  +  ( l - | 3 ) - T f - 1]  P e < 0 ,  1)
(15)

z parametrem P określającym stopień niejawności schematu różnicowego 
otrzym ujem y dla równania (13) bardziej zwartą postać
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k +1
X  (T f  - aki -  T f " 1 • bik^j = 0 k  = 1, 2 , N  (16)

i = k -  1 '
gdzie:

â k = A;k + At • (3 • Bjk —

bik = A ik — At (1 — (3) B ik = bki

Dla każdego węzła s ia tk i równanie (16) możemy napisać następująco 

Tk _ i  ■ ak_ k _ !  + Tk ■ akk + Tk + x • ak k + x =
(17)

= T £ : j b k,k _ 1 + T r 1 bkk + T g ;11 bkik+1 k  = 1, 2, N

lub w postaci macierzowej

[A]{Tn} = [B] {Tn - -  (a10 ■ T„ ,0, 0} + (b10 • T T 1 , 0, 0}

Wprowadźmy oznaczenie tem pera tu ry  wewnętrznej obszaru i na brzegu 
następująco: 0 O = T0, uN + x = TN + 1, Di = T i; i  = 1, 2, N, w tedy równanie (17) 
przyjmie postać

[A] jun} = [B] { u " " *} -  {a10 • 0S, 0, 0,|T + |b10 • 0 " “ \  0, 0,|T
(N+1KN+1) (N+1MN+1)

(N +l)xl N xl

albo po odwróceniu macierzy [A]

{u11} = [A^1] [B] f u " - 1} + { A ^ l f j j 1 • (b10 ■ © r 1 -  aio ■ 0 ")
(18)

{u11} = [AB] { u n“ 1} +  [E] © r 1 -  [F]0?
(N+1KN+1) Nx2 2x1 Nx2 2x1

(N +l)xl

lub dla punktu  wewnętrznego (1 < 1 < N)

N

u f = X A B l k u g - 1 + E1© S - 1- F 10S (18a)
k= 1

Rozwiązując równanie rekurencyjne (18) dostajemy
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n

M  = ([AB])n • {-o0} + X  ([AB])n_ 1([E]) 0* - 1 -  [F] 0») (19)
i= 1

Rozwiązanie (19) będzie zawsze zbieżne, je ś li norma spektralna macierzy 
[AB], ps([AB]) < 1. Korzystanie ze wzoru (19) w  celu wyznaczenia tem peratur 
w  kolejnych chwilach czasu jes t bardziej k łopotliw e aniżeli korzystanie z 
zależności (18). We wzorze (19) wymaga się potęgowania macierzy, a w (18) 
ty lko  mnożenia przez wektor. Jednakże do analizy szybkości zanikania w pły
wu tem peratury początkowej na chwilę bieżącą, bardziej odpowiedni jest 
związek (19).

Zauważmy cenną własność macierzy [A B ]. Im  mniejsza jes t wartość pro
m ienia spektralnego macierzy [AB ], tym  szybciej zanika wpływ  tem peratury 
początkowej [u°] na tem peraturę (u11}, m ianowicie mamy oszacowanie

n

II |un}|| < II [AB]n || ■ II {u0} II + II X  ([A B ])"-1 ([EF]) ■ j©1“ 1} -  [FE] {e1}) ||(20)
i= 1

Powyższa własność jes t ważna przy rozpatryw aniu  stabilności zagadnienia.
Do dalszych rozważań wykorzystamy zależność (19), którą przekształcimy do 

postaci bardziej przydatnej w  obliczeniach numerycznych, mianowicie:

n + 1

{u11} = [AB]n {u0} + X  |CNn+2-1} ©j,“ 1 (21)
i = 1

{cn+1} = [AB]n_1 {E}, {G>} = [ABP-2 {E} -  [AB]j_1 |F},

D2 < j  < n, j c 1} = -  [AB]°{F}

Do wyznaczenia rozkładu tem peratur w  chw ili k  < n będzie użyteczna inna 
postać wzoru (19). W ydzielając z zależności (19) 0 “ tem peraturę w  chw ili x = 0, 
oraz ©o tem peraturę w  chw ili końcowej t = otrzym ujem y

k - 1
{uk} = |ZK( + {ZKE| • 0° + X  lZEFi} ' ©j, -  {F} • ©o, k  = 1, 2,... (22)

i= 1
gdzie:

[ZK] = [AB]k • (u}°, (ZKE| = [AB]k_1 {E}

{ZEF‘} = [AB]k~1_i ({E} -  [AB] {F})
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2. WYZNACZENIE NAPRĘŻEŃ TER M ICZN YCH W  W ALCU Z OTWOREM 
KOŁOWYM

Dla walca z otworem kołowym  o prom ieniu wewnętrznym  a oraz zewnę
trznym b przy swobodnie przemieszczających się przekrojach poprzecznych 
składowe stanu naprężania w yrażają się wzoram i [4]:

o r =
EPTW 1
i - v  ą2

(23)

E(iTw
aP = l - v Y ^ - s i ^ d ą + n h - T ^ d ą -  

1_ąi ^ ą, w

T ©
Tw

(24)

EpTw 
1 — v 1  — C i  - A w  A w

Si

(25)

Rw

gdzie Tw jes t tem peraturą odniesienia.
Dzieląc przedział © ,  1), 1 na N  + 1 podprzedziałów, całkę ze zmienną 

górną granicą możemy wyrazić w  postaci macierzowej

J ą • T ©  dą = [CAL(i, j) ] | f 0')) i, j  = 1, 2, N  + 2

stąd
EPTW ©  
1 - V  ą?

EPTW 
1 - v

i - S !

[S IG R (i.j)]

[CAL(N+2, j)] -  [CAL(j, j) ]|T (j) j = 

EpTw
(26)

)t ü )( = y ^ [ s i g r ]{t

EPTW
M i ) }  = T =

1 [CAL(N+2, j)] + [CAL(j, j)] - [ I ( i ,  j) l
1 _ SI Si

t e ) =

(27)

:L [ S I G T ( i J ) ] { f ü ) l  =
EPTW 
1 - v

[SIGT] T
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EPTW 
1 — v 1 - 5 !

[CAL(N+2, j)] -  [I(j, j)]

EpTw

rG)| =

(28)

Ze względu na fak t, że stałe pole tem pera tu ry n ie wywołuje naprężeń, otrzy
mujemy

Śi N  + 2

J ą i d ^ = | ( ą f - ą f )  = £cAL(i,j)
\ i j=i

Zależność ta  jes t bardzo użyteczna przy badaniu poprawności wyznaczania 
macierzy [C A L].

3. W PŁYW TEM PERATURY N A  ROZKŁAD NAPRĘŻEŃ W PŁASZCZU 
CYSTERNY

Cysterny do przewozu ciekłych gazów pracują w n isk ich  tem peraturach i  w 
procesie wym rażania w  płaszczu cysterny powstają duże dodatnie naprężenia 
obwodowe ja k  również względnie duże naprężenia obwodowe pochodzące od 
dzia łania ciśnienia wewnętrznego pw > pz. W  skrajnych przypadkach sumary
czne naprężenia przekraczają naprężenia dopuszczalne. Istotne zatem staje 
się wyznaczenie charakte rystyk i wym rażania z punk tu  widzenia
-  nieprzekroczenia dopuszczalnych naprężeń term icznych,
-  m inim alnego czasu wym rażania t min, p rzy k tó rym  różnica tem peratur 

spełnia nierówność

i m r , t min) - T j d r \ (Ri_K ) <b (29)
Rw

Największe naprężenia term iczne powstaną dla r  = Rw i szoku termicznego, to 
znaczy, gdy tem peratura TIR^, x) = Tp = const, T(r, 0) = 0. Innym i słowy, 
rozważymy w pływ  grubości płaszcza cysterny na wielkość naprężeń term icz
nych dla w arunku  brzegowego I rodzaju. W  przypadku zmiennej tem peratury 
brzegu zagadnienie optymalnego wyznaczenia charakterystyk i wymrażania
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należy rozwiązać z uwzględnieniem w arunku  dopuszczalnych naprężeń te r
micznych oraz m inim alnego czasu wym rażania. Zagadnienie to możemy sfor
mułować następująco:

Wyznaczyć przebieg funkc ji tem peratury T (r = Rw, x) = fix), k tó ry  spowodu
je  nieprzekroczenie naprężeń dopuszczalnych w  czasie 0 < x < xk i  dla czasu 
końcowego x = xk zm in im alizu je  całkę

Rz

I T = J [T(r, xk) -  TJr)]2 d r = m in  (30)
Rw

gdzie tem peratura T „(r) odpowiada stanowi ustalonemu.
W przypadku cysterny do przewozu gazów skroplonych możemy przyjąć, że 

temperatura T„,(r) = const i  jes t równa tem peraturze czynnika przewożonego. 
W w yn iku  jednak przepływu ciepła przez osłonę izolacyjną zbiorn ika będzię 
następował nieznaczny przepływ ciepła, którego przepływ określa z dobrym 
przybliżeniem stacjonarne równanie przewodnictwa cieplnego (można zanie
dbać zmianę pojemności cieplnej ciekłego gazu w yn ik łe j z przepływu ciepła 
przez osłonę). Stan określony tem peraturą  T„,(r) odpowiada stanowi eksplo
atacji cysterny. D la stałej tem pera tu ry  otrzym ujem y stan beznapręże- 
niowy. Zatem powyższe k ry te riu m  można wyrazić również w  postaci

R,.

ked = i  f°red(r, Tk) -  W e d iT j]2 d r = m in  (31)
Rw

Funkcjonał I T jes t funkcjonałem  kwadratowym , natom iast funkcjonał I Gr nie 
jest funkcjonałem kwadratowym  ze względu na n ie lin iow ą zależność od tem
peratury, m ianowicie

<*red = [(ar -  o9)2 + (cr -  oz)2 + (o«p - oz)2]

a naprężenia o r, cr,p, oz jako  funkcje tem pera tu ry  możemy wyrazić jako wekto
ry, których kolejne elementy odpowiadają wartościom naprężeń w kolejnych 
punktach s ia tk i

N  + 2

{or} = [SIGR] • {T| or, ; = X  SIGRt ' Tj (32)
j = i
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JoJ = [SIGT] • T
N  + 2

a <p, i ~  X  SIGTjj • Tj
j = i

(33)

N  + 2

(g2| = [SIGZ] • {T} az, i = ^  SIGZu • Tj
j = i

(34)

stąd dla punk tu  o numerze „ i” mamy:

(ar.i-a.p.i)2- X  (SIGRjj -  SIGTy) Tj
L J

2 = [|SRTi}T{Tl]2 =

{t |T {SRT1} iS R T f  jT}

(Gr, i a z, i) X  (SIGRy -  SIGZy) ■ Tj = [(SRZ1}

iT fjS R Z H iS R Z 1̂  (T|

(̂ (p, i Oz, i) ~ X  (SIGTy -  SIGZy) Tj [{SRZ*} {T}]

oraz

= {T}T (STZl}{STZi}T jT|

2 ■ Oredt i = jT} NSRTf jSRT1} +{SRT}|SRZ1f + 

+ {STZ‘} jSTZ1}! (T| = {T}1 (SRED1} {T}

(35)

Funkcjonał I a dla niezerowej funkc ji o red(T„) zawiera wyrażenie p ierw ia
stkowe, co sprawia duże kłopoty numeryczne. W  celu un ikn ięcia  tych niedo
godności możemy przyjąć, że stan końcowy jes t stanem beznaprężeniowym 
Ored(Too) = 0, co jes t konsekwencją przyjęcia stałej tem peratury T„. Założenie 
to jes t technicznie uspraw iedliw ione przy przyjęciu dostatecznie dobrej izola
cji zewnętrznej i  długiego czasu wymrażania. D la  tak ich  założeń funkcjonał 
I0r d przyjm uje postać
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R,
h reó = j  o?ed (r > ^k) d r = m in  (36)

Rw

lub po w ykonaniu całkowania

N  + 2

iared = X  Yi °red (ń, t k) (37)
i= 1

gdzie współczynniki y; są w yn ik iem  zastosowanej metody całkowania (na 
przykład łuków  parabolicznych). W staw iając teraz wyrażenie na a,2ed_ j do 
funkcjonału I „  otrzym ujem y funkcjona ł kw adratow y ze względu na wektor 
tem peratury {T}, m ianowicie

N  + 2

łared = X  |  {T}T jSRED1} {T} -  {T} [SK] {T} (38)
i = 1

Zauważyliśmy, że konsekwencją przyjęcia stałej tem peratury końcowej T „  
było znikanie naprężeń ored(T00), co doprowadziło do funkcjonału kwadratowe
go I 0re|. Funkcjonał tem peratury I? zawierać będzie formę lin iow ą ze względu 
na nie znikanie członu T „.

Największe naprężenia term iczne w ystępują na obwodzie r  = R^ i  wtedy 
Oę = G z , G r  = 0, wówczas

2G?ed = <Ą +  dl = 2ol o red = I g9 I 

więc w punktach s ia tk i otrzym ujem y

r̂ed, i — I ̂<p, i I — i) ' ĉp, i — signCCJ  ̂i) ' SIGTjj • Tj —
j

= sign(ov d |SRTi}T {T}
lub

a?ed,i = !T}T {SRT} (SRTi}T (TJ

Zagadnienie poszukiwania przebiegu tem pera tu ry  powierzchni wewnę
trznej płaszcza cysterny możemy sformułować następująco:
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Niech T(r, x) będzie rozwiązaniem równania przewodnictwa ciepła (1) z 
warunkam i (2) -  (3). Poszukiwać będziemy rozkładu temperatury T(r = RAV, t), 
d la którego po czasie x = xk całka

gdzie T r oznacza tem peraturę roboczą czynnika. Ze względu na niezerową 
wielkość tepera tury Tk optymalne rozwiązanie przy starcie od tem peratury 
początkowej T0 ^  Tk nie będzie funkcją  stalą. W arunek nierównościowy 
(50) można ująć przez zastosowanie metody mnożników Lagrange’a albo 
funkc ji kary.

4. W YZNACZENIE OPTYMALNEGO PROCESU NAGRZEW ANIA 
(CHŁO DZENIA) N A  PODSTAWIE M IN IM A L IZ A C JI FUNKCJO NAŁU 
NAPRĘŻEŃ (49)

W  punkcie tym  przedstaw im y numeryczną realizację m in im alizacji fun 
kcjonału I a bez w arunku  dodatkowego a(p(x0, x) < c dop. Z fizycznego punktu
w idzenia w arunek ten będzie ingerować, w  przypadku gdy czas nagrzewania 
(chłodzenia) będzie krótszy od czasu xopt zależnego od średnic ru ry  i m ateria łu, 
z którego jes t ona wykonana. W  przypadku xk < xopt należy się spodziewać, że 
w przedziale (0, xk), tem peratura nagrzewania (chłodzenia) może przekraczać 
tem peraturę w  chw ili końcowej xk.

Wyznaczmy postać funkcjonału I 0 fd w  funkc ji kolejnych tem peratur powie

rzchni wewnętrznej {©¿, ..., 0 "  “ *} przy zadanej temperaturze w  chw ili począt
kowej 0° i końcowej 0 ". Temperaturę w  punktach s ia tk i x(2), ..., x(N+2) 
i  kolejnych chwilach czasu n wyraża zależność (21):

(40)
R

osiągnie m in im um  przy zachowaniu w arunku

Ored ̂  C dop, 0  <  X <  Xk , T ( R w ,  Tk ) = Tr (41)

n + 1 n

{u11} = [AB]n {u0} + £  {CNn + 2 -  ■i} • © i" 1 = [AB]n {u0} + £  {CN" + 1- 1} ■ ©*0
i = 0

a funkcjona ł naprężeń zredukowanych
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I?ed = [SK] |Tn} |Tn}T = {©” U?, Di, ..., U& + J (42)

Zauważmy, że d la stałego wektora tem pera tu ry  {Tn} ^  {0} naprężenia znikają, 
co powoduje zerowanie się funkcjona łu I fed, to znaczy

(Tn}T [SK] [Tn] = 0 (43)

Zatem macierz [SK] jes t macierzą półdodatnio określoną. Do dalszej analizy 
przyjmujemy, że tem peratura początkowa ©£ i tem peratura końcowa 0£ 
(w punkcie x0) są wartościam i znanymi. W ydzielm y zatem te dwie wielkości z 
wyrażenia (21)

n -  1

u f = F N f + C N f + 1 ■ 0° CN / ■ ©£ + X  C N f +1 “ 1 ■ ©j,=
i = 1

n -  1
: F N f  + Wj + ^  C N f + 1 ~ • ©j,

i = 1

Wtedy
©S
u?

^N + l

N  + 2

SKU ■ ©”  + X  SKy ■ u f  i
j = 2

= {©o,
N  + 2

S K n - e f  + ̂ S K y U f . j
j = 2

N  + 2

S K N + 2>1- e g  + X S K N + 2 i l - t ) f_1
j = 2
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= 0 n •
N  + 2

SKn  ©o + X  SKy • uf_ I
j = 2

= (©?)2 • S K n  + 0 "

N  + 2n

+ X ui-i
i = 2 

N  + 2

N  + 2 

j = 2

f N  + 2

^ S K y U f ^  + ̂ S K u U j Ł j
j = 2 j = 2

N + 2 N + 2

+ 1
i=2 j=2

Ze względu na symetryczność macierzy [SK], SKy -  SKj; otrzymujemy

N + l  N + 1 N + 1

I Cred = (0 ")2 SKn  + 2 0 " ■ X  SKj, j + x u f  + £  £  SK, +a> i + x u f uj1 (44)
j= i  i= i  j= i

a stąd na podstawie (21)

N  + 1 N + 1 N + 1

;2 0 ?X SK 1>J + 1-CNf + 1-m + X  E S i  + u  + i-
j = l  i = l  j = l

■ [(FN j1 + Wj) C N f +1 - m + (F N f + Wi) CNj1 +1 -  m]  +

N + l N + l n - l

+  X  I  X  S i  + i ,  j  + i  ■ C N j1 + 1 ~ m . C N f  +1 ~ q • ©¡j  +
i =1 j =1 q=1 

N + l N + l n - l  

+  1  I  X  + 1, i  + 1 ' C N f  +1 ~ m • C N j1 +1 “  q • ©P =  0 
i= i  j = i  q = i

i  ostatecznie

[DS( \0 J  = jFRf \0„}T = {©o1, ©o? •••> © o ~ ^ (45)

Macierz [DS] jes t macierzą symetryczną.

5. W YZNACZENIE OPTYMALNEGO PROCESU NAGRZEW ANIA 
(CHŁO DZENIA) N A  PODSTAWIE M IN IM A L IZ A C JI FUNKCJO NAŁU 
TEM PERATURY (39)

Podobnie ja k  w  punkcie poprzednim przedstaw im y numeryczną realizację 
m in im alizacji funkcjona łu I T. Wyznaczmy więc postać funkcjonału I T w fun-
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kcji kolejnych tem peratur powierzchni wewnętrznej {©*, 0 "  przy zada
nej temperaturze w  chw ili początkowej 0° i  końcowej Wyznaczmy postać 
jawną funkcjonału tem peratury (30).

ć)T IW stanie ustalonym  ze względu na w arunek —  | r = 0 temperaturę 

T„,(r) = Tw i  funkcjona ł I T jes t wygodniej przekształcić do postaci:

z

It = J
T(r, xk)

-  1 dr (46)

lub po wykonaniu całkowania

Zatem

N  + 1

I t  -  Yi [(©o)2 -  2 0 ?  +  l ]  +  Z  Yj + 1 [ ( ^ ) 2 -  2u* + l ]

1 9It
N +  1

2 30“ : X  Yj +1 •
3 =  1

j= l

n anf
of — — -  — — 
J 30“ 30“

(47)

r) 1̂n
— L  = C N f + 1~m 
30“  J

m = 1, 2, ..., n  -  1

Stąd m - ty  w iersz macierzy ma postać

N  + 1 N  + 1

X  Yj + 1 C N f + 1 ~ m • u f  = X  Yj + 1 CNj1 + 1
3 = 1  3 = 1

lub po podstawieniu wyrażenia na uj1

N +  1 n - 1 N  + 1

X  Yj + 1 CNj1 + 1 _ m ' X Y j  + i CNj1 + 1_m • ©i, =  ^  yj + 1 CN" +1
j = l  i = 0 j= l
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N  + 1

-  2 ^  + i CNr 1_m ■ (F N f + CN/ • ©s c n ] ^ 1 - ©S)•n + 1 - m

j = i
(48)

X  X V i C N ? +1" m -CNj‘ + 1- p ©o =■n + 1 - m

p = i j = i

N  + 1

X  Yj + 1 C N f + 1- m (1 -  F N f -  C N / ■ ©S -  C N f + 1 ■ 0 “)
j = i

©o = 1 m = 1, n  -  1

i  ostatecznie

[DT] {©„} = |FR} {©0}= {©¿, ©2, ..„©r1} (49)

Macierz [DT] jes t macierzą symetryczną.
Niech xopt oznacza czas nagrzewania (chłodzenia), w  czasie którego przej

ściu od tem peratury początkowej x0 do tem peratury końcowej xk = xopt nie 
nastąpi przekroczenie naprężeń dopuszczalnych. Zatem dla czasów xk < xopt 
nastąpi przekroczenie dopuszczalnych naprężeń. Jest to w ynik iem  m in im a li
zacji funkcjonałów: fd i I T, gdyż proces m in im a lizac ji prowadzi do równo
miernego rozkładu tem peratur w  chw ili x = xk. W  trakcie m in im alizacji nie 
nakłada liśm y żadnych ograniczeń na wartości naprężeń zredukowanych na 
powierzchni wewnętrznej (x0 = Rw. Gre(j = | a(() | ).

Zatem dla xk < xopt należy do funkcjonałów 1 ^ ,  I T dołączyć warunek

Wyznaczmy zatem postać jawną tego warunku. Na podstawie (33) otrzymujemy

< V X0> U  | — ̂ dop (50)

N + 2  N + l

Uwzględniając zależność (21) dostajemy

N  + 1

<  i  = S IG Tn  • ©‘ + X  SIGTi, j + JZK ] + ZKEj • 0° +
j = i
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n - 1 n-lŃ + l \

+ X  ZEFjjj 0P -  Fj ■ 0 ‘ ) = X  I  S IG T1;j +! ■ ZEFpj -0P +
P=i p= i  j  = i (51)/

N + l N + l

+ SIGTn - S  FJ ' ©o + X  SIGTU  +1 (ZKJ + ZKE1' ©o) < adop
j = i  j = i

i  = 1, 2, n 

stąd otrzym ujem y układ nierówności

[A] {©} + {C} < (0) (52)

gdzie macierz A  jes t macierzą prostokątną o wym iarze n x (n-1).

6. O BLIC ZEN IA  NUMERYCZNE

Z praktycznego punk tu  w idzenia jes t rzeczą na tu ra lną  wyznaczenie ekstre
malnego procesu nagrzewania (wym rażania) konstrukc ji poddawanej obciąże
niom cieplnym.

Ekstrem alne nagrzewanie (wymrażanie) jes t opisane w arunkiem  brze
gowym I  rodzaju (w wielkościach bezwymiarowych — tem peratura na brzegu 
równa 1, a początkowa równa 0). Ze względu na eksploatację zbiorników do 
przewozu skroplonych gazów powierzchnia zewnętrzna jes t izolowana te rm i
cznie, co modelujemy w arunkiem  brzegowym I I  rodzaju.

D la tych w ariantów  przeprowadzono obliczenia naprężeń term icznych, k tó 
rych przebieg przedstawiono na rysunku  1 d la różnych grubości płaszcza 
cysterny i  d la kolejnych chw il czasu. D la chw il początkowych naprężenia 
termiczne dla danych m ateria łowych są rzędu 500 MPa, co dla n iektórych 
stali jes t wartością większą niż naprężenia dopuszczalne (rys. 1).

Na rysunkach 2-¡-5 przedstawiono proces w ym rażania płaszcza cysterny od 
tem peratury początkowej T°(x) = 0 do tem pera tu ry roboczej T r = -190°C. 
Założony czas wym rażania xk = 50 s. Pozostałe w ielkości zaznaczono na 
rysunkach. Obliczenia przeprowadzono dla czterech w ariantów  grubości p ła
szcza g = 8, 12, 16, 20 mm, a odpowiadające im  przebiegi optymalnych 
krzywych wym rażania zapewniających nieprzekroczenie dopuszczalnych na
prężeń pokazano na kolejnych rysunkach.

D la procesu optymalnego w ym rażania interesujące jes t wyznaczenie 
krzywej rozdzielającej obszar, w  k tó rym  naprężenia term iczne osiągają w arto
ści naprężeń dopuszczalnych, od obszaru w  k tó rym  naprężenia termiczne 
maleją ze względu na wyrównywanie się tem peratur w płaszczu cysterny.



Rys. 1. Rozkład naprężeń obwodowych na powierzchni wewnętrznej x0 = Rw dla różnych grubości płaszcza zbiornika przy szoko
wym działaniu temperatury na tej powierzchni

Fig. 1. Circumferencial stresses distribution on a interior surface x0 = Rw, for various tank shell thicknesses at shock temperature
impact upon that surface
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Rys. 2. Wykres optymalnego procesu wymrażania płaszcza zbiornika dla temperatury roboczej Tr = -190°C i grubości płaszcza g =
8 mm

Fig. 2. A d iagram  of a ta n k  shell optim um  lo w -tem p era tu re  tre a tm en t process, a t the working tem p era tu re  T, = -190°C and  shell
th ickness g  = 8 mm CDU1
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Rys. 3. W ykres optym alnego procesu w ym rażan ia płaszcza zbiornika dla tem p era tu ry  roboczej T,- = -190°C i grubości płaszcza g =
12 m m

Fig. 3. A d iag ram  of a tan k  shell optim um  lo w -tem p era tu re  tre a tm en t process, a t the w orking tem p e ra tu re  T, = -190°C and shell
th ickness g = 12 mm
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Rys. 4. Wykres optymalnego procesu wymrażania płaszcza zbiornika dla temperatury roboczej Tr = -190°C i grubości płaszcza g =
16 mm

Fig. 4. A d iag ram  of a  ta n k  shell op tim um  lo w -tem p era tu re  tre a tm e n t process, a t  th e  w orking tem p e ra tu re  Tr = -190°C  an d  shell
th ickness g  = 16 m m  CT>'-J
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Rys. 5. Wykres optymalnego procesu wymrażania płaszcza zbiornika dla temperatury roboczej Tr = -190°C i grubości płaszcza g =
20 mm

Fig. 5. A d iag ram  of a ta n k  shell optim um  lo w -tem p era tu re  tre a tm e n t process, a t  th e  w orking tem p e ra tu re  Tr = -190°C  and  shell
th ickness g = 20 m m



Rys. 6. Krzywa rozdziału naprężeń na obszar, w którym a<p(Rw, X) = Odop, x < x* oraz obszar o malejących naprężeniach a<p(Rw, Ti) <
a9(Rw, X2) < Odop, Xl > X2 > x*

Fig. 6. A stress division curve into domains in which a) CfyiRw, x) = adop, x < x* b) o^iRw, xi) < aip(Rw, X2) <  Odop, xi >  X2 > x*
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P unkt rozdziału tych dwóch obszarów wyznacza para (x*, g), gdzie x* jest 
czasem, po upłyn ięciu  którego przyłożenie tem pera tu ry T = Tr na powierzchni 
R = R „ nie spowoduje przekroczenia naprężeń term icznych dla płaszcza o 
grubości g. Odpowiednie punk ty  (x*, g) z rys. 6 odpowiadają punktow i spadku 
naprężeń na rysunkach 4-^6. Dła wzrastającej grubości „g” płaszcza cysterny 
czas x* wzrasta wykładniczo.

A u to r dziękuje Zakładom M E TA LC H E M  — Kościan za zainicjowanie tego 
tematu.

Pracę wykonano w  ramach badań własnych BW -066-56/94.
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Abstract

In  engineering, we often deal w ith  s truc tu ra l components under h igh the r
m al load. Constructions w ork ing  in  h igh and low temperatures are among 
them. This paper refers to one of them.
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I t  consideres the problem of influence and control o f the f irs t  boundary 
condition upon receiving a desired the rm a l stresses d is tribu tion  w ith in  a 
particular tim e in te rva l. I t  has the required stresses -  allowable, because of 
the constructions w ork ing  re lia b ility  — cannot be exceeded.

This problem has been solved w ith in  the lim its  of linea r equation of the 
heat conduction and e lastic ity  theory. Considering the construction shape, a 
one-dimensional linear equation o f heat conduction w ith  an unknown cylin
der boundary condition o f the f irs t k in d  upon the cylinder in te rio r surface was 
implemented for calculations. Tem perature d is trib u tio n  on the inner surface 
of the cylinder was detemined from  the condition assuming th a t the deman
ded therm a l stresses werw  not exceeded. Such a fo rm u la tion  o f the problem 
has led to the issue o f quadratic program m ing.

Theoretical considerations have been illu s tra te d  w ith  num erical examples.


