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0 "TEORII BIEGOW LEKKOATLETYCZNYCH*

Streszczenie. Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie
prostej metody rozwigzania zagadnienia minimalizacji czasu
przebycia przez biegacza zadanego dystansu. Proponowany sposo6b
wykorzystuje zmodyfikowang metode ekstremalizacji catek liniowych
za pomocg twierdzenia Greena (metode Mielego). Dla podanego przez
Kellera modelu ruchu zawodnika wykres predkosci optymalnej mozna
podzieli¢ na trzy odcinki: rozpedzanie, bieg ze stala predkosciag i
finisz ze zmniejszajaca sie predkoscia.

Pe3»ne. B CTaTbe npejpioweH npocTOH weTon pemeHxs 3aflawx
MHHHMH3 ailHH BpeMeHH ITpOCbITHH FfieryHOM 3aiaHHOrO pOCCTOHHHH.

npenJiaraeMbii+ cnoco6 Hcnonb3yeT MO«H({iMUHpoBaHHbift MeTOfl 3KCTpe-

hh3auKH iiHHeHHbix HHTerpanoB npx noMomx TeopeMbi TpHHa (mbtoa

Mene). Hjjh pa3pa6oTaHHOH KejiJdiepox Monenx nBHxceKKH cnopTCMena
onTHMaJibHyio flxarpaMMy CKopocTM mojkho pa3fleJiHTb Ha TpH OTpe3Ka

pa3roHKa, 6er c iioctoshhoh CKopocTb» h ((hhiii ¢ yMeHbmaeMofi
CKOpOCThK) .

Summary. This paper deals with the minimum time problem during
the run over the given distance. The simple method is proposed. It
uses the modified method of linear integrals extremization by
Green’s theorem (Miele’s method). For Keller’s model of the
runner’s motion, the optimal velocity diagram proves that the race
can be broken into three phases: acceleration, cruise with the
constant velocity and negative kick at the end of the race.

1 WSTEP

W czasie rozgrywania konkurencji biegacz moze w rézny sposob
gospodarowa¢ swoim zapasem sit. Przez optymalng strategie rozgrywania
konkurencji biegowej bedziemy uwaza¢ taki spos6b roztozenia wysidku, aby

frzy zadanych parametrach opisujacych stan organizmu biegacza, czas
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przebycia zadanego dystansu byt minimalny. Jest to typowe zadanie teorii
sterowania optymalnego. Przed przystgpieniem do jego rozwigzania trzeba
zaproponowa¢ model ruchu biegacza - model uwzgledniajacy fizjologie
wysidku. Sprawa wyboru takiego modelu jest dos¢ ztozona, a to z kilku
wzgledéw. W czasie wysitku zachodzi kilkadziesigt proceséw biochemiczny”
znanych najczesciej w sposob jakosciowy (U. Model ruchu zawodnika
natomiast musi by¢ modelem ilosciowym. Co wiecej, model ten powinien dost
dobrze opisywa¢ badany proces w szerokim zakresie zmian wysidku, gdyz
rozwigzanie optymalne nie jest na razie znane. Przeprowadzenie obliczen
wymaga znajomosci wartosci liczbowych parametréw modelu. Ich
identyfikacja Jest na ogot procesem diugotrwaktym. 2 powyzszych wzgledow
zdecydowano sie wykorzysta¢ model ruchu biegacza podany przez Kellera
(2], [51- W niniejszej pracy do rozwigzania problemu zastosowano
zmodyfikowang metode ekstremalizacji catek liniowych za pomocg
twierdzenia Greena (metode Mlelego). Metoda ta jest prosta pojeciowo i
obliczeniowo, daje warunki konieczne i wystarczajace optymalnosci z

uwzglednieniem 4ukéw osobliwych.

2. MODEL RUCHU BIEGACZA

Model ruchu biegacza Jest nastepujacy (poréwnaj (2), [5]): Zawodnika
traktujemy Jak punkt materialny, pokrywajacy sie z jego Srodkiem masy,
poruszajacy sie po prostoliniowym torze nachylonym pod katem a do
poziomu. Zaniedbujemy w ten sposéb pionowe przemieszczenia sSrodka masy
wynikajace z cyklicznego charakteru krokéw i przemieszczenia na starcie
do biegu. Sity dziatajgce na zawodnika pokazano na rys. 1, gdzie: F Jest
catkowity sitg napedzajaca (zmienng w czasie biegu), R jest catkowitym
oporem ruchu, N Jest reakcja normalng do podtoza, ag jest sitg ciezkosci.
W modelu Kellera zmienne odniesiono do Jednostki masy m zawodnika.

Przyjeto, ze

F»m*f , R «mvw/x , @
gdzie: f Jest nowg zmienng sterujaca, Vv Jest predkoscia ruchu biegacza, T
Jest statym wspétczynnikiem. Wykorzystujac druga zasade Newtona
otrzymujemy

dl “ (F-a) " i = 2)

gdzie a = g sina, t za$ jest czasem.
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Zakkadamy, ze przemiany energetyczne zachodzace w organizmie

biegacza reprezentuje roéwnanie bilansu nocy
a?«*- fv, 0)

gilzie E Jest dostepnag energiag przypadajgca najednostkemasyzawodnika, a
jast stalg predkoscig produkcji energii najednostke masy, fv zas

Rys. 1. Sity dzialajace na zawodnika w czasie biegu

Fig. 1. The forces exerted on the runner during the race

predkoscig konsumpcji energii na jednostke masy. Na starcie do biegu
zawodnik dysponuje pewnym zapasem energii EM. Keller wigze ten zapas z
obecnoscig tlenu rozpuszczonego we krwi biegacza, < za$ odpowiada
produkcji energii uwalnianej przez tlen dostarczany do organizmu w
trakcie oddychania. Konsumpcja tlenu zalezy od chwilowej mocy rozwijanej
przez biegacza fv. Jest, wiec widoczne, ze model ten uwzglednia jedynie
mechanizmy aerobowe, mechanizmy anaerobowe, istotne w czasie pierwszych

kilkunastu sekund biegu, nie sg uwzgledniane.
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Uktad réwnan rozniczkowych (@) i (3 powinien spednia¢ zadane

V(V =\ - E(V —ta - @

Na catym dystansie muszg by¢ spednione ograniczenia nierdéwnosciowe

warunki poczatkowe

narzucone na side napedzajaca i energie
0 s f(t) * fmax . E(t)s 0 . (®)]

Minimalizowany jest czas T przebycia zadanegodystansu

T= f dt . ®)
A

Dystans ten jest okreslony catka

v dt . (@)
A

Indeksy A i B dotycza odpowiednio punktu poczatkowego i korcowego.

3. METODA ROZWIAZANIA

Sformutowany problem zostat rozwigzany przez Kellera klasyczng
metoda rachunku wariacyjnego, w ktdérej warunki konieczne ekstremum
otrzymuje sie przez przyréwnanie do zera wariacji funkcjonatu [31.
Zastosowana w niniejszej pracy metoda Mielego stosuje sie do zagadnien
sterowania optymalnego z ograniczeniami nieréwnosciowymi, w ktérych to
zagadnieniach wskaznik jakosci mozna przedstawi¢ jako catke liniowa
zalezng od dwoch zmiennych. Metoda ta polega na poréwnaniu wskaznikéw
jakosci dla dwoch arbitralnie wybranych realizacji sterowan, dzieki czemu
mozliwe jest okreslenie kierunku poprawy sterowania, a w konsekwencji,
wyznaczenie sterowania optymalnego. W swojej oryginalnej postaci metoda
la dotyczy zagadnien z ustalonym stanem koncowym. Ze wzgledu na to, ze w
rozwazanym zadaniu predkos¢ vg nie jest dana, modyfikacja metody polega
na uwzglednieniu takiego przypadku.

Minimalizowany wskaznik jakosci (6) mozna przedstawi¢ w postaci

catki liniowej dwoéch zmiennych E i v
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T = 1 (er-av-\2/x) 1 dE  +(<r-av-v2/x) 1 v dv , @)
ograniczenie izoperymetryczne (7) zasw postaci

D= 1 (<rav-v2/x) v dE + (<r-av-v2/x) 1 v2 dv . (©)
"

Mozna pokaza¢, ze rozwigzanie optymalne sktada sie z trzech odcinkéw:
rozpedzania, gdzie zawodnik rozwija maksymalng sidte napedzajaca, f=F ;
odcinka na ktérym predkos¢ biegacza jest stata, rozwijana zas sita
napedzajaca jest mniejsza od maksymalnej, fcf ; finiszu, gdzie predkos¢
biegacza maleje (wynika ona z warunkéw: E(t)=0, dE=0).

Dla nastepujacych danych (poréwnaj (21): = Omst,

c s 2409.25 m2s“2, f = 12.2 ms"2,t =0.892 s, o-* 41.61 mV 2,
A

dystansu D = 400 m i toru nachylonego pod katem a = 2° do poziomu,
optymalny wykres predkosci biegacza w funkcji przebytego dystansu

przedstawiono na rys. 2.

[m

Rys. 2. Optymalna predkos¢ biegacza na dystansie 400 m

Fig. 2. The optimal runner’s velocity during the 400-meter run
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ON "THE THEORY OF COMPETITIVE RUNNING™"

In this paper the Keller’s model of competitive running [2] is
reconsidered. This model is based upon Newton’s second law (2) and an
equation of power balance describing the oxygen supply (). The time of
covering the given distance Is minimized. Initial conditions Imposed on
the runner’s velocity and energy (4) are given. This is a typical problem
of optimal control. This problem has been solved applying classical
method of calculus of variations which consists in equating to zero
variations of the functional [31. In this paper, however, Miele’s method
has been applied because the performance index (6) and the isoperimetric
constraint (7) may be performed as a linear integrals of two independent
variables (compare (8) and (9)). This method is superior to the previous
one because it has a simple geometrical interpretation and it gives
sufficient and necessary conditions of optimality. The optimal run can be
broken into three phases for the middle- and long-distance events:
acceleration, cruise with constant velocity and negative kick at the end.
Only the first phase occurs for short-dlstance dashes. The second one

predominates for long-distance races.



