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NIELINIOWE MODELOWANIE ZELBETOWYCH TARCZ ZARYSOWANYCH
METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Streszczenie. W pracy sformutowano nieliniowy model Zzelbetowych
tarcz zarysowanych. Zarysowanie opisano wykorzystujac elementy mate-
matycznej teorii defektéw. Przedstawiono zastosowanie metody elemen-
tow brzegowych do nieliniowej analizy zelbetowych tarcz zarysowanych.
Zamieszczono przykdad liczbowy.

Pe3PMe. B pac¢oTe c4>opxyjiapoBaHa HejiHHefiHaa xo.ne.nb *ene30-
6eTOHHhix owepTaHHbix oititob. OnepTaHKe onicaHO ¢ Kcnonb30BaHH-
ex 3JiexeHTOB xaTexaTHMecKot Teopaa ,ne<t>eKTOB. [1lpefICTaBJieHO
npxxeH6Hxe Merona xpaeBbix 3JiexeHTOB ona HenxHeiHoro aHan«3a
xelJie306eTOHHbrx owepTaHHbix aickob. HaH hbcjioboS npaxep.

Summary. The paper presents the nonlinear model of RC cracked
discs. The cracks were described by the elements of mathematical
theory of defects. The application of boundary element method to
nonlinear analysis of RC discs was shown. The results of numerical
example were presented.

1. WPROWADZENIE

Dotychczasowe sposoby wymiarowania tarcz zelbetowych polegaja w
wiekszosci na okresleniu zbrojenia z rozwigzan przyjetych na podstawie
liniowej teorii sprezystosci. Rzeczywisty =zakres obcigzen uzytkowych
powoduje jednak, ze wiekszos¢ ustrojoéw zelbetowych pracuje w TFfazie |11,
tm. ze zaleznosci naprezenie-odksztatcenie o-c sa nieliniowe, a
konstrukcja staje sie niejednorodna w wyniku powstania rys. Powodowa¢ to
Boze istotne przegrupowanie sit wewnetrznych w ustroju zarysowanym w
poréwnaniu do jego stanu bez rys. Teze te potwierdzajg nieliczne dla

Ptaskiego stanu naprezenia badania doswiadczalne.
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W pracy rozwazono nieliniowy opis zelbetowej tarczy zarysowanej 2
wykorzystaniem elementéw matematycznej teorii defektéw, teorii zelbetu

oraz teorii rys. Do rozwigzania =zadania zastosowano metode elementéw

brzegowych (BEM).

2. MATEMATYCZNE MODELOWANIE RYS

Przyjeto, ze w obszarze tarczy Q wystepuje ustalona rysa s.
Wykorzystujac zatozenia teorii defektéw dla logarytmicznych potencjatéw
warstwy pojedynczej 1 podwdjnej, zbudowanych na  bazie rozwigzania
fundamentalnego G dla ptaskiego stanu naprezenia, uzyskano nastepujace

whasnosci na krzywej s:

Ll =9 (1)
Mul. (2)
gdzie g jest wektorem Burgersa linii dyslokacji oznaczajacym gestosc

defektu lub inaczej skok wektora przemieszczenia u w rysie (definiujac
Ifl]g = lim+f - limf), za$§ i =nCV jest operatorem rézniczkowym
zapewniajacym ciggtos¢ wektora napie¢ N =/ «dh (h - grubo$¢ tarczy),
przy przejsciu przez s. Dodatkowo C oznacza tensor statych materiatowych,
za$ n spetnia role pochodnej normalnej do brzegu s.

Tak sformutowane zatozenia odpowiadajg rzeczywistym wkasnosciom rysy
dla ptaskiego stanu naprezenia w betonie zbrojonym, gdzie ciggtosS¢ napiec
zapewniona jest przez wystepujace w rysie zbrojenie.

Spednienie warunkéw (1) i (2) odbywa sie przez wymuszenie na krzywej
s pewnych kombinacji obcigzen zbudowanych z funkcji podstawowych. Mozna
np. pokaza¢ [1], ze dla rysy z nieciggtym przemieszczeniem normalnym
wymuszenie uzyskuje sie z superpozycji obcigzen ciggtych na s w formie

dipoli normalnych m(s) i sit stycznych p(s):

P = M g @©® LkE)=pos ®
2U + p)

gdzie \ i p sg statymi Lame"a
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3. ROZWIAZANIE TARCZY METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Ze wzgledu na koniecznos¢ uwzglednienia w rozwigzaniu historii
obciazenia, roéwnania i definicje sformutowano w Tormie przyrostowej
zaleznej od czasu (oznaczenie symbolem (*)). Nieliniowy zwigzek Ffizyczny
dla betonu i stali opisa¢ mozna pewnymi znanymi funkcjami f w zaleznosSci
ire (F = fifr.e)). Zgodnie z teorig makych odksztakcen, catkowite
odksztakcenia e rozdzieli¢ mozna na cze$é sprezysta 66 1 czescé
nlesprezystg eP:

1
'«.0 =; (Ve +%.a]-«i + " C«0yo + ] ()

gdzie a.B.r.6 = 1,2.

Naprezenia niesprezyste “ wyrazi¢ mozna nastepujaco:

~a0 * ~afirS * nafirS n

Do rozwigzania zadania zastosowano posrednig wersje BEM [21,
odpowiadajaca algorytmowi sit Ffikcyjnych bp 1 pp, ze wzgledu na nizszy
rzad osobliwosci w poréwnaniu do algorytméw wstepnych naprezen Ilub

wstepnych odksztatcen:
@ + A*oBETr) nP * -~ nB i ®
ba " *00.0 - (@pt* +* W t }.0 " - - ()

Réwnania BEM dla zelbetowej tarczy zarysowanej przedstawiajg sie

nastepujaco:

-P
I R e

X Uay G @-X) 1190 + X #y ) utty(E.y) ds” + X p(y) UE(X.y) ds *
= X m(y) (/a'(l_(.y) ds & Z [/ r(z) Ua"_k.g) dzI . iia (x)l , (8)
S 1=1 zA
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:Sd®-(/\)w **’(ﬂa+5b)/(AW * Tk K 4

+ s srafi(-"~) d9° * fs,tr(X) sya0 (i,3f) ds’ + LPw ds ¢

m

Tutaj Q oznacza obszar tarczy, 4 jest niewiadomg funkcja o wymiarze
obcigzenia ciagtego na do, U oraz § opisujg znane rozwigzania
fundamentalne odpowiednio w przemieszczeniach i naprezeniach, co dla
indeksow p i kdefiniuje rozwigzanie fundamentalne od sit stycznych i
dipoli normalnych, zas m oznacza liczbe pretéwzbrojenia w rysie.
Krzywa s’ nalezy ponadto do krzywej s i pokrywa sie z nig w miejscach
gdzie nie wystepuje zbrojenie. Oznacza to, ze naprezenia na brzegach rys
poza miejscami pretéw zbrojenia sa rowne zeru. Funkcja «t(z) symbolizuje
znane z teorii rys rozkkady naprezen przyczepnosci miedzy betonem i
zbrojeniem na odcinku z utraty przyczepnosci, opisane naprezeniami
stycznymi. Wielkosci uy\ ,<r|'c(1p uwzgledniajg dodatkowe efekty st
klockujacych, zgniotu betonu, zazebiania sie brzegéw rys itp. przytozone
w miejscach wystepowania zbrojenia.

Rozwigzanie przedstawionego zadania wymaga  jeszcze spednienia
warunkéw brzegowych na brzegu d2 oraz warunkéw granicznych w rysie g(s)-
Prawo fizyczne opisujace rozwieranie sie rysy przyjeto na podstawie

analogii belkowej (3] oraz ogoélnych zatozen teorii rys, rozdzielajac

podobnie jak we wzorze (4) efekty sprezyste g i nlesprezyste g**:
9(s) * i) + ge(® NAIs) (10)
Tutaj oznacza napiecie normalne w rysie. Szersze oméwienie zwigzku

fl0) znalezé mozna w pracy [1].
Dla ptaskiego stanu naprezenia rozwigzanie fundamentalne G(x) przyjeto wg

[4] w postaci:
(11)

i = 47 * = -
gdzie r2 4.l 2 i 4>a X y
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Przyjecie funkcji fundamentalnych w postaci (11) powoduje, ze
réwnania (8) i (9) dla warunkéw brzegowych i granicznych sprowadzaja sie
do uktadu silnie osobliwych réwnan roézniczkowo-catkowych na niewiadome 1,
p i i Po ich obliczeniu wzory 8) i (9) stanowig wynikowg strukture

rozwigzania zelbetowej tarczy zarysowanej .

4. REALIZACJA NUMERYCZNA ZADANIA

Algorytm analizy przemieszczen i naprezen aproksymowanych BEM polega
na generowaniu réwnan rézniczkowo-catkowych  do uktadu réwnan
algebraicznych, przy zachowaniu przyrostowego rozwigzania metoda
iteracji. Szersze oméwienie numerycznych zagadnien wykorzystanych +tu
procedur iteracyjnych oraz ich zbieznosci stanowi osobny rozdziat metod
numerycznych i wykracza poza ramy niniejszej pracy. Zatozono zatem, ze
rozwigzanie zadania istnieje i1 jest jednoznaczne, a proces iteracyjny
jest zawsze bezwzglednie zbiezny.

Wspodczynniki ukdadu réwnann obliczane sa z catek po elementach
brzegowych. Catki te wylicza sie z iloczynu funkcji ksztaktu i osobliwych
rozwigzan fundamentalnych. Niektére z tych calek sg niewkasciwe w sensie
definicji klasycznej lub definicji Cauchy’ego. Préby testowych obliczen
numerycznych catek osobliwych dawaty znaczne bledy, stad obliczono je
metodg analityczng z funkcji wymiernej po zamianie ukdadu wspédrzednych i
transformacji wyniku do uk#adu globalnego.

Opracowano program "'Disc', w ktéorym symulacja numeryczna zarysowania
polega¢ moze na przyjmowaniu zadanego ukd#adu rys lub na generowaniu rys z
przyrostowego obcigzenia konstrukcji i1 sprawdzaniu obszaréw wytezenia
powodujacych zarysowanie. Zastosowano kryterium pojawienia sie rys w
kierunku normalnym do  g#déwnego naprezenia rozciagajacego, dla
wytrzymatosci betonu przekraczajacej wartosé rysujaca oraz w
odlegtosciach miedzy rysami 17, zgodnie z teorig rys.

Przykdadowa symulacje obcigzen i ugie¢ zelbetowej tarczy prostokatnej
pokazano na rysunku nr 1. Dokonano poréwnania obliczen metoda elementéw
brzegowych z wynikiem do$wiadczenia przeprowadzonego dla tarczy nr 103
przez Nilsena [5] oraz obliczen wykonanych przez Karpienke [61. Tarcza
rozpietosci L=2.0m wysokosci H=1.0m, grubosci h=0.08m i
wytrzymatosci cylindrycznej betonu Rc = 37.0 MPa zbrojona byta siatka

ortogonalng o oczku 10x10 cm 0 6 nm. Sid4a skupiona P przytozona byta na
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gornej krawedzi tarczy w podowie jej rozpietosci. W rozwigzaniu przyjec

beton opisany wg CEB parabolg madrycka.

BEM NILSEN KAFPENKO

f [m]
Rys.l. Poréwnanie ugie¢ tarczy zarysowanej

Fig.1l. Comparison of deflection of RC cracked disc

W  wyniku analizy tarczy metoda elementéw brzegowych otrzymano
zadowalajacag zbieznos¢ modelu obliczeniowego z doswiadczeniem w obszarze
obcigzen uzytkowych (dla sity ponizej P = 200.0 kN). Przy wzroscie sity
powyzej P = 200.0 kN wystepuje zwiekszenie rozbieznosSci pomiedzy BEM i
doswiadczeniem. THumaczy¢ to mozna m. in. brakiem w modelu odpowiednich
kryteridéw granicznych wytezenia materiatéw konstrukcyjnych, z ktérych
wykonana jest tarcza. Ze wzgledu na szeroka mozliwos¢ praktycznych
zastosowan inzynierskich konieczne jest dalsze testowanie przedstawionej
metody obliczeniowej ora? uzupeknienie jej o kryteria graniczne
wytrzymatosci betonu dla stanéw dwuosiowych, oparte np. na zatozeniach

teorii plastycznosci.
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NONLINEAR MODELING OF CRACKED RC DISCS
BY BOUNDARY ELEMENT METHOD

The paper presents an application of boundary element method to
nonlinear analysis of RC cracked discs. Up to now RC discs are designed
as elastic, isotropic and homogeneous. So, a method of calculating RC
discs under loading that would enable estimation of changes caused by
cracks in the distribution of internal forces is still needed. The paper
presents these demands because it assumes that the most important
attribute of RC construction is their heterogeneity, i.e. the defects
caused by cracks.

The model of crack is based on the mathematical theory of defects.
Using the logarithmic potential of single and double layer as well as
fundamental solution G for two dimensional stress state the Burgers
vector of the dislocation line r(s) - means defect line (Eq.1l.) was
obtained. The crack is treated as a defect causing a jump of
displacements at the very place of its appearance. The size of that jump
is equal to the opening of the crack. In addition the vector of tension
is continuous (Eq.2.). The Eq.1l. and Eq. 2. are satisfied by the forces in
form of tangential forces p(s) and normal dipole forces (Eq.3.)
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The solution of cracked RC disc (Eq-8. and Eq-9. - set of
integro-differential equations) was obtained as nonlinear by help of
boundary element method in an incremental form of formulation. The
constitutive law of the crack was taken in separating Tform Tfor the
elastic and nonelastic effects (Eq.10.).

The theoretical equations (Eq.8. and Eq-9.) was solved numerically.
The results of comparison between method presented above and other
theoretical method (Karpienko) as well as the experimental findings

(Nilsen) are shown in the Fig. 1.



