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MODELOWANIE PROPAGACJI PEKNIEC ZMECZENIOWYCH ELEMENTAMI BRZEGOWYMI

Streszczenie. W artykule przedstawiono wprowadzenie do techniki
elementéw brzegowych, ktére pozwalajg na dyskretne modelowanie roz-
woju ptaskich peknie¢ zmeczeniowych. Zwrécono uwage na zasadnicze
whasciwosci, niezbedne do matematycznego okreslenia takiego modelu.
Wprowadzono iteracyjny opis brzegu obszaru catkowania badanego
ciata, zmieniajacy sie zgodnie z rozwojem pekniecia zmeczeniowego.
Uwzgledniono mozliwos¢ wystgpienia zjawiska kontaktu pomiedzy
powierzchniami pekniecia.

Pe3»Me. B cTaTbe npe.ncTaB.neHO BBenemie b texHKKy rpaHXH-
Hbix 3JieMeHTOB, kotopbie pa3pemalOT nxcxpeTHO MonenxpoBaTh npo-
uecc pocTa nnocKxx TpemxH ycTanocTH. O6pameHo BHKMaHHe Ha
npxHuxnajibHkie npodjieMU, HeofixoAXKbie anu xaTexaTHHecKoro
onpejaeneHHfl otoh Monenn. OcymecTBJieHO , no MeToay xTepauxx,
onxcaHxe KOHTypa XHTerpanbHoro npocTpaHCTBa xccnenyeMoro

Tena, x3MeHHBmerocx BHecT®© C pocTOM TpemxHbi. npxHHTa bo
BHHHaHXe BO3 MOJKHOCTb nOHBJieHKfl KOHTaKTa Me*Ay nOBepXHOCT HMK
TpemHHbi.

Summary. This paper is an introduction to a boundary element
technique which allows discrete modelling of a planar fatigue crack
propagation. The key features of a mathematical determination for
the crack propagation model are discussed. The shifting boundary
mesh which moves with the crack tip 1is used. The crack contact
problems are considered.

1. WSTEP

Przy ztozonych warunkach obcigzenia czesto powstaja pekniecia z
zakamaniami. Modelowanie peknie¢ z zakamaniami elementami skoriczonymi nie
jest tatwym zadaniem, gdy =zalecana jest drobiazgowa dyskretyzacja, a
takze uzycie specjalnych, osobliwych elementéw w najblizszym otoczeniu

Pekniecia i w miejscach zatamania Jego linii. Jeszcze bardziej uciazliwe
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jest stosowanie metody elementéw skohczonych w modelowaniu Propagacjj
pekniecia, poniewaz oprocz drobiazgowej dyskretyzacji specjalne elementy
skonczone muszag przemieszczac¢ sie wraz z wierzcholkami pekniecia. Alter-
natywna do metody elementéw skoriczonych metoda elementéw brzegowych BEH
(z ang- Boundary Element Method) jest bardziej wydajna w rozwigzywaniu
zagadnien zwigzanych z propagacja peknie¢ z zakamaniami. Metoda elementéw
brzegowych dyskretyzuje jedynie brzeg obszaru catkowania badanego ciaka
Dzieki temu rozmiar zagadnienia do rozwigzania moze by¢ znacznie zreduko-
wany. Bezposrednie zastosowanie BEM do modelowania probleméw pekniecia
nie daje w pedni pozytywnych rezultatéw. Geometryczne pokrywanie sie
goérnej i dolnej linii pekniecia czesto prowadzi do nierozwigzywalnych
ukdadow réwnan. Mozna tego uniknaé przez przeciecie rozpatrywanego obsza-
ru catkowania wzdduz linii pekniecia [5] na dwie czesSci. Takie podejscie

Jjednak wprowadza nowe niewiadome wzdduz linii pekniecia, ktére mogg zna-

gestos$ci dyslokacji
na podstawie BEH

1
STOP t~

Rys. 2.1. Model propagacji peknie¢ zmeczeniowych
Fig. 2.1. Fatigue Crack Propagation Model
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cznie zwiekszy¢ czas obliczen numerycznych. Najbardziej efektywna metods,,
rozwigzujaca dwuwymiarowe pekniecia z zagieciami, okazata sie metoda
elementéw brzegowych, wykorzystujgca réwnania catkowe dla sit wypadkowych

[3,7] wzdfuz [linii pekniecia.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE

Rysunek 2.1 przedstawia schemat blokowy modelu propagacji pekniec
zmeczeniowych za pomocg elementdéw brzegowych. W modelu tym wykorzystano
definicje wspodczynnika intensywnosci naprezen M.L. Willllamsa [11,

uwzgledniajaca gestosc¢ dyslokacji w wierzchotku pekniecia

v e caxarz txx00-ax 00y 2l
gdzie: M , i - state sprezyste,

- gestos¢ dyslokacji pekniecia,

6(x,0 ,0),0(x,0 ,0) - odpowiednio przemieszczenie gérnej i dolnej

linii pekniecia.

Powyzsze og6lne asymptotyczne wyrazenie jest zapisane dla pierwszego
podstawowego przypadku rozwoju pekniecia G.R. Irwina. Pekniecie to lezy w
ptaszczyznie xz, a ptaszczyzna xy jest prostopadta do brzegu pekniecia w

punkcie o wspétrzednych x=a,y=0,z=0.

Rys. 2.2. Stosunki przestrzenne i uktady wspétrzednych

Fig. 2.2. Geometry and coordinate systems
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2 1 Gestos¢ dyslokacji

Na rysunku 2.2 przedstawiono dwuwymiarowy obszar domkniety Q ograniczo-

1 c2 t
jest obcigzony zadanymi sidami powierzchniowymi r na okreslonej dlugosci

ny lIi* ig I—r1 TZ z wewnetrzna } jmung”™Hnig pekniecia r=r +r _, ktorv

brzegu ¥+r j i zadanymi przemieszczeniami u w innej czesci brzegu
T +r . Dla ukkadu ptaskiej deformacji przemieszczenia wewnetrznych

punktéw U((p) moga byc wyrazone tozsamoscia Somiglany 12]

ui(p) = glpLIJi tidr ~J ;I'_iu)dT + ?jEJ_ixidrC - <EJ Tf u Jdr o .11
4 4
gdzie: U (p.q) = x V)L fld-4i>) tn(r)5 oy 1, (22)
V. PTgq” " 4%1 J-Zr_,r |3“fl ~ )(r,inj-r,jni)j-

W powyzszych wzorach G test stalg sprezystosci poprzecznej, v wspokczyn-
nikieni Poissona, c’)i\ deltg KicnecKera, n wektorem normalnym do T lub Tc w
punkcie g, r=r(p,q) odlegtoscia pomiedzy punktem zroddowym p(xi,X2> a
punktem pola gie®.E™). W celu uproszczenia zapisu matematycznego przyjeto

nastepujace oznaczenia:

r=(r r )1/2, r =E -x , r =r /r. (2.1.3)

Uwzgledniajac catke tylko wzdtuz linii peknigecia mozna wyznaczy¢ udziak

pekniecia w przemieszczeniach wewnetrznych punktéw u (p)
YO = TR m T TR pTIRT C0
[} = c c

Goérne indeksy « i - oznaczaja odpowiednio gérng i dolng linie pekniecia.
Zatozono, ze linia pekniecia jest obcigzona symetrycznie tj. Na

podstawie réwnan (2.1.2) mozna wykazaé¢, ze T* :—T~i i U*‘:UI_ . Stad
ij i «i i
réwnania (2.1.4) moga by¢ upioszczone do postaci
uc®@) = f r- Autdr-. . 15)
. Jr U i c
C
W reiu uzyskania nizszego rzedu osobliwosci w réwnaniach catkowych

przyjeto funkcje wpi ywu Wij wzddtuz linii pekniecia s*. ktére mozna
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wyznaczy¢ z nastepujacej zaleznosci:

LTS C Q@. 1.6)

Funkcje wpdywu M zostaly wyprowadzone przez Ghosha i innych [4] =z
ogolnych brzegowych réwnahn catkowych za pomoca catkowania przez czesci.

Tak wiec ostatecznie réwnania (2.1.1) przyjmuja postac:

Cii @M@ =gy i)Tflr SET A+ V'Wijag’?—(hui:)ds", @.1.7

C

gdzie: ~]-(Au®) - gestosci dyslokacji pekniecia.

Wspotczynniki c((p) dla punktéw wewnetrznych sg réwne 1, natomiast dla
punktéw umieszczonych na brzegu zalezg od lokalnego ksztattu brzegu
obszaru catkowania. Roéwnania catkowe (2.1.7) stuzg do wyznaczania niewia-
domych przemieszczen u (p), gdy wczesniej zostaty okreslone gestosci
dyslokacji d (r:m’\) wzdduz linii pekniecia — Gestosci dyslokacji wzdtuz
linii pekniecia fC wyznacza sie przeksztatcajac réownania (2.1.7) tak, aby
otrzyma¢ dla linii pekniecia zaleznosci miedzy sitami powierzchniowymi
xc(p ) i gestosciami dyslokacji. Wymagane zaleznosci mozna zbudowa¢ na
podstawie wzoru

t =r_n_, 2.1.8
i Ji ¢ )

gdzie: ™ - jednostkowe zewnetrzne wektory normalne do linii brzegu,

cr™- tensor naprezen.

Z kolei naprezenia w osrodku izotropowym wyznacza sie z uogélnionego

prawa Hooke’a

r_ = 2Gv A__ BHi + rffiH. + 2.1.9
w4

iz réownan (2.1.7), ktére stuzg do okreslenia pochodnych przemieszczen w
zaleznosci (2.1.9).

Bardziej doktadne wyniki obliczen mozna uzyska¢ budujac réwnania dla
sit wypadkowych F*(p*) [3] 1 gestosci dyslokacji wzdduz linii pekniecia.
Uwzgledniajac funkcje Muskhelishviliego [6] sity wypadkowe na brzegu z

ustalonym punktem zZroéddowym p i zmiennym punktem pola g maja postac

FIriFz=FLri® + 1 ] ds. 2.1.10)
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gdzie s jest miarg dtugosci brzegy rC, TA=<r*JnJ sg sidami powierzchnio-

wymi ,a oznaczaja jednostkowe wektory normalne do brzegu catkowania.

Ostatecznie sidty wypadkowe [7] z wierzchotka pekniecia A do punktu p

wzdtuz dol?)ej linii pekniecia (rys. 2.2) wynosza

f>-)=J V A)dA,JVJjVr e]r”jujdr ¢J £ jS?-(Au“)d.-+ c,.
r ‘ C @-1.11)

gdzie funkcje wpdywu F* ,F“ ,F* sg zamieszczone w pracach [3,7], a stale
catkowania C( nalezy wyznaczy¢ metodg kollokacji.

Z réwnan (2.1.11) ustala sie gestosci dyslokacji wzdtuz linii
pekniecia, ktore sg potrzebne do okreslenia wspédczynnika intensywnosci

naprezen i niewiadomych przemieszczen U((p) w réwnaniach (2.1.7).

2.2. Kontakt powierzchni pekniecia

W przypadku zaistnienia zjawiska kontaktu powierzchni pekniecia, nie-
wiadomymi w réwnaniach catkowych (2.1.11) sg gestosci dyslokacji na
odcinkach otwartych fragmentéw pekniecia i sity kontaktu w miejscach
pekniecia zamknietego. Problem kontaktu powierzchni pekniecia jest zaga-
dnieniem nieliniowym, gdy ddugosci zamknietych odcinkéw pekniecia nie sa
znane. Z tych wzgledow nalezy zastosowa¢ odpowiedni proces iteracyjny.
Aby upro éci¢l zagadnienie, przyjmuje sie, ze nie ma tarcia miedzy
powierzchniami pekniecia, znajdujgcymi sie w kontakcie. Warunki brzegowe
na otwartym odcinku linii pekniecia moga by¢ =zapisane w nastepujacy
sposoéb: TS—TS, tar Aun>:0, a na zamknietym odcinku linii pekniecia:

Aun=0, r=r tn<=0, gdzie Aun oznacza normalng sktadowg skoku przemie-

g’
szczenig wzdduz linii pekniecia, natomiast t i xn sq odpowiednio sty-
cznymi i normalnymi skdadowymi sit powierzchniowych  wzdduz linii
pekniecia. GoOrny indeks 7”77 wskazuje na przyjete wielkosci w danym kroku

obliczen.
3. WNIOSKI
W artykule zaprezentowano wprowadzenie do modelowania propagacji

dwuwymiarowych peknie¢ zmeczeniowych elementami brzegowymi. Zgodnie z

zaleceniami Ghosha 1 innych [4] uzyskano nizszy rzad osobliwosci réwnan
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catkowych (0(1/RJ) dla naprezen wzdduz linii pekniecia, ktére zostaty
wyprowadzone z ogélnych brzegowych réwnan catkowych (2.1.7). Calki w
réwnaniach (2.1 11) wzdduz zewnetrznego brzegu T nie zawieraja
osobliwosci. Jedyng osobliwoscia w roéwnaniach (2.1.11) jest wyrazenie
logarytmiczne (O(Inr)) w funkcjach wpiywu [7). Dwie pierwsze catki w
réwnaniach (2.1.7) sa takie same Jak w standardowych roéwnaniach (2.1.1)
BEM. To czyni mozliwym whkaczenie sformutowan probleméw  pekniecia

zmeczeniowego do istniejacych programéw BEM dla zagadnien elastostatyki.
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MODELLING OF FATIGUE CRACK PROPAGATION PROBLEMS BY THE BEM

The purpose of this paper is to introduce a boundary element technique
which calculates the stress intensity factor [1] at a planar crack tip,
uses it to compute a new position for the crack front and automatically
re-meshes to the new front (Fig. 2.1).

The integral eq. (2.1.7) for the displacements on the outer boundary,
together with the integral eq. (2.1.11) for the resultant forces on the
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crack line define the problem to be solved. Following the ideas developed
by Ghosh et al. [4], lower order singular integral equations (0(1/r)) for
the crack line stresses are derived from the general boundary integral
eq. (2.1.7). The integrals in eq. (2.1.11) along the outer boundary r
(Fig- 2.2) contain no singularity. The only singularity in eq. (2.1.11)
is the logarithmic term in P [7],

When crack contact occurs, the unknowns in eg. (2.1.11) will be
dislocation densities at the open portion of the crack and contact

tractions on the contact regions of the crack.



