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ANALITYCZNO-RÓŻNICOWA METODA WYZNACZANIA 
ROZKŁADÓW TEMPERATURY PRZY PRZEPŁYWIE 
GAZU PRZEZ ZŁOŻE MATERIAŁU ZIARNISTEGO

Streszczen ie . W  artyku le  przedstawiono analityczno-różnicową me­
todę wyznaczania rozkładów tem pera tu ry  w  fazie stałej i gazowej przy 
podgrzewaniu (lub chłodzeniu) złoża m ate ria łu  ziarnistego za pomocą 
przepływającego gazu. Metoda polega na połączeniu ilorazu różnicowe­
go przedniego z analitycznym  wyznaczaniem tem peratury czynników w 
obszarze elementu różnicowego. W ykonano przykładowe obliczenia.

AN ANALYTICAL-DIFFERENCE METHOD OF DETERMINATION OF 
THE TEMPERATURE FIELD AT THE FLOW OF GAS THROUGH 
THE GRANULAR MATERIAL BED

Sum m ary. The paper presents an anlytical-difference method of the 
tem perature fie ld  determ ination in  solid and gaseous phase at heating 
(or cooling) o f g ranu la r m ateria l by means o f the gas flow ing through 
the bed. The method is based on a connection o f the forward tim e 
difference scheme w ith  ana lytica l description o f solid as w ell as gas 
tem perature in  the area o f difference element. The exemplary calcula­
tions have been carried out.
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1. WSTĘP

Chłodzenie lub podgrzewanie m ate ria łu  ziarnistego za pomocą gazu 
przepływającego przez złoże występuje często w  różnych procesach przemysło­
wych. Przykładem realizacji tak ich  procesów w  przemyśle hutn iczym  są zja­
w iska zachodzące w  trakcie  spiekania rudy  żelaza na taśm ie spiekalniczej, 
podgrzewania m ieszanki spiekalniczej przed zapłonem oraz chłodzenia spie­
ku. W  czasie spiekania rudy żelaza zachodzi jednoczesne chłodzenie górnej 
w arstw y spieku znajdującej się ponad strefą spalania koksiku  oraz podgrze­
wanie dolnej w arstw y m ieszanki spiekalniczej poniżej tej strefy za pomocą 
powstających spalin. W  trakcie  tych procesów ulegają zmianom własności 
fizyczne ciał biorących w nich udzia ł oraz zm ieniają się w a runk i wymiany 
ciepła. W  tej sytuacji opis analityczny zachodzących zjaw isk jest na ogół 
trudn ie jszy n iż modelowanie numeryczne badanych procesów. Podstawowym 
zadaniem występującym w opisywanym zagadnieniu jes t wyznaczenie rozkła­
dów tem peratury w  złożu m ateria łu  stałego oraz przepływającego gazu.

Prosty opis mający zarazem wyraźną interpretację fizyczną dają metody 
różnicowe wykorzystujące bilanse energii d la rozpatrywanych elementów róż­
nicowych. Przy przepływie gazu przez złoże m ateria łu  ziarnistego zachodzi 
przepływ ciepła w  m ateria le z iarn is tym  na skutek przewodzenia, ja k  również 
prom ieniowania pomiędzy cząstkam i warstwy. Ponadto następuje wymiana 
ciepła pomiędzy przepływającym gazem i  fazą stałą na drodze konwekcyjnej. 
W  zależności od tego, czy do wyznaczenia przewodzonych s trum ien i ciepła 
używa się tem peratury fazy stałej z początku czy z końca kroku  czasu lub 
wartości średniej, otrzymuje się schemat ilo razu różnicowego przedniego, 
wstecznego lub centralnego. Każdy z tych schematów cechuje się określonymi 
właściwościami; jedną z nich jes t ograniczenie na krok  czasu występujące 
przy ilorazie przednim  i  centralnym  [2]. W  rów naniu do wyznaczania konwe­
kcyjnego strum ien ia  ciepła występują tem peratury fazy stałej i  gazu. W  zależ­
ności od tego, k tó ra  tem peratura fazy stałej w  elemencie różnicowym (z 
początku, z końca kroku  czasu lub tem peratura średnia) oraz która  tempera­
tu ra  gazu (tem peratura gazu dopływającego, odpływającego z elementu różni­
cowego lub tem peratura średnia ważona) zostanie użyta do wyznaczenia 
konwekcyjnego s trum ien ia  ciepła, otrzym uje się różne schematy różnicowe. 
Każdy z nich charakteryzuje się określonym i właściwościami dotyczącymi 
sposobu w yliczania tem peratury w  kolejnych krokach czasu, stabilności oraz 
zbieżności rozwiązania. Problem stabilności oraz fizycznej poprawności otrzy­
manego rozwiązania wiąże się z ograniczeniami w podziale różnicowym ciała 
oraz długością k roku  czasu [1, 2]. Użycie do wyznaczenia elementarnych 
s trum ien i ciepła przekazywanych na drodze konwekcji i  przewodzenia tempe­
ra tu ry  fazy stałej i  gazu z początku kroku  czasu spowoduje, że poza momen­
tem początkowym obliczone strum ienie ciepła będą większe od rzeczywiście
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istniejących. Jeżeli przedział czasu będzie zbyt d ług i, wywoła to nadmierne 
podgrzewanie lub ochładzanie się rozpatrywanego elementu różnicowego 
i elementów sąsiednich, a także gazu przepływającego przez element. Skut­
kiem  tego w kolejnych krokach czasu mogą następować zm iany k ierunku 
przepływu ciepła. Może to objawić się oscylacjami tem peratury fazy stałej 
i gazu dla kolejnych kroków czasu.

W  przypadku nagrzewania (lub chłodzenia) m a te ria łu  ziarnistego za pomo­
cą przepływającego gazu o wym ienionym  wyżej zjaw isku w  pierwszej kolejno­
ści decyduje strum ień ciepła w ym ien iany m iędzy fazą stałą i  gazem, k tó ry  
osiąga w tym  przypadku stosunkowo duże wartości. Jest to spowodowane 
względnie wysokim i wartościam i konwekcyjnego współczynnika w nikan ia  
ciepła przy przepływ ie gazu przez m ate ria ł z ia rn is ty  oraz stosunkowo rozw i­
n iętą powierzchnią w ym iany ciepła. Przepływ ciepła pomiędzy warstwam i 
m ateria łu  ziarnistego (na skutek przewodzenia i  prom ieniowania) nie odgry­
wa tu  większej ro li, ponieważ jego intensywność jes t znacznie mniejsza w 
porównaniu z wym ianą konwekcyjną.

W  niniejszej pracy proponuje się metodę różnicowo-analityczną wyznacza­
nia rozkładów tem pera tury  w  fazie stałej i  gazie przy jego przepływ ie przez 
złoże m ateria łu  ziarnistego. W  metodzie tej wyelim inowano podstawową nie­
dogodność, k tó rą  było istotne ograniczenie k roku  czasu, zachowując jedno­
cześnie jaw ną  postać rozwiązywanego uk ładu  równań.

2. OPIS M ETODY

N a rysunku 1 przedstawiono fragm ent różnicowego podziału złoża. Podane 
zwroty s trum ien i ciepła dotyczą przypadku podgrzewania złoża za pomocą 
gazu.

D la i-tego elementu różnicowego sporządza się bilanse energii dla fazy 
stałej i  gazu, a także wykorzystu je się rów nania opisujące wym ianę ciepła 
pomiędzy fazą stałą i gazem. Poniżej przedstawiono założenia szczegółowe, na 
których opiera się prezentowana metoda:
a) Przepływ gazu i  ciepła w  fazie stałej jes t jednowym iarowy.
b) Tem peratura m ateria łu  stałego jes t wyrównana w  całej objętości elementu 

różnicowego w  danym kroku  czasu.
c) S trum ienie ciepła przepływające w  m ateria le  z iarn is tym  w  przedziale cza­

su (przez przewodzenie i  prom ieniowanie) wyznacza się na podstawie tem­
pera tu ry  fazy stałej z początku k roku  czasu.

d) Każdy z elementów różnicowych jes t podgrzewany (lub chłodzony) konwe­
kcyjn ie  przez czas za pomocą jednorazowo doprowadzonej do elementu 
porcji gazu o wyrównanej tem peraturze, w  ilości f ń Gt A t.
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Rys. 1. Podział różnicowy złoża 

Fig. 1. Difference division of the bed 

Faza stała:

AQi t dx + A i t(TG -  Ts)dx = W sijt dT

e) Zm iany tem peratury fazy 
stałej i  gazu w  obszarze ele­
mentu różnicowego dla roz­
patrywanego przedziału 
czasu wyznacza się w spo­
sób analityczny; temperatu­
ra  końcowa fazy stałej jest 
tem peraturą początkową w 
następnym kroku  czasu, 
natom iast temperatura 
końcowa gazu jes t tempera­
tu rą  porcji gazu doprowa­
dzonej do kolejnego elemen­
tu  różnicowego.

Poniżej przedstawiono 
równania różniczkowe b i­
lansu energii dla i-tego ele­
m entu różnicowego, opisu­
jące zm iany tem peratury 
fazy stałej i  gazu w  okresie 
t-tego k roku  czasu.

oraz faza gazowa: 

gdzie:

(1)

(2)A i;t(TG -  Ts)dx = -W )G i_1>t Ax dTG 

A^t — f^AXi oik i—i ,t 

W s ¡ t = fAXj ps CpS

W Gi_i,t = fń Gt (Mcp)Gi_lit 

AQi>t = aQpt + bQi-i^t -  cQit

W spółczynniki a, b, c przyjm ują wartości zero lub 1 w  zależności od tego, dla 
które j w arstw y form ułu je  się równania. D la pierwszej warstwy należy przyjąć 
a, c = 1, b = 0, natom iast dla ostatniej a, b = 1, c = 0. D la elementów 
różnicowych wewnętrznych zachodzi a = 0, b, c = 1. W  dalszym zapisie dla 
uproszczenia pom ija się indeksy dotyczące num eru elementu różnicowego i 
k roku  czasu. Zależności (1) i  (2) stanowią uk ład  równań różniczkowych, w  któ-
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rym  zm iennym i są: tem peratura fazy stałej, gazu oraz czas. Aby rozwiązać ten 
układ, za pomocą rów nania (2) e lim inu je  się w  (1) różniczkę czasu otrzymując 
w rezultacie równanie różniczkowe zawierające zmienne Ts i  TG. Uzyskane 
równanie rozwiązuje się, a następnie ponownie za pomocą (2) e lim inuje tem ­
peraturę Ts. W  konsekwencji otrzym uje się kolejne równanie o postaci:

gdzie:

T G =  ? - A — +  C i  ( 3 )

dTr
z = -  H  + E (4)

d t
natom iast:

AQ W G At
E

W .  A

W g At + W s 
W s

At
h  = f w g |

Z kole i wyrażenie (3) zróżniczkowano obustronnie względem czasu, a nastę­
pnie za pomocą (4) wyelim inowano w  uzyskanej zależności pochodną dTG/dx  
otrzym ując łatwe do całkowania równanie różniczkowe o zmiennych rozdzie­
lonych:

j H  dzdx = — —r  —  (5)

Po obustronnym scałkowaniu tego rów nania w  granicach (0, x) i  (z1; z) oraz 
odpowiednim przekształceniu w  celu wyrażenia zmiennej w  funkc ji czasu 
otrzym uje się:

r t-,2 >v
z = Zj exp

V

Fz x
H

(6)

Wielkość z l w yn ika  z wyrażenia (4), gdzie wartość występującej w  n im  
pochodnej d la początku kroku  czasu wyznacza się wykorzystując równanie (2) 
i  w arunek początkowy, według którego dla x = 0 zachodzą relacje TG = TGi_l  t 
oraz Ts = Ts i t, po zastosowaniu których otrzym uje się:
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H A(TGi_l t - T s it)
Zl =  ;  + Ej

W G At
(7)

Po podstawieniu zależności (6) do (3) i  dokonaniu odpowiednich prze­
kształceń otrzymano równanie opisujące zm iany tem peratury rozważanej 
porcji gazu w okresie przyjętego k roku  czasu podczas podgrzewania (lub 
chłodzenia) rozpatrywanego elementu różnicowego:

Zm iany tem peratury fazy stałej w  okresie przyjętego przedziału czasu 
wyznacza się na podstawie zależności (2) po wyelim inow aniu w niej pochodnej 
dTc/d i za pomocą (8):

Występująca w  powyższym rów naniu tem peratura T G w yn ika  bezpośrednio 
z zależności (8). Następnie po podstawieniu w  równaniach (9) i  (10) czasu 
t = At wyznacza się tem peraturę porcji gazu odpływającego z analizowanego 
elementu (a dopływającego do następnego):

Zbiory wartości tem peratury fazy stałej i  gazu, obliczonych według (10) 
i  (11) dla kolejnych elementów różnicowych oraz kroków czasu, stanowią 
rozwiązanie postawionego zadania.

3. W Y N IK I PRZYKŁADOW YCH O BLICZEŃ

W ykorzystując przedstawioną metodę przeprowadzono przykładowe obli­
czenia numeryczne dla podgrzewania i  chłodzenia m ateria łu  ziarnistego

(8)
gdzie:

(9)

T Gi,t = T G(T = AT) ( 10 )

oraz tem peraturę fazy stałej na początku następnego k roku  czasu:

Ts i,t+i = T s(t = At) (11)
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o własnościach zbliżonych do m ieszanki spiekalniczej i  spieku wielkopiecowe­
go. Obliczenia przeprowadzono dla następujących danych: skład molowy fazy 
gazowej: [C 02] = 0,10; [0 2] = 0,04; [N2] = 0,86; gęstość strum ien ia  gazu 0,018 
km ol/(m 2s); grubość złoża m ate ria łu  ziarnistego 0,4 m; zastępczy współczyn­
n ik  przewodzenia ciepła w  złożu 0,5 W /(m K); pojemność cieplna właściwa 
m ate ria łu  ziarnistego 0,9 kJ/(kg  K); długość k roku  czasu 10 s. D la przypadku 
podgrzewania tem peratura  gazu dopływającego do złoża była stała i  wynosiła 
500 K, natom iast tem peratura  początkowa m ate ria łu  ziarnistego była jedna­
kowa w  całym złożu i wynosiła 298 K, dla przypadku zaś chłodzenia tempera­
tu ra  gazu i fazy stałej wynosiła odpowiednio 298 K i  500 K. Otrzymane w yn ik i 
przedstawiono na rysunkach 2 i  3.

4. UW AGI KOŃCOW E

Przedstawiony sposób wyznaczania rozkładów tem peratury przy przepły­
w ie gazu przez złoże m ate ria łu  ziarnistego stanowi połączenie metody ilorazu 
różnicowego przedniego z opisem analitycznym  w ym iany ciepła w  tym  złożu. 
Ujęcie analityczne dotyczy opisu w ym iany ciepła m iędzy m ateria łem  stałym  i 
gazem. Przeprowadzone obliczenia numeryczne, z k tó rych  wybrane w yn ik i 
przedstawiono na rysunkach 2 i  3, potw ierdzają przydatność opracowanego 
algorytm u. Jednocześnie metoda ta  jes t dogodna do obliczeń, ponieważ otrzy­
mane równania dla poszczególnych elementów różniczkowych tworzą system 
jawny.

Prezentowana koncepcja może znaleźć zastosowanie także w  przypadkach, 
gdy oprócz w ym iany ciepła zachodzi wym iana masy m iędzy fazą stałą i  gazo­
wą lub  zachodzą reakcje chemiczne, k tó rych  intensywność zależy is to tn ie  od 
tem peratury. Przykładem może być tu  proces podgrzewania i  jednoczesnego 
podsuszania m ieszanki spiekalniczej przed zapłonem.

Opis analityczny zjaw isk, które  są związane z intensywnym  przekazywa­
niem, wydzielaniem  lub pochłanianiem ciepła w połączeniu z metodą różnico­
wą, um ożliw ia  poprawę dokładności rozw iązania oraz znaczne wydłużenie 
dopuszczalnego k roku  czasu w  porównaniu z przypadkiem  opisu wszystkich 
z jaw isk w sposób różnicowy. W  złożach m ateria łów  ziarn istych, często m ine­
ra lnych, ze względu na m ałą intensywność przepływu ciepła w  fazie stałej, 
efekt braku  stabilności rozw iązania występuje dopiero przy stosunkowo d łu ­
gich krokach czasu. W  prezentowanej metodzie określenie maksymalnego 
k roku  czasu jes t bardziej złożone n iż  w  sytuacji, gdy transport ciepła w  ciele 
odbywa się ty lko  na drodze przewodzenia [2]. W  nin ie jszym  artyku le  przed­
stawiono w form ie opisowej jedynie częściowe w yn ik i wstępnych przemyśleń 
tego zagadnienia. Problem jes t jednak interesujący i  zasługuje n iew ątp liw ie 
na dokładniejszą analizę.

Praca została zrealizowana w  ramach g ran tu  K B N  9 S603 053 06.
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Rys. 2. Rozkłady temperatury w złożu i w gazie dla podanych czasów - przypadek nagrze­
wania; a - złoże, b - gaz; 1 - 40 s; 2 - 80 s; 3 - 120 s; 4 - 160 s; 5 - 200 s; 6 - 240 s; 7 - 280 s; 8

- 320 s

Fig. 2. Temperature distributions in the bed and gas for mentioned periods - case of
heating; a - bed, b - gas
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Rys. 3. Rozkłady temperatury w złożu i w gazie dla podanych czasów - przypadek chłodze­
nia; a - złoże, b - gaz; 1 - 40 s; 2 - 80 s; 3 - 120 s; 4 - 160 s; 5 - 200 s; 6 - 240 s; 7 - 280 s;

8 - 320 s

Fig. 3. Temperature distributions in the bed and gas for mentioned periods - case of
cooling; a - bed, b - gas
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OZNACZENIA

cp, (Mcp) — pojemność cieplna właściwa, J/(kg K), J/(km ol K),
C -  stała całkowania,
f  -  powierzchnia elementu różnicowego w  k ie runku  prostopadłym do 

przepływu gazu, m 2,
I  -  strum ień enta lp ii, W, 
ń  -  gęstość strum ienia gazu, km ol/(m 2 s),
Q -  s trum ień ciepła przepływający m iędzy w arstw am i m ateria łu  ziar­

nistego na skutek przewodzenia i  prom ieniowania, odniesiony do 
powierzchni f  elementu różnicowego, W,

Qf -  strum ienie ciepła doprowadzane do pierwszego lub ostatniego ele­
m entu różnicowego, wynikające z warunków brzegowych, W,

T -  tem peratura, K,
a  -  konwekcyjny współczynnik w ym iany ciepła, W/(m2K), 
x -  czas, s,

A t -  długość kroku  czasu,
Ax -  grubość elementu różnicowego, m,

£ -  powierzchnia jednostkowa m ateria łu  ziarnistego, m 2/m 3.

IN D EKSY

G -  dotyczy gazu, 
i  -  dotyczy i-tego elementu, 

k  -  dotyczy konwekcji, 
s -  dotyczy fazy stałej, 
t  -  dotyczy t-tego k roku  czasu.

Recenzent: Prof. dr inż. Jan Szargut

W płynęło do Redakcji: 23. 03. 1995 r.
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Abstract

The heating or cooling o f g ranu la r m ate ria l bed by means o f gas often 
occurs in  the m eta llu rg ica l and chemical industry . The preheating of sinter 
m ix  on a s in te r strand before ign ition , s in te ring  process or the cooling of the 
sin ter a fter aglomeration can be taken as the examples of these phenomena
[3]. The paper describes an a lgorithm  fo r the calcultion o f the gas as w e ll as 
solid tem perature w h ile  the gas flows th rough the granu la r m ateria l bed. This 
method applies the forw ard tim e difference scheme and analytica l description 
of solid as w e ll as gas tem perature in  the area o f difference element. The bed 
of the granu la r m ateria l is divided in to  difference elements, Fig. 1. A t the 
beginning o f th is  process the tem perature d is tribu tion  in  the granular 
m ateria l m ust be known. For each difference element the d iffe ren tia l energy 
balances for solid- and gaseous-phase are form ulated. The heat fluxes inside 
the solid-phase resu lting  from  the therm a l conductiv ity and heat rad ia tion 
are determ ined according to the tem perature o f the solid m ateria l at the 
beginning o f the tim e  step. D uring  the period o f the current tim e step the 
convection heat flu x  exchanged between gas and solid is described analytica l­
ly. As a resu lt, the set o f two d iffe ren tia l equations is obtained. This equation 
set has been solved ana lytica lly . The tem perature o f the solid-phase for 
i =  A t  corresponds w ith  the solid tem perature a t the end o f the considered 
tim e step and sim ultaneously a t the beginning o f the next step. The gas 
tem perature corresponds w ith  the tem perature o f gas flow ing to the next 
difference element. Presented method allows to e lim inate some lim ita tions 
concerning the size o f the difference element and size o f the tim e step. 
Furtherm ore, the analytica l description o f some phenomena improves the 
accuracy o f the fin a l solution.


